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Einleitung

In dieser Arbeit untersuchen wir Sturm-Liouville-Differentialausdriicke der Form

1 d d
(= E (—%p% + q> (Ol)
mit reellwertigen und lokal integrierbaren Funktionen w, p~! und ¢ auf einem
Intervall (a,b). Dabei seien w(z) # 0 und p(x) > 0 f.i. auf (a,b).

Solche Differentialausdriicke werden — ausgehend von Arbeiten von C. Sturm
und J. Liouville (siche [70, 61, 62]) — seit fast 200 Jahren betrachtet. Zunéchst
wurde dabei ausschliellich der klassische Fall behandelt, in dem die Gewichts-
funktion w positiv ist. Den Beginn der indefiniten Sturm-Liouville-Theorie, bei
der die Funktion w ihr Vorzeichen wechselt, markiert eine Arbeit von Richard-
son [67]. In dieser sowie in zahlreichen folgenden Arbeiten anderer Autoren wur-
de zunédchst nur der reguldre Fall untersucht, in dem (a,b) beschrinkt ist und
w,p~t,q € L'(a,b). Dabei betrachtet man Randwertprobleme, bestehend aus der
Eigenwertgleichung ¢(f) = Af, also

—(pf") +af = wf,

und selbstadjungierten Randbedingungen bei a und b. Von Interesse sind z. B.
die Rieszbasis-Eigenschaft der Eigenfunktionen oder die Lage der Eigenwerte in
Abhéngigkeit der Randbedingungen. Bereits Richardson bemerkte, dass bei sol-
chen Randwertproblemen — im Gegensatz zum klassischen Fall — auch nichtreelle
Eigenwerte auftreten konnen.

In den 1970er Jahren stellte sich heraus (siehe z.B. [25]), dass singuldre in-
definite Sturm-Liouville-Probleme besonders effizient mithilfe von Methoden aus
der Spektral- und Stérungstheorie selbstadjungierter Operatoren in Rdumen mit
indefiniter Metrik behandelt werden konnen. In diesem Zusammenhang ist ins-
besondere die in den 1960er Jahren von H.Langer entwickelte Spektraltheorie
fiir definisierbare Operatoren zu nennen (siehe [59]), die bereits auf eine relativ
grofle Klasse singulérer indefiniter Probleme anwendbar ist. In der vorliegenden
Arbeit untersuchen wir singulére indefinite Sturm-Liouville-Operatoren, die im
Allgemeinen nicht definisierbar sind, und zeigen, dass sie dennoch in Gebieten der
Riemannschen Zahlenkugel die gleichen guten Spektraleigenschaften wie defini-
sierbare Operatoren aufweisen.

Wir betrachten hier hauptséchlich den Fall, in dem der Differentialausdruck
¢ im Grenzpunktfall bei den Endpunkten a und b ist. Im Blickpunkt unseres
Interesses stehen dann die Spektraleigenschaften des im gewichteten L?-Raum
L? (a,b) agierenden Operators A, welcher definiert ist durch

|w]
1

Af =) = =(= ) +af). (0:2)
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wobei f € dom A,
dom A :={g € wa‘(a, b) : g,pg’ € ACioe(a,b), £(g) € L|2w|(a, b)}.

Das Skalarprodukt auf L|2w|(a, b) ist gegeben durch

b
(f.9) = / falwlde,  f.g€ LA (ab). (0.3)

Im klassischen Fall w > 0 ist der Operator A bekanntermaflen selbstadjungiert im
Hilbertraum L|2w|(a, b), und man kann auf die gut entwickelte und leistungsstar-
ke Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren im Hilbertraum zuriickgreifen.
Wechselt die Gewichtsfunktion w jedoch ihr Vorzeichen auf (a,b), dann ist der
Operator A weder symmetrisch noch selbstadjungiert in L|2w|(a, b), sondern ledig-

lich selbstadjungiert beziiglich des indefiniten Kreinraumproduktes

b
frg] == / fgwds,  f.g€ IA(ab). (0.4)

Fiir die Spektralanalyse des Operators A aus (0.2) ist es in vielen Situationen
sinnvoll, auch den definiten Differentialausdruck

1 d d
T = m (—%p% + q> (05)

und den ihm zugeordneten Differentialoperator T' zu betrachten. Der Operator T'
ist dann selbstadjungiert im Hilbertraum wa‘(a, b), und mit dem Multiplikations-
operator J = sgn(w(z)) gelten die Beziehungen 7" := JA und

[Af, gl =(Tf,9), f,g€ domA=domT. (0.6)

Obwohl das Spektrum eines selbstadjungierten Operators in einem Kreinraum
sehr kompliziert oder arm an Struktur sein kann (siehe Beispiele 1.1 und 2.5),
gibt es einige Klassen selbstadjungierter Operatoren, deren Spektraleigenschaften
gut bekannt sind. Dazu gehoren die definisierbaren Operatoren. Ein selbstadjun-
gierter Operator B im Kreinraum (I, [-,-]) mit p(B) # @ heifit definisierbar,
wenn es ein reelles Polynom p # 0 gibt mit [p(B)f, f] > 0 fiir alle f € domp(B).
Ein definisierbarer Operator hat &hnliche Spektraleigenschaften wie ein selbstad-
jungierter Operator im Hilbertraum. Sein nichtreelles Spektrum besteht aus einer
endlichen Anzahl von Eigenwerten, und auf R besitzt er eine Spektralfunktion
E mit endlich vielen Singularitdten (siehe [59]). Mit Ausnahme einer endlichen
Menge reeller Zahlen besitzt jeder reelle Punkt A eine Umgebung A C R, so dass
entweder (E(A)K, [, ]) oder (E(A)K,—[-,]) ein Hilbertraum ist. Im ersten Fall
heifit \ positiven Typs, im zweiten negativen Typs beziiglich B.
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Im folgenden nehmen wir an, dass der im Hilbertraum wa‘(a, b) selbstadjun-
gierte Differentialoperator 7' = JA nach unten beschrankt ist. Ist 7" gleichméBig
positiv, dann ist A wegen (0.6) offenbar definisierbar, und das Spektrum von A ist
reell (vgl. auch Satz 1.21). Solche sogenannten links-definiten Probleme werden in
einer Fiille von Arbeiten in der bestehenden Literatur behandelt. Wir erwéhnen
hier nur [12, 13, 14, 16] sowie [56, 57, 63] und verweisen den Leser zwecks weiterer
Referenzen und einer ausfiihrlichen Behandlung links-definiter Probleme auf [75].

Ist T > 0, so ist das Spektrum des Operators A reell, sofern die Resolven-
tenmenge von A nichtleer ist. In diesem Fall ist es von besonderem Interesse, ob
der Operator A dhnlich zu einem selbstadjungierten Operator im Hilbertraum ist.
Beziiglich dieser Fragestellung seien die Arbeiten [23, 24, 50, 51, 52] erwihnt. Bei-
spielsweise wird in [23] bewiesen, dass der maximale Operator beziiglich sgn(x)%
in L?(R) #hnlich zu einem selbstadjungierten Operator im Hilbertraum ist.

Auch im Fall min o(7") > 0 ldsst sich zeigen, dass der Operator A definisier-
bar ist (siche Satz 1.24). Insbesondere ist dann p(A) nichtleer, und die (endlich
vielen) nichtreellen Eigenwerte von A haben endliche algebraische Vielfachheiten
(siche auch [55, Theorem 1.2]). Dieser Fall wird beispielsweise in [7, 10, 15, 22]
betrachtet.

Das oben bereits genannte Beispiel 1.1 zeigt, dass es im Fall min o.s(7) < 0
zusitzlicher Annahmen bedarf, um eine reiche Struktur des Spektrums von A zu
erhalten. Unter der Annahme g := min oes(7") < 0 betrachten wir in dieser Arbeit
die folgenden zwei Fille:

(i) Es gibt a/,b" € (a,b), so dass die Gewichtsfunktion w auf jeweils (a,a’) und
(b, b) ihr Vorzeichen nicht wechselt;

(ii) Esist (a,b) =R, und die Funktionen w, p und ¢ sind periodisch mit dersel-
ben Periode.

Ziel ist es, moglichst allgemeingiiltige Aussagen iiber das Spektrum des Differen-
tialoperators A in diesen beiden Féllen zu treffen. Von besonderem Interesse sind
dabei sowohl das Verhalten des nichtreellen Spektrums von A als auch die Vertei-
lung der positiven und negativen Quadrate des inneren Produktes |-, | aus (0.4)
auf die Spektralrdume von A beziiglich des reellen Spektrums.

Im Fall (i) erhdlt man durch Anwendung der Glasmannschen Zerlegungsme-
thode eine orthogonale Summe A dreier Differentialoperatoren, die jeweils mit ¢
auf den Intervallen (a,a’), (a/,0") und (', b) assoziiert sind. Mithilfe der Resultate
aus [22] fiir reguldre indefinite Sturm-Liouville-Operatoren ist nun nicht schwer
zu sehen, dass der Operator A iiber C\ [i, —p] definisierbar ist — dass sich A also
fiir jede C-offene Umgebung U des Intervalls [p, —u] in die direkte Summe eines
beschrinkten Operators mit Spektrum in &/ und eines definisierbaren Operators



4 Einleitung

mit Spektrum in C \ U zerlegen lésst. Da der Operator A eine endlichdimensio-
nale Storung von A ist, impliziert ein Storungssatz aus [4], dass der Operator
A ebenfalls iiber C \ [i, —p] definisierbar ist, wenn nur seine Resolventenmen-
ge nichtleer ist. Der Nachweis von p(A) # @ ist also wesentlich fiir die starke
Aussage, dass der Operator A iiber C \ [y, —pu| definisierbar ist, und es gelingt
uns mithilfe der Weylfunktionen gewisser Randtripel, diesen zu erbringen. Aus
den Spektraleigenschaften von A folgt zusétzlich, dass es ein r > 0 gibt, so dass
(—o0, —r) negativen Typs und (r,00) positiven Typs beziiglich des singuldren
indefiniten Sturm-Liouville-Operators A ist. Wir bemerken, dass dieselben Resul-
tate in [b] unter einer zusétzlichen Voraussetzung erzielt wurden. Im Fall ' = ¥’
wurde p(A) # @ bereits in [50] gezeigt (siehe auch [49, Proposition 3.11]). Speziell
fiir w(z) = sgn(x) und p = 1 sind die o.g. Ergebnisse enthalten in [53].

Der Fall (ii) wurde in der bestehenden Literatur bisher nur in den Féllen
w > 0 (siehe z. B. [73]) und T" > 0 betrachtet (siehe [26] und [63]). Das Spek-
trum des Operators A ist dann reell und hat eine sogenannte , Bandstruktur®,
d. h. es besteht aus kompakten Intervallen, die sich hochstens in ihren Endpunk-
ten schneiden. Wir kommen hier vollig ohne Bedingungen an 7" aus und zeigen,
dass die Resolventenmenge des periodischen Sturm-Liouville-Operators A stets
nichtleer ist, dass A keine Eigenwerte hat, dass das nichtreelle Spektrum von A
aus analytischen Kurven besteht und dass das reelle Spektrum eine Bandstruk-
tur aufweist. Ein solches Spektralbild ist bekannt fiir Schrodinger-Operatoren auf
R mit komplexwertigen PT-symmetrischen periodischen Potentialen (siehe z.B.
[11, 18, 69, 38]). Wihrend sich das nichtreelle Spektrum solcher Schrodinger-
Operatoren aber an unendlich vielen Stellen gegen die reelle Achse héufen kann
(wie in [11] und [69] fiir das Potential g(z) = isin(x) bewiesen), zeigen wir, dass
es im Spektrum des Operators A nur endlich viele solcher Haufungspunkte gibt.
Desweiteren beweisen wir, dass es wie im Fall (i) ein r > 0 gibt, so dass (—oo, —r)
negativen Typs und (r, 00) positiven Typs beziiglich A ist. Unter einer zusitzli-
chen Bedingung an die Funktionen w und p kénnen wir zudem zeigen, dass der
Operator A {iber einer Umgebung von oo definisierbar ist. Insbesondere ist das
nichtreelle Spektrum von A in diesem Fall beschrankt.

Die vorliegende Arbeit besteht aus einem abstrakten Teil (Abschnitt 1) und
einem angewandten Teil (Abschnitte 2 und 3), in dem die Ergebnisse aus dem
ersten Abschnitt auf indefinite Sturm-Liouville-Operatoren angewandt werden.
Im folgenden gehen wir ndher auf die Inhalte der einzelnen Abschnitte ein.

Nach einer kurzen Einfithrung in die Operatortheorie in Kreinrdumen in Un-
terabschnitt 1.1 beweisen wir in den drei darauffolgenden Unterabschnitten jeweils
einen Satz aus dem Gebiet der Storungstheorie selbstadjungierter Operatoren in
Kreinrdumen. Der erste dieser drei Sétze ist bereits in der Arbeit [1] veroffentlicht
und besagt, dass eine endlichdimensionale Stérung eines definisierbaren Opera-
tors ebenfalls definisierbar ist. Dabei nennen wir einen linearen Operator T eine
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endlichdimensionale Storung des linearen Operators S, wenn der Schnitt SN T
endliche Kodimension in S (und dann auch in 7°) hat. In dieser Form verallge-
meinert der Satz ein Resultat aus [48]. In Abschnitt 1.3 wird gezeigt, dass eine
endlichdimensionale Storung einer orthogonalen Summe eines fundamental redu-
zierbaren Operators und eines Operators mit endlich vielen negativen Quadraten
unter gewissen Bedingungen lokal definisierbar ist. Auch dieser Satz ist bereits
veroffentlicht (siche [8]). Diese beiden Storungssitze finden Verwendung in Ab-
schnitt 2 bei der Behandlung des indefiniten Sturm-Liouville-Operators A im Fall
(i). Den dritten Storungssatz wiederum wenden wir in Abschnitt 3 auf den Opera-
tor A im Fall (ii) an. Er sagt aus, dass eine beschrankte Storung eines gleichméfig
positiven Operators im Kreinraum, der dhnlich zu einem selbstadjungierten Ope-
rator im Hilbertraum ist, definisierbar ist iiber einer Umgebung von co. Da in
den Beweisen der zentralen Resultate in Abschnitt 2 intensiv mit Randtripeln
gearbeitet wird, wird der Leser im Unterabschnitt 1.5 kurz in das Konzept der
Randtripel eingefiihrt, welches einen abstrakten Rahmen fiir die Erweiterungs-
theorie symmetrischer Operatoren in Hilbert- und Kreinrdumen darstellt (siche
z. B. [28], [30], [40]).

In Abschnitt 2 studieren wir die Spektraleigenschaften des singuldren indefi-
niten Sturm-Liouville-Operators A aus (0.2) im Fall (i). Dort lassen wir auch zu,
dass der definite Sturm-Liouville-Operator T' = JA nicht nach unten beschrankt
ist. Nach einer ausfiihrlichen Einfithrung in die Theorie der indefiniten Sturm-
Liouville-Operatoren in Unterabschnitt 2.1 werden in Unterabschnitt 2.2 zunéchst
die selbstadjungierten Realisierungen von ¢ auf [d/, b) betrachtet. Unter anderem
wird bewiesen, dass diese iiber C definisierbar sind. Wie oben bereits angedeu-
tet, ist dabei wesentlich, dass die Resolventenmenge des betrachteten Operators
nichtleer ist. Um dies zu zeigen, nehmen wir das Gegenteil an, wahlen selbstad-
jungierte Realisierungen von £ auf [a’,&'] und [0, b) und beweisen, dass die Summe
ihrer Weylfunktionen verschwindet. Zusammen mit einem Satz aus Unterabschnitt
1.5 folgt daraus, dass die selbstadjungierte Realisierung von ¢ auf (¥, b) nach oben
und unten beschrankt ist. Dies ist fiir definite Sturm-Liouville-Operatoren jedoch
unmoglich.

Der zentrale Satz des Unterabschnitts 2.3 besteht aus einigen notwendigen
Bedingungen fiir den Fall, dass die Resolventenmenge des Operators A leer ist.
Mit diesem und dem Storungssatz aus Unterabschnitt 1.3 kénnen wir u.a. zeigen,
dass im Falle der Halbbeschranktheit von 7" die Resolventenmenge von A nichtleer
ist und dass A iiber C\ [u, —p] definisierbar ist (siche Satz 2.14).

In Abschnitt 3 behandeln wir den Fall (ii). Die Periode der Funktionen w,
p und ¢ sei a > 0. In Unterabschnitt 3.2 fithren wir die mit ¢ auf [0,a] assozi-
ierten reguldren Sturm-Liouville-Operatoren A(t), t € [—m, 7], ein, die durch die
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Randbedingungen
fla)=e"f(0) und (pf’)(a) =" (pf)(0) (0.7)

definiert sind, und zeigen, dass der singulédre indefinite Sturm-Liouville-Operator
A unitéar dquivalent ist zu dem Multiplikationsoperator mit der Schar der Ope-
ratoren A(t). In Unterabschnitt 3.1 definieren und untersuchen wir daher ganz
allgemein den Multiplikationsoperator B mit einer Schar selbstadjungierter Ope-
ratoren B(t) in einem Kreinraum XK', wobei ¢ ein kompaktes Intervall Z durchlauft.
Der Operator B agiert im Hilbertraum K := L*(Z,K’), welcher in der Literatur
bisweilen auch als das direkte Integral iiber Z mit konstanter Faser K’ bezeich-
net wird (siehe z.B. [66, Abschnitt XIII.16]). Dieser wird auf natiirliche Weise
zu einem Kreinraum, in welchem der Operator B symmetrisch ist. Unter einer
Bedingung, die im konkreten Fall der Differentialoperatoren A(t) erfiillt ist, wird
gezeigt, dass der Operator B selbstadjungiert ist in I und dass dessen Spektrum
gerade die Vereinigung der Spektren der Operatoren B(t) ist. Als Hauptergebnis
des Unterabschnitts 3.1 zeigen wir, dass eine Menge genau dann positiven (nega-
tiven) Typs beziiglich B ist, wenn sie positiven (bzw. negativen) Typs beziiglich
aller Operatoren B(t) ist. Da die Spektren der A(t) disjunkt sind, gelten also

o) = {J o) wd o= [J ou(aw),  (03)

te[—m,m] te[—m,m]

wobei o4 das Spektrum positiven bzw. negativen Typs bezeichnet.

Ein weiteres Hilfsmittel bei der Spektralanalyse von A ist die sogenannte Flo-
quetdiskriminante — eine ganze Funktion, in der die Spektraleigenschaften von A
verschliisselt sind. Mit ihrer Hilfe zeigen wir, dass die Resolventenmenge des Ope-
rators A stets nichtleer ist und dass das Spektrum von A aus analytischen Kurven
besteht. Im dritten Unterabschnitt untersuchen wir diese Funktion genauer. Die
daraus resultierenden Ergebnisse werden dann zusammen mit (0.8) im Beweis des
ersten Hauptresultates von Unterabschnitt 3.4 verwendet, welches besagt, dass
ein r > 0 existiert, so dass (—oo, —r) negativen Typs und (r,00) positiven Typs
beziiglich A ist. Zum Abschluss der Arbeit verwenden wir das Stérungsresultat
aus Unterabschnitt 1.4 und einen Satz aus [22], um zu zeigen, dass der Operator A
unter einer gewissen Voraussetzung an die Funktionen w und p sogar definisierbar
ist iiber einer Umgebung von oo. Insbesondere folgt daraus die Beschréanktheit
des nichtreellen Spektrums von A in diesem Fall.
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In diesem Abschnitt beweisen wir drei Séatze aus dem Bereich der Storungstheorie
selbstadjungierter Operatoren in Kreinrdumen. Zunéchst definieren wir in Unter-
abschnitt 1.1 die in dieser Arbeit relevanten Klassen von Operatoren und geben
einen zusammenfassenden Uberblick iiber deren Eigenschaften. In Unterabschnitt
1.2 zeigen wir, dass die Definisierbarkeit eines selbstadjungierten Operators im
Kreinraum stabil ist unter endlichdimensionalen Storungen. Das Hauptergebnis
des dritten Unterabschnittes besagt, dass eine endlichdimensionale Stérung einer
orthogonalen Summe eines fundamental zerlegbaren Operators und eines Ope-
rators mit endlich vielen negativen Quadraten unter gewissen Bedingungen lo-
kal definisierbar ist. Gegenstand des letzten Unterabschnittes sind beschrinkte
Storungen gleichméfig positiver Operatoren in Kreinrdumen. Wir zeigen darin,
dass jede beschrinkte Storung eines gleichméfig positiven Operators iiber einer
Umgebung von oo definisierbar ist, wenn der Punkt oo kein singulérer kritischer
Punkt des gleichméBig positiven Operators ist.

1.1 Grundlagen der Operatortheorie im Kreinraum

Ein Innenproduktraum ist ein Paar (IC,[-,]), bestehend aus einem C-Vektorraum
K und einem inneren Produkt (d.h. einer hermiteschen Sesquilinearform) [-, -] auf
K. Ein Innenproduktraum (K, [+, -]) heiit Kreinraum, falls der Vektorraum /C eine
Zerlegung

K=K, + K_ (1.1)

mit Hilbertraumen (K., [-,-]) und (K_, —[-, -]) gestattet, die beziiglich des inneren
Produktes [, -] aufeinander senkrecht stehen:

[f+, f_] =0 fir alle f+ € ]C+ und f_ c IC_.

Dabei und im folgenden bezeichne das Symbol + die direkte Summe. Der Krein-
raum (KC, [+, -]) heiBt Pontrjaginraum mit endlich vielen positiven (negativen) Qua-
draten, wenn IC, (bzw. K_) endlichdimensional ist.

Mit den Projektionen P, und P_ auf K, bzw. K_ beziiglich der Zerlegung
(1.1) definieren wir den Operator J := Py — P_. Es ist leicht einzuschen, dass der
Innenproduktraum (&, [J-,-]) dann ein Hilbertraum ist. Die dadurch definierte
Hilbertraumtopologie auf K is unabhéngig von der Zerlegung (1.1), siehe [2]. Der
zugehorige Operator J = P, — P_ heifit Fundamentalsymmetrie.

In diesem Abschnitt seien (IC, [-, -]) stets ein Kreinraum und .J eine Fundamen-
talsymmetrie in IC. Diese induziert das Hilbertraum-Skalarprodukt (-,-) := [J-, ]
auf IC. Fiir einen dicht definierten linearen Operator T in K bezeichnen wir mit
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T* den zu T adjungierten Operator beziiglich des Skalarproduktes (-,-). Es gilt
dann

J=J=J"

Fiir eine Menge M C K ist der zu M orthogonale Raum beziiglich des inneren
Produktes [-, -] definiert durch

MW = {geK:[f g] =0 firalle f € M}.

Offenbar gilt MY = (JM)* = JM*, wobei L das Orthogonalkomplement
beziiglich des Skalarproduktes (-,-) bezeichne. Die Menge MM ist folglich ein
abgeschlossener Unterraum von AC.

Ein Vektor f € I\ {0} heifit positiv (negativ, nichtpositiv, nichtnegativ), wenn
der jeweilige Begriff auf den Wert [f, f] € R zutrifft. Ist [f, f] = 0, dann heifit
der Vektor f neutral. Ein Unterraum M C K heifit positiv (negativ, nichtpositiv,
nichtnegativ, neutral), wenn der jeweilige Begriff fiir alle Vektoren f € M\ {0}
zutrifft. Den neutralen Unterraum M° := M N MM nennt man den isotropen
Teil von M. Zu einem abgeschlossenen Unterraum M von K existiert stets eine
Zerlegung

M = My [FHM_[FHM° (1.2)

mit einem positiven abgeschlossenen Unterraum M, und einem negativen abge-
schlossenen Unterraum M _, siehe [17]. Eine solche Zerlegung heifit Fundamental-
zerlegung (von M). Das Symbol [+] bezeichnet dabei die direkte |-, -]-orthogonale
Summe. Wie man leicht zeigt, sind die Dimensionen von M, und M _ unabhéngig
von der Zerlegung (1.2) und héngen nur von M ab. Daher ist die folgende Defi-
nition sinnvoll:

k(M) =dimM, k- (M):=dimM_, k(M) :=dim M".

Das Tripel {k4 (M), k_(M), ko(M)} heiBt die Signatur von M.
Es sei T ein dicht definierter linearer Operator in IC. Der beziiglich des inneren
Produktes |-, -] zu T adjungierte Operator wird definiert durch

T = JT*J.
Es gilt dann
[Tf gl =[f,Ttg] fiiralle f€domT, gée domT™.
Wie im Hilbertraumfall zeigt man die folgende Beziehung:

(ran T)H = ker 7. (1.3)
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Ist T" abgeschlossen, dann ist nach dem Satz vom abgeschlossenen Bild ranT'
abgeschlossen genau dann, wenn ran T+ = Jran T™* abgeschlossen ist. Demzufolge
gilt
ANco(T) <= \co(T) (1.4)

fiir abgeschlossenes T

Wir nennen einen linearen Operator T in K symmetrisch, falls [T'f, g] = [f, T¢]
fiir alle f,g € dom T gilt. Ist T" dicht definiert, dann ist dies gleichwertig zu T C
T+, Falls sogar T' = T gilt, so heifit T selbstadjungiert. Es ist leicht zu sehen, dass
T genau dann symmetrisch (selbstadjungiert) ist, wenn J7 symmetrisch (bzw.
selbstadjungiert) im Hilbertraum (KC, (-, -)) ist. Folglich besitzt ein symmetrischer
Operator T in IC genau dann selbstadjungierte Operatorerweiterungen, wenn die
Defektzahlen des (Hilbertraum-)symmetrischen Operators J7' iibereinstimmen.

Wir bemerken an dieser Stelle, dass die spektralen Eigenschaften selbstadjun-
gierter Operatoren im Kreinraum im Allgemeinen sehr kompliziert oder auch arm
an Struktur sein kénnen. Tatséchlich gibt es selbstadjungierte Operatoren, deren
Spektrum leer ist oder auch die gesamte komplexe Ebene umfasst (siehe auch
Beispiel 2.5 fiir einen Differentialoperator dieser Art).

Beispiel 1.1. Es seien H ein Hilbertraum und 7" ein unbeschrénkter selbstadjun-
gierter Operator in H. Im Hilbertraum §) := H & H definieren wir die Operatoren

0 I T 0
J:(I O) und B:(O O)’

wobei dom B = domT ¢ H. Der Operator J ist eine Fundamentalsymmetrie
im Kreinraum K := ($,(J-,-)s). Da B selbstadjungiert ist in $, ist A := JB
selbstadjungiert in K, und fiir alle A € C gilt

ran(A —\) = {(Tf_if/\g) : f €domT, g € 7-[} C domT & H.

Also ist der Operator A — A fiir kein A € C surjektiv, und es folgt o(A) = C.

Mit C (R) bezeichnen wir im folgenden die Einpunkt-Kompaktifizierung der
komplexen Ebene (bzw. der reellen Achse). Wir sagen, eine Menge M C C sei
symmetrisch beziiglich der rellen Achse, wenn M = M*, wobei

M*:={\: )€ M}.

Die stiarkste Aussage, die im Allgemeinen iiber das Spektrum eines selbstadjun-
gierten Operators im Kreinraum gemacht werden kann, ist, dass sein Spektrum
symmetrisch beziiglich der rellen Achse ist:

ANeo(T) <= Xeo(T).
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Dies folgt direkt aus (1.4).

Mit B(X,Y) bezeichnen wir die Menge der beschrinkten und auf ganz X
definierten Operatoren, die von einem Banachraum X in einen Banachraum Y
abbilden. Zudem setzen wir B(X) := B(X, X). Das erweiterte Spektrum &(T)
eines abgeschlossenen Operators T in K ist definiert durch &(7) := o(T), falls
T € B(K), und 6(T) := o(T) U {occ} andernfalls. Das Komplement p(7T") :=
C\ &(T) nennen wir die erweiterte Resolventenmenge von T. Ein Punkt A\ € C
heifit approzimativer Figenwert von T, falls es eine Folge (f,,) C dom T gibt mit
|foll = 1 fir alle n € N und (T'— A)f,, — 0 fiir n — oo. Der Punkt oo heifit
approzimativer Eigenwert von T falls T' ¢ B(K). Die Menge aller approximativen
Eigenwerte von 7 in C (in C) wird mit &,,(T) (bzw. 0.,(T)) bezeichnet und
wird approximatives Punktspektrum von T genannt. Die in den Komplementen
7(T) := C\ 0ap(T) und 7(T) := C\ 5,,(T) enthaltenen Punkte heiflen Punkte
requldren Typs von T

Ist T' selbstadjungiert im Kreinraum KC, dann gehoren alle reellen Spektral-
punkte von 7" zu 0,,(T). Ist ndmlich A € ¢(T) N R kein Eigenwert von 7, dann
folgt

ran(T — \) = ker(T — \)H = K,

also A € 0.(T) C 04,(T).

Definition 1.2. Es sei A ein selbstadjungierter Operator im Kreinraum K. Ein
Punkt \ € 0,,(A) heifit Spektralpunkt positiven (negativen) Typs von A, falls fir
jede Folge (f,) C dom A mit ||f,|]| = 1 fir alle n € N und (A — \)f, — 0 fiir
n — oo gilt:

lirginf [fa, fa] >0 (bzw. limsup [f,, f,] <0).

n—oo

Ist oo € 6(A), dann heifit oo Spektralpunkt positiven (negativen) Typs von A, falls
fiir jede Folge (f,) C dom A mit ||Af,| =1 fiir alle n € Nund f, — 0 fiir n — oo
gilt:
liminf [Af,, Af,) >0 (bzw. limsup[Af,, Af,] <0).
n—oo

n—oo
Die Menge aller Spektralpunkte positiven (negativen) Typs wollen wir mit o (A)
(bzw. 0_(A)) bezeichnen. Eine Menge A C C heifit positiven (negativen) Typs
beziiglich A, falls ANG(A) C oy (A) (bzw. ANG(A) C 0_(A)) gilt. Die Menge A
heifit definiten Typs beziiglich A, falls sie positiven oder negativen Typs beziiglich
A ist.

Es sei A ein selbstadjungierter Operator in K. Die Mengen o (A) und o_(A)
sind dann in R enthalten. Ist ndmlich A € o, (A4) Uo_(A) und (f,) C dom A mit
|| foll =1 fiir alle n € Nund (A — \)f,, — 0 fiir n — oo, dann folgt

(Im AN)[frn, fu] = Im[(A — A) fo, fu] — 0 fiir n — oo,
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also Im A = 0, da liminf,, o [f,, fn] > 0 oder limsup,,_, . [fn, fn] < 0. Desweiteren
sind 0 (A) und o_(A) offen in 5(A), siche z. B. [3, Lemma 2|. Daraus folgt sofort,
dass sich das nichtreelle Spektrum von A nicht gegen o, (A)Uo_(A) hiufen kann.

Die Spektralpunkte positiven und negativen Typs spielen eine wichtige Rolle
bei der Spektralanalyse selbstadjungierter Operatoren im Kreinraum. Ist beispiels-
weise A C R eine zusammenhingende Menge positiven Typs beziiglich A, dann
besitzt der Operator A auf A eine lokale Spektralfunktion. Eine solche ist eine Ab-
bildung F von dem System By(A) der Borel-messbaren Teilmengen von A, deren
Abschluss noch in A liegt, in die Menge der selbstadjungierten Projektionen in K
mit den folgenden Eigenschaften (4, dy,d2 € By(A)):

(a) Sind 01,02, .. € By(A) paarweise disjunkt und § = [J° o € Bo(A), dann
gilt fiir alle f € K:

EQ)f =) E()f.

00
k=1

(b) E(d61Nda) = E(61)E(d2).

(¢) E(0) kommutiert mit jedem beschrankten Operator, der mit der Resolvente
von A kommutiert.

(d) o(ATE(S)K) C o(A)N0.
() o(AI(I = E(0)K) € a(A)\ 6.
Die Positivitat spiegelt sich in der folgenden Eigenschaft wieder:
(f) (E(9)K,[-,-]) ist ein Hilbertraum.
Fiir jedes 6 € By(A) gibt es also eine Zerlegung
K =E@)K[+H (I - E(6)K,

bestehend aus A-invarianten Unterrdumen, so dass A [ E(0)K ein selbstadjun-
gierter Operator im Hilbertraum ist. Mit anderen Worten: der Operator A agiert
lokal wie ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum. Ist A negativen Typs
beziiglich A, dann ist A positiven Typs beziiglich A im Kreinraum (K, —[-,]),
und alles gilt genau wie oben — mit der Ausnahme, dass in (f) [-, -] durch —[-, -]
zu ersetzen ist. Fiir Beweise der obigen Aussagen verweisen wir auf die Arbeiten
[60] und [46].

Die folgende Definition sowie der Grofiteil der unten aufgefiihrten Begriffe und
Aussagen sind [59] entnommen.
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Definition 1.3. Ein selbstadjungierter Operator A in K heifit definisierbar, falls
p(A) # & und falls es ein Polynom p # 0 mit rellen Koeffizienten gibt, so dass fiir
alle f € domp(A) gilt: [p(A)f, f] > 0. Ein solches Polynom p heifit definisierend
fiir den Operator A.

Definisierbare Operatoren haben besonders gute Spektraleigenschaften. Wie
man leicht zeigt (siehe [43, Lemma 1]) besteht das nichtreelle Spektrum eines de-
finisierbaren Operators A aus endlich vielen Punkten, die Pole seiner Resolvente
sind und gleichzeitig Nullstellen eines jeden definisierenden Polynoms. Desweite-
ren ist jeder reelle Spektralpunkt A von A, fiir den es ein definisierendes Polynom
p von A gibt mit p(A) > 0 (p(A\) < 0) ein Spektralpunkt positiven (bzw. nega-
tiven) Typs von A. Diejenigen reellen Spektralpunkte von A, die Nullstelle eines
jeden definisierenden Polynoms sind, nennt man die (endlichen) kritischen Punk-
te von A. Ist co € 6(A), so heifit der Punkt oo kritischer Punkt von A, wenn er
nicht definiten Typs beziiglich A ist. Es ldsst sich zeigen, dass dies genau dann
der Fall ist, wenn sich o(A4) NR™ und o(A) N R~ gegen oo hiufen und es ein
definisierendes Polynom fiir A mit ungeradem Grad gibt. Mit Ausnahme dieser
endlich vielen kritischen Punkte besteht 5(A) N R also nur aus Spektralpunkten
definiten Typs. Insbesondere besitzt der Operator A eine Spektralfunktion auf C
mit endlich vielen Singularitdten. Dies ist einerseits bewiesen in [59], folgt aber
andererseits auch fast direkt aus den oben genannten Eigenschaften der lokalen
Spektralfunktionen auf den Intervallen (bzw. zusammenhingenden Mengen in R)
definiten Typs. Die Spektralfunktion ist fiir alle Borelmengen in R definiert, deren
Randpunkte keine kritischen Punkte von A sind.

Die kritischen Punkte eines definisierbaren Operators A in K konnen in ver-
schiedener Art und Weise klassifiziert werden. Es sei F die Spektralfunktion des
Operators A. Zunéichst unterscheidet man zwischen singulidren und reguléren kri-
tischen Punkten. Der kritische Punkt A € R heifit reguldr, wenn es eine Umgebung
U von X in R und ein k > 0 gibt, so dass || E(A)|| < k fiir alle A C U gilt, fiir die
E(A) definiert ist. Ist A ein reguldrer kritischer Punkt von A, dann ist F(A) auch
fiir solche Borelmengen A definiert, die A als Randpunkt haben. Ein kritischer
Punkt heiflt singuldr, wenn er nicht regulér ist.

Ein kritischer Punkt A € R von A heiit wesentlich, wenn s, (E(A)K) und
k_(E(A)K) fiir jede R-offene Umgebung A von A unendlich sind. In [3] wird
unter anderem gezeigt, dass ein kritischer Punkt eines definisierbaren Operators
genau dann nicht wesentlich ist, wenn er vom Typ 7, oder vom Typ 7m_ geméf
der folgenden Definition ist.

Definition 1.4. Es sei A ein selbstadjungierter Operator im Kreinraum /. Ein
Punkt A € 0.,(A) heiit Spektralpunkt vom Typ my (w_) von A, falls es einen
Unterraum C, mit endlicher Kodimension in K gibt, so dass fiir jede Folge (f,,) C
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Kyxndom A mit ||f,]| =1 fiir alle n € Nund (A — \)f,, — 0 fiir n — oo gilt:

ligri%)rolf [fa: fa) >0 (bzw. limsup [f,, fu] <0).

n—oo

Ist co € 6(A), dann heifit oo Spektralpunkt vom Typ 7, (w_) von A, falls es
einen Unterraum K, mit endlicher Kodimension in /C gibt, so dass fiir jede Folge
(fn) C KxNdom A mit ||Af,|| =1 fir alle n € N und f,, — 0 fiir n — oo gilt:

liminf [Af,, Af.] >0 (bzw. limsup [Af,, Af.] < 0).

n—oo n—oo

Die Menge aller Spektralpunkte vom Typ 7, (7-) wird mit o, (A) (bzw. o7 (A))
bezeichnet. Eine Menge A C C heifit vom Typ 7, (7_) beziiglich A, falls AN
Gap(A) C 0r, (A) (bzw. AN Gap(A) C or (A)) gilt.

Man beachte, dass der Operator A in Definition 1.4 nicht notwendig defini-
sierbar ist. Es ldsst sich zeigen (siche [9] und [3]), dass ein selbstadjungierter
Operator A auf einem Intervall vom Typ 7, oder 7_ eine lokale Spektralfunktion
besitzt, falls ein Punkt des Intervalls nicht im Innern von o(A) liegt. Diese Spek-
tralfunktion hat dhnliche Eigenschaften wie die auf Intervallen definiten Typs. Die
zugehorigen Spektralrdume sind dann Pontrjaginrdume.

Die einfachsten definisierbaren Operatoren sind die nichtnegativen Operato-
ren. Wir sagen, der selbstadjungierte Operator A in I sei nichtnegativ, falls
p(A) # @ und [Af, f] > 0 gilt fiir alle f € dom A. Offenbar ist ein nichtne-
gativer Operator definisierbar mit definisierendem Polynom p(A) = A. Nach den
obigen Ausfithrungen hat A demnach kein nichtreelles Spektrum, (0, +00) ist po-
sitiven Typs, und (—o0, 0) ist negativen Typs beziiglich A. Die einzig moglichen
kritischen Punkte von A sind 0 und oo.

Eine grofiere Klasse definisierbarer Operatoren bilden die Operatoren mit end-
lich vielen negativen Quadraten. Ein selbstadjungierter Operator in C hat kK € N
negative Quadrate, falls p(A) # @ gilt und wenn das innere Produkt [A-, -] (defi-
niert auf dom A x dom A) nur endlich viele negative Quadrate besitzt, d. h. jeder
Unterraum von dom A, der beziiglich des inneren Produktes [A-, -] negativ ist,
hat hochstens die Dimension x, und es gibt einen solchen Unterraum, dessen Di-
mension genau £ ist. Dass Operatoren dieser Art definisierbar sind, wird z. B. in
[59, 1.3, Example (c)| gezeigt. Es gibt dann ein definisierendes Polynom der Form
p(A) = Ag(A)g(X), wobei g ein monisches Polynom ist vom Grad deg(q) < k. In der
folgenden Proposition fassen wir einige spektrale Eigenschaften eines Operators
mit x negativen Quadraten zusammen. Einen Beweis findet man in [10].

Proposition 1.5. Es sei A ein selbstadjungierter Operator in IC mit k negativen
Quadraten. Dann gelten die folgenden Aussagen:
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(i) Das nichtreelle Spektrum von A besteht aus hichstens k. Paaren {u;, 1},
w; € Ct, won Figenwerten von A mit endlichdimensionalen algebraischen
Ergenrdaumen.

(ii) o(A)N(0,00) C or, (A).
(iii) o(A)N(—00,0) C o,_(A).

(iv) Bezeichnen wir fiir einen Eigenwert X\ von A die Signatur der Einschrinkung
des inneren Produktes |- | auf den zugehdrigen algebraischen Figenraum mit

{k_(N), ko(A\), k£ (N)}, dann gilt
Z (k4 (A) + Ko(N) + Z (k—(A) + Ko(N)) + Z ko(ui) < K.

A€op(A) A€op(A) i
A<0 A>0

Im Falle 0 ¢ 0,(A) gilt Gleichheit.

Bemerkung 1.6. Da ein Spektralpunkt vom Typ 7y (7_) eines selbstadjun-
gierten Operators A in K, der nicht positiven (bzw. negativen) Typs ist, stets
ein Eigenwert von A mit einem zugehorigen nichtpositiven (bzw. nichtnegativen)
Eigenvektor ist (siche [3]), folgt aus den Aussagen (ii)—(iv) in Proposition 1.5,
dass das Spektrum eines Operators mit x negativen Quadraten in (0, 00) (bzw.
(—00,0)) mit Ausnahme endlich vieler Punkte positiven Typs (bzw. negativen
Typs) ist.

Das folgende Lemma gibt im Wesentlichen die Aussagen von [22, Lemma 1.1]
und den dort folgenden Bemerkungen wieder und zeigt, dass die Voraussetzung
p(A) # @ in der Definition der Operatoren mit endlich vielen negativen Quadraten
stark abgeschwécht werden kann.

Lemma 1.7. Es sei A ein selbstadjungierter Operator in IC, so dass das innere
Produkt [A-, -] endlich viele negative Quadrate hat. Ist ran(A—X) fiir ein A € C\R
abgeschlossen, dann gilt p(A) # &.

Beweis. Das innere Produkt [A-,:] habe k negative Quadrate. Wir zeigen zu-
nichst, dass es in der oberen komplexen Halbebene C* hochstens x Eigenwer-
te von A (geometrische Vielfachheiten mitgezihlt) geben kann. Dazu nehmen
wir das Gegenteil an. Es seien also Ai,...,\.;1 € CT Eigenwerte von A, und
fi,- .., fes1 seien zugehorige Eigenvektoren, so dass span{fi,..., fet1} linear un-
abhéngig ist. Da dom A dicht liegt in K, impliziert [17, Lemma 1.10.4], dass es
Vektoren hy, ..., .1 € dom A gibt, so dass [f;, hj] = 65, 4,5 =1,...,k + 1. Set-
zen wir g; := \; ' fi, so erhalten wir [Ag;, h;] = &;; fiir i,j = 1,...,k + 1. Folglich
ist

L= (span{gl, oy Gty Py et 1 (A ])
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ein endlichdimensionaler nichtentarteter Innenproduktraum, der den neutralen
Unterraum span{gi, ..., gx+1} enthdlt. Demnach enthélt £ auch einen (k + 1)-
dimensionalen negativen Unterraum. Dies widerspricht aber der Tatsache, dass
die Form [A-, ] genau k negative Quadrate hat.

Genauso zeigt man, dass A hochstens x Eigenwerte in der unteren Halbebene
C~ haben kann. Es sei nun A € C\ R, so dass ran(A — \) abgeschlossen ist. Es ist

(ran(A — )\))L = ker(A* — \) = Jker(A*J — \J) = Jker(A — )),

und dieser Raum ist nach den obigen Ausfithrungen endlichdimensional. Also ist
A — X ein Fredholmoperator. Nach [54, Chapter IV, Theorem 5.31] gibt es eine
Umgebung U von A, so dass A — pu fir alle p € U \ {\} ein Fredholmoperator ist
mit trivialem Kern. Es folgt & \ {\} C r(A). Da aber auch

ran(A — \) = ran(A" — \) = Jran((A* — \)J) = Jran(4* — \)

nach dem Satz vom abgeschlossenen Bild abgeschlossen ist, folgt ebenso die Exi-
stenz einer Umgebung V von A, so dass V \ {A\} C r(A). Wegen der Selbstadjun-
giertheit von A folgt schlieflich (UNV*)\{A} C p(A), wobei V* ={u: pe€V}. O

In Unterabschnitt 1.2 wird gezeigt, dass die Eigenschaft der Definisierbarkeit
stabil ist unter endlichdimensionalen Storungen. Unter kompakten Storungen geht
die Definisierbarkeit aber im Allgemeinen verloren. Dennoch bleiben die guten
Spektraleigenschaften unter Umsténden lokal erhalten, siche z. B. [44, 45]. Dies
fithrte zu dem Begriff der lokalen Definisierbarkeit. Die folgende Definition ist in
dquivalenter Form in [46] zu finden.

Definition 1.8. Es sei € eine zusammenhiingende offene Menge in C mit QNR #
@, die symmetrisch beziiglich der reellen Achse ist, so dass Q@ N CT und QN C~
einfach zusammenhéngend sind. Ein selbstadjungierter Operator A in K heift
definisierbar tiber €2, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

(i) Die Menge o(A) N (2\ R) hat keinen Haufungspunkt in € und besteht aus
Polen der Resolvente von A.

(ii) Fiir jede abgeschlossene Teilmenge A von QN R existieren eine offene Um-
gebung U von A in C und Zahlen m > 1, M > 0, so dass

(1+ A

A= NY <M
R

(1.5)

fiir alle A € U \ R gilt.
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(iii) Zu jedem Punkt A € Q NR gibt es eine offene Umgebung Iy in R, so dass
beide Komponenten von I \ {\} definiten Typs beziiglich A sind.

Diejenigen Punkte aus 6(A) N €, die nicht definiten Typs sind, nennen wir die
kritischen Punkte von A (in ).

Nach den oben genannten Spektraleigenschaften definisierbarer Operatoren
liegt die Vermutung nahe, dass ein definisierbarer Operator definisierbar iiber C
ist. Tatséchlich ist dies der Fall, und in [46, Theorem 3.6] wird bewiesen, dass
auch die Umkehrung gilt:

Satz 1.9. Lin selbstadjungierter Operator in K ist genau dann definisierbar, wenn
er definisierbar ist tiiber C.

Ein iiber ) definisierbarer Operator A besitzt eine lokale Spektralfunktion £
auf Q NR mit Singularititen (in R), die sich hochstens zum Rand von € hiufen
konnen (siehe [46]). Der Operator E(A) ist definiert fiir alle Borel-messbaren
Teilmengen A von QN R, deren Randpunkte keine kritischen Punkte von A (in
(2) sind. Natiirlich kann E(A) geméafl dem Riesz-Dunford’schen Spektralkalkiil auf
alle Borelmengen A C €2 erweitert werden, deren Abschluss in €2 liegt und so dass
E(ANR) definiert ist. Das System dieser Teilmengen von ) bezeichnen wir mit
B(A, Q). Fiir jede Menge A € B(A, Q) ist E(A) eine Projektion, und ist A = A*,
dann ist diese selbstadjungiert, und die Einschrinkung A | E(A)K ist definisierbar
mit Spektrum in A. Ein kritischer Punkt von A in A = A* € B(A,Q) heifit
regulér (singulér, wesentlich), wenn er ein regulérer (bzw. singuldrer, wesentlicher)
kritischer Punkt des definisierbaren Operators A [ E(A)K ist. Es ist nicht schwer
zu sehen, dass diese Definition unabhéngig ist von A.

Fiir Anwendungen ist die folgende Charakterisierung des reellen Spektrums
der Typen 7, und 7_ eines lokal definisierbaren Operators von Vorteil.

Lemma 1.10. Es sei A ein diber Q) definisierbarer Operator. Ein Punkt Ao €
o(A) N QNR ist genau dann ein Spektralpunkt vom Typ 7y (w_) von A, wenn
es ein offenes Intervall A um g gibt, so dass A\ {\o} positiven (bzw. negativen)
Typs ist und ker(A — Ng) = H + N gilt mit einem Hilbertraum (H,|-,-]) (bzw.
(H,—[,])) und dim N < oo.

Beweis. Es sei \g € 0., (A). Dann folgt die Behauptung aus den Theoremen 18
und 26 in [3]. Umgekehrt seien die Bedingung erfiillt und Ay ¢ o (A4). Wir diirfen
A € B(A,Q) annehmen. Der Operator A [ E(A)K ist dann beschrénkt und de-
finisierbar mit Spektrum in A und dem einzigen kritischen Punkt ). Dieser ist
nach [59, Proposition 5.4] ein Eigenwert. Es sei ker(A — \g) = Ny [+] N_ [+] No
eine Fundamentalzerlegung von ker(A—)\g). Nach Voraussetzung ist (N, [-,]) ein
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Hilbertraum, und N_ +Nj ist endlichdimensional. Mit £ bezeichnen wir den alge-
braischen Eigenraum von A beziiglich \y. Da jede Jordankette von A beziiglich A
wegen der Resolventenbedingung in Definition 1.8 endlich ist und der Eigenvektor
einer solchen in Nj liegt, folgt £ = N, [H] N_ [4] £’ mit einem endlichdimensio-
nalen Unterraum £'. Es sei £ = £ [+] L_ [+] £° eine Fundamentalzerlegung von
L. Dannist (L4, [, ]) ein Hilbertraum, und £_ + £° ist endlichdimensional. Nach
[17, Lemma [.10.4] existiert ein endlichdimensionaler Unterraum P C E(A)K, so
dass £° + P nichtentartet ist. Mit dem Kreinraum K’ := (£ 4 P)H gilt

E(A)K = L4 [1] £ [+ (£° + P) [4] K.

Offenbar ist LN E(A)K = £°[+] K'. Nach [59, Proposition 5.2] ist dieser Raum
nichtnegativ. Also ist (K, [-,+]) ein Hilbertraum und (E(A)K, [, -]) somit ein Pon-
trjaginraum. Die Behauptung folgt nun aus [3, Theorem 26]. [

1.2 Storungen definisierbarer Operatoren

In diesem Unterabschnitt betrachten wir endlichdimensionale selbstadjungierte
Storungen definisierbarer Operatoren. Das Hauptergebnis ist der folgende, be-
reits in [1] veroffentlichte Satz, welcher zeigt, dass — auch bei allgemeinster Ausle-
gung des Terminus’ ,endlichdimensionale Stérung“ — die Definisierbarkeit erhalten

bleibt.

Satz 1.11. FEs seien Ay und A, selbstadjungierte Operatoren in K mit der Eigen-
schaft dim(A; /(A1 N As)) < oo. Dann gilt: Ay ist genau dann definisierbar, wenn
Ay definisierbar ist.

Um Satz 1.11 zu beweisen, werden wir einige Hilfssitze bendtigen.

Lemma 1.12. Es sei T' ein abgeschlossener Operator im Banachraum X mit
r(T) # @. Dann ist p(T) fir jedes Polynom p ein abgeschlossener Operator.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung mit vollstdndiger Induktion nach d :=
deg(p), dem Grad des Polynoms p. Fiir d € {0, 1} ist nichts zu zeigen. Es gelte die
Behauptung fiir ein d > 1. Das Polynom p habe den Grad d + 1. Es sei a € r(T).
Dann ist ker(7'— «) = {0}, und das Bild ran(T" — «) ist abgeschlossen. Die Inverse
(T — a)~! ist also ein beschrinkter Operator auf ran(T — «). Es gibt nun ein
Polynom ¢ mit deg(q) = d, so dass
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fiir alle A € C gilt. Es seien f,¢g € X und (/f,,) C dom T%*! eine Folge mit f,, — f
und p(T)f, — g fir n — oo. Dann gilt also (T — a)q(T)f, — g — p(a)f fir
n — 0o. Da ran(T — «) abgeschlossen ist, ist g — p(a) f € ran(T — «), und es folgt

¢(T)fo = (T — )" (g = pla)f)
fiir n — oo. Nach Induktionsannahme ist ¢(7") abgeschlossen, und wir erhalten
f € domg(T) = domT? und ¢(T)f = (T — a)"Y(g — p(a)f). Das wiederum

aber impliziert ¢(T)f € domT (also f € domT™) und p(T)f — p(a)f = (T —
a)q(T)f = g —p(a)f, was die Behauptung beweist. O

Es seien X ein Vektorraum und M, N Unterrdume von X. Nach [58, §7.6]
existiert dann ein Unterraum G C X mit

X=M+G und N=WNnM)+NNG). (1.6)

Wir nennen die Unterrdume M und N isomorph (in Zeichen: M = N), falls eine
bijektive lineare Abbildung F': M — N existiert.

Proposition 1.13. Es seien S und T lineare Operatoren im Vektorraum X mit
S C T. Dann gilt fir jedes n € N und jedes k € {0,1,...,n}

domT™ _ domT*NranT" %  kerTn*

dom S®  dom S¥ Nran Sn—F % ker Sn—k’

Beweis. Es seien n € N und k € {0,1,...,n}. Wir setzen

_dom Tk AranT™  ker Tn—k
~ dom S¥ Nran Sn—Fk " ker Sn—k

und bezeichnen die Aquivalenzklassen in ) und Z mit jeweils [-]y und [-]z.
Wegen
ker S" % = ker 7% N dom 5"

existiert nach (1.6) ein Unterraum G C dom 7™ mit

dom7T" = domS"+G :
ker T"% = kerS"* I (ker 7" N G). (1.8)

Die Projektion in dom 7™ auf dom S™ beziiglich der Zerlegung (1.7) bezeichnen
wir mit ). Weiterhin wihlen wir Projektionen Pg in dom S™ auf ker S"~* und Pg
in G auf ker 7% N G und definieren P : dom T" — dom 7™ durch

Pf:=PsQf + Po(f —Qf), fedomT™
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Dann ist P eine Projektion in dom 7" auf ker 7"~% mit
P dom S™ = ker S" " (1.9)
Definiere nun die lineare Abbildung F': dom 7™ — Y x Z durch

Ff={[T"*fly,[Pflz}, fedomT"

Im folgenden zeigen wir
ker ' =domS"™ und ranF =) x Z. (1.10)

Es sei dazu f € dom 7™ mit F'f = 0. Dann gelten 7" % f € dom S* Nran S"* und
Pf € ker S"*. Demnach existiert h € dom S™, so dass 7" *f = S"*h, woraus
g:= f—h &€ kerT"* folgt. Nach (1.9) ist also

g=Pg=Pf— Ph&kerS"*,
und folglich f = h 4+ g € dom S™. Umgekehrt sei f € dom S™. Dann gelten
Tk f = 5"*f c domS* Nran S™*

und Pf € ker S"7* (siehe (1.9)), d.h. F'f = 0. Um die Surjektivitdit von F zu
sehen, seien g € dom T* Nran 7" * und h € ker T"~*. Dann existiert f’ € dom T™
mit 7" %" = g, und fiir den Vektor f := f' — Pf’ + h gelten die Bezichungen
T *f = gund Pf = h. Also folgt Ff = {[g]y,[h]z}. Damit ist (1.10) gezeigt,

und wir erhalten
domT™ B dom F'

dom S™ ker F ran Y x

]

Lemma 1.14. Es seien Mg, M1, Ny, N1 C X Unterriume des Vektorraumes X,
so dass My C My und Ny C Ni. Dann gilt
Ml m./\[1 Ml Nl

dim ——— < dim — + dim —.
lm/\/loﬂ/\fo_ 1mM0+ 1mN,0

Beweis. Wir bezeichnen die Aquivalenzklassen in (M1NN)/(MoNNG), M1/ M,
und N7 /N jeweils mit [ |y, [+ ]m und [-]ar. Die Abbildung

. MiNMN M, N

Feoon: 7o Sy P e = ((flas [flv)

ist dann wohldefiniert, linear und injektiv. O
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Proposition 1.15. Es seien S und T lineare Operatoren im Vektorraum X mit
S CT. Dann gilt fiir jedes n € N

dim <d0mT ) < n-dim (domT) . (1.11)

dom S™ dom S

Beweis. Wir beweisen die Behauptung mit Induktion tiber n. Offenbar gilt (1.11)
fir n = 1. Gilt (1.11) fiir ein n € N, so erhalten wir mithilfe von Proposition 1.13
und Lemma 1.14

dim dom 7" *1 — dim domT™ NranT + dim ker T
dom Sntl a dom S™ Nran S ker S
dom 1™ ranT kerT
< g ) )
S dim (dom Sn) * {dlm (ranS) - dim (ker s)}

dom 7T’
< - di .
< (n+1)-dim <dom5)

Dabei haben wir fiir die letzte Ungleichung erneut Proposition 1.13 im Fall £ = 0
und n = 1 angewandt. O

Korollar 1.16. Es seien S und T lineare Abbildungen im Vekorraum X mit
S C T und dim(dom 7'/ dom S) < oco. Dann gilt dim(dom p(7")/ dom p(S)) < oo
fiir jedes Polynom p.

Beweis von Satz 1.11. Wir nehmen an, A; sei definisierbar, und setzen S :=
A; N Ay Es sel ¢ # 0 ein definisierendes Polynom (mit reellen Koeffizienten)
fir A;. Nach [43, Lemma 1] (siehe auch [59]) ist das Spektrum von A; bis auf
endlich viele Ausnahmepunkte reell, und die nichtreellen Spektralpunkte von A
sind Nullstellen von g. Nach dem Spektralabbildungssatz fiir Polynome, [34, VIL.9,
Theorem 10], gilt o(g(A;1)) = q(o(A1)), und es folgt

o(q(Ay)) C R. (1.12)

Wegen p(A;) C r(S) (und deshalb r(S) # @) ist ¢(S) nach Lemma 1.12 ein
abgeschlossener Operator. Nach Korollar 1.16 gelten

dim(q(A41)/q(S)) <oo und  dim(g(Az2)/q(S)) < oo. (1.13)

Daher ist auch g(As) abgeschlossen.

Wir betrachten nun die abgeschlossenen (Hilbertraum-)symmetrischen Opera-
toren Jq(S) und Jq(As). Fiir alle f € dom q(S) gilt (Jq(S)f, f) = [¢(A1)f, f] > 0.
Die Menge C\ (0, 00) gehort also zur Fredholm-Region von J¢(S), und damit auch
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zu der von Jq(Asz), siehe (1.13). Wegen C\R C r(Jq(As2)) ist r(Jg(Az)) N (—00,0)
nach [54, Chapter IV, Theorem 5.31] nichtleer. Folglich hat Jq(As) gleiche Defekt-
zahlen. Diese sind endlich, da die von Jq(S) endlich sind. Der Operator Jq(As)
besitzt also eine (Hilbertraum-)selbstadjungierte Fortsetzung. Wendet man auf
diese den Operator J an, ergibt sich eine selbstadjungierte Fortsetzung 7' des
symmetrischen Operators g(As) im Kreinraum K.

Im folgenden zeigen wir, dass die Resolventenmenge von 7" nichtleer ist. Da die
hermitesche Form [¢(S)-, -] auf dom ¢(S) nichtnegativ ist, hat die ebenfalls her-
mitesche Form [T, -] auf dom 7" hochstens n := dim(dom 7'/ dom(g(S))) negative
Quadrate. Und wegen 0,,(¢(S)) C R (siehe (1.12)) ist ran(7" — A) abgeschlossen
fiir alle A € C\ R. Mit Lemma 1.7 folgt, dass T' ein Operator mit hochstens n
negativen Quadraten ist und somit definisierbar. Insbesondere gehért die Menge
C \ R bis auf endlich viele Punkte zu p(T).

Angenommen, fiir jedes A € CT wiire A € 0,(43) oder A € 0,(A;). Wegen

0,(q(A2)) = q(0,(Az)) implizierte dies ¢(\) € 0,(T) oder ¢(\) = ¢(\) € 0,(T) fir
alle A € C*. Da 0,(T") symmetrisch beziiglich der reellen Achse ist, folgte ¢(C*) C
o,(T). Aber 0,(T) enthélt keine inneren Punkte, so dass sich ein Widerspruch
ergibt. Da ran(As — A) fiir alle A € C \ R abgeschlossen ist, existiert demnach
ein A € C* mit A\, € r(Ay). Mit der Selbstadjungiertheit von A, ergibt sich
A\, A € p(Ay), und insbesondere p(Ay) # @.

Es sei nun p ein definisierendes Polynom fiir 7. Fiir f € dom(p o ¢q)(A3) gilt
dann

[(poa)(A2)f. f] = [p(a(A2)) £, f] = [p(T)f, f] = O.
Folglich ist Ay definisierbar mit dem definisierenden Polynom p o g. O

Das folgende Korollar wurde bereits 1972 in [48] bewiesen. Hier ist es eine
direkte Konsequenz aus Satz 1.11.

Korollar 1.17. Es seien Ay und Ay selbstadjungierte Operatoren in KC mit p(A;)N
p(As) # @. Desweiteren gelte fiir ein (und dann fir alle) X € p(Ay) N p(Az):

dimran ((4; —A)7' = (A — A) ') < oo.
Dann gilt: Ay ist genau dann definisierbar, wenn Ao definisierbar ist.
Auch das néchste Korollar folgt sofort aus Satz 1.11.

Korollar 1.18. FEuxistiert zu einem abgeschlossenen symmetrischen Operator S
im Kreinraum IC eine definisierbare selbstadjungierte Operatorerweiterung A mit
definisierendem Polynom p, so dass dim(A/S) < oo gilt, dann ist jede selbstadjun-
gierte Operatorerweiterung von S definisierbar mit einem definisierenden Polynom
der Form qop, q ein Polynom.



22 1 Spektral- und Storungstheorie im Kreinraum

1.3 Storungen lokal definisierbarer Operatoren

In diesem Unterabschnitt beweisen wir, dass eine endlichdimensionale Stérung
der orthogonalen Summe eines fundamental reduzierbaren Operators und eines
Operators mit endlich vielen negativen Quadraten unter gewissen Bedingungen
definisierbar ist in einer Umgebung von oco. Der Grofiteil dieses Unterabschnittes
ist der Arbeit [8] entnommen.

Der im folgenden definierte Begriff der Nichtnegativitét in einer Umgebung von
oo nimmt in der vorliegenden Arbeit — und insbesondere in diesem Unterabschnitt
— eine zentrale Rolle ein.

Definition 1.19. Ein im Kreinraum (IC, [-, -]) selbstadjungierter Operator A heifit
nichtnegativ in einer Umgebung von oo, falls er in einer Umgebung Q (wie in
Definition 1.8) von oo definisierbar ist, so dass €2 N (0, 00) positiven Typs und
QN (—o0,0) negativen Typs ist beziiglich A.

Beispielsweise sind Operatoren mit endlich vielen negativen Quadraten nicht-
negativ in einer Umgebung von oo (siehe Proposition 1.5 und Bemerkung 1.6).

Bei unseren Betrachtungen machen wir Gebrauch von dem folgenden Satz, der
in [4] bewiesen ist und eine Verallgemeinerung von Korollar 1.17 darstellt.

Satz 1.20. Es seien Q C C eine offene Menge wie in Definition 1.8 und A, und
Ay selbstadjungierte Operatoren in IC mit p(Ay) N p(A2) N Q # &. Desweiteren
gelte fiir ein (und dann fir alle) X € p(Ay) N p(Asz):

dimran ((4; —A)7' = (A4 = A) ") < oo.
Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) Ay ist definisierbar iber Q genau dann, wenn Ay dber  definisierbar ist.

(b) Ist Ay definisierbar tiber Q, A C Q ein Intervall positiven (negativen) Typs
beziiglich Ay und p € Q) ein Endpunkt von A, dann gibt es ein Intervall A" C
A mit dem Endpunkt p, welches positiven (bzw. negativen) Typs beziiglich
A2 15t.

Das Analogon zu Satz 1.11 fiir lokal definisierbare Operatoren gilt im Allge-
meinen nicht. Fiir ein Gegenbeispiel siehe [4, §3.3].

Wie iiblich definieren wir das wesentliche Spektrum eines abgeschlossenen Ope-
rators 1" in einem Banachraum durch

Oess(T) :={A € C: T — X\ ist kein Fredholmoperator}.

Es sei bemerkt, dass o.s(7") abgeschlossen ist (siehe [54]).
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In diesem Unterabschnitt sei 7" ein nach unten beschrénkter selbstadjungierter
Operator im Hilbertraum (I, (-, -)), wobei (-, -) = [J-, -]. Dann ist A := JT selbst-
adjungiert im Kreinraum . Im folgenden wollen wir in gegebenen Situationen
untersuchen, wie sich die Spektraleigenschaften von T" auf die von A auswirken.
Dazu definieren wir die Werte

v(T) :=mino(T) und p(7T) := minoes(T).
Falls 0es(T) leer ist, setzen wir p(T") := 4-00. Offenbar gilt die Beziehung
—oo < v(T) < w(T) < +o0.

Der folgende Satz ist eine direkte Konsequenz aus [Af, f] = (T'f, f), f € dom A =
domT'.

Satz 1.21. Es sei v(T') > 0. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) (CAR)U{0} C p(A).

(i) (—o0,0) ist negativen Typs und (0,00) ist positiven Typs beziglich A.
(i) A st definisierbar mit definisierendem Polynom p(\) = A.
Insbesondere ist A nichtnegativ in einer Umgebung von oo.

In der Situation von Satz 1.21 ist also der Nullpunkt in der Resolventenmenge
von A enthalten. Eine natiirliche Fragestellung besteht nun darin, wie sich die
betragsméfig kleinsten Eigenwerte von A im Verhéltnis zu denen von T' verhalten
und wie das Verhéltnis von

pt(A) = min (0ess(A) N (0,00))  und g~ (A) = max (0es(A) N (—00,0))

(ist Oess(A) NRE leer, dann setzen wir u*(A) := +o00) zu u(T) ist. Der folgende
Satz gibt dariiber Aufschluss.

Satz 1.22. FEs seien A und T wie in Satz 1.21. Ferner seien A\ (A) (A, (4)),
k € N, die in aufsteigender (bzw. absteigender) Reihenfolge und mit Vielfach-
heiten gezihlten Eigenwerte von A in (0, u™(A)) (bzw. (u=(A),0)). Existiert der
Eigenwert XF(A) nicht, dann setzen wir A (A) := u*(A). Ebenso zihlen wir die
Figenwerte \,(T) von T in (0, u(T)) in aufsteigender Reihenfolge. Dann gilt fir
alle k € N:

MA) > M(T)  und =X, (A) > M\(T).

Insbesondere folgt

pH(A) = (), —p (A) = uw(T) und (—v(T),v(T)) C p(A).
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Beweis. Wir zeigen nur A\ (A) > \i(T). Die zweite Ungleichung kann analog be-
wiesen werden. Es sei k € N. Falls A} (4) = u™(A) = 400, dann ist nichts zu zei-
gen. Es sei also A\ (A) < +o00. Wir wihlen dann ein 7 > A\ (A) und definieren den
Unterraum H := E((0,7])K, wobei E4 die Spektralfunktion von A bezeichne.
Der Innenproduktraum (#, [, -]) ist dann ein in dom A enthaltener Hilbertraum.
Zudem ist H invariant beziiglich A, A [ H ist selbstadjungiert in (#,[-,-]), und
H enthilt alle Eigenvektoren beziiglich der Eigenwerte Af (A),..., A} (A). Wegen
(Af, f] = (T, f) und [f, f] < | f| fiir f € dom A gilt also

. [Af, f]
min max
dim N=k, NCH feN\{0} [f,f]

. (T4, §)

> min max -———=

dim N=k, NCH fen\{o} | f|?

s )
dim N=k, NCdom A feN\{0} ||f||2

N(4) =

Dabei wurden die wohlbekannten Min-Max-Prinzipien fiir selbstadjungierte Ope-
ratoren im Hilbertraum angewandt, sieche [66, Abschnitt XIII.1]. O

Bemerkung 1.23. Die Aussagen von Satz 1.22 konnen alternativ auch mithilfe
der Resultate aus [71] — angewandt auf A~! bzw. T~! — bewiesen werden.

Wir lockern nun die Voraussetzungen an 7' und erlauben v(T) = mino(T) <
0, fordern aber u(7T) = minoes(7T) > 0. Dann gilt insbesondere 0 ¢ es(T).
Also ist auch 0 ¢ oes(A), und es ist sinnvoll pt(A) und p~(A) wie oben zu
definieren. Mit Ep bezeichnen wir das Spektralma$ des im Hilbertraum (/C, (-, -))
selbstadjungierten Operators T

Satz 1.24. Es sei u(T) > 0. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) Das nichtreelle Spektrum von A besteht aus hichstens
Kk = dim Ep((—00,0))K < oo
Paaren von Eigenwerten von A mit endlichen algebraischen Vielfachheiten.
(ii) (—o00,0) ist vom Typ w_ und (0,00) ist vom Typ m, beziiglich A.

(iii) A ist nichtnegativ in einer Umgebung von oo und definisierbar mit defini-
sierendem Polynom p(X) = Ag(X)q(\), wobei q ein monisches Polynom vom
Grad deg(q) < k ist.
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(iv) ©(A) > () und —u=(A) > p(T).

Beweis. Das innere Produkt [A-, -] hat offenbar k negative Quadrate. Desweiteren
ist A = JT ein Fredholmoperator. Folglich (siche [54]) existiert eine Umgebung
U von 0, so dass A — X fiir alle A € U ein Fredholmoperator ist. Insbesondere
ist ran(A — \) fiir alle A\ € U abgeschlossen. Mit Lemma 1.7 folgt p(A) # @,
und der Operator A hat x negative Quadrate. Die Behauptungen (i)—(iii) folgen
demnach direkt aus Proposition 1.5. Um die Aussage (iv) zu beweisen, wéhlen wir
ein § € (0,1(T)) und stellen wir fest, dass die endlichdimensionale Stérung

T := Ep((—0),4]) + TEr((8,0))

von T selbstadjungiert und gleichméfig positiv ist. Mit der endlichdimensionalen
Storung A := JT von A gilt dann aufgrund von Satz 1.22

pH(A) =yt (A) > u(T) = u(T),
und der Satz ist bewiesen. O

Im Hinblick auf die Anwendungen auf indefinite Differentialoperatoren in Ab-
schnitt 2 ist fiir uns der Fall 4(7T") < 0 von besonderem Interesse. Das Beispiel 1.1
(dort ist 0 € 0ess(B)) zeigt, dass es zusétzlichen Annahmen bedarf, um weiterge-
hende Aussagen iiber die spektrale Struktur des Operators A machen zu koénnen.

Wir erinnern daran, dass die Fundamentalsymmetrie J in I eine Fundamen-
talzerlegung K = K, [+] K_ induziert vermittels Ky := ker(J F I). Der folgende
Satz stellt das Hauptergebnis dieses Unterabschnitts dar und ist der Arbeit [§]
entnommen.

Satz 1.25. Es sei T' ein nach unten beschrdinkter selbstadjungierter Operator
im Hilbertraum (IC, (-,-)) mit p := p(T) < 0. Ferner seien Hy C K+ und Hq
abgeschlossene Unterrdume von KC, so dass

K=H,oH_ oH, (1.14)

gilt. Desweiteren gebe es Unterrdume G; C domT N H;, i € {+,—,d}, mit den
FEigenschaften

(i) dim (domT/(G ® G- @ Gy)) < oo,
(ii) TG+ C Ha, TGy C Hy,

(ill) oess(T'] Ga) N [, 0] = 2.

Ist p(A) # @, dann gelten die folgenden Aussagen fiir den selbstadjungierten
Operator A:
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(a) A ist definisierbar iber C\ [, —u] und nichtnegativ in einer Umgebung von
00.

(b) (—o0, p) ist vom Typ w_ und (—pu,00) ist vom Typ w, beziglich A.

(¢) Die Menge o(A) N (C\ R) ist beschrinkt und besteht aus Eigenwerten von
A mit endlichen algebraischen Vielfachheiten und kann sich héchstens nach

[, —p] hdufen.

Beweis. Der Beweis besteht aus drei Schritten. Im ersten konstruieren wir eine
endlichdimensionale selbstadjungierte Storung A von A, die beziiglich der Zerle-
gung (1.14) Diagonalgestalt hat. Im zweiten Schritt zeigen wir, dass die Behaup-
tungen (a)-(c) fiir A (anstatt A) gelten. Der Nachweis, dass diese auch fiir A
gelten, wird mithilfe des Storungssatzes 1.20 im dritten Schritt vorgenomen.

Schritt 1: Mit @, i € {+, —,d}, bezeichnen wir den Abschluss von G; beziiglich
der Graphennorm | - || von T Es ist leicht zu sehen, dass G; C dom T N H, fiir
i € {+,—,d} gilt und dass (i)—(iii) auch fiir G; anstatt G; gelten (um dieses fiir
(iii) einzusehen, beachte man T | G, = T'| G,). Daher diirfen wir annehmen, dass
G., G, Ggund auch

G=G,9G ®Gy

abgeschlossen sind in (dom 7, ||-||7). Damit und mit (ii) folgt, dass die Operatoren
S=T1qGg, S.:=TGy, S =T]G. und S3:=T/] Gy,

jeweils abgeschlossene (aber nicht zwingend dicht definierte) symmetrische Ope-
ratoren in den Hilbertraumen K, H, H_ und H,4 (jeweils mit der Einschrankung
des Skalarproduktes (-, -) ausgestattet) sind. Offenbar ist T" eine selbstadjungierte
Erweiterung von S. Folglich stimmen die Defektindizes n(S) = dim(ran(S+4))*
von S iiberein. Nach Voraussetzung (i) sind sie zudem endlich. Wegen der Abge-
schlossenheit von S und der Halbbeschranktheit von T (durch v = min (7)) gilt
weiter

C\ [v,00) C r(9). (1.15)

Beziiglich der Zerlegung (1.14) stellt sich der Operator S als Operatormatrix wie
folgt dar:

S. 0 0
s=|0 S 0
0 0 Sy

Dabher gilt 7(S) = r(S)Nr(S-)Nr(Sy), und aus (1.15) folgt, dass jeder der symme-
trischen Operatoren S, S_ und S; iibereinstimmende und endliche Defektzahlen
hat. Weiter gilt

ne(S) =ni(Sy) +ne(S-) +ny(Sy) = dim(dom7/G). (1.16)
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Wir wéhlen nun selbstadjungierte Fortsetzungen 7'y, 7" und T, von jeweils
Sy, S— und Sy (in den Hilbertraumen #H., H_ und H,). Der Operator

(T 0 0
T'=|(0 17 0
0 0 1y
ist dann eine selbstadjungierte Fortsetzung von S in (I, (-, -)). Da die Operatoren
T und T auf dem Unterraum G = dom S offenbar iibereinstimmen, folgt mit (1.16)

und der Bedingung (i) fiir alle A € p(T") N p(7T):
dimran((T — A)™F — (T = \)7!) < ni(S) < oco. (1.17)

Damit gilt oess(T) = aess(f) und insbesondere min gegs(7) = p. Desweiteren ist T
nach unten beschriankt ([72, Korollar 10.21}).
Aus der Definition von p und wegen dim(7'/S) < oo folgt, dass

dimker(S —A) < oo und ran(S — ) =ran(S —\) (1.18)

fiir alle A < p gilt. Zudem sind die Eigenwerte von S in [v, u) diskret mit p als
einzigem moglichen Haufungspunkt. Das gilt dann also auch fiir S;. Wegen (iii)
gibt es ein € > 0, so dass (1.18) fiir S; anstatt S fir alle A < e gilt. Folglich gilt
(1.18) fiir Ty anstatt S und alle A\ < e. Dies impliziert insbesondere min oegs(7y) >
0.

Wegen Hy C Ky ist J [ Hy = £, und Hy und H_ sind J-invariant. Aus
J = J* folgt dann auch die J-Invarianz von Hy = (H, ® H_)*. Beziiglich der
Zerlegung (1.14) hat die Fundamentalsymmetrie J also die Form

Iy, 0 0
J=|0 -, o], (1.19)
0o 0 J

wobei Jy := J | Hg. Daher hat der im Kreinraum K selbstadjungierte Operator
A := JT beziglich der Zerlegung (1.14) die Darstellung

[Ty 00
A=|o0o -1 o0 |. (1.20)
0 0 JTy

Man beachte, dass o (7’ ) und o(—T-) wegen der Hilbertraum-Selbstadjungiertheit
der Operatoren 7, und 7. reell sind. B

Schritt 2: Wir wollen im folgenden zeigen, dass (a)—(c) fiir A anstatt fiir A gel-
ten. Zunéchst bemerken wir, dass der selbstadjungierte Operator J;T; im Krein-
raum (Hg, (Jg,+)) nach Satz 1.24 ein Operator mit endlich vielen negativen Qua-
draten ist, dass also o(J;7y) N (C\ R) aus hochstens endlich vielen Eigenwerten
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mit endlichen algebraischen Vielfachheiten besteht, dass (0,00) vom Typ 7, und
dass (—o0,0) vom Typ 7_ beziiglich J;T} ist. Zudem ist J;T,; nichtnegativ in ei-
ner Umgebung von oco. Da J;T,; definisierbar ist, gibt es Konstanten my > 1 und
M, > 0, so dass fiir alle nichtreellen A in einer C-offenen Umgebung von R gilt:

| (JaTy — N) 7| < Ma(1+ [A[)>™ 2 Tm A 7™, (1.21)

Dies folgt direkt aus Satz 1.9. B

Um die Definisierbarkeit von A iiber C \ [u1, —u] zu beweisen, bemerken wir
zunéichst, dass o(A) N (C\ R) mit o(J;Ty) N (C\ R) iibereinstimmt und deswegen
aus endlich vielen Polen der Resolvente von XN besteht. Die Wachstumsbedingung
(ii) in Definition 1.8 an die Resolvente von A ist erfiillt, da ||(JyTy — \) 7| wie
in (1.21) abgeschétzt werden kann und die Normen der Resolventen von 7', und
—T_in A € C\ R stets durch |Im A|~! nach oben abgeschitzt werden kénnen.

Wir zeigen nun, dass die Bedingung (iii) in Definition 1.8 fiir alle A € R\ [p, —p]
erfiillt ist. Dazu sei zunéchst A € (—p, 00). Wir miissen die Existenz eines 6 > 0
zeigen, so dass die Intervalle (A — 9, A) und (A, A + 0) definiten Typs beziiglich
A sind. Dies ist klar, wenn A € p(A). Sei also A € o(A). Wegen oe(—T_) C
(—o00, —p] ist dann A ¢ oes(—T). Also existiert ¢ > 0, so dass (A—0, \+9)\{\} C
p(=T-). Insbesondere ist (A — J, A + 9) \ {\} positiven Typs beziiglich —7"_. Da
das Intervall (0, 00) vom Typ 7, beziiglich des definisierbaren Operators J;7} ist,
diirfen wir nach Lemma 1.10 annehmen, dass (A—d, A+0)\{A} auch positiven Typs
beziiglich J,;T,; ist. Und da T, ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum
(Hy,(-,-)) ist, ist jeder reelle Spektralpunkt von T’y positiven Typs beziiglich T,
Es ist nun nicht schwer zu sehen, dass (A — §, A +0) \ {A\} auch positiven Typs
beziiglich der orthogonalen Summe A der Operatoren T'y, =T und J,1} ist.

Der Fall A € (—oo, u) kann dhnlich abgehandelt werden. Wegen A ¢ 0es(T7)
existiert ¢ > 0, so dass (A — &', A+ ') \ {\} C p(T}), und nach Theorem 1.24
diirfen wir annehmen, dass (A — d’, A + 0’) \ {\} negativen Typs beziiglich J;T}
ist. Desweiteren ist jeder Spektralpunkt des selbstadjungierten Operators —7_
in (H_,—(-,-)) negativen Typs beziiglich —7__. Daher ist (A — ', A + ') \ {A\}
negativen Typs beziiglich A.

Es bleibt, den Punkt oo zu behandeln. Dazu wahlen wir n > 0, so dass
(n,00) positiven Typs beziiglich J;Ty ist (was nach Satz 1.24 moglich ist) und
(n,00) C p(=T-). Da (n,00) auch beziiglich T positiven Typs ist, folgt, dass
(n, 00) positiven Typs beziiglich der orthogonalen Summe A ist. Analog zeigt man,
dass es 7 > 0 gibt, so dass das Intervall (—oo, —1') negativen Typs beziiglich A
ist. Damit ist gezeigt, dass (a) fiir den Operator A gilt.

Aus der obigen Argumentation folgt insbesondere, dass das Intervall (—pu, 00)
— mit eventueller Ausnahme einer abzéhlbaren Menge von Punkten, die sich
hochstens bei —p héuft — positiven Typs ist beztiglich A. Diese Ausnahmepunkte
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sind entweder Eigenwerte von —7_ oder Spektralpunkte von J;1,, die nicht po-
sitiven Typs sind. Wegen (—p, 00) N 0ess(—7-) = @ und da (0,00) vom Typ 7,
beziiglich J,;T, ist, folgt aus

ker(A — \) = ker(T, — A) @ ker(=T_ — \) & ker(JgT; — \)

und Lemma 1.10, dass die oben genannten Ausnahmepunkte Spektralpunkte vom
Typ 7, von A sind. Genauso zeigt man, dass (—oo, u) vom Typ m_ beziiglich A ist.
SchlieBlich gilt (c) fiir A, da das nichtreelle Spektrum von A aus den endlich vielen
nichtreellen Eigenwerten von J;T,; besteht. Diese haben nach Satz 1.24 endliche
algebraische Vielfachheiten. _

Schritt 3: Es ist nach den obigen Ausfithrungen klar, dass p(A)Np(A) nichtleer
ist. Da A und A auf dom(JS) iibereinstimmen und

dim(dom A/ dom(JS)) = dim(dom 7/ dom S) = n(S) < oo,

folgt B
dimran((A—X)""' = (A= X)"") <ny(S) < oo

fiir alle A € p(A)Np(A) (siehe (1.17)). Satz 1.20(a) impliziert nun, dass A ebenfalls
iiber C\ [p, —pu] definisierbar ist, und aus Satz 1.20(b) folgt, dass A nichtnegativ in
einer Umgebung von oo ist. Dass das Intervall (—pu, 0o) vom Typ 7, und (—oo, p)
vom Typ m_ beziiglich A ist, ist eine Konsequenz aus [3, Theorem 19] (siehe
auch [4, Theorem 2.1]). Die nichtreellen Spektralpunkte von A haben als Pole
der Resolvente von A und wegen oes(A) N (C\ R) = @ endliche algebraische
Vielfachheiten. O

Bemerkung 1.26. Obwohl der Definisierbarkeitsbereich des Operators A in Satz
1.25 im Allgemeinen nicht grofer ist als C \ [, —pu], gibt es bereits einfache Bei-
spiele, in denen dies jedoch der Fall ist. Beispielsweise sei p ein isolierter Eigenwert
von 1" unendlicher Vielfachheit und (u, —p] € p(7"). Dann sieht man mit den im
Beweis von Satz 1.25 verwendeten Methoden, dass der Operator A aus (1.20) defi-
nisierbar ist (iiber C). Demnach ist auch A definisierbar. Eine weitere Situation, in
der das Resultat verbessert werden kann, ist gegeben, wenn z. B. g = min o (7))
und 7 := min g (7-) > p. Dabei sind T und 7 die im Beweis von Satz 1.25 ein-
geftihrten selbstadjungierten Operatoren in H bzw. H_. Man zeigt dann leicht,
dass A definisierbar ist iiber C \ [, —7] (oder iiber C, falls 7 > —pu).

Ist entweder H_ = {0} oder H, = {0}, dann kann das Ergebnis von Satz
1.25 erheblich verbessert werden, wenn die dortige Bedingung (iii) durch eine
etwas stérkere ersetzt wird. Wir betonen, dass dann die Voraussetzung p(A) # &
fallengelassen werden kann.
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Korollar 1.27. Es seien T und A wie in Satz 1.25 und p := pu(T) < 0. Ferner
seien Hy C Ky (H- C K_) und Hq abgeschlossene Unterrdiume, so dass

K=H,®H; (bzw. K=H_ D Hy)

gilt. Desweiteren gebe es Unterrdume G; C domT NH;, i € {+,d} (bzw. i €
{—,d}), mit den Figenschaften

(i)% dim(dom T/(Gy @ G4)) < 0o (bzw. dim(dom T/(G_ @ G,)) < 00),
(i) TG, CHy (baw. TG CH_), TGy C Hg,

(iii)* Oess(T'T Ga) N [, —p] = 2.

Dann ist A ist definisierbar (iiber C) und nichtnegativ in einer Umgebung von oc.

Beweis. Wir benutzen dieselben Symbole wie im Beweis von Satz 1.25. Es sei
H_ = {0}. Den Fall H, = {0} behandelt man analog. Nach Satz 1.11 miissen
wir nur nachweisen, dass der Operator A= T, & J;T,; iber eine Umgebung
von [u, —pu| definisierbar ist. Nach Voraussetzung (iii)™ gibt es ¢ > 0, so dass
Oess(T) N (—00, —p + €] = @. Und Satz 1.24(iv) impliziert

Oess(JiTg) N [ — e, —p + €] = @.

Das bedeutet aber, dass das Spektrum von J; T, in (u—e, —p+¢) aus endlich vielen
Eigenwerten besteht. Die Behauptung folgt nun mit derselben Argumentation wie
im Beweis von Satz 1.25. O

1.4 Storungen gleichméflig positiver Operatoren

Ein selbstadjungierter Operator A im Kreinraum K heiflt gleichmdf$ig positiv,
falls es ein v > 0 gibt, so dass [Af, f] > | f||* fiir alle f € dom A gilt. Dies
ist offenbar gleichbedeutend damit, dass A nichtnegativ und stetig invertierbar
ist. Insbesondere ist das Spektrum von A reell, und der einzig mogliche kritische
Punkt von A ist der Punkt oo.

Das Hauptergebnis dieses Unterabschnittes ist der folgende Satz, welcher zeigt,
dass die Nichtnegativitdt in einer Umgebung von oo eines gleichméflig positiven
Operators in K unter beliebigen beschrénkten Storungen stabil ist, falls co kein
singulédrer kritischer Punkt des Operators ist. Wir bemerken, dass bereits in [6]
gezeigt wird, dass das nichtreelle Spektrum des gestérten Operators beschrankt
ist. Die von uns verwendeten Methoden sind zu einem grofien Teil aus [6] adaptiert.
Wir geben hier dennoch einen kompletten Beweis an, da wir die entsprechenden
Abschétzungen aus [6] fiir den Beweis der zusétzlichen Aussagen bendtigen.
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Satz 1.28. Es sei A ein selbstadjungierter Operator im Kreinraum K, und es
gebe einen Operator B € B(K) mit B = B*, so dass C .= A+ B ein gleichmdfig
positiver Operator ist und oo kein singuldrer kritischer Punkt von C'. Dann ist
A nichtnegativ in einer Umgebung von oo, und oo ist kein singuldrer kritischer
Punkt von A.

Beweis. Es sei E die Spektralfunktion von C'. Da oo kein singulérer kritischer
Punkt von C ist, sind die Projektionen F(R") und F(R™) definiert, und es gilt

K=ERHK[+] ER)K.
Beziiglich dieser Zerlegung ist dann
dom A = dom C = (dom AN E(R")K) [+] (dom AN E(R7)K),

und mit Cy := C' | B(R*)K gilt

_(Cy 0
c_(o C).

Dabei ist 0(C) C R*. Desweiteren definieren wir den Operator

~ I 0
o1 0)
Da (E(R*)K,+[-,-]) Hilbertriume sind, ist J eine Fundamentalsymmetrie von
)

(K, [, ]). Zudem sieht man leicht, dass C' selbstadjungiert ist im Hilbertraum
(’Cv ( ) ')N)v wobei

(f,9)~ = [Tf.g] = (JTf,9), f.geK.

Die von (-, )~ erzeugte Norm auf I bezeichnen wir mit || - || . Die Normen || - ||
und || - ||~ sind dann &quivalent (siehe z.B. [2]). Daher ist B im Hilbertraum
(K, (+,)~) beschrinkt und erlaubt somit eine Darstellung

Bi1 Bio
B —
(321 Bas
mit jeweils beschrénkten Operatoren B;j, i,7 = 1,2.
Es sei nun A € C mit Re X > 0 und

(Al > 7= 2max{L, | Ba ||~} + || B2z~
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Wegen dist(\, o(C-)) > 7 und der Selbstadjungiertheit von C_ im Hilbertraum
1 1

IC- =N = disth, 0(C) 7

Weiter gilt

1Boa(C- = M)~ <

Bas||~
|Ball _
T

Daher ist I — Byy(C_ — A)~! ein stetig invertierbarer Operator in E(R™)K mit
< 1 _ 1
~ T 1= ||Bao(C- — N T p — Bzl

T

- e~

Damit ist auch

C_ — By — A= (I — By(C_—X)") (C_ =\
stetig invertierbar in E(R™)K, und nach der Wahl von 7 gelten
1 1

1
71— Bal 7 —Byl. ~
T

(C= = Bar = N7 <

(1.22)

DN —

sowie
1Bafl~ 1

7= [|Baf~ T 2
Es sei f € dom A beliebig. Wir setzen dann g := (A — \)f = (C — B — \) f sowie
fi = E(R*)f € dom A, g+ := E(R*)g. Dann gilt g = —By f + (C_ — By —
A) f_, also

[(C= = Byy = A) "' Bay|| . < (1.23)

f-=(C_— By — A)""(g- + Bar f+).

Mit (1.22) und (1.23) und wegen |[v||%2 = [|[E(R")v||2 + ||E(R™)v||? fiir v € K
folgt

1 1 1 1
< — — < = _ - .
1f-lle < Gllg-ll+ 5 lF0 < FICA =Nl + 5 1£D

Quadrieren wir dies, so ergibt sich
172 < THA= DA+ 1A = N7+ A2
Und damit
L L= A2 = -0 = IR = 20112

1 1 1.24
> L - Sia-wre - a0
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Anhand der obigen Ungleichung sieht man leicht, dass fiir alle A € C mit Re A > 0
und |[A| > 7 gilt:

fedomA, [(A=Nfl~ < (Vo=2fll. = [f1>5-2IfI
Daraus folgt
{AeC: A >1, ReA>0}No,p(A) C oy(A).
Auf analoge Weise zeigt man, dass es ein p > 0 gibt, so dass
{AeC: A >p, ReA <0} Noap(A) C o-_(A).

Und wegen o, (A) Uo_(A) C R hat der Operator A die folgenden spektralen
Eigenschaften (R := max{7,p}):

(a) (C\R)\ Br(0) C p(A).
(b) (R, o0) ist positiven Typs beziiglich A.
(¢) (—oo,—R) ist negativen Typs beziiglich A.

Fiir die Nichtnegativitit von A in einer Umgebung von oo bleibt zu zeigen, dass
die Resolvente von A das in (1.5) angegebene Wachstum hat. Dazu seien A €
(C\R)\ Bg(0) und f € dom A. Es gilt dann (siehe (1.24))

1

1
SN2 = SHA =N = 1A=V~

£, 51| =
Andererseits gilt auch

(I N)[f, fI] = [Tm [, f]| = [Tm [N = A) £ ] < IA =2~

und es folgt

1

4= A1+ 2 (1 s ) = DAl = I 2 o

Wir setzen t := 1+ \ITI,\\ und stellen fest, dass die quadratische Gleichung z? +
2t fll~x — ||fI2 = 0 eine negative Nullstelle und die positive Nullstelle x =
a(N)[| f]|~ hat, wobei a(\) = v/1 + 12 —t. Also folgt ||(A = N) fll~ > a(N)]| f]|~ fur

alle f € dom A. Demnach gilt

1

IA=27 < o
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Und wegen

11 ImAWVIFE+1)
aA)  VI+£2—t | Im A|
C V/IIm AR+ (1 + [Im )2 4 [Im A] + 1

| Tm |
|Im)\|—|—(1+|1m)\|) [Im A| + 1
- | Tm )|
2
CLLN ()
“ |ImA T |[Im A2

folgt die Giiltigkeit von (1.5) mit M = 3 und m = 2 fiir alle A € (C\ R) \ Bg(0).

Es seien E, die Spektralfunktion von A auf R\ [-R, R], r > R und P :=
E4(R\ (—r,7)). Wir miissen zeigen, dass oo kein singulirer kritischer Punkt des
n (PKC,[-,]) definisierbaren Operators A, := A [ PK ist. Dazu setzen wir

W := P(J| PK) € B(PK).

Es sei f € dom A,. Wegen Pdom A C dom A ist dann f € dom A und damit
Jf € domA, denn JdomA C domA. Also ist Wf = PJf € dom A,. Des-
weiteren gilt fiir f € PK: [Wf, f] = [PJf.f] = [Jf. f] = |If||2. Also existiert
ein gleichméBig positiver und beschréankter Operator W im Kreintraum P mit
W dom A, C dom A,. Nach [21, Theorem 3.2(iii)] impliziert dies, dass der Punkt

oo kein singulérer kritischer Punkt von A, ist. [

Das folgende Korollar stellt eine Verallgemeinerung von [21, Theorem 3.2] dar.

Korollar 1.29. Es sei A ein selbstadjungierter Operator im Kreinraum (K, [-,-]).
Gibt es ein (nicht notwendig positives) v € R, so dass [Af, f] > || fII? fir al-
le f € domA gilt, und einen gleichmdfig positiven Operator W € B(K) mit
Wdom A C dom A, dann ist A nichtnegativ in einer Umgebung von oo, und oo
ist kein singuldrer kritischer Punkt von A.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein n > 0, so dass C' := A + nJ gleichméBig
positiv ist. Es ist nun eine Folge aus dom C' = dom A sowie der Existenz des
Operators W und [21, Theorem 3.2], dass der Punkt oo kein singulérer kritischer
Punkt von C ist. Also erfiillt der Operator A die Bedingungen von Satz 1.28. [



1.5 Randtripel 35

1.5 Randtripel

Im folgenden fithren wir in Kiirze in die Theorie der Randtripel ein und ge-
ben einen Uberblick {iber deren elementare Eigenschaften. AnschlieBend bewei-
sen wir zwei Aussagen iiber die Weylfunktion eines Randtripels, die in Abschnitt
2 benotigt werden. Das Konzept der Randtripel stellt einen modernen Zugang
zur Erweiterungstheorie symmetrischer Operatoren in Hilbert- und Kreinrdumen
bereit (siehe z. B. [28], [29], [30], [31], [40]).

Definition 1.30. Es sei S ein abgeschlossener und dicht definierter symmetrischer
Operator im Kreinraum K. Ein Tripel {G, Ty, 1}, bestehend aus einem Hilbert-
raum G und linearen Abbildungen I'g, T’y : dom S* — G, heiit Randtripel fiir ST,
falls die Abbildung I' := (IE‘;) : dom ST — G x G surjektiv ist und die abstrakte
Green’sche Identitét

[S+f7 g] - [fv SJrg] = <F1f7 F()g)g - (F0f7 FlQ)Q? fvg € dom S+7
gilt.

Ist S ein abgeschlossener und dicht definierter symmetrischer Operator im
Kreinraum (I, [, ]), dann existiert ein Randtripel fiir ST genau dann, wenn S eine
selbstadjungierte Erweiterung A hat. Ist namlich {G,T'y,I"1} ein Randtripel fiir
ST, dann sind die Operatoren S*lkerT';, j = 0, 1, selbstadjungierte Erweiterungen
von S. Fiir die Umkehrung beachte man, dass der Operator J.S symmetrisch im
Hilbertraum (K, (-, -)) ist und selbstadjungierte Erweiterungen besitzt. Nach [29,
Proposition 2.2] existiert daher ein Randtripel fiir (J.5)* = S*J. Man erkennt nun
leicht, dass dieses auch ein Randtripel fiir ST = J(JS)* ist.

Fiir den Rest dieses Unterabschnittes seien S ein abgeschlossener und dicht
definierter symmetrischer Operator in (K, [,-]) und {G,I'o,T"1} ein Randtripel
fiir ST. Ferner nehmen wir an, dass die Resolventenmenge der selbstadjungierten
Erweiterung

AO = S+ [kerFo
von S nichtleer sei. In [28] wird gezeigt, dass die linearen Operatoren
[, lker(ST — ) tker(ST—X\) =G, j=0,1,

fir A € p(Ap) beschrénkt sind. Desweiteren ist leicht einzusehen, dass I'g [ ker(S+—
A) sogar beschréinkt invertierbar ist. Daher ist die folgende Definition des ~-Feldes
und der Weylfunktion des Randtripels {G, 'y, "1} sinnvoll:

7 p(Ao) = BG.K), () == (Do Tker(S* = A)™", A€ p(Ao)

und
M : p(Ao) = B(G), M) :=T1y(N\), Xe€p(Ao).
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Im folgenden Lemma fassen wir die wichtigsten Eigenschaften von ~-Feld und
Weylfunktion zusammen (siehe auch [28]).

Lemma 1.31. Die Resolventenmenge des Operators Ay := ST [ker 'y sei nicht-
leer. Fir das vy-Feld v und die Weylfunktion M des Randtripels {G,To,I'1} und
alle A\, € p(Ao) gelten dann die folgenden Aussagen:

YA =1+~ u)(Ao—A)‘lh(u);

(i) y(A\)F =Ty (Ao — N7
(iti) M(A) = M ()" = (A = my(p) v (\);
iv) M(\)* = M());

Ist (KC,[-,-]) ein Hilbertraum, dann gilt ITm A - Im M (X\) > 0;
(Vi M(A) = Re M( )+ (e )+[(>\ — Re p) + (>\ — 1A= ﬁ)(Ao = A (w);

Beweis. Sei z € G. Setze g := y(u)z und h:= g+ (A — p)(Ag — A\)"'g. Dann ist
g € ker(ST — ), also h € ker(S*T — ). Aus h — g € dom(Ag) = ker Iy folgt nun
['oh = 2 und folglich h = y(\)z. Das zeigt (i). Fiir (ii) wihlen wir z € G, f € K
und setzen h := y(\)z sowie g := (Ag — \) "' f. Wegen g € dom Ay = kerI'y und
Stg = f+ \g, folgt (ii) dann aus

(xvrlg)g = (Foh,rlg)g = [h7 SJrg] - [S+h‘7g] = [h'v f]

Die Aussage (iii) folgt aus direkter Anwendung der abstrakten Green’schen Iden-
titdt, (iv) und (v) folgen aus (iii), und (vi) kann wie folgt eingesehen werden:

M) 2 M)+ (A= () (V)
2 Re M () — i Tm M () + (A = )y (p)* (1+ (A= ) (Ao — ) 7)1 (p)

(111 . _ _

= Re M(p) +~(w)" [t Tm p+ (A =7) (1+ (A= p) (Ao = X)) | v(p).
Die Holomorphie von M und v auf p(Ay) folgt aus der Holomorphie der Resolvente
von A und den Beziehungen in (i) und (iii) (oder (vi)). O

Es sei ‘H ein Hilbertraum. Eine lineare Relation in H ist ein Unterraum von
H x H. Jeder lineare Operator in H kann iiber seinen Graphen mit einer linearen
Relation in H identifiziert werden. Demnach ist der Begriff der linearen Relation
eine Verallgemeinerung des Operatorbegriffs. In Analogie zu linearen Operatoren
kann man Definitionsbereich, Kern und Bildbereich sowie Summe und Produkt
linearer Relationen definieren, siehe z.B. [33, S. 146]. Die Inverse einer linearen
Relation R ist stets definiert:

e () 6)en)
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Dabei schreiben wir Elemente aus H x H als Spaltenvektoren. Wie fiir Operatoren
besteht die Resolventenmenge p(R) einer linearen Relation R in H aus allen \ €
C, fiir die die Relation (R — AI)~! ein Element von B(#) ist. Punktspektrum,
kontinuierliches Spektrum und Residualspektrum von R werden ebenfalls analog
zum Operatorfall definiert. Die Adjungierte einer linearen Relation R in H ist
definiert durch

H:{CDGHXH:WMH:@MHVG)ER}

Die lineare Relation R heifit symmetrisch (selbstadjungiert), falls R C R* (bzw.
R = R*) gilt. Fiir eine Einfithrung in die Theorie der linearen Relationen in
Hilbert- und Kreinrdumen verweisen wir auf das Buch [20] und die Arbeit [33].

Es ist nicht schwer zu sehen (siehe auch [28]), dass alle abgeschlossenen Erwei-
terungen A von S in K mit A C ST via © — Ag parametrisiert werden konnen,
wobei © alle abgeschlossenen linearen Relationen in G durchlduft und Ag die
Einschrinkung von St auf

dom(Ag) := {f € dom(S™) : T'f € ©}

ist. Desweiteren ist die Erweiterung Ag von S genau dann selbstadjungiert, wenn
die lineare Relation © (im Hilbertraum G) selbstadjungiert ist.

Die folgende Proposition zeigt, dass die spektralen Eigenschaften der in ST
enthaltenen abgeschlossenen Erweiterungen von S eng zusammenhéngen mit der
Weylfunktion M. Die Krein’sche Resolventenformel ist dabei als Gleichung von
Relationen aufzufassen. Da sie in dieser Form eine Verallgemeinerung der iiblichen
Formel darstellt (siehe z.B. [28]), geben wir hier einen Beweis an.

Proposition 1.32. Fir jede abgeschlossene Relation © in G, jedes A € p(Ag) und
jedes i € {p,c,r} gilt

A €0i(Ae) genau dann, wenn 0 € 0;(© — M()N)). (1.25)

Desweiteren gilt fiir X € p(Ag) die Krein’sche Resolventenformel:

(Ao =N = (Ao = ) +1(N) (0 = M(N) A(V)*. (1.26)

Beweis. Es sei A € p(Ap). Wir werden zunéchst (1.26) zeigen. Mit T" bezeichnen
wir die lineare Relation auf der rechten Seite von (1.26). Nach Lemma 1.31(ii) gilt

T:Q+ﬂ»@-M@ﬂﬁQ@%—mﬂ
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Sei f = ( ;;) € K x K. Man sieht leicht, dass f € T gleichbedeutend ist mit der

Existenz von (y) € © mit
=A=' f+yN)x und Tif =y. (1.27)

Sei f € T. Dann existiert also (%) € ©, so dass (1.27) gilt. Wegen Lo f’ = To(Ag —
N7+ Toy(N)z = Toy(A)z = z folgt Tf' = (3) € ©. Also ist f € dom Ag und
(Ao = N f' = (ST =N f' = f+ (ST = A)y(N)z = f. Das zeigt f € (Ao — \)~L.
Umgekehrt sei f € (Ag —A)~, d.h. T'f’ € © und (S* —\)f’ = f. Setze © := Ty f’
und y := I'yf’. Dann ist () € ©. Wegen I'y(f" —y(A)x) = 0 ist f' —y(N)zx €
dom(Ay). Daher folgt

(Ao = N (f =v(N)z) = (ST = N(f' =7(N)z) = (ST =N f = f.
Damit ist (1.26) bewiesen. Um (1.25) fiir A € p(Ay) zu beweisen, zeigen wir
(i) A€ p(de) < 0€p(©—M(N)),
(i) A € 0p(Ae) <= 0€0,(0—M(N)),
(iii) A € 0,(de) < 0€0,(0— M(N\).

Die Implikation <" in (i) ist nach (1.26) klar. Sei A € p(Ag). Dann folgt mit
(1.26) -
Lo (Ao =A™ = (Ao = N)71) = (@ = M(X) " (V)T

woraus folgt, dass (© — M (X)) ™" der Graph eines Operators ist. Da (© — M(\)) ™!
offenbar eine abgeschlossene lineare Relation ist, bleibt nach dem Satz vom abge-
schlossenen Graphen lediglich zu zeigen, dass der Definitionsbereich dieses Ope-
rators ganz G ist. Sei x € G beliebig. Wihle dann ein f € dom(S™*) mit Tof =0
und 'y f = 2, und setze g := (Ag —A)"1(ST—\)f. Dann folgt g— f € ker(S+—\)
und mit z := [yg gilt

(93 + J\Z/[()\)z> B (Flf + pwr(i‘(;ro(g _ f)) =Ty.

Wegen g € dom(Ag) folgt daraus (g417(r).) € O, und deshalb (Z) € © — M(\).
Insbesondere gilt = € dom (© — M (X))~
Die Aussage (ii) folgt mit der Beziehung

x €ker(© — M(N)) < vy(N)x € ker(Ag — N),

die mithilfe von (1.26) leicht verifiziert werden kann. (iii) ist schliefilich eine
Konsequenz aus (ii): sei A € 0,(Ag). Dann ist A € 0,(Ag), was nach (i) 0 €
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(0 — M(N)) = 0,((© — M(X))*) impliziert. Daraus folgt 0 € 0,(© — M(\)) U
0,(© — M(X)). Aber 0 € 0,(© — M(A)) ist nach (ii) unméglich. Die Implikation
”<" in (iii) wird analog bewiesen. O

Der nun folgende Satz 1.33 zeigt, dass in der Weylfunktion die Vorzeicheneigen-
schaften des selbstadjungierten Operators Ay verschliisselt sind. Wir bemerken,
dass Satz 1.33 auch aus [47, Proposition 3.4] folgt.

Satz 1.33. Es sei Ay € 04(Ao) (Mo € 0-(Ag)). Dann gibt es eine C-offene Um-
gebung U von Ao mit U\ R C p(Ap). Fiir jede Folge (\,) C CT NU mit N\, — o
fiirn — oo und alle x € G gilt dann

lim inf Im (M()\n)x,a:)g >0 (bzw. lim sup Im (M()\n):v,.r)g < O).

n—oo n—o00

Beweis. Wir zeigen den Satz nur fiir Ay € o, (Ap). Die Existenz der Umgebung
U folgt aus der Offenheit von o, (Ay) und o_(Ap) in 6(Ap), siehe [3, Lemma 2].
Wir nehmen das Gegenteil der zweiten Behauptung an. Dann gibt es x € G, eine
Folge (A,) C CT NU mit A, — Ao fiir n — oo und ein € > 0, so dass

Im (M(An)x,m)g < —¢
fiir alle n € N gilt. Nach Lemma 1.31 ist M (\,)—M (X\)* = (A=) 7)) Ty (M),
und damit

(Im Ay) - [y(An)z, 7 (An)a] < —e

fiir alle n € N. Daraus folgt insbesondere [g,, g,] — —oo fiir n — oo, wobei
Gn = 7(An)x. Mit Py bezeichnen wir die (-,-)-Orthogonalprojektionen auf ..
Dann gelten

(9 0] = I1Psgall® = [I1P-gull*  1nd  {|gall* = | Pegall® + | P-gall*.

Also konvergiert ||P-g,|| bestimmt gegen +o0o und somit auch |[|g,|. Sei A\ €
p(Ap) N C~ fest. Wir definieren die Vektoren

=2 ¢ dom ST,
[An = Alllgnll

Wegen Iyy(pu)x = x fir p € p(Ap) ist f, € kerI'y = dom Ay. Ist Ay # oo, dann
gilt || fnl] = 1/|Xo — A|, und

o )\n - )\0 gn . )\ - >\O ~

(AO - /\O>fn = (S+ - )\O)fn ()\):E
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konvergiert gegen Null fiir n — oo. Ist \g = 0o, dann gelten f,, — 0 und [|Agf,|| —
1 fir n — oo. Aufgrund von Ay € o4 (A) folgt

liminf [f,, f,] > 0, falls Ay # oo
n—oo
liminf [Ao fn, Aofn] > 0, falls A\g = oc.
n—o0

Fiir die Vektoren

Gn AnGn
hy, =—>=>"  und k,:=— "
|An = Alllgal| [An = Al gl

gilt jedoch ||h, — fn]| — 0, falls A\g # oo, und ||k, — Ao fn|| — 0 fiir n — oo, falls
Ao = 0o. Damit folgt

o [, 9] . .
lim inf = liminf [hy, hy] = lim inf [f,,, f,] > 0,
it g mint fon, ] = liminf [, fu] >
falls \g # oo, und
Al 9n 90 . .
1 f =1 flk, k. =1 f[Agfn, Aofn] >0,
it S inf [k, ko] = Hmint [Aofn, Ao/

falls Ay = oo, was in beiden Féllen im Widerspruch steht zu [g,, g,] — —oc fiir
n — oo. O

Es seien X ein Banachraum und F' : O — X eine analytische Funktion, defi-
niert auf der offenen Menge © C C. Wir sagen, F' lasse sich analytisch fortsetzen
in A € C\ O, falls es eine zusammenhingende offene Umgebung &/ C C von A mit
UNO # @ und eine analytische Funktion G : OUU — X gibt, so dass GO = F.
Wir bezeichnen die Vereinigung von O und der Menge aller Punkte, in die sich F’
analytisch fortsetzen ldsst, mit p(F):

p(F):=OU{\ € C: F lisst sich in \ analytisch fortsetzen }.

Diese Menge ist offenbar offen in C. Wir nennen sie den Holomorphiebereich von
F. In Analogie zu Operatoren definieren wir noch p(F') := p(F) \ {oc}.
Offensichtlich ist p(Ap) als Definitionsbereich von M in p(M) enthalten. Im
folgenden zeigen wir anhand eines einfachen Beispiels, dass p(M) grofler sein kann
als p(Ap). Dazu nehmen wir an, es gelte dim(A4y/S) = 1 und dass Ay € R ein
einfacher isolierter Eigenwert von Ay sei, der gleichzeitig auch ein Eigenwert von
S ist. Dann ist ker(Ag — Ag) = ker(S — \g) = span{ fo} mit einem Vektor fy. Da
die Riesz-Dunford-Spektralprojektion F von Ag beziiglich A\g selbstadjungiert ist,



1.5 Randtripel 41

folgt [fo, fo] # 0. Also ist K = span{ fo} [+] K1 mit K; = (I — E)K. Fiir beliebiges
A € p(Ap) und g € ker(ST — \) gilt

(Ao — N[ fo, 9] = [Sfo, 9] — [fo, STg] = 0.

Daraus folgt g € Ky, und wegen A\ € p(Ag | Ky), ldsst sich die Abbildung A\ —
(Ag — A\) g analytisch nach )\ fortsetzen. Mit Lemma 1.31(vi) folgt Ay € p(M).

Wir bemerken, dass der Spektralraum ker(Ay — A\g) von Ay im obigen Beispiel
nicht enthalten ist in der abgeschlossenen linearen Hiille der Defektrdume von S:

ker(Ag — Ag) N c.ls. {ker(ST —X): A € p(4y)} = {0}.
Insbesondere ist der Operator S nicht Agp-einfach geméf der folgenden Definition.

Definition 1.34. Es seien S ein abgeschlossener und dicht definierter symmetri-
scher Operator in (I, [-,+]) und A eine selbstadjungierte Erweiterung von S. Der
Operator S heifit einfach beziiglich der selbstadjungierten Erweiterung A (oder
auch kurz A-einfach), wenn

K =c.lLs{ker(ST —\): Xe€p(A4)}.

Der Operator S heifit einfach, wenn er einfach ist beziiglich aller seiner selbstad-
jungierten Erweiterungen.

Ist der Operator S also nicht Ag-einfach, dann ist es moglich, dass p(Ag) #
p(M) gilt. In der folgenden Proposition wird eine lokale Variante der Ay-Einfach-
heit vorausgesetzt. Wie schon Satz 1.33 ist auch sie eine Folge aus [47, Proposition
3.4] (mit k4 (Ao, G) = ke((E(Ao, AK,[-,+])) = 1 = 0). Wir geben hier einen

elementaren Beweis an, der sich stark an Techniken aus [32] orientiert.

Proposition 1.35. Der Operator Ay sei definisierbar iber Q C C, und E be-
zeichne die lokale Spektralfunktion von Ag. Ist die Inklusion

cls {B(AK : A eB(A,Q)} C cls. {ker(ST —)\): X € p(4)}, (1.28)

erfillt, dann gilt
FM) N Q = f(Ag) N Q.

Beweis. Fiir A, u, v € p(Ap) mit A # v, A # @i und v # 71 gilt (siehe Lemma 1.31)
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und daher

e = MO = M) M)~ M)
R e [P R P T

Folglich ist die Funktion
Grw(N) = 7(1) (Ao = )7 (v), A€ p(Ao),

fiir alle p, v € p(Ap) holomorph auf p(M) fortsetzbar.
Wir nehmen an, es gidbe einen Punkt

Mo € p(M)NQNao(Ay) N(C\R).

Zu p,v € p(Ap) wihlen wir dann eine offene Kreisscheibe C' mit Mittelpunkt Ao,
so dass CNa(Ay) = {Ao}. Wegen Ay € p(M) gilt dann

B )] =~ | (0= 0029 0)9] dx
— —% o (G,W()\)m, y)g d\

=0
fiir beliebige x,y € G. Damit folgt

[E({ X0, Ao}y (), y(p)y] = 0

fiir alle 1, v € p(Ag) und alle 2,y € G. Nach (1.28) ist E({)\, Ao})K neutral. Da
dieser Raum aber ein Kreinraum ist, ergibt sich ein Widerspruch zu Ay € o(Ay).
Fiir die Behandlung reeller Punkte nehmen wir an, es gédbe einen Punkt

o € p(M) N QN a(A) NR.

Dann gibt es eine offene Umgebung U von Ao mit U C p(M)NED. Also existiert ein
kompaktes Intervall A € B(A,Q), A CUNR, so dass \g im (R-)Inneren von A
enthalten ist. Desweiteren gibt es eine Folge kompakter Intervalle (A,,) C B(A,Q)
mit A, CUNR,

A28 2A;2.. wd (A, =A
neN
Fiir p,v € p(Ao), z,y € G und f =y(v)z, g = v(p)y gilt (siehe [59])
(B(A)f, g] = Tim lim ——— /A [(AO —(t—i0)) " f— (Ao — (t+i0)) ' f, g} dt

n—o0 40 271

~ Jim lim ——— / (Goalt — i6)x = Gt + ib)2.y) dt
An g

n—o0 6,0 271
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Da G, in U holomorph ist, folgt

[E(A)y(v)z,v(1)y] =0

fiir alle p, v € p(Ap) und alle z,y € G. Nach (1.28) ist der Unterraum F(A)K also
neutral. Es folgt E(A)K = {0} und damit A\ € p(Ap). Ein Widerspruch.

Es bleibt die Behandlung des Punktes oo (falls dieser in 2 enthalten ist).
Sei also co € (M) N Q. Dann existiert eine C-offene Umgebung U von oo mit
U C p(M)N Q. Nach dem bereits Bewiesenen gilt U \ {oo} C p(Ap). Und da oo
kein isolierter Punkt von 6(A) sein kann, folgt U C p(Ap). O

Bemerkung 1.36. Falls A, in Proposition 1.35 definisierbar ist iiber 2 = C, dann
ist (1.28) gleichbedeutend damit, dass S einfach ist beziiglich Ay. Ist S einfach
beziiglich Ay, dann ist (1.28) trivialerweise erfiillt.



44

1 Spektral- und Storungstheorie im Kreinraum



45

2 Singulire indefinite Sturm-Liouville-Operato-
ren

In diesem Abschnitt betrachten wir singulére Sturm-Liouville-Operatoren mit Ge-
wichtfunktionen, die ihr Vorzeichen wechseln. Mithilfe der abstrakten Resultate
aus dem vorangehenden Abschnitt zeigen wir, dass die betrachteten Differential-
operatoren unter gewissen Bedingungen auflerhalb eines kompakten Intervalls de-
finisierbar sind, wenn die Gewichtsfunktion in Umgebungen singulérer Endpunkte
definit ist.

2.1 Grundlegende Definitionen
Wir betrachten gewohnliche Differentialausdriicke der Form

(= ry +af) (21)

w

((f)

auf einem offenen Intervall (a,b), —0o < a < b < +o0. Dabei stellen wir an die
Koeffizientenfunktionen w, p und ¢ die folgenden Bedingungen:

e w, g und p sind reellwertig,

o w,q,1/p € Liy(a,b),

loc

e w(x)# 0 und p(z) > 0 fast iiberall auf (a,b).

Ein Differentialausdruck der Form (2.1) wird Sturm-Liouville- Differentialausdruck
genannt. Die Funktion w nennen wir das Gewicht von £. Die Funktion ¢ heifft das
Potential von /.

Bekanntermafien kénnen dem Differentialausdruck ¢ im Fall w(x) > 0 f.i. auf
natiirliche Weise ein minimaler Operator Ay, (a,b) und ein mazimaler Operator
Amax(a,b) im gewichteten L:-Raum

L2 (a,b) :=={f:(a,b) - C| f messbar und fv/w € L*(a,b)}
zugeordnet werden, so dass
Amin(av b) C Amin<a7 b)* = Amax(aa b)

gilt (siehe [73]). Die Adjungierte ist dabei beziiglich des Hilbertraum-Skalarpro-
duktes

b
(. )12 oy = / f(@)g@w(z)dr, f.g e L2(a,b),
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aufzufassen. Der maximale Operator ist definiert durch

Aussla)f =) =~ @fY +af), [ E€Dunlat)  (22)

w

wobei
Dinax(a,b) := {u € L2, (a,b) : u,pu’ € ACioc((a,b)), (u) € L2 (a,b)}.  (2.3)

Dabei bezeichnet ACo.(A) fiir ein Intervall A den Raum der komplexwertigen
und auf A definierten Funktionen, deren Einschrinkung auf beliebige kompakte
Teilintervalle von A absolutstetig ist. Da solche Funktionen bekanntermaflen fast
tiberall auf A differenzierbar sind, ist die Definition von A« (a,b) sinnvoll. Der
minimale Operator wird als Abschluss des prdminimalen Operators Apmin(a,b)
definiert, welcher ebenfalls via ¢ operiert:

Apmin(a,b) f :=L(f), [ € dom Apmin(a,b), (2.4)

wobei
dom Apmin(a,b) := {u € Dpax(a,b) : u hat kompakten Tréger} . (2.5)

Der minimale Operator A, (a,b) ist dann dicht definiert und symmetrisch in
L2 (a,b), und es lisst sich zeigen, dass die Defektindizes von Api,(a,b) iiberein-
stimmen und den Wert 2 nicht {iberschreiten. Demnach besitzt A, (a,d) selbst-
adjungierte Erweiterungen.

In dieser Arbeit konzentrieren wir uns auf den Fall, in dem die Gewichtsfunk-
tion w indefinit ist auf (a,b), d.h. die Mengen

Ay(w) :={x € (a,b) :w(x) >0} und A_(w):={z € (a,b):w(z) <0}

haben nichtverschwindendes Lebesgue-Maf. Wir sagen, die Funktion w sei definit
auf (a,b), wenn sie nicht indefinit ist. Im indefiniten Fall ergibt sich bei der Defi-
nition der Differentialoperatoren zunéchst das Problem, dass die obige Definition
des Raumes L? (a, b) nicht mehr sinnvoll ist. Daher betrachtet man stattdessen den
Raum L|2w| (@, b) und definiert darin den maximalen und den praminimalen Opera-
tor wie in (2.2)—(2.5)! sowie den minimalen Operator als Abschluss von Apyin(a, b).
Die groBte Unannehmlichkeit bei indefinitem Gewicht besteht nun darin, dass der
minimale Operator A, (a,b) nicht symmetrisch beziiglich des Skalarproduktes
()12 (ap) ist. Dies ist anhand simpler Beispiele einzusehen. Wir definieren den

[w]

Differentialausdruck

7 = (= o) + ar) (2.6

"Wobei L2 (a,b) durch L‘le(a7 b) zu ersetzen ist
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Beziiglich 7 kénnen minimaler und maximaler Operator Ty, (a, b) und Tiax(a, b)
wie oben definiert werden, und es gilt Tiin(a, b) C Tin(a, b)* = Thax(a,b), wobei
die Adjungierte hier beziiglich des Skalarproduktes (-, -) 12, (ab) gebildet werde. Es
ist nun leicht zu sehen, dass die folgenden Beziehungen zwischen definiten und

indefiniten Differentialoperatoren bestehen:

Amin(aa b) = Ja,b Tmin<a7 b)7
Amax(aa b) = Ja,b Tmax(aa b)7

wobei Jop : L7, (a,0) — L2, (a,b) der Multiplikationsoperator mit der Funktion
sgn(w(-)) ist:

(o f)(@) == sgn(w()) - f(x), f € Lj,(a,b), v € (a,b).

Dieser Operator ist offenbar beschréinkt, und es gilt Jo, = J; y = Jo,. Also ist
Jo eine Fundamentalsymmetrie in L? (a,b). Folglich ist (L7, (a,b), [, ] 2

[w]

(a,b) )7
wobel

b -
[f7 g]wa‘(a,b) = (Ja,bf7 g)lewl(a,b) = / f(a:)g(x)w(x) dﬂf, fag € L\Qw\(av b)a

ein Kreinraum, den wir im folgenden mit L? (a, b) bezeichnen wollen, und es gilt
Amin(aa b) C Amin(&7 b)+ = Amax(aa b)

Dabei verwenden wir das Symbol T fiir die Adjungierte beziiglich des inneren Pro-

duktes [, ] 12, (ab)- Offenbar ist A eine (Kreinraum-)selbstadjungierte Erweiterung

von Amin(a,b) genau dann, wenn J, A eine (Hilbertraum-)selbstadjungierte Er-
weiterung von T, (a, b) ist. Die selbstadjungierten Erweiterungen von Ty, (a, b)
und A, (a, b) nennen wir jeweils die selbstadjungierten Realisierungen von 7 und
¢ auf (a,b). Im folgenden verwenden wir die Abkiirzungen

(5 )ap = (5 )rz

[w]

(a,b) und [ ) ']a,b = [ ) ']Lz

|w]

(a,b)

Es seien A € C und f : (a,b) — C eine messbare Funktion. Wir sagen, f sei eine
Losung von ({ — AN)u =0 ((1 — AN)u=0), wenn f,pf" € ACoc(a,b) und ¢(f) = \f
(bzw. 7(f) = Af) fast iiberall auf (a,b) gilt. Der Raum Ly(¢) (bzw. Ly(7)) aller
Losungen von (¢ — X)u = 0 (bzw. (7 — A)u = 0) ist bekanntlich 2-dimensional. Der
folgende grundlegende Existenz- und Eindeutigkeitssatz (siehe z. B. [73, Korollar
13.3]) wird im Folgenden hiufige Verwendung finden.

Satz 2.1. Es seien A € C, ¢ € (a,b) und ug,u; € C. Dann gibt es genau eine
Losung u € Ly(¢) mit u(c) = ug und (pu')(c) = u;.
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Es sei ¢ € (a,b) beliebig. Sind die Funktionen w, ¢ und 1/p iiber (a,c) inte-
grierbar und ist @ > —o0?, dann heiflen ¢ und 7 reguldr bei a. Ansonsten sagen wir,
¢ und 7 seien singuldr bei a. Analog definiert man die Begriffe Regularitdt und
Singularitdt von ¢ und 7 bei b. Die Differentialausdriicke ¢ und 7 heiflen regulér,
wenn sie bei a und b regulér sind. Sie heiflen singulér, wenn sie nicht regulér sind.

Die Weylsche Alternative (siehe [73]) fiir den definiten Differentialausdruck 7
im Endpunkt a besagt: Entweder gilt Ly(1) C wa‘(a,c) fiir alle A € C, oder zu
jedem A € C\ R gibt es ein u € Ly(7), welches nicht in L|2w|(a, c) liegt. Dabei
identifizieren wir Losungen auf (a,b) mit ihren Einschrankungen auf (a, c). Dies
ist sinnvoll, denn jede Losung von (7—A)u = 0 auf (a, ¢) ist nach Satz 2.1 eindeutig
zu einer Losung auf ganz (a, b) fortsetzbar. Tritt der in der Weylschen Alternative
zuerstgenannte Fall ein, so sagen wir, 7 sei bei a im Grenzkreisfall. Im zweiten
Fall sagen wir, dass 7 bei a im Grenzpunktfall ist. Grenzkreis- und Grenzpunktfall
von T bei b werden analog definiert.

Wir betonen, dass die Weylsche Alternative in der obigen Form fiir £ im All-
gemeinen nicht gilt. Dennoch 148t sich vollig analog zum definiten Fall beweisen
(siehe [73, Satz 13.17]), dass L, (¢) fiir ein Ay € C in L‘Qw‘(a7 ¢) (in L|2w|(c, b)) liegt
genau dann, wenn Ly(¢) fiir alle A € C in L}, (a,c) (bzw. L, (c,b)) liegt. In die-
sem Fall sagen wir, der Differentialausdruck ¢ sei bei a (bzw. b) im Grenzkreisfall.
Im gegenteiligen Fall ist ¢ bei a (bzw. b) im Grenzpunktfall. Wegen Lo(¢) = Lo(7),
ist ¢ im Grenzkreisfall bei a (bei b) genau dann, wenn 7 im Grenzkreisfall bei a
(bzw. b) ist. Sind ¢ und 7 bei a (bei b) reguldr, dann sind nach [75, Lemma 10.4.3]
(siehe auch [73, Satz 13.5]) die Funktionen f und pf’ fir alle f € Dpax(a, ¢) (bzw.
f € Dumax(c,b)) nach a (bzw. b) stetig fortsetzbar. Daraus folgt sofort, dass ¢ und
7 bei a (bzw. b) im Grenzkreisfall sind.

Aus der Weylschen Alternative folgt, dass Tn(a,b) die Defektzahlen (2,2)
hat, wenn 7 bei a und b im Grenzkreisfall ist. Dann ist ndmlich

ker(Thnin(a, b)* + 1) = ker(Tnax(a,b) £ 1) =Ly (7) C L‘Qw‘(a, b).

Ebenso einfach sieht man, dass Ty (a, b) die Defektzahlen (1, 1) hat, wenn 7 bei
a und b in gegensétzlichen Féllen ist. Dass Tiin(a,b) die Defektzahlen (0,0) hat,
wenn 7 bei @ und b im Grenzpunktfall ist, ist in [73, Satz 13.19] bewiesen. In
diesem Fall ist Tinin(a,b) = Thmax(a,b) selbstadjungiert im Hilbertraum L|2w|(a, b)
und damit die einzige selbstadjungierte Realisierung von 7 auf (a, b).

Analog zu Dy (a, b) = dom Ty (a, b) setzen wir Dyiy(a,b) := dom Ty (a, b).
Es ist wohlbekannt (siche [73, Satz 13.8]), dass

Dunin(a,b) = {f € Dinax(a,0) : f(a) = (pf')(a) = f(b) = (pf')(b) = 0},

2Wir verwenden hier die klassische Definition aus [73]. In beispielsweise [75] wird die End-
lichkeit des Endpunktes nicht verlangt. Es zeigt sich dort, dass diese fiir die Haupteigenschaften
regulidrer Ausdriicke unerheblich ist.
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wenn 7 regulér ist.
Lemma 2.2. Es gelten die folgenden Aussagen:

(a) Ist T requlir, so ist jede selbstadjungierte Realisierung T von T nach unten
beschrinkt, und o(T') besteht aus isolierten (reellen) Eigenwerten, die sich
gegen oo hdufen.

(b) Ist T singuldr, so ist keine der selbstadjungierten Realisierungen von T auf
(a,b) nach oben beschrdnkt.

Beweis. Einen Beweis der Aussage (a) findet man in [73, Sétze 13.13 und 13.14].
Sei 7 nun singulér, und es existiere eine selbstadjungierte Realisierung von 7 auf
(a,b), die nach oben beschrankt ist. Dann ist Ty, (a, b) nach oben beschriankt. Wir
wihlen ein Intervall [@', 0] C (a,b). Fir jede Funktion g € Dyin(a’, V') ist dann die
Funktion

0 sonst

f(z) == {9(3:) fiir € [d, V],

in dom Tpmin(a, b) und damit auch in Dyin(a, b) enthalten. Wegen
(Tmin(al7 b/)ga g)a/b/ = (Tmin<a7 b)f? f)a,b

folgt, dass Tin(a’, ') nach oben beschrankt ist. Ein Widerspruch. O

Bemerkung 2.3. Fiir die Giiltigkeit von Lemma 2.2 ist die Bedingung p > 0 f.ii.
wesentlich.

Der folgende Satz beschreibt das Spektrum der selbstadjungierten Realisierun-
gen von ¢ auf (a,b) im reguldren Fall. Die wesentlichen Aussagen sind in [22] zu
finden.

Satz 2.4. Es seien { reguldr und A eine beliebige selbstadjungierte Realisierung
von £ auf (a,b). Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) Der Operator A hat endlich viele negative Quadrate und ist demnach defi-
nisierbar und nichtnegativ in einer Umgebung von oo. Insbesondere hat A
die in Proposition 1.5 zusammengestellten Eigenschaften fiir ein k € Ng.

(ii) Das Spektrum von A besteht aus isolierten Eigenwerten mit endlichen alge-
braischen Vielfachheiten und geometrischen Vielfachheiten < 2.

(iii) Das nichtreelle Spektrum von A ist eine endliche Menge, und falls die Ge-
wichtsfunktion w indefinit ist, ist das reelle Spektrum von A weder nach
unten noch nach oben beschrdnkt.
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Beweis. Nach Lemma 2.2(a) ist das Spektrum der selbstadjungierten Realisierung
T := J,p A von 7 auf (a,b) nach unten beschrinkt und besteht aus isolierten
(reellen) Eigenwerten, die sich gegen oo hiufen. Bis auf die letzte Aussage in (iii)
folgen also alle Aussagen des Satzes aus Satz 1.24. Wir nehmen an, das Spektrum
von A sei nach unten beschriankt. Nach [59, S. 39] ist co dann kein kritischer
Punkt des Operators A, also oo € 0 (A)Uo_(A). Da aber o_(A) offen ist in 5(A),
folgt 0o € 04 (A). Mit E bezeichnen wir die Spektralfunktion des definisierbaren
Operators A. Es gibt also ein ¢ > 0, so dass der Innenproduktraum

Ki:= <ranE (R\ [-¢,d), [, ~]a7b>

ein Hilbertraum ist. Wir diirfen —c, ¢ € p(A) annehmen, so dass E([—c, ¢]) defi-
niert ist. Wir setzen Ko := ran E([—c, ¢]) und bezeichnen mit K3 den Spektralraum
von A beziiglich des nichtreellen Spektrums von A. Wegen dim Ko+ K3 < oo (siehe
(ii) und (iii)) sowie

Lty (a,b) = Ky [+] Ko [+] K3

folgt r— (L, (a,b)) < co. Aber das ist wegen

Lty (a,b) = Ly (A—(w)) [+] L, (A (w))

unmoglich, da wa‘(A,(w)) ein unendlichdimensionaler und negativer Unterraum
von (L2 (a,b),[,-]) ist. O

|w]

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Bedingung p > 0 f.ii. auch fiir die Giiltig-
keit von Satz 2.4 nicht redundant ist, siehe auch [64, Example 1.1].

Beispiel 2.5. Es sei ¢ der Differentialausdruck auf (a,b) = (—1,1) wie in (2.1)
mit ¢ = 0 und w(z) = p(x) = sgn(x), x € (—1,1). Dann ist {(f) = —f”, und der
maximale Definitionsbereich von ¢ auf (—1, 1) ist gegeben durch

Duax(—1,1) = {f € L*(=1,1) : f,sgn-f € AC([-1,1]), f" € L*(-1,1)}.
Definiere die Funktionen fy(z) := |z| — 1, x € [—1, 1], und
falx) := sgn(z) cos(VA) sin(VAz) — sin(VA) cos(VAz), = e [-1,1],
wobei v/ eine beliebige Wurzel von A € C\ {0} sei. Es ist leicht zu sehen, dass
fo fur alle A € C in Dyax(—1,1) enthalten ist. Wegen fi(—1) = fi(1) = 0 ist

fr € dom App(—1,1) fiir alle A € C, siehe Definition 2.6. Und da (Ago(—1,1) —
M= —f—=Afx =0, folgt o(Agp(—1,1)) = C.
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Wir werden in dieser Arbeit nur Sturm-Liouville-Differentialausdriicke be-
trachten, die bei den Endpunkten ihrer Definitionsintervalle entweder regular sind
oder im Grenzpunktfall. Fiir diese Félle listen wir im folgenden Satz alle selbst-
adjungierten Realisierungen von 7 und ¢ auf. Da all diese stets Einschrinkungen
des maximalen Operators sind, reicht es dafiir, nur deren Definitionsbereiche an-
zugeben. Fiir einen Beweis verweisen wir auf [73, Sétze 13.15 und 13.21].

Satz und Definition 2.6. Ist 7 regulir, dann sind die selbstadjungierten Reali-
sierungen T, 5(a,b), o, B € [0,m), von T auf (a,b) mit getrennten Randbedingungen
gegeben durch

dom T, 5(a,b) := {f € Duax(a,b) : f(a)cos(a) + (pf')(a)sin(a) =0

F(8) cos(B) + (pf') (b) sin(8) = 0}.

Die selbstadjungierten Realisierungen Tg(a,b) von T auf (a,b) mit gemischten
Randbedingungen sind gegeben durch

vt = {1 mut (50) =5 (55}
wobei B = 'R mit t € [0,2r) und R € R*?, det R = 1.

Ist T requldr bei a und im Grenzpunktfall bei b, dann ist
Duin(a,b) = {f € Dmax(a,b) : f(a) = (pf')(a) = 0},

und alle selbstadjungierten Realisierungen T, x(a,b), a € [0,7), von 7 auf (a,b)
sind gegeben durch

dom T, «(a,b) := {f € Duax(a,b) : f(a)cos(a) + (pf')(a) sin(a) = 0}.
Ist 7 im Grenzpunktfall bei a und requldr bei b, dann ist

Duin(a,b) = {f € Dumax(a,b) : f(b) = (pf")(b) = 0},

und alle selbstadjungierten Realisierungen Ty o(a,b), a € [0,7), von T auf (a,b)
sind gegeben durch

dom T ,(a,b) := {f € Duax(a,b) : f(b) cos(a) + (pf')(b) sin(ar) = 0}.
In den jeweiligen Fillen definieren wir
Aa,ﬁ(aa b) = Jap Taﬁ(aa b)7
AB(CL, b) = Ja,b TB(CL, b),
Aa,><<a7 b) = Ja,b Ta,x(aa b)>
Ay o(a,b) := Jop Tx o(a,b).

Dies sind dann die selbstadjungierten Realisierungen von £ auf (a,b).
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In den folgenden zwei Unterabschnitten wollen wir die folgende Bedingung an
die Gewichtsfunktion w stellen:

(A) Ist £ bei a (bei b) singulér, dann gibt es o’ € (a,b) (bzw. b’ € (a,b)), so dass
w auf (a,a’) (bzw. (I, b)) definit ist.

Unter dieser Bedingung werden wir Definisierbarkeitsaussagen iiber die selbstad-
jungierten Realisierungen von ¢ auf (a,b) machen kénnen. Dabei verwenden wir
die Methoden und Resultate aus Abschnitt 1. Es wird sich als entscheidend er-
weisen, zu zeigen, dass die Resolventenmenge der jeweiligen selbstadjungierten
Realisierung nichtleer ist.

Das folgende Lemma wird bei unseren Betrachtungen Verwendung finden.

Lemma 2.7. Ist (A) erfiillt, dann gilt
Uess<Amin(aa b)) c R.

Beweis. Es sei ¢ bei beiden Endpunkten singulidr. Es gibt dann o',V € (a,b),
a’ <V, so dass w definit ist auf jeweils (a,a’) und (¥',b). Beziiglich der Zerlegung
L, (a,b) = Lf,(a,d') & L, (d',b) & LE, (1, b)

|w] |wl |wl

definieren wir den Operator
S = Anin(a,ad’) & Apin(d, V) & Apn(V,0).
Offensichtlich gilt
ess(S) = Oess(Amin(@, @) U Oess(Amin (@, ) U Oess(Amin(V', ).
Nach Satz 2.4 ist Oess(Amin(a’, V")) = &, und da Ay (a, a’) und Ay, (8, b) Hilbert-

raum-symmetrisch sind, folgt oe(S) C R. Nun ist S aber eine vierdimensionale
Einschrinkung von An(a,b). Daher ist ran(App(a,b) — A) fir alle A € C\ R
nach [54, Lemma III-1.9] abgeschlossen und wegen dim ker(Apax(a,b) — \) < 2
auch endlich-kodimensional.

Im Falle, dass ¢ nur bei einem Endpunkt singulér ist, kann dhnlich wie oben
verfahren werden, und falls ¢ regulér ist, gilt 0ess(Amin(a, b)) = &, vgl. Satz 2.4. O

2.2 Der Fall eines singuliren Endpunktes

In diesem Unterabschnitt nehmen wir an, dass der Differentialausdruck ¢ aus
(2.1) auf (a,b) bei einem Endpunkt regulér und beim anderen im Grenzpunktfall
ist. Unter anderem zeigt sich, dass unter der Voraussetzung (A) die Resolven-
tenmenge jeder selbstadjungierten Realisierung von ¢ auf (a, b) nichtleer ist. Das
Hauptergebnis dieses Unterabschnittes ist der folgende Satz.
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Satz 2.8. Der Differentialausdruck ¢ sei regulir bei a und im Grenzpunktfall bei
b. Desweiteren gebe es ein ¢ € (a,b), so dass die Gewichtsfunktion w auf (c,b)
definit ist. Fir beliebiges o € [0,7) gelten dann die folgenden Aussagen fir den
Operator A := A, x(a,b):

(i) Die Resolventenmenge von A ist nichtleer: p(A) # .
(ii) A ist definisierbar tiber C.
(iii) Fir die lokale Spektralfunktion E von A gilt

c.Ls{E(A)LE, (a,b) : A € B(A,C)}
C c. Ls{ker(Amax(a,b) — X) : X € p(A)}.

(iv) MitT = JA =T, «(a,b) gilt 0ess(A) = 0ess(T'), falls w auf (c,b) positiv ist,
und Oess(A) = —0ess(T), falls w auf (c,b) negativ ist.

Beweis. Wir nehmen w > 0 f.ii. auf (¢,0) an. Der Fall w < 0 f.ii. auf (¢, b) kann
analog behandelt werden. Zunéchst definieren wir die Operatoren

Ap:=Anpola,c) ® Apx(c,b) und S :=ApNA,

wobei die orthogonale Summe beziiglich der Zerlegung wa‘(a, b) = L|2w|(a,c) @
L2

|w|(c, b) zu interpretieren ist. Der Definitionsbereich des Operators S ist dann

dom S = {f € Duax(a,b) : f(a)cos(a) + (pf')(a)sin(a) = f(c) = 0}.
Desweiteren ist die Kreinraumadjungierte von S gegeben durch

dom ST = {{u,v} :u € Dpax(a,c), v € Dnax(c,b), u(c) = v(c),
u(a) cos(a) + (pu')(a) sin(a)) = 0}
und ST{u, v} = {Amax(a, ¢)u, Apax(c, b)v} fiir {u,v} € dom ST.

Wegen dim(A/S) = dim(Ag/S) = 1 gilt Tess(A) = Tess(S) = Tess(Ap). Damit
folgt die Aussage (iv):

Tess(A) = Oess(Ap) = Tess(Aa,0(a, €)) U Oess(Ap x (¢, 0)) = Tess(To.x (¢, 1)) = Tess (1),

denn Ag (¢, b) = To.x(c,b) und oess(Aanp(a, c)) = & nach Satz 2.4.
Wir definieren nun einige Operatoren und Randtripel. Zunéchst ist ein Rand-
tripel fiir ST gegeben durch {C,Ty,T'1} mit Iy, T’y : dom ST — C,

Lo{u,v} :=v(c) und T {u,v}:= (pv')(c) — (pu')(c), {u,v} € domS™.
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Die Surjektivitidt von (1) ist leicht einzusehen (siehe z.B. [73, Satz 13.5(c)]).
Desweiteren gilt fiir f = {u,v}, g = {w, 2z} € dom S*:

(ST fog] = [f, STg] = [b(u), wa,e — [, €(w)]ae + [€(0), 2]ep — [0, €(2)]e
= u(c)(pw')(c) — (pu)(c)w(c) — v(c)(pz')(c) + (pv')(c)z(c)
= (I'1f,Tog)e — (Lo f, T19)c

siehe [73, Sétze 13.4(a) und 13.19(a)]. Mit S,. bezeichnen wir die Einschriankung
von A, o(a,c) auf

dom S, := {u € Dpax(a,c) : u(a) cos(a) + (pu’)(a) sin(a) = u(c) = (pu’)(c) = 0}.
Dann ist
dom S := {u € Dpax(a, ¢) : u(a) cos(a) + (pu')(a) sin(a) = 0},
und {C, o 4c, Iy ge} mit To ge, Iy ge : dom S — C,
Loactt :=u(c), Tygeu:=—(pu')(c), ue€domS]),

ist ein Randtripel fiir S;f.. Mit den Abbildungen I'g 4, I'1 o : dom Ayax(c, b) — C,
definiert durch

Lowv :=v(c), Tiav:=(p')(c), v € dom Apy.x(c,b),

ist zudem ein Randtripel fiir A,,.x(c, b) gegeben durch {C, g o, I'1 b }-

Mit M (M,., M) bezeichnen wir die Weylfunktion beziiglich des Randtripels
{C,Ty,I'1} (bzw. {C,Toac, 10}, {C, Lo, I'1,0}). Es seien nun A € p(A4p) und
f=A{u,v} € ker(ST — ). Dann ist u € ker(S;, — \), v € ker(Anax(c,b) — A), und
es gilt

Mac(/\)POf + Mcb(/\)FOf - Mac()\>F0,acu + Mcb(>\>r0,cbv
= Fl,acu + Fl,cbv
= (pv)(c) = (pu')(c) = L' f = M(A)Lof.

Damit folgt
M(A) = Mac()‘> + Mcb()‘)’ A€ p(AO) = p(Aa,O(a’a C)) N p(AO,X(C7 b))
Wir nehmen nun an, die Aussage (i) gelte nicht. Wegen Lemma 2.7 und

f€ker(Ayx(a,b) =) = fcker(Aax(a,b) —N\)
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ist dann jedes A € C\ R ein Eigenwert von A, «(a,b). Fir A € p(A4p) \ R ist dies
nach (1.25) in Proposition 1.32 gleichbedeutend mit M (\) = 0. Es gilt also

Mye(N) = —My(N)  fir alle A € p(Ag) \ R. (2.7)

Nach Satz 2.4 ist der Operator A, o(a, ¢) nichtnegativ in einer Umgebung von co.
Daher existiert R > 0, so dass (R, co) positiven Typs ist beziiglich A, (a,c). Es
sei (A\,) € CT N p(Aap(a,c)) eine Folge, die gegen ein A € (R, o00) konvergiert.
Nach Satz 1.33 gilt dann (ist A € p(Aao(a,c)), dann folgt dies trivialerweise)

lim inf Im M,.(\,) > 0.

n—oo

Wegen (2.7) folgt daraus

limsup Im My (A,) < 0.

n—oo

Da (L?,(c,b),[-,]cp) aber ein Hilbertraum ist, ist Me, eine Nevanlinnafunktion
(sieche Lemma 1.31(v)). Folglich gilt Im M (\,) > 0 fiir alle n € N und damit
sogar

lim Im My4(A,) = 0.

n—oo

Aus dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip (siehe z.B. [68, Satz 11.14]) folgt nun,
dass M, auf (R, 00) holomorph fortsetzbar ist: (R, 00) C p(My). Aufgrund der
Tatsache, dass der minimale Operator Aun(c,b) einfach ist (siehe [39] oder den
Beweis von (iii)), gehort das Intervall (R, o0) nach Proposition 1.35 zur Resol-
ventenmenge des Operators Ay «(c,b) = Amax(c,b) [ ker g . Das ist aber ein
Widerspruch zu Lemma 2.2(b), und (i) ist gezeigt.

Fiir den Beweis der Aussage (ii) geniigt es nach Satz 1.20 zu zeigen, dass der
Operator Ay iiber C definisierbar ist. Da Ay «(c,b) selbstadjungiert im Hilbert-
raum L2 (c,b) ist und A, o(a, c) nach Satz 2.4 endlich viele negative Quadrate hat
(und damit insbesondere definisierbar ist), sind die Bedingungen (i) und (ii) in
Definition 1.8 fiir den Operator Ag offenbar erfiillt. Es sei A € o(Ay) NR. Da
0(Aao(a,c)) aus isolierten Eigenwerten besteht, gibt es ein offenes Intervall I
mit A € I, so dass I, \ {\} C p(Aso(a,c)). Daraus folgt nun fast unmittelbar,
dass beide Zusammenhangskomponenten von Iy \ {\} positiven Typs beziiglich
Ap sind. Damit ist gezeigt, dass Ay iiber C definisierbar ist.

Es bleibt, die Aussage (iii) zu beweisen. Zu A € C seien ¢, und 1, die Losungen
von ({ — A\)u = 0 auf (a,b), die den Anfangsbedingungen

oa(a) =cosa, (pp))(a) =sina
Ya(a) = —sina, (p})(a) = cosa
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geniigen. Fiir A € p(A) gibt es nach der Weylschen Alternative genau eine Losung
gx von (¢ — N)u = 0 mit g(a) cos(a) + ¢'(a)sin(a) = 1, die in L? (a,b) liegt. Mit

]
dieser kann die Resolvente von A in A wie folgt dargestellt werden:

b
(A=) @) = [ Gawphu)dy (he Ly(ab) A€ p(4).
Dabei ist der Kern Gy definiert durch
e (o) = {gmwy), y € la.7)

Ua(T)ga(y), ¥y € [x,D).

PA(@)(Y) — On()ea(y), v € la, @)

= a(2)gx(y) + {0’ y € [,b).

Es sei nun f eine Funktion, so dass f[L] ker(Apax(a,b) — A) fiir alle A € p(A)
gilt. Wegen f[L] gy und gy = gx gilt fiir A € p(A):

(2, )) = (A= N ) (@) = pala) / dafuwdy — da(x) / "o fwdy.

Offenbar ist die Funktion ® auf [a, ) x C stetig.
Es seien g eine Funktion in L‘Qw‘(a,b) mit kompaktem Triger supp(g) und
A e€B(AC), A=[-R,R|, R > 0. Dann gilt (siehe [59])
1 R+0

E(A)f :1(3%1 13301 = (A= (t+ie)) ™ = (A—(t —ig)7"] fdt.

Es sei [@/, V] C (a,b) ein Intervall, so dass supp(g) C [a,']. Dann folgt

Rts b/
[E(A )fg]—lgﬂ)llglﬁ)l—% / (2, t) de dt,

wobei
F.(z,t) == (®(x,t +ie) — ®(x,t — ic)) g(x) w(x).

Es sei ¢/ > 0 gegeben. Dann existiert ¢’ > 0, so dass |®(x,\) — O(y, p)| < €', falls
|z —yl+ |A—p| <, x,y €d, V], |A\] <2Rund |u| < 2R. Fir e < §'/2 gilt also

R+-0 v R+-6 v
/ / Lz, t) dx dt <6/ / z)| |w(x)| dx dt

2(R + 0)llgllzz, @plwller @ e
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und es folgt [E(A)f, g] = 0. Da die betrachteten Funktionen g dicht in wal(a, b)
liegen, erhalten wir E(A)f = 0.

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass auch E({\o})f = 0 fiir jeden nichtreellen
Eigenwert Ay von A gilt. Seien also Ay € 0(A) \ R und ¢ eine Funktion mit
kompaktem Tréager wie oben. Dann gilt fiir jedes hinreichend kleine 6 > 0

EQaNfol =5 [ [ Hitwpdede

wobei ' '
Hj(x,t) = e ®(x, o + de”) g(x) w(x).

Lassen wir nun ¢ gegen Null streben, erhalten wir mit einer dhnlichen Argumen-
tation wie oben E({\o})f = 0. O

Fiir den Fall, dass w auf (a,b) definit ist, folgt aus Satz 2.8(iii) das folgende
Korollar.

Korollar 2.9. Der Differentialausdruck ¢ sei requldr bei a und im Grenzpunktfall
bei b. Ist w definit auf (a,b), dann ist Amin(a,b) einfach.

Es sei bemerkt, dass diese Aussage wohlbekannt und, zumindest fiir den Fall
w=1,p € C?%(a,b)) und ¢ € C([a, b)), in [39] bewiesen ist. Die hier angewandten
Methoden sind denen in [39] sehr &hnlich.

Wir erhalten ein besseres Ergebnis als Satz 2.8, wenn der minimale Operator
Thmin(a, b) nach unten beschrankt ist.

Satz 2.10. Der Differentialausdruck £ sei requldir bei a und im Grenzpunktfall bei
b. Es seien (A) erfillt und o € [0, ) beliebig. Ist Tinin(a,b) nach unten beschrankt,
dann gelten die folgenden Aussagen fir den Operator A := A, x(a,b):

(i) Die Resolventenmenge von A ist nichtleer: p(A) # .
(ii) A ist definisierbar (iiber C) und nichtnegativ in einer Umgebung von oo.
(ili) Amin(a,b) ist einfach.

Ist Tiin(a,b) nicht nach unten beschrinkt und die Gewichtsfunktion w indefinit,
dann ist A nicht definisierbar.

Beweis. Ist min oes(Tmin(a, b)) > 0, dann folgt (ii) aus Satz 1.24. Es sei also
Min Cess(Tmin(a, b)) < 0. Desweiteren sei ¢ € (a,b), so dass w f.ii. auf (¢, b) definit
ist. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, w sei positiv f.i. auf (¢, b), und setzen

Hy = L‘Qw‘(c, b), Hq:= L|2w|(a, ¢), G+ := Duin(c,b), Gq := Dmin(a,c).
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Dann sind die Bedingungen (i)*—(iii)™ aus Korollar 1.27 erfiillt (mit 7" := J,,A),
und A ist definisierbar. Aus Satz 2.8(iii) folgt dass Ay (a,b) einfach ist beziiglich
aller Operatoren A, «(a,b), a € [0,7). Da dies nach Satz 2.6 aber bereits al-
le selbstadjungierten Erweiterungen von Ap(a,b) sind, folgt (iii). Die letzte
Behauptung folgt aus Satz 1.20 und der Tatsache, dass der Operator Aqg =
Anola,c)® Ag «(c,b) in keiner Umgebung von oo definisierbar ist, wenn der Ope-
rator Tinin(a,b) nach unten unbeschrinkt ist. O

2.3 Der Fall zweier singulirer Endpunkte

Im folgenden werden wir Differentialausdriicke ¢ betrachten, die bei beiden End-
punkten a und b im Grenzpunktfall sind. In diesem Fall ist

A= Amax(a, b) = Amin(afa b)

die einzige selbstadjungierte Realisierung von ¢ auf (a,b). Im nachfolgenden Satz
stellen wir einige notwendige Bedingungen fiir den Fall zusammen, in dem die
Resolventenmenge von A leer ist.

Satz 2.11. Der Differentialausdruck ¢ sei im Grenzpunktfall bei a und b. Des-
weiteren gebe es a', b’ € (a,b), ' <V, so dass die Gewichtsfunktion w definit ist
auf jeweils (a,a’) und (b',b). Ist die Resolventenmenge von A leer, dann sind die
folgenden Bedingungen erfiillt.

(i) Fir alle « € [0,7) gelten
J(Aa,x(a’,b)) = J(Ax,a(a,a')) und U(Axya(a, b’)) = U(Aa7x(b/,b)).
Diese Spektren sind insbesondere reell.

(i) Fir alle a € [0,7) ist R positiven (negativen) Typs bzgl. A, x(a’,b), wenn
w auf (a,a’) negativ (bzw. positiv) ist.

(iii) Fir alle o € [0,7) ist R positiven (negativen) Typs bzgl. Ay o(a,b"), wenn
w auf (', b) negativ (bzw. positiv) ist.

(iv) UeSS(TmaX(a, b)) = —O'ess(Tmax(CL, b)), falls w auf (a,a’) und (V',b) unter-

schiedliche Vorzeichen hat.

Beweis. Es sei a € [0, 7). Wir definieren Abbildungen 'y o7y, I't o7 © Dinax(@’,b) —
C durch

Loy = y(a) cos(a) + (py)(a') sin(a)
Puany = (py/) () cos(a) — y(a') sina)
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fir y € Diax(a’,b) und o 407, I'1 00 @ Pmax(a, a’) = C durch
Loawrg = g(a") cos(a) + (pg')(a') sin(a)
['iaag = —(pg')(a’) cos(a) + g(a’) sin(a)

fir g € Dpax(a,a’). Dann ist {C, Ty o, ['1 o} ein Randtripel fiir Apax(a’,b), und
{C,T0,00/, I'1,0a } ist ein Randtripel fiir Ayax(a,a’).
Es sei weiter S := A [dom S, wobei

dom S := {f € Duax(a,b) : f(a’)cos(a) + (pf')(a’) sin(a) = 0}.

Dann ist
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und ST{g,y} = {l(g9),4(y)} fir {g,y} € dom ST. Mit den Abbildungen T'y,T"; :
dom ST — C,

Fo{g.y} == y(d’) cos(a) + (py')(a’) sin(e),

I'{g.y} = (py)(d') cos(a) — y(a') sin(a) — (pg')(a') cos(a) + g(a’) sin(av),
{g,y} € dom ST, ist {C,T'y,T'1} ein Randtripel fiir S™.

Es sei M (Mya, Myy,) die Weylfunktion beziiglich des Randtripels {C, 'y, I'1 }
(bzw. {C,To 40/, 100 }s {C, Toab, ['1,a0}). Desweiteren sei

Ag:= ST kerTg = Ay o(a,d’) & A, < (d', D).
Fiir A € p(Ap) und f = {g,y} € ker(S*™ — \) gilt

Maa’()\>F0f + Ma’b(/\)FOf = Maa’()\)FO,aa’g + Ma’b(/\)ro,a’by
= Fl,aa’g + F1,a’by = Flf
= M()‘)F()f7
und es folgt
M()\) = Maa/(A) + Ma/b(/\), AE p(Ao) (28)
Wegen p(A) = @ und A = ST [kerI'; ist nach Proposition 1.32 M () = 0 fiir alle
A € p(Ap). Mithilfe von Satz 2.8 und (2.8) erhalten wir
Mo = —Mqrp. (29)

Insbesondere gilt p(Muo) = p(Myn). Da w auf (a,a’) definit ist, ist der mini-
male Operator Api,(a,a’) nach Korollar 2.9 einfach, und mit Anwendung von
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Proposition 1.35 ergibt sich p(M,q) = p(Ax.a(a,a’)). Nach Satz 2.8 ist der Ope-
rator A, «(a’,b) definisierbar iiber C, und fiir die lokale Spektralfunktion £ von
A, x(d,b) gilt

c.Ls{E(A)LE, (a',b) : A € B(Aqx(d',b),C)} (2.10)
C c.Lsdker(Apax(a’,b) — A) 1 X € p(Aax(d,0)}.

Mit Proposition 1.35 folgt p(Myp) = p(Aa,x(a’,b)). Damit ist die erste Gleichung
in (i) gezeigt. Die zweite ergibt sich mit dhnlichen Betrachtungen.

Um (ii) zu zeigen sei w auf (a,a’) negativ. Dann ist (L‘Qw‘(a,a’),—[-,-]a,a/)
ein Hilbertraum. Mit 7,4 (7Va) bezeichnen wir das Gammafeld des Randtripels
{C, FO,aa’> Fl,aa’} (bZW {C, FO,a’ba Fl,a’b})- Es sei

y € span{ker(Apax(a’,0) = X) : X € p(As < (d,b)},
also y = > ;| ZxYan(Ag) mit z, € Cund Ay € p(Aq «(d',0)), k= 1,...,n. Mit
G:=> 1 ZYaa (M) gilt dann

n n

Y ylars = Y Dan (k)28 Yan N 2ilwrs = D 5 7an(0) (k) 2

Ji:k=1 jk=1

= =19, 9o = l9llaar -
Der Unterraum
c.Ls{ker(Amax(a’,b) — A) : A € p(Aax(a’,b))}
ist also beziiglich des inneren Produktes |-, -],/ » nichtnegativ. Aus (2.10) folgt nun,

dass der Kreinraum
(E(A)L\Qw\ (U,/, b)v [ ) ']a’,b)

fiir jedes Intervall A € B(A, «(d’,b),C) tatsichlich ein Hilbertraum ist. Folglich
ist R positiven Typs beziiglich A, «(a’,b). Die Behauptung im Falle der Positivitét
von w auf (a,a’) zeigt man analog. Auch die Aussage (iii) zeigt man mit dhnlichen
Methoden.

Es bleibt, (iv) zu zeigen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei w po-
sitiv auf (b',b) und negativ auf (a,a’). Es sei A\g € Oess(Tmax(a,b)). Dann ist
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Ao € Oess(Txo(a,a’)) oder N\g € 0Oess(Tp,x(b',b)). Ohne Einschrankung sei Ay €
Tess(L0,x (b, 0)). Dann ist auch A\g € 0ess(T0,x(a',b)), und mit Satz 2.8(iv) folgt
Ao € Tess(Ao.x(a’,0)). Da R nach (ii) positiven Typs ist beziiglich Ag «(a',b), muss
Ao ein Haufungspunkt des Spektrums von A « (a’, b) sein. Nach (i) ist \g also auch
ein Haufungspunkt des Spektrums von Ay o(a,a’) = =T ¢(a,a’). Dies impliziert
=0 € Oess(Tx 0(a,a’)) C Oess(Tmax(a, b)), und der Satz ist bewiesen. ]

Bemerkung 2.12. Die notwendigen Bedingungen fiir eine leere Resolventenmen-
ge des Operators A in Satz 2.11 zeigen, dass dieser Fall , hochstunwahrscheinlich “
ist. Bedauerlicherweise ist es uns nicht gelungen, diesen Fall komplett auszuschlie-
Ben. Wir bemerken, dass diese Frage im Spezialfall «’ = ¢’ in [50, Problem 3.3] als
,offenes Problem* formuliert wird.

Wir verwenden nun die Ergebnisse aus Satz 2.11, um in einigen Spezialféllen
zu zeigen, dass die Resolventenmenge von A nichtleer ist. Zudem werden die
Storungssitze aus Abschnitt 1 angewandt, um Definisierbarkeitsaussagen iiber
den Operator A zu machen.

Satz 2.13. Der Differentialausdruck ¢ sei im Grenzpunktfall bei a und b, und es
gebe o'V € (a,b), a <V, so dass die Gewichtsfunktion w auf (a,a’) und (b',b)
gleiches Vorzeichen hat. Ist Oess(Tmax(a, b)) # &, dann ist p(A) # .

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass die Funktion
w auf (a,a’) U (V,b) positiv ist. Es sei N\g € Oess(Tmax(a,b)). Wire die Resolven-
tenmenge von A leer, dann wére nach Satz 2.11(i) und Satz 2.8(iv)

Ao € Gess(Aax(d',1)) (2.11)

fir alle & € [0, 7). Wir wéhlen ein o € [0,7), so dass A\g € p(Aao(d’,V)). Das
ist nach Satz 2.1 moglich. Dann ist offenbar ein offenes Intervall um Ay positiven
Typs beziiglich des Operators A, o(a’,b") & Ao« (V',b). Nach Satz 1.20 gibt es also
eine offene Umgebung A von Ag, so dass A\ {\¢} positiven Typs ist beziiglich
A x(a’,b). Da die reelle Achse nach Satz 2.11 aber negativen Typs ist beziiglich
A, x(d’,b), muss \g ein isolierter Punkt des Spektrums von A, «(a’,b) sein. Und
da dieser Operator iiber C definisierbar ist, ist A\g daher ein isolierter Eigenwert
von A, x(a’,b) mit endlicher algebraischer Vielfachheit. Das widerspricht aber
(2.11). O

Satz 2.14. Der Differentialausdruck ¢ sei im Grenzpunktfall beir a und b. Deswei-
teren gebe es ', b € (a,b), a’ <V, so dass die Gewichtsfunktion w definit ist auf
jeweils (a,a’) und (b',b). Ist einer der Operatoren Ty (a,a’) und Ty (b, 0) nach
unten beschrinkt, dann ist p(A) # &.
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Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei Tp,(Y,b) nach unten be-
schrankt und w auf (¥, b) positiv. Dann ist auch Ty, (@, b) nach unten beschrankt,
und nach Satz 2.10 ist der Operator Ay «(a’,b) definisierbar. Wir nehmen p(A4) =
@ an. Dann folgt aus der Definisierbarkeit von Ao «(a’,b), aus o(Ag «(a’,b)) C R
nach Satz 2.11(i) und aus der Tatsache, dass nach Satz 2.11(ii) die ganze reelle
Achse definiten Typs ist beziiglich Ag «(a’, b), dass (L‘Qw‘ (a',b),[,]a ) ein Hilbert-
raum ist (denn w ist nach Annahme positiv auf (¢',b)). Insbesondere ist dann
Ag,x(a',b) = Ty x(a’,b). Ist w auch auf (a,a’) positiv, dann ist (L, (a,b), [, Jas)
ein Hilbertraum, und A = Tyax(a,b) ist selbstadjungiert in diesem. Dies wider-
spricht aber der Annahme p(A) = @. Ist andernfalls w negativ auf (a,a’), dann
folgt aus Satz 2.11(i):

7(Two(a,d')) = —o(Axo(a, a)) = =0 (Aox(d,0)) = =0 (Tox(a’, b)),

und diese Menge ist nach oben beschriankt. Also ist der Operator T o(a, a’) nach
oben beschrénkt, was einen Widerspruch zu Lemma 2.2(b) darstellt. O]

Satz 2.15. Der Differentialausdruck ¢ sei im Grenzpunktfall bei a und b. Deswei-
teren gebe es a’ ;U € (a,b), o' <V, so dass die Gewichtsfunktion w definit ist auf
jeweils (a,a’) und (V',b). Ist der Operator T (a,b) nach unten beschrdinkt, dann
gelten die folgenden Aussagen:

(a) Hat w auf (a,a’) und (b',b) gleiche Vorzeichen, dann ist A definisierbar.

(b) Hatw auf (a,a’) und (V',b) verschiedene Vorzeichen, dann ist A definisierbar
iiber C\ [p, —p], wobei g = min Oess(Trnin(a, b)).

In jedem Fall ist A nichtnegativ in einer Umgebung von oo.

Beweis. Da Ty,in(a, b) nach unten beschrankt ist, sind die Operatoren Ty, (a, a’)
und T (Y, b) ebenfalls nach unten beschriankt. Daher ist die Resolventenmenge
von A nach Satz 2.14 nichtleer. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei w auf
(0, 0) positiv. Es sei T' := JypA = Thin(a,b) = Tax(a,b), und p sei definiert wie
in (b). Ist © > 0, dann folgen die Behauptungen aus Satz 1.24. Sei also g < 0. Im
Fall (a) setzen wir

H+ = L? (CL, Cl/) S L (b/7 b)v Hd = L|2w|(a/7 b/)’

|wl |w]

g+ = Dmin(aa a,> ¥ Dmin(b/7 b)a gd = Dmin(ala b/)

Dann sind die Bedingungen (i)*—(iii)* in Korollar 1.27 erfiillt, und es folgt die Be-
hauptung. Im Fall (b) ist w negativ auf (a, a’), und wir definieren die Unterrdume

Ho =L (V,b), H_:=1L2 (a,d), Hq:=L% (d V),

|w] Jwl Jwl

ng = Dmin(b/7 b); g* = Dmin(aa a/)a gd = Dmin(ala b/)
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Die Behauptung folgt dann aus Satz 1.25. [

Im folgenden Korollar stellen wir Bedingungen an die Koeffizientenfunktionen
w, p und ¢, so dass die Voraussetzungen von Satz 2.15 erfiillt sind.

Korollar 2.16. Es sei (a,b) = R, und es gebe o/, b € R, o' <V, so dass die
Gewichtsfunktion w definit ist auf jeweils (—oo,a’) und (V',00). Zusdtzlich seien
diedFunktionen sy(z) = [y ﬁdt, r € R*, jeweils keine Elemente von L|2w|(Ri)
un

e @)
Qioo 1= l;r_rgilgof (o) > —00. (2.12)

Dann st der Differentialausdruck ¢ im Grenzpunktfall bei oo, der Operator
Trnin(—00, 00) ist nach unten beschrankt, und es gilt

min{Q—ooa Q+oo} S min Uess<Tmin(_OO7 OO))

Insbesondere gelten die Aussagen aus Satz 2.15 fir den indefiniten Sturm-Liou-
ville-Operator A.

Beweis. Wegen s, ¢ L|2w|(]Ri) und (2.12) folgt aus [73, Satz 13.24], dass 7 (und
damit auch ¢) im Grenzpunktfall ist bei £oo. Es seien y4 < Q1 reelle Zahlen.
Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen, dass @’ und b’ so gewéhlt sind, dass

q(z)
w ()|

> T+, T E (b >9-, TE€ (—OO,CL,)

,00), und

gilt. Mit [74, Theorem 6.A.1 (Seite 104)] folgt daraus, dass Ty (—00,a’) durch
- und Tiyin (8, 00) durch 7, nach unten beschriankt ist. Dies impliziert einerseits,
dass Tiin(—00,00) nach unten beschrénkt ist und andererseits

Uess(Tmin<_oo7 OO)) = Uess(Tmin(_oou (l/)) U Uess(Tmin<b/7 OO)) C [min{’%a 7+}7 OO)
Mit 74 — Q1 ist das Korollar bewiesen. O

Ein Spezialfall von Korollar 2.16 ist gegeben, wenn p = 1, w(z) = sgn(z)
auBerhalb eines kompakten Intervalls und wenn die Grenzwerte von ¢(x) fir
x — Zoo existieren. Es ist dann leicht zu sehen, dass Gess(Tinin(—00,00)) =
[MIn{q o0, ¢—oo },00) gilt. In diesem Fall reduziert sich Satz 2.15 auf das folgende
Korollar.

Korollar 2.17. Es seien (a,b) =R, p=1, d, b € R, d' <V, und w(z) = sgn(z)
fir fast alle x € (—o0,a’) U (b, 00). Wenn die Grenzwerte

(oo := lim g¢(x) und (ioo := lim g¢(x)
T——00 T—+00
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existieren, dann ist
M= min O-ess(Tmin(_OOa OO)) = min{Q—om Q-‘roo}a

der Operator A ist definisierbar iiber C\ [, —p], nichtnegativ in einer Umgebung
von 00 UNA Cegs(A) = (—00, —G—o0] U [¢400, 00).

Wir bemerken, dass Korollar 2.17 im Fall a’ = ¥’ einen Spezialfall von Theo-
rem 3.11 in [53] darstellt. Dort wird der Definisierbarkeitsbereich von A auch fiir
den Fall angegeben, in dem die Grenzwerte ¢4, nicht existieren, der Differenti-
alausdruck 7 aber dennoch im Grenzpunktfall bei £oo ist. In diesem Fall folgt
p(A) # @ aus einer Betrachtung des asymptotischen Verhaltens der Titchmarsh-
Weyl-Koeffizienten von 7 auf R* (siehe [52, Proposition 2.5] und [36]). Unter der
zusitzlichen Bedingung ¢—q_o, € L'(—00,d’) und ¢—q o € L'(V/, o0) ist Korollar
2.17 als Corollary 3.4 in [5] zu finden.
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3 Sturm-Liouville-Operatoren mit periodischen
Koeffizienten

In diesem Abschnitt wollen wir den Differentialausdruck ¢ aus (2.1) auf (a,b) =R
betrachten und annehmen, dass die Koeffizientenfunktionen w, p und ¢ periodisch
sind mit der Periode a > 0. Es ist bekannt (siche [73, Kapitel 16]), dass das Spek-
trum des maximalen Operators A beziiglich ¢ im definiten Fall (d.h. w > 0 f.i.)
nach unten beschrinkt ist® und eine sogenannte , Bandstruktur“ aufweist, d.h.
aus abgeschlossenen, nichtentarteten Intervallen besteht, die sich héchstens in ih-
ren Endpunkten schneiden. Ist w indefinit und A gleichméfig positiv, dann ergibt
sich ein dhnliches Bild — mit dem Unterschied, dass das Spektrum von A auch
nach unten unbeschrinkt ist. Dies wird in [63] gezeigt und folgt auch aus unse-
ren Betrachtungen (siche Korollar 3.18). Im allgemeinen Fall kann der Operator
A auch nichtreelles Spektrum haben, und es ist zunéchst nicht klar, welche Vor-
zeicheneigenschaften das reelle Spektrum hat. Wir werden unter anderem zeigen,
dass das reelle Spektrum von A auflerhalb eines kompakten Intervalls ganz &hn-
liche Strukturen aufweist wie das der Operatoren, die in [63] betrachtet werden.
Unter gewissen Bedingungen an die Funktionen w und p zeigen wir zudem, dass
der Operator A sogar nichtnegativ in einer Umgebung von oo ist. Insbesonde-
re folgt daraus, dass das nichtrelle Spektrum von A in diesem Fall beschriankt
ist. Fiir den Beweis dieser Aussagen machen wir uns zunutze, dass der Operator
A unitédr dquivalent ist zu dem Multiplikationsoperator beziiglich einer gewissen
Schar {A(t) : t € [0, 7]} regulérer Sturm-Liouville-Operatoren in L? (0, a).

3.1 Multiplikation mit einer Schar selbstadjungierter Op-
eratoren

Es seien H' ein Hilbertraum, 7 ein kompaktes Intervall und {A(t) : t € Z} eine
Schar selbstadjungierter Operatoren in H’. Unter der Bedingung, dass die Abbil-
dung ¢ — (A(t) + )~ messbar ist, wird in [66] gezeigt, dass sich im Hilbertraum
L*(Z,H’) auf natiirliche Weise ein selbstadjungierter Multiplikationsoperator A
mit der Schar {A(¢) : t € Z} definieren ldsst. Zwischen dem Multiplikationsopera-
tor A und der Schar {A(¢) : t € I} bestehen dann gewisse Zusammenhénge (siche
[66, Theorem XIII.85]).

Anstatt eines Hilbertraumes wollen wir hier einen Kreinraum betrachten und
annehmen, dass die Operatoren der Schar {A(¢) : t € Z} in diesem selbstadjun-
giert sind. Unter einer Bedingung an die Resolventen der Operatoren A(¢) kénnen

3Ist die Koeffizientenfunktion p nicht f.ii. positiv, dann kann das Spektrum auch nach unten
unbeschrinkt sein. Auch die im folgenden vorgestellten Ergebnisse sind stark abhingig von der
Annahme p > 0 f.i..
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wir dann analog zu [66] einen Multiplikationsoperator A definieren und zeigen,
dass dieser selbstadjungiert ist in einem Kreinraum. Desweiteren beweisen wir,
dass das Spektrum von A gerade die Vereinigung der Spektren der A(t), t € Z,
ist. Unser Hauptaugenmerk richtet sich dann auf den Zusammenhang zwischen
den Vorzeichentypen der Spektren der Operatoren A und A(t), t € Z. Als Haupt-
ergebnis zeigen wir, dass eine Menge genau dann positiven Typs beziiglich A ist,
wenn sie positiven Typs ist beziiglich aller Operatoren A(t), t € 7.

In diesem Unterabschnitt seien (K, [-,-]') ein separabler Kreinraum mit Fun-
damentalsymmetrie J', die das Hilbertraum-Skalarprodukt (-,-)" := [J'-,-]" auf K’
induziert, Z ein kompaktes reelles Intervall und

K :=L*(Z,K') (3.1)

der Raum der Aquivalenzklassen (modulo Gleichheit fast iiberall) von messbaren
Funktionen f : Z — K’ mit

/ LF@OIZ di < oo
A

Dabei heifit f : Z — K’ messbar, falls fiir jedes + € K’ die komplexwertige
Funktion ¢ — (f(t),z)" (t € Z) Borel-messbar ist. Mit dem Skalarprodukt

(f.9) = /I (F6),9(®) dt, f.gek.,

ist (IC, (+,-)) dann bekanntermafien ein Hilbertraum.

Wir bemerken, dass eine Funktion f : Z — K’ nach [65, Theorem IV.22] genau
dann messbar ist, wenn es eine Folge einfacher Funktionen* f, : Z — K’ gibt mit
| fn(t) = f(t)|lir — O fiir fast alle t € Z. Demnach ist insbesondere t — (f(t), g(t))’
messbar, wenn f, g : Z — K’ messbar sind.

Es ist leicht zu sehen, dass der Operator J, definiert duch (Jf)(t) := J' f(¢)
fir f € K und t € Z, eine Fundamentalsymmetrie in K ist (d.h. J = J~1 = J*)
und damit das Kreinraumprodukt

fogl = (1, g) = / [F(0).9)]) dt, f.g €K,

A

definiert.

Wir nennen eine Abbildung 7" : Z — B(K') messbar, wenn fiir alle z € K’ die
K'-wertige Funktion ¢ +— T'(t)x messbar ist. Mit L>°(Z, B(K')) bezeichnen wir den
Raum aller (Aquivalenzklassen von) messbaren Abbildungen T': Z — B(K') mit

esssup{[|[T(t)|| : t € I} =inf {b e R: Az ({t € T : | T(t)[| > b}) =0} < oo.

4Eine messbare Funktion f : Z — K’ heifit einfach, wenn sie nur endlich viele Werte annimmt.
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Dabei bezeichnet Az das Lebesguemaf auf Z. In [66, Theorem XIII.83] wird ge-
zeigt, dass fiir jede Abbildung T' € L*>(Z, B(K')) vermittels

(THE) =T (), fek tel,
ein Operator 17" € B(K) definiert wird mit
|T|| = esssup{||T'(t)|| : t € Z}. (3.2)

Diesen nennen wir den Multiplikationsoperator beziiglich der Schar {T'(t) : t € Z}.

Fiir den Rest dieses Unterabschnittes sei {A(t) : ¢ € Z} eine Schar (even-
tuell unbeschréankter) selbstadjungierter Operatoren im Kreinraum (K, [-,-]").
Beziiglich dieser Schar wollen wir ebenfalls einen Multiplikationsoperator defi-
nieren. Dazu machen wir die folgende Generalannahme:

(R) Es gibt Ay € C, so dass A\ € p(A(t)) fiir alle ¢t € Z gilt und die Abbildung
t — (A(t) — Ao)™! (von Z nach B(K')) stetig ist.

Lemma 3.1. Ist (R) erfillt und ist f : T — K' messbar mit f(t) € dom A(t) fir
fast alle t € I, dann ist auch die Abbildung t — A(t)f(t) messbar.

Beweis. Fiir t € 7 sei F; das Spektralma$ des im Hilbertraum (K, (-, -)") selbst-
adjungierten Operators T'(t) := J'A(t). Wegen der leicht zu verifizierenden und
fiir alle A € C\ R giiltigen Formel

(T() = )™ = (A@) = do) (I + Do = A)AW) = 2) ™) T, e,

ist die Abbildung ¢ ~ (T'(t) — A\)~! fiir jedes A\ € C\ R stetig. Durch Appro-
ximation des Integrals in der Stone’schen Formel [35, Chapter XII.2, Theorem
10] durch Riemann-Summen folgt, dass die Abbildung ¢ — FE;(A) fiir jedes reelle
Intervall A messbar ist. Es seien y € K’ fest aber beliebig und (7,,) eine Folge
von Treppenfunktionen mit kompakten Trigern auf R, so dass fiir alle A € R gilt:
|7, (A)| < |A| fiir alle n € N und 7,,(A) — A fiir n — oco. Dann ist

t s /R (N d(f(), Ex(\)y)’

fiir alle n € N als endliche Summe messbarer Funktionen wieder messbar. Also ist
auch

te (T f(t),y) = / Ad(f(t), E(N)y) = lim | 7,(\)d(f(t), E(\)y)'

R n—oo R

messbar. Wegen (A(t)f(t), J'y) = (T(t)f(t),y) und der Surjektivitit von J' :
K' — K’ folgt die Messbarkeit von t — A(t) f(t). O
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Wir erinnern an die Definition (3.1) und setzen
dom A :={f € K: f(t) € dom(A(t)) fiir f.a. t € Z, A(-)f(-) € K}

sowie
(Af)(t) .= A(t)f(t), fedomA, tel.

Der so definierte Operator A ist symmetrisch in (K, [-,-]), denn fiir f € dom A

gilt

Afn = [ (o, @) dt = [ [A®s.10) @ € =

T z

Satz 3.2. Es sei (R) erfiillt. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Der Operator A ist selbstadjungiert.

(i) o(A) = User o(A(1)).
(iii) Fiir alle X\ € p(A) ist t — (A(t) — X\)7! stetig.

Beweis. Es sei R(t) := (A(t)— )7}, t € Z. Die Abbildung ¢ — R(t) ist wegen der
Kompaktheit von Z und (R) ein Element von L>(Z, B(K')). Also ist der Operator
R € B(K), definiert durch

(RA)(t) == R(t)f(t), fek tel,

wohldefiniert (siehe [66, Theorem XIII.83]). Im folgenden zeigen wir, dass R die
Resolvente von A in A¢ darstellt. Ist (A — A\g)f = 0 fiir ein f € dom A, dann
ist (A(t) — Ao)f(t) = 0 und damit f(¢) = 0 fur fast alle t. Sei nun g € K. Wir
miissen zeigen, dass f := Rg € K in dom A liegt. Das folgt aber aus f(t) =
(A(t) — Xo) " tg(t) € dom A(t) fiir alle t € Z und

JABFOlle < (1+ ol max [(AG) = 20) ) lg(®)le-

Also wird dom A durch A—\q bijektiv auf K abgebildet, und es gilt (A—X\g)Rg = g.
Die Inverse R = (A — \g) ™! ist demnach ein beschréinkter Operator. Insbesondere
folgt daraus, dass der Operator A abgeschlossen ist.

Da R(t) stetig von ¢ abhingt und dom R(t) = K’ fiir alle ¢ € Z, gilt nach [27,
Theorem 3.1]:

tel

Daraus folgt (ii), denn es ist A € 0(A) genau dann, wenn (A — \g)~! € o(R) und
A € o(A(t)) fiir ein t € Z genau dann, wenn (A — \g) ™' € o(R(t)) fiir dieses t.
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Desweiteren ist auch (i) erfiillt, da aus Ao € p(A(t)) auch Xo € p(A(t)) fiir alle
t € Z, und damit Ay € p(A) folgt. Die Aussage (iii) folgt aus der Identitét

-1

a0 -2 = AL (G g - a0 )
die fiir alle A € p(A) \ {A\o} gilt. O

Im folgenden verzichten wir der Einfachheit halber auf den Strich bei der
Notation der inneren Produkte auf K" und schreiben || - || anstatt || - ||

Lemma 3.3. Es gelte (R), und die kompakte Menge A C R sei positiven (nega-
tiven) Typs beziiglich aller Operatoren A(t), t € Z. Dann existieren eine C-offene
Umgebung U von A und e > 0, so dass fir alle t € Z und alle A € U die folgende
Implikation gilt:

redomA(t), |zl =1, |(A{t)=Nz|| <e = [z,2] >¢ (bzw. —[x,2] > ¢).

Beweis. Die Menge A sei positiven Typs beziiglich aller A(t). Der andere Fall
kann analog behandelt werden. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann
gibt es zu jeder C-offenen Umgebung & von A und jedem £ > 0 ein ¢t € Z, ein
A € U und ein x € dom A(t) mit ||z|| = 1, so dass [|[(A(t) —N)z|| < eund [z,z] < €
gelten. Also gibt es zu jedem n € Nein ¢, € Z, ein A, € C mit dist(\,, A) < % und
ein z, € dom A(t,) mit ||z,,|| =1, so dass [|(A(t,) — An)2s|l < 2 und [z, 2] < &
gelten. Wir diirfen annehmen, dass die Folgen ()\,) und (¢,) jeweils gegen ein
A € A und ein t € 7 konvergieren. Wir setzen

Yn = (A(t) = 20) " (A(ta) = Ao)zn € dom A(t),
wobei Ag € p(A) \ {A} beliebig sei. Dann konvergieren
o = Yn = ((Ata) = Xo) ™ = (A(t) = 20)7") ((Ata) = A)zn + (A = Xo)a)
und
(A(t) = Nyn = (A(tn) = An)2n + (A = A)zn + (Ao = A) (Y — 2n)

gegen Null fiir n — oco. Also ist A € 0,,(A(¢)) und daher nach Annahme \ €
o (A(t)). Es folgt

liminf [z, z,,| = lim inf [y, y,] > 0,
n—oo n—oo

was aber [,,x,] < + widerspricht. O

Eine dhnliche Aussage wie die von Lemma 3.3 gilt fiir den Punkt co.
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Lemma 3.4. Es gelte (R), und es sei oo € o (A(t)) U p(A(t)) fir alle t € T.
Dann gibt es ein € > 0, so dass fir alle t € T die folgende Implikation gilt:

v edomA®), |[A)z]| =1, ]2 ¢ = [A{t)z, A(t)z] > e.

Im Falle co € o_(A(t)) U p(A(t)) fir alle t € T existiert ein € > 0, so dass fiir
alle t € T die folgende Implikation gilt.

redomA(t), |[At)z|| =1, ||z]| <e = —[A{t)z, A(t)z] > e.

Beweis. Es sei 0o € o4 (A(t))Up(A(t)) fiir alle ¢ € Z. Den anderen Fall behandelt
man analog. Ware die Aussage falsch, dann gébe es zu jedem n € Nein t, € 7
und z,, € dom A(t,,), so dass [|A(t,)z,|l = 1, |z, < 2 und [A(t,)2,, A(ts)z,] <
%. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, die Folge (¢,)
konvergiere fiir n — oo gegen ein t € Z. Mit y,, := (A(t) — Xo) (A(tn) — Xo)zn €
dom A(t) gilt dann

1y = zall < ICA®) = 20)™ = (Alta) = 20) Ml - (I(A(tn)2nll + Aol [2nl]).

Und dieser Ausdruck konvergiert fiir n — oo gegen Null. Zudem folgt ||A(t)y,| —
1 fir n — oo aus A(t)y, — A(t,)zn = Xo(yn — x,). Nach Annahme folgt co €
O-—l-(A(t))’ was

liminf [A(t,,)x,, A(t,)z,] = iminf [A(t)y,, A(t)y,] > 0.

n—oo n—o0

impliziert. Dies steht aber im Widerspruch zu [A(t,,)z,, A(t,)z,] < O

3=

Korollar 3.5. Es gelte (R), und A sei ein kompaktes Intervall positiven (nega-
tiwen) Typs beziiglich aller A(t), t € Z. Dann gibt es eine C-offene Umgebung U
von A, so dass die folgenden Aussagen gelten:

(i) Fir allet e Z ist
U\R C p(A()),

und es gibt ein (von t unabhingiges) C' > 0, so dass fir alle N € U \ R und
allet € L gilt:

C
Y < —.
O
Insbesondere ist U \ R C p(A), und fir alle x\ € U \ R gilt
_ C
1A =N <

[ Tm |
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(ii) U N R st positiven (bzw. negativen) Typs beziiglich aller Operatoren A(t),
tel.

Beweis. Wir wihlen ¢/ und € > 0 wie in Lemma 3.3 und nehmen ohne Ein-
schrankung |Im A| < 1 fiir alle A € Y und U = U* an. Die Aussage (ii) folgt dann
sofort. Fiir den Beweis von (i) seilen A € U \ R, t € 7 und =z € dom A(t) mit
|z|]| = 1. Gilt [|[(A(t) — N)z| < e, dann folgt

[Tm Ale < [Tm[Az, 2]| = [Im[(A = A(t))x, 2]| < [|(A(t) = A)z[.
Also gilt fiir alle x € dom A(?):
I(A(#) = A)zl| = minfe, [Tm Afe}|lz]| = e[ Tm Al ||z[].
Das gleiche gilt fiir A anstatt A. Also ist A € p(A(t)), und es folgt

571

I(A®) =N < TTm A

Da t € 7 beliebig war und ¢ nicht von ¢ abhéngt, folgt die erste Behauptung in
(i). Die zweite folgt aus Satz 3.2 und (3.2). O

Der folgende Satz stellt das Hauptergebnis dieses Unterabschnittes dar.

Satz 3.6. Es gelte (R). Dann ist die Menge A C R genau dann positiven (ne-
gativen) Typs beziiglich A, wenn sie positiven (bzw. negativen) Typs ist beziiglich
aller Operatoren A(t), t € T.

Beweis. Es sei A positiven Typs beziiglich aller A(t). Zu zeigen ist 6(A) N A C
0+ (A). Es sei zundchst A € 6(A) N A, X # oco. Nach Lemma 3.3 gibt es € > 0, so
dass fiir alle t € 7 gilt:

v € domA(t), [[(A(t) — Nzl <ellzl] = [z,2] > el

Es sei (f,) C dom A mit || f,,||x = 1 und ||(A — ) ful/[xc — 0 fiir n — oo, d. h.

oni= [ IA® - NAOFd >0 wnd [0 =1
z z
Fiir n € N definieren wir die messbare Menge

My, = {t € Z:[[(AQ) = N (@) > ell fu(®)]}

Dann gilt

1 an

[ounora < 5 [ jan-nnora < % - o



72 3 Sturm-Liouville-Operatoren mit periodischen Koeffizienten

fiir n — oo. Weiter ist
ns fn] = (1), fa(t)] dt > (1), fa(t)] dt (H)]]? dt.
s £ /I[f(t)f(t)]t /n[f(t)f()] +6/I\Mn||f()l| t
Und da
] / [fn(t),fn(t)]dt‘ < [ IhFd - o

fiir n — oo, folgt

liminf [f,, f,] > < lim /) a2 dt = <.

T\M,

Das zeigt A € o4(A). Falls co € 5(A) N A, dann gilt nach Annahme oo €
o (A(t)) N p(A(t)) fir alle t € Z. Nach Lemma 3.4 gibt es daher ein ¢ > 0,
so dass die Implikation

v €domA(t), [z]] <ellA@®)zl] = [At)z, A(t)z] > el A(t)||”

fir alle ¢t € Z gilt. Es sei (f,) € dom A mit [[Af,|lx = 1 und || fu]lx — O fur
n — 0o, d. h.

m:/WMwwﬁ+0um /WMMﬁWﬁ:L
z z
Mit den messbaren Mengen

No =t € Z:[[fu(®)ll > ellA®) [}

gilt
bn
/Nn IA@) £ dt < é/Nn I @1 dt < .

Da dies fiir n — oo gegen Null strebt, strebt die rechte Seite der fiir alle n € N
giiltigen Ungleichung

Af AL > / LA() Fu (1), A() fu()) dt + ¢ / JA® £ ()] dt

n I\Nn

gegen ¢, und es folgt oo € o, (A).

Fiir den Beweis der Riickrichtung seien A\g wie in (R), ¢ty € Z fest aber beliebig
und A € 6(A(tp)) N A. Ferner sei (z,,) C dom A(ty) eine Folge mit ||z,|| = 1 und
(A(to) — N, — 0 fiir n — oo, falls A\ # oo, und ||A(tg)x,| = 1 und x,, — 0 fiir
n — oo, falls A = co. Wir wéahlen offene Intervalle Z,, um ¢y in Z, so dass

[ (A(t) = X0) ™" = (Alto) = Ao) '] < L firalle t € 7,

n
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gilt. Fiir n € N definieren wir die messbare Funktion
17, (t)
Vo]

wobei |Z,,| die Lange und 17, die charakteristische Funktion des Intervalls Z,
bezeichne. Wir setzen g, (t) := (A(t) — Xo) '(A(to) — Xo)x, und bemerken, dass
es in beiden Féllen A # oo und A = oo ein N € N und ein C' > 0 gibt, so dass

1 C
19a(t) = zall <~ 1[(A(to) = Ao)aall < —

Fult) = (A(t) — Xo) " (A(to) — Ao)zn € dom A(t),

fiir alle n > N und t € Z,, gilt. Dies impliziert, dass

2 _L 2
Lusorae= g [ aoa

fiir n — oo gegen 1 konvergiert, wenn A # oo, und gegen 0 konvergiert, wenn
A = oo. Insbesondere ist f,, € K fiir n > N. Desweiteren folgt aus A(t)g,(t) =
A(to)zy + Ao(gn(t) — x,), dass

/H fa@®? dt = |Il| g I(A(t) = N)ga(t)|| dt

im Falle A # oo gegen 0 konvergiert und dass

2 _L 2
[ naonpa= g [ 1o

gegen 1 konvergiert, wenn A = oco. Damit ist f,, € dom A fiir n > N gezeigt sowie
| fullc = L und [[(A = X)fullc — 0 fiir n — oo, falls A\ # oo, und [|Af,|lx — 1
und || f,|lx — 0 fiir n — oo, falls A = co. Im Fall A\ # oo gilt

liminf [z, z,| = liminf [f,, f.] > 0,

n—oo n—oo

denn

1
et = || lon(®).auto)

1
\Zn| Jz,
wobei der zweite Summand gegen Null strebt. Und ist A = oo, dann gilt
1
[Afn, Afn] = T [A(to)zn + Ao(gn(t) — x,), A(to) Ty + Xo(gn(t) — x,)] dt
In

= [A(to)zn, A(to)xn] + Oy,
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mit einer Nullfolge (6,,). Damit folgt

lim inf [A(to)xy, A(to)x,] = liminf [Af,, Af,] > 0,
n—oo

n—o0

und der Satz ist bewiesen. O]

3.2 Die Gelfandtransformation

Wir beginnen nun die Untersuchung des Differentialausdrucks ¢ mit den a-peri-
odischen Koeffizientenfunktionen w, p und ¢. Da auch |w| die Periode a hat, ist
der Differentialausdruck 7 aus (2.6) nach [73, Satz 16.2(c)] im Grenzpunktfall bei
—oo und +oo. Daher ist der Operator T' := Tj,.x(—00, +00) selbstadjungiert im
Hilbertraum L\QwI(R) und A 1= Apax(—00, +00) somit selbstadjungiert im Krein-
raum L2 (R) = (L? (R),[-,]), wobei

|wl

fog] = / f@y@w()de,  f.g€ 12, (R).

Auf dem Intervall [0, a] definieren wir die Sturm-Liouville-Operatoren A(t), t €
[—m, 7], durch A(t)f = £(f) fiir f € dom A(t), wobei

dom A(t) := {f € Duax(0,a) : f(a) = €"f(0), (pf')(a) = e"(pf)(0)}.

Nach Satz 2.6 ist jeder Operator A(t), t € [—m, 7], selbstadjungiert im Kreinraum
L2(0,a) = (L?,(0,a),[,]s), wobei

|l

[u, v, := /Oa uw(z)v(x)w(z)de, wu,v € L‘Zw‘(O,a).

Da der Differentialausdruck ¢ auf (0, a) regulér ist, haben die Operatoren A(t) die
in Satz 2.4 zusammengestellten Eigenschaften.

Auf L7, o(R), dem Raum aller Funktionen aus L

definieren wir die Abbildung

2
|w]

(R) mit kompaktem Tréger,

U : Ly o(R) = L? ([—m, ], L},(0,a))

durch

(Uof)(t) :== \/% Z e ™f(-+na), tel|-mn] fe€ L|2w|,O(R)'

nez
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Diese Definition ist wegen der Endlichkeit der darin vorkommenden Summe sinn-
1.

voll. Da die Funktionen e, (t) := (27)"2 "™, t € [—7, 7|, n € Z, eine Orthonor-

malbasis von L*(—m, ) bilden, gilt fir f € Lf, ((R):

\Uof I = // o)) @) ()| de dt

2
= e f(x+na)| dt| |wz)|dx
I/ %Z )|t ] )

. 2
:/ Z flx 4+ na)e_, |w(x)| dx
0 nez L2(—m,m)
_Z/ (@ + na)2|w(z)| de
nel
= ||f||L|2w‘(R)a

wobei wir in der letzten Gleichheit die Periodizitdt von w ausgenutzt haben. Al-
so ist Uy ein dicht definierter isometrischer Operator und besitzt daher eine auf
ganz L| (R) definierte isometrische Fortsetzung U. Diese nennen wir die Gel-
fandtransformation. Nach [73, Lemma 16.7] ist die Gelfandtransformation U ein
isometrischer Isomorphismus zwischen den Hilbertraumen L7 (R) und L*(Z, K,),
wobei

Z:=[-mn] und K,:= L|2w|(0,a).
Desweiteren (siehe [73, Satz 16.9]) ist der Operator

T :=UTU™!

der Multiplikationsoperator mit den Operatoren T'(¢) := J, A(t) (wobei wir J, :=
Jo,a setzen), d. h.

domT = {F € L*(Z,K,) : F(t) € domT(¢) £.ii. und T(-)F(-) € L*(Z,Ka)},

und
(TF) (t) = T(F(t), teI, FedomT.

Wie in Unterabschnitt 3.1 definieren wir die Fundamentalsymmetrie J im Hilbert-
raum L*(Z,K,) als Multiplikationsoperator durch

(iF) (t):= J,F(t), teZ, FeL*I,K,).
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Wir setzen J := J_o . Fiir f € L|w| o(R) und t € 7 gilt dann

(7Uor) (1) FZ " sgn(w(-)) f(- + na)

" sgn(w(- +na)) f(- + na)

mz
= \/—2—7T > eI f)(- + na)

neL

= (UoJf) (1),
also JUj, f="UyJ f. Aus Stetigkeitsgriinden folgt
J=UJU . (3.3)
Demnach ist
A:=JT=UJTU ' =UAU"", domA = domT.
Genauer gelten
dom A = {F € L*(Z,K,) : F(t) € dom A(¢t) £.ii. und A()F(:) € L*(Z,K,)}

und

(Zuv) (t) = (JTF)(t) = J,T(H)F(t) = A(t)F(t), F € dom A.

Folglich ist der Operator A unitar dquivalent zu dem Multiplikationsoperator mit
den A(t). Wir fassen die Ergebnisse in dem folgenden Satz zusammen.

Satz 3.7. Es sei A der Multiplikationsoperator im Raum L*(Z,K,) mit der Schar
der Operatoren A(t), t € Z, und J bezeichne den Multiplikationsoperator in
L*(Z,K,) mit dem konstanten Operator J,. Mit der Gelfandtransformation U gilt

dann B B
A=UAUY und J=UJU .

Um zu sehen, dass die Generalvoraussetzung (R) aus Unterabschnitt 3.1 fiir
die Schar der Operatoren A(t) erfiillt ist, stellen wir einen Zusammenhang zwi-
schen den Spektren der Operatoren A(t) und der sogenannten Floquet-Diskrimi-
nante von ¢ her. Dazu seien @, und 1, fiir A € C die Losungen von (¢ — A)u = 0,
die den Anfangsbedingungen

(3.4)
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geniigen. Mit diesen definieren wir die Funktion

D(N) := @a(a) + (py))(a).

Dies ist offenbar eine ganze Funktion mit der Eigenschaft D(A\) = D() fiir A € C
und ist gleichzeitig die Spur der Matrix

_{ wala) Ya(a)
Ly = ((W&)(a) <pw;><a>>  rel

Wegen det L(A) = 1 fiir alle A € C gilt
pe€a(L(N) <= putea(L). (3.5)

Insbesondere ist L(\) fiir alle A € C eine reguldre Matrix, und D()) ist stets die
Summe der Eigenwerte von L(A). Die beiden Eigenwerte von L(\) werden Floguet-

Multiplikatoren von ¢ genannt. Die Funktion D heifit Floquet-Diskriminante von
¢, vgl. z.B. [38].

Lemma 3.8. Es seien A € C und t € [—7,w|. Dann gilt
Neo(Alt) <= o(L\)={" e} <= D\ =2cos(t).

Beweis. Es sei A € 0(A(t)). Nach Satz 2.4 ist A ein Eigenwert von A(t). Also
existiert eine Losung f von (£ — AN)u = 0 mit f(a) = ¢f(0) und (pf')(a) =
e (pf’)(0). Es gibt nun «a, 3 € C, so dass f = apy + By, und es folgt

w0 (3)-(:)-()

Wegen (3.5) ist also o(L(N\)) = {e", e "} und somit auch D()\) = e + ¢ =
2 cos(t). Ist andersherum D(A) = 2cos(t) und ist p ein Eigenwert von L(\), dann

gilt uD(AN) = p(p+ pt) = p? + 1, und damit
<,u - @) = 1> — uD(\) + D<4)\) = D()\)4 —4 —sin?(t).

Es folgt
D(})

p=— + isin(t) = cos(t) £ isin(t) = ™.

Demnach existiert ein Vektor (§) € C?, so dass (L(\)—e™) (3) = 0. Die Funktion
apy + Py ist dann ein Eigenvektor von A(t) beziiglich A. ]

Nun kénnen wir zeigen, dass die Bedingung (R) in der gegebenen Situation
erfiillt ist.
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Lemma 3.9. Es existiert ein \g € C, so dass die folgenden Aussagen gelten:
(a) Ao € p(A(t)) fir alle t € [—m, 7).

(b) Die Abbildung t — (A(t) — Xo)~™' (von [—m, 7] nach B(K,)) ist stetig.

Beweis. Nehmen wir an, es gibe fiir jedes A € C ein t € [—m, 7], so dass A €
o(A(t)) gilt, dann folgte D(X) € [—2,2] fiir alle A € C nach Lemma 3.8. Da D(-)
eine ganze Funktion ist, wire sie also konstant mit einem Wert in [—2, 2]. Folglich
gibe es tg € [—m, 7], so dass D(\) = 2cos(tg) fiir alle A € C gilt. Mit Lemma 3.8
folgte daraus aber o(A(ty)) = C, was im Widerspruch zu Satz 2.4 steht.

Es seien A\ wie in (a) und pq, uo die Eigenwerte von L()\g). Mit Eigenvektoren
(%2), 1 = 1,2, beziiglich dieser Eigenwerte und den Fundamentallosungen aus
(3.4) setzen wir

Ui = OGP + @‘%07 1= 1, 2.
Dann gelten (¢ — \g)u; = 0,

ui(a) = piug(0)  und  (pu;)(a) = pi(pu;)(0)

fiir « = 1, 2. Wir diirfen annehmen, dass die Wronski-Determinante von u; und us
gleich 1 ist, d.h. u;y(pub) — (pu))us = 1. Es seien t € [—m, 7] und g € L? (0, a).

|w|

Wie man leicht verifiziert, ist die Losung von (¢ — A\o)u = g, die in dom A(t) liegt,
gegeben durch

f(z) = (M;t[ujgja +/0 U2 gw d!/) uy () — (M;t[u_bza +/0 U gw d3/> Uup().

Damit hat die Resolvente von A(t) in Ay die Form

((A®) = 2o)"g) () = / "Gt y)g(yuly)dy, g€ Ly (0,0),

wobei

ezt

G(t,x,y) = {eitu:m

€=

it

uz(y)ur () — eitefmul(y)uﬂm) firy <w
us(y)ui(z) — F2-w(y)ue(z) firy >«

e’ —pa

, x,y € [0,al.

Weiter ist leicht zu sehen, dass es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass fiir alle
z,y € [0,a] und alle s,t € [—7, 7] die Ungleichung

’G(t7x7y> —G(S,.%,y)’ < C|t_5‘
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gilt. Dies ist eine Folge der Lipschitz-Stetigkeit der Funktion ¢ — e, der Be-
schrianktheit der Funktionen u; und uy auf [0, a] und der Tatsache, dass der Ab-
stand von jeweils p; und po zur Einheitskreislinie positiv ist (siehe Lemma 3.8).
Damit folgt

[(A() = Xo)"'g = (A(s) = Xo) |, < Clt = slllwllromllgllk.
fiir alle g € K. ]

Im folgenden bendtigen wir den Begriff der analytischen Kurve. Die folgende
Definiton findet sich z. B. auf Seite 284 in [37]. Mit D bezeichnen wir die Einheits-
kreisscheibe in C.

Definition 3.10. Eine Kurve v C C heifit analytische Kurve, falls es zu jedem
Punkt in « eine in C offene Umgebung U und eine konforme Abbildung f : D — U
gibt, so dass f((—1,1)) =UN~.

Mithilfe der bisher erzielten Ergebnisse lédsst sich bereits ein guter Einblick in
die Struktur des Spektrums von A gewinnen.

Satz 3.11. Der Operator A hat die folgenden Eigenschaften:

i) o(4) = U o(A®) ={\eC: D) € [-2,2]}.

te[0,m)

(i) op(A) = U o (AQ®X), o (A)= U o (A))

te[0,7] te[0,]

FEs gibt weder innere noch isolierte Punkte von o(A).

Das Spektrum von A besteht aus den Abschliissen analytischer Kurven.

Fulls die Gewichtsfunktion w indefinit ist, ist das reelle Spektrum von A
weder nach oben noch nach unten beschrdnkt.

Beweis. Zunéchst bemerken wir, dass fiir ¢ € [—m, 7] gilt:
a(A(t)) = a(A(=1)), o+ (A(t) = 01 (A(=1)) und o (A(t)) = o (A(=1)).
Dies folgt sofort aus

fEker(A(t) =) = f&ker(A(—t)—N\).
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Nach Satz 3.7 geniigt es zudem, den Satz fiir den Multiplikationsoperator A
anstatt fiir A zu beweisen. Die Aussagen (i) und (vi) folgen dann direkt aus
den Sétzen 2.4 und 3.2. Das Lemma 3.8 impliziert, dass die Spektren der A(t),
t € [0, 7], paarweise disjunkt sind. Daher ist (ii) eine Konsequenz aus Satz 3.6.
Gébe es einen inneren Punkt von o(A), dann wire die Funktion D nach (i) kon-
stant. Diesen Fall hatten wir aber bereits im Beweis von Lemma 3.9 ausgeschlos-
sen. Dass es keine isolierten Punkte von o(A) gibt, folgt sofort aus den Eigen-
schaften holomorpher Funktionen. Um (iv) zu zeigen, nehmen wir zunéchst an,
es gidbe einen Eigenwert A von A. Dann gibe es ein F € L*(Z,K,), F # 0, so
dass A(t)F(t) = AF(t) fiir fast alle t € Z gilt. Da aber D(\) = 2cos(t) nur fir
hochstens zwei ¢ € [—m, 7] gelten kann, folgt F' = 0 mit Lemma 3.8. Ein Wider-
spruch! Die Aussage (iv) folgt nun aus der fiir alle A € C giiltigen Implikation

reo(A) = Aeo,(A).
Es sei A € o(A), so dass die Ableitung von D in A nicht verschwindet und
D(X) ¢ {—2,2}. Dann gibt es Umgebungen ¢ von A und V von D(\), so dass die
Einschréankung Dy, : U — V von D auf U konform abbildet. Wir diirfen annehmen,
dass V eine Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt D(A) ist mit VNR C (-2, 2). Es gibt
dann eine konforme Abbildung ¢ : V — D mit g(VNR) = (—1,1). Die Abbildung
f := D;;' og~* bildet dann D konform auf ¢ ab, und es gilt f((—1,1)) = o(A)nU.

Dies beweist, dass 0(A) NU eine analytische Kurve ist. O

3.3 Die Operatoren A(t) und die Floquet-Diskriminante

Lemma 3.8 zeigt, dass zwischen den Spektren der A(t) und der Floquet-Diskrimi-
nante D ein enger Zusammenhang besteht. In diesem Unterabschnitt untersuchen
wir das Verhalten der Funktion D auf R und stellen eine Beziehung zwischen
den Werten der Ableitung von D und den Vorzeichentypen der Spektren der
Operatoren A(t), t € (0,7), her.

Die Ordnung einer ganzen Funktion v : C — C ist definiert durch das Infimum
iiber alle ¢ > 0, so dass

v(A) =0 (™) (]A] = ).

Falls kein solches ¢ > 0 existiert, sagen wir, die Funktion v habe unendliche
Ordnung.

Lemma 3.12. Die Ordnung der ganzen Funktion D ist héchstens 1.
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Beweis. Fiir A € C seien ¢, und 9, die Fundamentallosungen von (¢ — \)u = 0
mit (3.4). Fiir z € [0,a] und A € C definieren wir die Matrix

o oa(w) Ua(z)
L) = (<p¢;><x> w;)(m) '

Es gilt £ L, (z) = Hy(z)Lx(z), wobei

o 0 1
(@) := (q(a:) — \w(z) 0) '
Folglich ist

La(x) =T+ / " Hy(y)La(y) dy.

Es sei || -|| eine beliebige Matrixnorm auf C**?. Mit den A-unabhéngigen Matrizen
Hi(x):= (q(om) (1)) und Hy(x) := (w&) 8) und mithilfe des Gronwall’schen Lemmas
(siehe z. B. [75, Theorem 1.4.1]) erhalten wir

| La(a)] < elo I @)lde < o fg" (IH1 @)1+ || Hz(2)]) do
Die Behauptung folgt nun mit w,q € L'(0,a) und der Stetigkeit des linearen
Funktionals spur : C"*" — C. O]

Im folgenden werden wir die Ableitung einer auf einer offenen Menge in C
definierten analytischen Funktion f mit f bezeichnen.

Lemma 3.13. Es sei f : C — C eine nichtkonstante ganze Funktion mit mazimal
der Ordnung eins. Die Nullstellen A1, Ag, ... von f (Vielfachheiten mitgezdhlt)
seien in betragsmaf$ig aufsteigender Reihenfolge angeordnet. Dann gilt fir \ ¢
{)\k . l{ € N}

FOFN —FOP _ 5

o
FO)? (A= Ae)*

1
Beweis. Es sei m € Ny die Vielfachheit der Nullstelle A = 0 von f. Setze

AT A
Mo = ilg(l) m und  g(A) = o A )

Die Funktion g hat dann ebenfalls maximal die Ordnung eins, und die Nullstellen
von ¢ sind gerade die nichtverschwindenden Nullstellen von f. Zudem ist g(0) = 1.
Nach [19, Chapter XI, Lemma 3.1] gilt die Behauptung fiir ¢:
d g(A) S 1
— = — Aé{ M kE>m+1}).
— )2
ax 90 B

k=m
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Es sei nun A ¢ {\ : £ € N}. Dann gilt % =T+ %, und somit

FOF) —f)? _d f() _ m i 1
(A — )2

was der Behauptung entspricht. ]

Ist die Gewichtsfunktion w positiv, dann ist bekannt (siehe [73, Satz 16.6]),
dass die Funktion D in reellen Punkten A\ mit D(\) € (—2,2) eine nichtver-
schwindende Ableitung besitzt. Der folgende Satz zeigt, dass D dieses Verhalten
auerhalb eines beschrinkten offenen Intervalls auch im allgemeinen Fall aufweist.
Wir wollen an dieser Stelle daran erinnern, dass das nichtreelle Spektrum der Ope-
ratoren A(t), t € [—m, 7|, jeweils eine endliche Menge ist (siche Satz 2.4).

Satz 3.14. Es sei A € R\ (—R, R), wobei
R:= V2 max {|\|: X € (0(A(0)) Ua(A(n))) \ R},
so dass D(X\) = 0. Dann, gelten
ID(A)|>2 und D(\) #0.
Ist D(X) > 2, dann ist D(\) < 0, und im Falle D(\) < —2 ist D(\) > 0.

Folglich ist X ein Mazimum von D[R, wenn D(X) > 2, und ein Minimum, falls
D(\) < —2.

Beweis. Es sei A € R\ (=R, R), so dass D(\) = 0. Mit Ay, ..., \, bezeichnen wir
die Nullstellen von D(-) — 2 (und damit die Eigenwerte von A(0), siche Lemma

,,,,,

[A—=Re Aj| = [A] = |Re Aj| = \/2((Re Aj)? + (Im A5)%) — [Re Aj

> /(IRe Ajl + [Im A[)2 = |Re Ay| = | Tm |
fir j = 1,...,n, und mit einer einfachen Rechnung folgt
A=X)2+A=X)2>0, j=1,...,n

Da alle anderen Nullstellen von D(-) — 2 reell sind, erhalten wir mit Anwendung
von Lemma 3.13 die nachstehende Folgerung:

DN £2 = (D(\) —2)D()) <o.
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Eine analoge Behandlung der Funktion D(-) + 2 liefert
D\ # -2 = (D)) +2)D()\) <0.
Mit diesen Implikationen folgt das Behauptete. O

Im folgenden untersuchen wir, wie die Vorzeichentypen der Spektra der Ope-
ratoren A(t) mit der Floquet-Diskriminante zusammenhéngen. Dazu machen wir
zunichst die folgende einfache Beobachtung.

Lemma 3.15. Es seien t € [—m,w] und N € o(A(t)). Ist ¥r(a) = 0 oder
(pei)(a) =0, dann folgt

pa(a) =™ und  (py})(a) = ™.

Insbesondere sind ¥y(a) # 0 und (pp))(a) # 0, wenn A € R und t ¢ {—mn,0,7}.

Beweis. Im Falle von ¢,(a) = 0 oder (p¢))(a) = 0 ist die Matrix L(A) eine
obere oder untere Dreiecksmatrix. Die Eigenwerte e** stehen dann also auf der
Diagonalen von L()). Fiir A € R sind die Funktionen ¢, und 1, reellwertig. [

Es sei g € wa‘(O, a). Die Losung des Anfangswertproblems
(l=Nu=g, u(0)=(pu')(0)=0
ist dann bekanntermaflen gegeben durch
u(z) = () / rgw dt — Py (z) / oxgw dt.
0 0

Da die Funktion f := ¢\ — ¢, fiir A\, u € C die Eigenschaften f(0) = (pf’)(0) =0
und (¢ — N)f = (A — p)yp, hat, gilt

pa(z) — pu(z) = oy (z) ./0 Yrpwdt — Py(z) '/0 Prxpuw dt.

A—p
Gehen wir genauso mit der Funktion ¢, — 1, vor, erhalten wir die Formeln
d _ _
o (@) = eala) [a, @l — 9a(a) [oa Pila

L (ph) @) = (028 (@) [, Bl — (0U4)(a) [or, e

% Ya(a) = pa(a) [r, ala — ¥a(a) [or, ¥l

L (pu})(a) = (ph) @) [, Tl — (004)(a) [,
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Damit folgt

D(N) = =(a) [px, Brla + (pa(a) — (p4)()) [0, Prla
+ (pey) (@) [r, Yala.

Lemma 3.16. Es seien t € [—m, 7] und A\ € o(A(t)). Ferner seien f\ und f
Figenfunktionen von A(t) beziiglich der Eigenwerte A bzw. A. Dann gelten

(@) [fr, fxla = =2(0) f5(0) - D(A)

(3.6)

und

() (@) [fx, fxla = (0F2)(0)(pF)(0) - D(N).
Beweis. Wegen ¢y = ) und ¢ = ¥y gibt es o, 8,7,6 € C, so dass
fr=capr+BYy und  fx =Py + 5y
Offenbar gilt

a=H0), B=@M0), 7=F0). 5=@HO). (3.7)

Der Kiirze halber setzen wir ¢ := ¢y und ¢ := 9. Aus f, fy € dom A(t) folgen
die vier Gleichungen

(pla) =€) o= —1p(a)B
((pv)(a) — ") B = —(p¢)(a)
(p(a) —e ™) 7 = —1p(a)d
(") (a) = ™) 0 = —(p¢')(a)7

Somit erhalten wir mithilfe von (3.6)

(@) (s, fila = —0(0) (7 [0, Ba + (57 +a) [0, Pl + 55 [, D))
= —a79(a) [p, Pla + 07 (20(a) = " = ™) [0, Yo
+a(pla) = )3 [, 0,
= —a79(a) [, Pla + a7 (@) = (00')(@)) [, U
a (D) = (p)(a) — €*) 3 [, ¥
(DO) = (p¢)(@) [9,7La) + o (7 = (00)(0)) 3 [0 0
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(#9)(@) [, fila = (06)(0) (o7 [0, Bla + (57 +ad) [0, Pl + B3 [, 0
= (" = ()(a)) 57, Pla
+ (B (e = ()(@) 8 ~ () (a) = ") 53) [, P
+ 86 (pg')(a) [¢, ¥l
= (p(a) — ™) B7 [0, Bla + 83 ((a) — (p¢')(a)) [, ¥a
+ 86 (pe')(a) [, ¥la
= 85 D(N).
Mit (3.7) folgt die Behauptung. O

Satz 3.17. Es seient € (0,7) und A € o(A(t)) NR. Dann gelten

D) D))
Aeo (Alt) — (@) >0 — @ > 0
und
D) D))
A€Eo_(Alt) <~ @) <0 <= —(p%)(a) < 0.

Beweis. Es gelten
ox Eker(A(t) —A)  und ¢y ¢ ker(A(t) — ).

Wire ndmlich z. B. ¢, € ker(A(t) — \), dann folgte ¢, (a) = e, (0) = €. Mit der
Reellwertigkeit der Funktion ¢, (und der Voraussetzung t € (0, 7)) ergibt sich also
ein Widerspruch. Insbesondere ist ker(A(tf) — A) eindimensional. Es sei fi(= fy)
der Eigenvektor von A(t) beziiglich des Eigenwertes A mit f)(0) = 1. Dieser
existiert, denn sonst wére 1) € ker(A(t) — A). Mit Lemma 3.16 folgt [f\, fi]a =
—D()\)/4¥a(a) und somit die Behauptung fiir die jeweils erste Aquivalenz. Die
jeweils zweite zeigt man ganz analog. ]

3.4 Der maximale Operator auf R

In diesem Unterabschnitt verwenden wir die oben erzielten Ergebnisse, um weitere
Aussagen iiber das Spektrum von A — und insbesondere dessen Vorzeichentypen
— zu machen.

Das folgende Korollar umfasst das Hauptergebnis von [63] als Spezialfall. Dort
nehmen die Autoren an, dass der Operator A gleichméfig positiv ist. Dies ist der
sogenannte links-definite Fall.
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Korollar 3.18. Die Funktion w sei indefinit. Genau dann ist der Operator A im
Kreinraum L2 (R) nichtnegativ, wenn alle A(t), t € T, nichtnegativ im Kreinraum
L2(0,a) sind. In diesem Fall ist das Spektrum von A reell, nach oben und unten
unbeschrinkt und besteht aus kompakten Intervallen [a, §] (die sich hichstens in
ihren Endpunkten schneiden), so dass D(a) = £2, D(8) = F2 und £D(\) < 0
fir X € («, B) gilt.

Beweis. Der Operator A ist genau dann nichtnegativ im Kreinraum L2 (R), wenn
T = JA nichtnegativ im Hilbertraum L|2w|(]R) ist. Dies ist nach Satz 3.11(i) (an-
gewandt auf 7 anstatt auf ¢) genau dann der Fall, wenn alle J,A(t), t € Z,
nichtnegativ im Hilbertraum L|2w|(07 a) sind. Dies zeigt die erste Behauptung. Ist

A nichtnegativ in L2 (R), dann folgt die Aussage iiber die Struktur des Spektrums
von A aus den Sétzen 3.11 und 3.14. O

Das folgende Korollar ist im Wesentlichen in [26] bewiesen. Hier folgt es fast
direkt aus Korollar 3.18.

Korollar 3.19. Ist ¢ > 0 f.i., dann ist A nichtnegativ in L (R), und das Spek-
trum von A hat die in Korollar 3.18 angegebene Struktur.

Beweis. Tatséchlich gilt in diesem Fall fiir jedes t € Z und jedes f € dom A(t)

AWS = [ (=@ T+as?)de = = [ @) Tde= [ pirPas = o
0 0 0
Mit Korollar 3.18 folgt, dass A nichtnegativ ist in L2 (R). O

Der néchste Satz ist das erste Hauptergebnis dieses Abschnittes.

Satz 3.20. Es gibt ein R > 0, so dass (—oo, —R) negativen und (R, 00) positiven
Typs beziiglich des Operators A ist.

Beweis. Es sei ty € (0, 7) beliebig. Weiter sei Ry > 0 so gewéhlt, dass (—oo, —Ry)
negativen und (R, 00) positiven Typs beziiglich der Operatoren A(0), A(ty) und
A(r) ist. Nach den Sétzen 3.14 und 3.11 sowie Lemma 3.8 existiert R > Ry, so
dass das Spektrum von A in R\ (=R, R) aus kompakten Intervallen [«, 5] (deren
Endpunkte zusammenfallen diirfen) mit den Eigenschaften

D(a) =42, D(F)=F2 und =+ D(\) <0 fir X € (a,p) (3.8)

besteht. Es sei [a, f] ein solches Intervall mit o > R. Ohne Einschrankung sei
D(«) = 2. Dies ist gleichbedeutend mit o € 0(A(0)). Nach der Wahl von R ist
a € 0.(A(0)). Und da a € p(A(t)) fiir alle ¢t € (0, 7] gilt, ist {a} positiven Typs
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beziiglich aller A(t), ¢t € [0, 7]. Das gleiche gilt fiir {8}. Wegen (3.8) gibt es A\g €
(cr, B) mit D(X\g) = 2cos(tg). Dann ist A\g € o(A(tp)) und daher \g € o, (A(ty)).
Mit Satz 3.17 folgt .
_ Do)
%o (CL)
Wegen ¥y (a) # 0 fiir alle A € («,3) (siehe Lemma 3.15) und (3.8) éndert die
Funktion A — —D(\)/¢x(a) ihr Vorzeichen auf («, 5) nicht. Also gilt

> 0.

D)
Ya(a)

Die wiederholte Anwendung von Satz 3.17 impliziert, dass das gesamte Intervall
[, B] — und damit auch (R, co) — positiven Typs ist beziiglich aller A(t), ¢t € [0, 7).
Nach Satz 3.11 ist (R, co) auch positiven Typs beziiglich A. Analog wird bewiesen,
dass (—oo, —R) negativen Typs beziiglich A ist. ]

>0 fiir alle X € (o, 8).

Wir werden nun gewisse Bedingungen an die Funktionen w und p stellen, die
unter anderem die Beschréanktheit des nichtreellen Spektrums von A garantieren.

Definition 3.21. Ein Punkt xy € R heifit Vorzeichenwechsel der Funktion w,
wenn es 0 > 0 gibt, so dass w auf (zg — d,x0) und (zg, o + ) jeweils definit
ist aber verschiedene Vorzeichen hat. Wir nennen einen Vorzeichenwechsel x, von
w einfach, wenn es 6 > 0, 7,7 > —1 sowie Funktionen p, € C'([zg, zo + 9])
und p_ € C'([zo — & z0]) mit pi(20) £ 0, p_(z0) £ 0 und sgu(p, (zp + 2)) =
—sgn(p—(zog — x)) = const fir z € [0, 6] gibt, so dass

w(z) = p(x)lr —xol™,  £(z —x0) € (0,0),
Der folgende Satz stellt das zweite Hauptergebnis dieses Abschnittes dar.

Satz 3.22. Es gebe endlich viele [0,a) tberdeckende Intervalle, auf denen die
Gewichtsfunktion w jeweils f.i. definit ist, jeder Vorzeichenwechsel von w in R
sei einfach, und die Funktionen p und 1/p seien in Umgebungen der Vorzeichen-
wechsel von w wesentlich beschrankt. Dann ist der indefinite periodische Sturm-
Liouville Operator A nichtnegativ in einer Umgebung von oo, und oo ist kein
singuldrer kritischer Punkt von A. Insbesondere ist das nichtreelle Spektrum von

A beschrdankt.

Beweis. Es sei v € R, so dass die Funktion 0 : 2 +— w(x + /) keinen Vorzeichen-
wechsel in Null hat. Fiir eine Funktion i : R — C setzen wir h : z — h(z + v).
Der Operator

U: Ly (R) = Liy(R), (Uf)(2):= flz+v), f € LiyR),

|wl
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ist dann unitér, und es gilt A = U—LAU, wobei A der maximale Operator auf R
beziiglich des Sturm-Liouville-Differentialausdrucks
0f = = (~(f'Y +df)
w
ist. Und wegen (UJU'f)(z) = sgn(i(z))f(z) fir f € L%, (R) und = € R sind
auch die Vorzeichentypen der Spektralpunkte von A und A dieselben.

Mithin diirfen wir annehmen, dass w in Umgebungen von Null und a das glei-
che Vorzeichen hat. Folglich hat w in (0,a) eine gerade Anzahl von Vorzeichen-
wechseln. Es ist bekannt (siehe [73]), dass der im Hilbertraum L‘Qw‘ (R) selbstadjun-
gierte Operator T" = J A nach unten beschrankt ist. Also gibt es ein > 0, so dass
S =T + n gleichmé&Big positiv ist. Demnach ist der Operator B := JS = A+nJ
gleichméBig positiv im Kreinraum L2 (R). Im folgenden werden wir zeigen, dass
der Punkt oo unter den Voraussetzungen des Satzes kein singulédrer kritischer
Punkt von B ist. Aus Satz 1.28 folgen dann die Behauptungen.

Zunéchst bemerken wir, dass B gerade der maximale Operator beziiglich des
indefiniten Sturm-Liouville-Differentialausdrucks

6(F) = (= (or) + (g + lwl) )

w
auf R ist. Auch dessen Koeffizienten sind a-periodisch, und wir definieren die
reguldren Operatoren B(t), t € [—m, 7|, beziiglich £, analog zu der Definition
der A(t) beziiglich ¢. Die Operatoren S(t) := J,B(t) sind selbstadjungiert im
Hilbertraum L|2w|(0, a) und geméB Satz 3.11 gleichméBig positiv mit
te[inf ] min o(S(t)) = min o(S) > 0.

Desweiteren ist S (via Gelfandtransformation) unitér dquivalent zu dem Multi-
plikationsoperator in L?(Z, K,) mit den S(t).

Es sei Bpin der minimale Operator beziiglich £, auf [0, a]. Aus der gleichméfi-
gen Positivitdt von z. B. S(0) folgt, dass der in L|2w|(0, a) symmetrische Operator
Smin := JoBmin gleichméfig positiv ist. Die Friedrichserweiterung und die Krein-
von Neumann-Erweiterung von Sy,;, wollen wir mit Sr bzw. Sy bezeichnen. Wir
definieren die Mengen

Dy = {f € AC([0,a]) : |f'’p € L(0,a)},
D(t) :={f € Dn : f(a) = "f(0)}, t € [-m,7],
Dp :={f € Dy : f(a) = f(0) = 0}.
Offenbar gilt Dp C D(t) C Dy fiir alle t € [—7, 7|, und es ist bekannt (vgl. [22]),

dass
dom Sy/* =Dy, domS(t)/>=D(t) und dom S}’ = Dp.
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Dies sind zugleich die Definitionsbereiche der Abschliisse der jeweils durch Sy,
S(t) und S definierten Formen (vgl. [54, Chapter VI, Theorem 2.23]). Zudem
(siche [41, Theorem 4.1] und [54, Chapter VI, Theorem 2.21]) gelten fiir alle
t € [—m, 7] die Relationen

ISN?flla < 1S®)2fla  fiir f e D(t) (3.9)
und

IS@ Y2 flla < 1182 fll. fiir f € Dr, (3.10)
wobei [| - [la == | - [lxc..

Wir nehmen im folgenden Bezug auf [22] und insbesondere auf den Beweis
des darin zu findenden Theorems 3.6. Geméfl [22] bezeichnen wir fiir ein Intervall
[a, B] C (0,a) und eine Menge D C AC([0,a]) mit D |[«, 5] die Menge der Ein-
schrankungen der Funktionen aus D auf [«, 5]. Wie im Beweis von [22, Theorem
3.6] sei

O<r <29 < ... < Top1 < Top < Topt1 < @

eine Zerlegung des Intervalls [0,a], so dass die xq;, j = 1,...,n, gerade die
Vorzeichenwechsel von w sind. Nach [22, Lemma 3.2] gibt es dann fiir jedes
i € {1,...,2n} einen gleichméfig positiven Operator X; € B(wa‘(x,-,xiﬂ)), SO
dass

X (DN | [Ii,IzHD C Dyl lzi, iy
Mit diesen Operatoren wird beziiglich der Zerlegung
L|2w|(0,a) = wa‘(o,xl) S L|2w|($17$2) ... D L|2w|(l‘2m$2n+1) S L|2w|($2n+1,a)
der Operator

lel@Xl@Xg@@Xgn@IQ
definiert, wobei I; (I3) den Identitétsoperator auf LZ (0, x;) (bzw. L|2w|(x2n+1, a)

bezeichne. Im Beweis von [22, Theorem 3.6] wird gez|ei|gt, dass der Operator W, :=
J,X ein beschrinkter und gleichméBig positiver Operator im Kreinraum L2 (0, a)
ist mit

W.,Dny C Dy und W,D(t) C D(t) fiir alle t € [—7, 7). (3.11)
Es sei « € {—1,1} das Vorzeichen von w auf [0, x1) U (22,41, a]. Nach Konstruktion
von X und W, sowie (3.11) gilt dann

(W, — oI)Dy C Dp. (3.12)
Wir definieren nun den Operator W € B (L*(Z,K,)) durch

(WF)(t) == W,F(t), FeL*Z,K,),tel
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Es ist leicht zu sehen, dass dieser Operator beschrénkt und gleichméfig positiv
im Kreinraum (L*(Z, K,), [-,]~) ist, wobei [-,-]. = (J-,") 12z k,)- Es sei S der
Multiplikationsoperator mit den S(t) in L?(Z, K,). Dieser ist nach Lemma 3.9 und
Satz 3.2 selbstadjungiert und offenbar ebenfalls gleichméfig positiv. Im folgenden
zeigen wir, dass

W dom S'/? ¢ dom S/ (3.13)

gilt. Dazu wollen wir zunéchst einsehen, dass S1/2 gerade der Multiplikations-
operator M mit den S(t)*/2 ist. Wir wihlen eine Folge (px) von Polynomen, die
gleichméBig auf [0, 1/ min o(S)] gegen die Wurzelfunktion konvergiert. Fiir jedes
t € T konvergiert dann py(S(t)~) gegen S(t)~'/? in der Operatornorm. Und da
die Abbildung ¢ +— S(t)~™ fiir jedes m € N stetig ist (sieche Lemma 3.9), ist
t = (S(t)7Y2f, g), fiir alle f,g € K, als punktweiser Grenzwert stetiger Funk-
tionen messbar. Also ist M nach [66, Theorem XII1.85 (a)] ein selbstadjungierter
und gleichméBig positiver Operator in L*(Z,K,). Weiter impliziert [66, Theo-
rem XIIL.85 (c)], dass M2 der Multiplikationsoperator mit S(¢)~! ist. Also gilt
M~2 =571 und damit M2 = S, was M = SY2 zeigt. Daher ist

dom SY2 = {F € [X(Z,K,) : F(t) € D(t) f.ii., S(-)/?F(-) € L*(Z,K,)}.

Fiir den Beweis von (3.13) sei F' € dom S'/2. Dann ist natiirlich W F € L*(Z, K,),
und mit (3.11) gilt (WF)(t) = W,F(t) € D(t) fiir fast alle t € [—7, 7). Um
S()V2W,F(-) € L*(Z,K,) nachzuweisen, bemerken wir zunzichst, dass es ein ¢ > 0
gibt, so dass

152 Wa = D12 < e (IFI2+ 1SK2TI2) . f €Dy

gilt. Dies ist eine einfache Konsequenz aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen
und (3.12). Damit sowie mit Anwendung von (3.9) und (3.10) erhalten wir

IS 2(Wa = DF @2 < IS (Wa = D)2
< c(IFMI2 + 1SV F@)I2)

<c(IF®IZ+ 150 2 F0))2).

Damit folgt, dass die Funktion ¢ — S()'/2W,F(t) —1S(t)'/2F(t) ein Element von
L*(Z,K,) ist. Daher ist auch t — S(t)/2W,F(t) ein Element von L*(Z, K,), und
(3.13) ist bewiesen.

Es folgt nun aus (3.13) und [21, Proposition 3.5], dass der Punkt co kein sin-
gulérer kritischer Punkt des im Kreinraum (L*(Z,K,), [-,]~) selbstadjungierten
Operators B := JS ist. Und wegen B = U~'BU und J = U~'JU hat auch der
Operator B in L2 (R) diese Eigenschaft. O
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