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1.4 Störungen gleichmäßig positiver Operatoren . . . . . . . . . . . . 30
1.5 Randtripel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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1

Einleitung

In dieser Arbeit untersuchen wir Sturm-Liouville-Differentialausdrücke der Form

` =
1

w

(
− d

dx
p
d

dx
+ q

)
(0.1)

mit reellwertigen und lokal integrierbaren Funktionen w, p−1 und q auf einem
Intervall (a, b). Dabei seien w(x) 6= 0 und p(x) > 0 f.ü. auf (a, b).

Solche Differentialausdrücke werden – ausgehend von Arbeiten von C. Sturm
und J. Liouville (siehe [70, 61, 62]) – seit fast 200 Jahren betrachtet. Zunächst
wurde dabei ausschließlich der klassische Fall behandelt, in dem die Gewichts-
funktion w positiv ist. Den Beginn der indefiniten Sturm-Liouville-Theorie, bei
der die Funktion w ihr Vorzeichen wechselt, markiert eine Arbeit von Richard-
son [67]. In dieser sowie in zahlreichen folgenden Arbeiten anderer Autoren wur-
de zunächst nur der reguläre Fall untersucht, in dem (a, b) beschränkt ist und
w, p−1, q ∈ L1(a, b). Dabei betrachtet man Randwertprobleme, bestehend aus der
Eigenwertgleichung `(f) = λf , also

−(pf ′)′ + qf = λwf,

und selbstadjungierten Randbedingungen bei a und b. Von Interesse sind z. B.
die Rieszbasis-Eigenschaft der Eigenfunktionen oder die Lage der Eigenwerte in
Abhängigkeit der Randbedingungen. Bereits Richardson bemerkte, dass bei sol-
chen Randwertproblemen – im Gegensatz zum klassischen Fall – auch nichtreelle
Eigenwerte auftreten können.

In den 1970er Jahren stellte sich heraus (siehe z. B. [25]), dass singuläre in-
definite Sturm-Liouville-Probleme besonders effizient mithilfe von Methoden aus
der Spektral- und Störungstheorie selbstadjungierter Operatoren in Räumen mit
indefiniter Metrik behandelt werden können. In diesem Zusammenhang ist ins-
besondere die in den 1960er Jahren von H. Langer entwickelte Spektraltheorie
für definisierbare Operatoren zu nennen (siehe [59]), die bereits auf eine relativ
große Klasse singulärer indefiniter Probleme anwendbar ist. In der vorliegenden
Arbeit untersuchen wir singuläre indefinite Sturm-Liouville-Operatoren, die im
Allgemeinen nicht definisierbar sind, und zeigen, dass sie dennoch in Gebieten der
Riemannschen Zahlenkugel die gleichen guten Spektraleigenschaften wie defini-
sierbare Operatoren aufweisen.

Wir betrachten hier hauptsächlich den Fall, in dem der Differentialausdruck
` im Grenzpunktfall bei den Endpunkten a und b ist. Im Blickpunkt unseres
Interesses stehen dann die Spektraleigenschaften des im gewichteten L2-Raum
L2
|w|(a, b) agierenden Operators A, welcher definiert ist durch

Af := `(f) =
1

w

(
− (pf ′)′ + qf

)
, (0.2)
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wobei f ∈ domA,

domA := {g ∈ L2
|w|(a, b) : g, pg′ ∈ ACloc(a, b), `(g) ∈ L2

|w|(a, b)}.

Das Skalarprodukt auf L2
|w|(a, b) ist gegeben durch

(f, g) :=

∫ b

a

fg|w| dx, f, g ∈ L2
w(a, b). (0.3)

Im klassischen Fall w > 0 ist der Operator A bekanntermaßen selbstadjungiert im
Hilbertraum L2

|w|(a, b), und man kann auf die gut entwickelte und leistungsstar-
ke Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren im Hilbertraum zurückgreifen.
Wechselt die Gewichtsfunktion w jedoch ihr Vorzeichen auf (a, b), dann ist der
Operator A weder symmetrisch noch selbstadjungiert in L2

|w|(a, b), sondern ledig-
lich selbstadjungiert bezüglich des indefiniten Kreinraumproduktes

[f, g] :=

∫ b

a

fgw dx, f, g ∈ L2
w(a, b). (0.4)

Für die Spektralanalyse des Operators A aus (0.2) ist es in vielen Situationen
sinnvoll, auch den definiten Differentialausdruck

τ =
1

|w|

(
− d

dx
p
d

dx
+ q

)
(0.5)

und den ihm zugeordneten Differentialoperator T zu betrachten. Der Operator T
ist dann selbstadjungiert im Hilbertraum L2

|w|(a, b), und mit dem Multiplikations-

operator J = sgn(w(x)) gelten die Beziehungen T := JA und

[Af, g] = (Tf, g), f, g ∈ domA = domT. (0.6)

Obwohl das Spektrum eines selbstadjungierten Operators in einem Kreinraum
sehr kompliziert oder arm an Struktur sein kann (siehe Beispiele 1.1 und 2.5),
gibt es einige Klassen selbstadjungierter Operatoren, deren Spektraleigenschaften
gut bekannt sind. Dazu gehören die definisierbaren Operatoren. Ein selbstadjun-
gierter Operator B im Kreinraum (K, [· , ·]) mit ρ(B) 6= ∅ heißt definisierbar,
wenn es ein reelles Polynom p 6= 0 gibt mit [p(B)f, f ] ≥ 0 für alle f ∈ dom p(B).
Ein definisierbarer Operator hat ähnliche Spektraleigenschaften wie ein selbstad-
jungierter Operator im Hilbertraum. Sein nichtreelles Spektrum besteht aus einer
endlichen Anzahl von Eigenwerten, und auf R besitzt er eine Spektralfunktion
E mit endlich vielen Singularitäten (siehe [59]). Mit Ausnahme einer endlichen
Menge reeller Zahlen besitzt jeder reelle Punkt λ eine Umgebung ∆ ⊂ R, so dass
entweder (E(∆)K, [· , ·]) oder (E(∆)K,−[· , ·]) ein Hilbertraum ist. Im ersten Fall
heißt λ positiven Typs, im zweiten negativen Typs bezüglich B.
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Im folgenden nehmen wir an, dass der im Hilbertraum L2
|w|(a, b) selbstadjun-

gierte Differentialoperator T = JA nach unten beschränkt ist. Ist T gleichmäßig
positiv, dann ist A wegen (0.6) offenbar definisierbar, und das Spektrum von A ist
reell (vgl. auch Satz 1.21). Solche sogenannten links-definiten Probleme werden in
einer Fülle von Arbeiten in der bestehenden Literatur behandelt. Wir erwähnen
hier nur [12, 13, 14, 16] sowie [56, 57, 63] und verweisen den Leser zwecks weiterer
Referenzen und einer ausführlichen Behandlung links-definiter Probleme auf [75].

Ist T ≥ 0, so ist das Spektrum des Operators A reell, sofern die Resolven-
tenmenge von A nichtleer ist. In diesem Fall ist es von besonderem Interesse, ob
der Operator A ähnlich zu einem selbstadjungierten Operator im Hilbertraum ist.
Bezüglich dieser Fragestellung seien die Arbeiten [23, 24, 50, 51, 52] erwähnt. Bei-
spielsweise wird in [23] bewiesen, dass der maximale Operator bezüglich sgn(x) d2

dx2

in L2(R) ähnlich zu einem selbstadjungierten Operator im Hilbertraum ist.

Auch im Fall min σess(T ) > 0 lässt sich zeigen, dass der Operator A definisier-
bar ist (siehe Satz 1.24). Insbesondere ist dann ρ(A) nichtleer, und die (endlich
vielen) nichtreellen Eigenwerte von A haben endliche algebraische Vielfachheiten
(siehe auch [55, Theorem 1.2]). Dieser Fall wird beispielsweise in [7, 10, 15, 22]
betrachtet.

Das oben bereits genannte Beispiel 1.1 zeigt, dass es im Fall minσess(T ) ≤ 0
zusätzlicher Annahmen bedarf, um eine reiche Struktur des Spektrums von A zu
erhalten. Unter der Annahme µ := minσess(T ) ≤ 0 betrachten wir in dieser Arbeit
die folgenden zwei Fälle:

(i) Es gibt a′, b′ ∈ (a, b), so dass die Gewichtsfunktion w auf jeweils (a, a′) und
(b′, b) ihr Vorzeichen nicht wechselt;

(ii) Es ist (a, b) = R, und die Funktionen w, p und q sind periodisch mit dersel-
ben Periode.

Ziel ist es, möglichst allgemeingültige Aussagen über das Spektrum des Differen-
tialoperators A in diesen beiden Fällen zu treffen. Von besonderem Interesse sind
dabei sowohl das Verhalten des nichtreellen Spektrums von A als auch die Vertei-
lung der positiven und negativen Quadrate des inneren Produktes [· , ·] aus (0.4)
auf die Spektralräume von A bezüglich des reellen Spektrums.

Im Fall (i) erhält man durch Anwendung der Glasmannschen Zerlegungsme-

thode eine orthogonale Summe Ã dreier Differentialoperatoren, die jeweils mit `
auf den Intervallen (a, a′), (a′, b′) und (b′, b) assoziiert sind. Mithilfe der Resultate
aus [22] für reguläre indefinite Sturm-Liouville-Operatoren ist nun nicht schwer

zu sehen, dass der Operator Ã über C \ [µ,−µ] definisierbar ist – dass sich Ã also
für jede C-offene Umgebung U des Intervalls [µ,−µ] in die direkte Summe eines
beschränkten Operators mit Spektrum in U und eines definisierbaren Operators
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mit Spektrum in C \ U zerlegen lässt. Da der Operator Ã eine endlichdimensio-
nale Störung von A ist, impliziert ein Störungssatz aus [4], dass der Operator
A ebenfalls über C \ [µ,−µ] definisierbar ist, wenn nur seine Resolventenmen-
ge nichtleer ist. Der Nachweis von ρ(A) 6= ∅ ist also wesentlich für die starke
Aussage, dass der Operator A über C \ [µ,−µ] definisierbar ist, und es gelingt
uns mithilfe der Weylfunktionen gewisser Randtripel, diesen zu erbringen. Aus
den Spektraleigenschaften von Ã folgt zusätzlich, dass es ein r > 0 gibt, so dass
(−∞,−r) negativen Typs und (r,∞) positiven Typs bezüglich des singulären
indefiniten Sturm-Liouville-Operators A ist. Wir bemerken, dass dieselben Resul-
tate in [5] unter einer zusätzlichen Voraussetzung erzielt wurden. Im Fall a′ = b′

wurde ρ(A) 6= ∅ bereits in [50] gezeigt (siehe auch [49, Proposition 3.11]). Speziell
für w(x) = sgn(x) und p = 1 sind die o.g. Ergebnisse enthalten in [53].

Der Fall (ii) wurde in der bestehenden Literatur bisher nur in den Fällen
w > 0 (siehe z. B. [73]) und T ≥ 0 betrachtet (siehe [26] und [63]). Das Spek-
trum des Operators A ist dann reell und hat eine sogenannte

”
Bandstruktur“,

d. h. es besteht aus kompakten Intervallen, die sich höchstens in ihren Endpunk-
ten schneiden. Wir kommen hier völlig ohne Bedingungen an T aus und zeigen,
dass die Resolventenmenge des periodischen Sturm-Liouville-Operators A stets
nichtleer ist, dass A keine Eigenwerte hat, dass das nichtreelle Spektrum von A
aus analytischen Kurven besteht und dass das reelle Spektrum eine Bandstruk-
tur aufweist. Ein solches Spektralbild ist bekannt für Schrödinger-Operatoren auf
R mit komplexwertigen PT -symmetrischen periodischen Potentialen (siehe z.B.
[11, 18, 69, 38]). Während sich das nichtreelle Spektrum solcher Schrödinger-
Operatoren aber an unendlich vielen Stellen gegen die reelle Achse häufen kann
(wie in [11] und [69] für das Potential q(x) = i sin(x) bewiesen), zeigen wir, dass
es im Spektrum des Operators A nur endlich viele solcher Häufungspunkte gibt.
Desweiteren beweisen wir, dass es wie im Fall (i) ein r > 0 gibt, so dass (−∞,−r)
negativen Typs und (r,∞) positiven Typs bezüglich A ist. Unter einer zusätzli-
chen Bedingung an die Funktionen w und p können wir zudem zeigen, dass der
Operator A über einer Umgebung von ∞ definisierbar ist. Insbesondere ist das
nichtreelle Spektrum von A in diesem Fall beschränkt.

Die vorliegende Arbeit besteht aus einem abstrakten Teil (Abschnitt 1) und
einem angewandten Teil (Abschnitte 2 und 3), in dem die Ergebnisse aus dem
ersten Abschnitt auf indefinite Sturm-Liouville-Operatoren angewandt werden.
Im folgenden gehen wir näher auf die Inhalte der einzelnen Abschnitte ein.

Nach einer kurzen Einführung in die Operatortheorie in Kreinräumen in Un-
terabschnitt 1.1 beweisen wir in den drei darauffolgenden Unterabschnitten jeweils
einen Satz aus dem Gebiet der Störungstheorie selbstadjungierter Operatoren in
Kreinräumen. Der erste dieser drei Sätze ist bereits in der Arbeit [1] veröffentlicht
und besagt, dass eine endlichdimensionale Störung eines definisierbaren Opera-
tors ebenfalls definisierbar ist. Dabei nennen wir einen linearen Operator T eine
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endlichdimensionale Störung des linearen Operators S, wenn der Schnitt S ∩ T
endliche Kodimension in S (und dann auch in T ) hat. In dieser Form verallge-
meinert der Satz ein Resultat aus [48]. In Abschnitt 1.3 wird gezeigt, dass eine
endlichdimensionale Störung einer orthogonalen Summe eines fundamental redu-
zierbaren Operators und eines Operators mit endlich vielen negativen Quadraten
unter gewissen Bedingungen lokal definisierbar ist. Auch dieser Satz ist bereits
veröffentlicht (siehe [8]). Diese beiden Störungssätze finden Verwendung in Ab-
schnitt 2 bei der Behandlung des indefiniten Sturm-Liouville-Operators A im Fall
(i). Den dritten Störungssatz wiederum wenden wir in Abschnitt 3 auf den Opera-
tor A im Fall (ii) an. Er sagt aus, dass eine beschränkte Störung eines gleichmäßig
positiven Operators im Kreinraum, der ähnlich zu einem selbstadjungierten Ope-
rator im Hilbertraum ist, definisierbar ist über einer Umgebung von ∞. Da in
den Beweisen der zentralen Resultate in Abschnitt 2 intensiv mit Randtripeln
gearbeitet wird, wird der Leser im Unterabschnitt 1.5 kurz in das Konzept der
Randtripel eingeführt, welches einen abstrakten Rahmen für die Erweiterungs-
theorie symmetrischer Operatoren in Hilbert- und Kreinräumen darstellt (siehe
z. B. [28], [30], [40]).

In Abschnitt 2 studieren wir die Spektraleigenschaften des singulären indefi-
niten Sturm-Liouville-Operators A aus (0.2) im Fall (i). Dort lassen wir auch zu,
dass der definite Sturm-Liouville-Operator T = JA nicht nach unten beschränkt
ist. Nach einer ausführlichen Einführung in die Theorie der indefiniten Sturm-
Liouville-Operatoren in Unterabschnitt 2.1 werden in Unterabschnitt 2.2 zunächst
die selbstadjungierten Realisierungen von ` auf [a′, b) betrachtet. Unter anderem
wird bewiesen, dass diese über C definisierbar sind. Wie oben bereits angedeu-
tet, ist dabei wesentlich, dass die Resolventenmenge des betrachteten Operators
nichtleer ist. Um dies zu zeigen, nehmen wir das Gegenteil an, wählen selbstad-
jungierte Realisierungen von ` auf [a′, b′] und [b′, b) und beweisen, dass die Summe
ihrer Weylfunktionen verschwindet. Zusammen mit einem Satz aus Unterabschnitt
1.5 folgt daraus, dass die selbstadjungierte Realisierung von ` auf (b′, b) nach oben
und unten beschränkt ist. Dies ist für definite Sturm-Liouville-Operatoren jedoch
unmöglich.

Der zentrale Satz des Unterabschnitts 2.3 besteht aus einigen notwendigen
Bedingungen für den Fall, dass die Resolventenmenge des Operators A leer ist.
Mit diesem und dem Störungssatz aus Unterabschnitt 1.3 können wir u.a. zeigen,
dass im Falle der Halbbeschränktheit von T die Resolventenmenge von A nichtleer
ist und dass A über C \ [µ,−µ] definisierbar ist (siehe Satz 2.14).

In Abschnitt 3 behandeln wir den Fall (ii). Die Periode der Funktionen w,
p und q sei a > 0. In Unterabschnitt 3.2 führen wir die mit ` auf [0, a] assozi-
ierten regulären Sturm-Liouville-Operatoren A(t), t ∈ [−π, π], ein, die durch die
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Randbedingungen

f(a) = eitf(0) und (pf ′)(a) = eit(pf ′)(0) (0.7)

definiert sind, und zeigen, dass der singuläre indefinite Sturm-Liouville-Operator
A unitär äquivalent ist zu dem Multiplikationsoperator mit der Schar der Ope-
ratoren A(t). In Unterabschnitt 3.1 definieren und untersuchen wir daher ganz
allgemein den Multiplikationsoperator B mit einer Schar selbstadjungierter Ope-
ratoren B(t) in einem Kreinraum K′, wobei t ein kompaktes Intervall I durchläuft.
Der Operator B agiert im Hilbertraum K := L2(I,K′), welcher in der Literatur
bisweilen auch als das direkte Integral über I mit konstanter Faser K′ bezeich-
net wird (siehe z.B. [66, Abschnitt XIII.16]). Dieser wird auf natürliche Weise
zu einem Kreinraum, in welchem der Operator B symmetrisch ist. Unter einer
Bedingung, die im konkreten Fall der Differentialoperatoren A(t) erfüllt ist, wird
gezeigt, dass der Operator B selbstadjungiert ist in K und dass dessen Spektrum
gerade die Vereinigung der Spektren der Operatoren B(t) ist. Als Hauptergebnis
des Unterabschnitts 3.1 zeigen wir, dass eine Menge genau dann positiven (nega-
tiven) Typs bezüglich B ist, wenn sie positiven (bzw. negativen) Typs bezüglich
aller Operatoren B(t) ist. Da die Spektren der A(t) disjunkt sind, gelten also

σ(A) =
⋃

t∈[−π,π]

σ(A(t)) und σ±(A) =
⋃

t∈[−π,π]

σ±(A(t)), (0.8)

wobei σ± das Spektrum positiven bzw. negativen Typs bezeichnet.
Ein weiteres Hilfsmittel bei der Spektralanalyse von A ist die sogenannte Flo-

quetdiskriminante – eine ganze Funktion, in der die Spektraleigenschaften von A
verschlüsselt sind. Mit ihrer Hilfe zeigen wir, dass die Resolventenmenge des Ope-
rators A stets nichtleer ist und dass das Spektrum von A aus analytischen Kurven
besteht. Im dritten Unterabschnitt untersuchen wir diese Funktion genauer. Die
daraus resultierenden Ergebnisse werden dann zusammen mit (0.8) im Beweis des
ersten Hauptresultates von Unterabschnitt 3.4 verwendet, welches besagt, dass
ein r > 0 existiert, so dass (−∞,−r) negativen Typs und (r,∞) positiven Typs
bezüglich A ist. Zum Abschluss der Arbeit verwenden wir das Störungsresultat
aus Unterabschnitt 1.4 und einen Satz aus [22], um zu zeigen, dass der Operator A
unter einer gewissen Voraussetzung an die Funktionen w und p sogar definisierbar
ist über einer Umgebung von ∞. Insbesondere folgt daraus die Beschränktheit
des nichtreellen Spektrums von A in diesem Fall.
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1 Spektral- und Störungstheorie im Kreinraum

In diesem Abschnitt beweisen wir drei Sätze aus dem Bereich der Störungstheorie
selbstadjungierter Operatoren in Kreinräumen. Zunächst definieren wir in Unter-
abschnitt 1.1 die in dieser Arbeit relevanten Klassen von Operatoren und geben
einen zusammenfassenden Überblick über deren Eigenschaften. In Unterabschnitt
1.2 zeigen wir, dass die Definisierbarkeit eines selbstadjungierten Operators im
Kreinraum stabil ist unter endlichdimensionalen Störungen. Das Hauptergebnis
des dritten Unterabschnittes besagt, dass eine endlichdimensionale Störung einer
orthogonalen Summe eines fundamental zerlegbaren Operators und eines Ope-
rators mit endlich vielen negativen Quadraten unter gewissen Bedingungen lo-
kal definisierbar ist. Gegenstand des letzten Unterabschnittes sind beschränkte
Störungen gleichmäßig positiver Operatoren in Kreinräumen. Wir zeigen darin,
dass jede beschränkte Störung eines gleichmäßig positiven Operators über einer
Umgebung von ∞ definisierbar ist, wenn der Punkt ∞ kein singulärer kritischer
Punkt des gleichmäßig positiven Operators ist.

1.1 Grundlagen der Operatortheorie im Kreinraum

Ein Innenproduktraum ist ein Paar (K, [· , ·]), bestehend aus einem C-Vektorraum
K und einem inneren Produkt (d. h. einer hermiteschen Sesquilinearform) [· , ·] auf
K. Ein Innenproduktraum (K, [· , ·]) heißt Kreinraum, falls der Vektorraum K eine
Zerlegung

K = K+ u K− (1.1)

mit Hilberträumen (K+, [· , ·]) und (K−,−[· , ·]) gestattet, die bezüglich des inneren
Produktes [· , ·] aufeinander senkrecht stehen:

[f+, f−] = 0 für alle f+ ∈ K+ und f− ∈ K−.

Dabei und im folgenden bezeichne das Symbol u die direkte Summe. Der Krein-
raum (K, [· , ·]) heißt Pontrjaginraum mit endlich vielen positiven (negativen) Qua-
draten, wenn K+ (bzw. K−) endlichdimensional ist.

Mit den Projektionen P+ und P− auf K+ bzw. K− bezüglich der Zerlegung
(1.1) definieren wir den Operator J := P+−P−. Es ist leicht einzusehen, dass der
Innenproduktraum (K, [J ·, ·]) dann ein Hilbertraum ist. Die dadurch definierte
Hilbertraumtopologie auf K is unabhängig von der Zerlegung (1.1), siehe [2]. Der
zugehörige Operator J = P+ − P− heißt Fundamentalsymmetrie.

In diesem Abschnitt seien (K, [· , ·]) stets ein Kreinraum und J eine Fundamen-
talsymmetrie in K. Diese induziert das Hilbertraum-Skalarprodukt (· , ·) := [J ·, ·]
auf K. Für einen dicht definierten linearen Operator T in K bezeichnen wir mit
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T ∗ den zu T adjungierten Operator bezüglich des Skalarproduktes (· , ·). Es gilt
dann

J = J∗ = J−1.

Für eine Menge M ⊂ K ist der zu M orthogonale Raum bezüglich des inneren
Produktes [· , ·] definiert durch

M [⊥] := {g ∈ K : [f, g] = 0 für alle f ∈M}.

Offenbar gilt M [⊥] = (JM)⊥ = JM⊥, wobei ⊥ das Orthogonalkomplement
bezüglich des Skalarproduktes (· , ·) bezeichne. Die Menge M [⊥] ist folglich ein
abgeschlossener Unterraum von K.

Ein Vektor f ∈ K\{0} heißt positiv (negativ, nichtpositiv, nichtnegativ), wenn
der jeweilige Begriff auf den Wert [f, f ] ∈ R zutrifft. Ist [f, f ] = 0, dann heißt
der Vektor f neutral. Ein UnterraumM⊂ K heißt positiv (negativ, nichtpositiv,
nichtnegativ, neutral), wenn der jeweilige Begriff für alle Vektoren f ∈ M \ {0}
zutrifft. Den neutralen Unterraum M◦ := M∩M[⊥] nennt man den isotropen
Teil von M. Zu einem abgeschlossenen Unterraum M von K existiert stets eine
Zerlegung

M =M+ [u]M− [u]M◦ (1.2)

mit einem positiven abgeschlossenen Unterraum M+ und einem negativen abge-
schlossenen UnterraumM−, siehe [17]. Eine solche Zerlegung heißt Fundamental-
zerlegung (vonM). Das Symbol [u] bezeichnet dabei die direkte [· , ·]-orthogonale
Summe. Wie man leicht zeigt, sind die Dimensionen vonM+ undM− unabhängig
von der Zerlegung (1.2) und hängen nur von M ab. Daher ist die folgende Defi-
nition sinnvoll:

κ+(M) := dimM+, κ−(M) := dimM−, κ0(M) := dimM◦.

Das Tripel {κ+(M), κ−(M), κ0(M)} heißt die Signatur von M.
Es sei T ein dicht definierter linearer Operator in K. Der bezüglich des inneren

Produktes [· , ·] zu T adjungierte Operator wird definiert durch

T+ := JT ∗J.

Es gilt dann

[Tf, g] = [f, T+g] für alle f ∈ domT, g ∈ domT+.

Wie im Hilbertraumfall zeigt man die folgende Beziehung:

(ranT )[⊥] = kerT+. (1.3)
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Ist T abgeschlossen, dann ist nach dem Satz vom abgeschlossenen Bild ranT
abgeschlossen genau dann, wenn ranT+ = J ranT ∗ abgeschlossen ist. Demzufolge
gilt

λ ∈ σ(T ) ⇐⇒ λ ∈ σ(T+) (1.4)

für abgeschlossenes T .
Wir nennen einen linearen Operator T in K symmetrisch, falls [Tf, g] = [f, Tg]

für alle f, g ∈ domT gilt. Ist T dicht definiert, dann ist dies gleichwertig zu T ⊂
T+. Falls sogar T = T+ gilt, so heißt T selbstadjungiert. Es ist leicht zu sehen, dass
T genau dann symmetrisch (selbstadjungiert) ist, wenn JT symmetrisch (bzw.
selbstadjungiert) im Hilbertraum (K, (· , ·)) ist. Folglich besitzt ein symmetrischer
Operator T in K genau dann selbstadjungierte Operatorerweiterungen, wenn die
Defektzahlen des (Hilbertraum-)symmetrischen Operators JT übereinstimmen.

Wir bemerken an dieser Stelle, dass die spektralen Eigenschaften selbstadjun-
gierter Operatoren im Kreinraum im Allgemeinen sehr kompliziert oder auch arm
an Struktur sein können. Tatsächlich gibt es selbstadjungierte Operatoren, deren
Spektrum leer ist oder auch die gesamte komplexe Ebene umfasst (siehe auch
Beispiel 2.5 für einen Differentialoperator dieser Art).

Beispiel 1.1. Es seien H ein Hilbertraum und T ein unbeschränkter selbstadjun-
gierter Operator in H. Im Hilbertraum H := H⊕H definieren wir die Operatoren

J =

(
0 I
I 0

)
und B =

(
T 0
0 0

)
,

wobei domB = domT ⊕ H. Der Operator J ist eine Fundamentalsymmetrie
im Kreinraum K := (H, (J ·, ·)H). Da B selbstadjungiert ist in H, ist A := JB
selbstadjungiert in K, und für alle λ ∈ C gilt

ran(A− λ) =

{(
−λf

Tf − λg

)
: f ∈ domT, g ∈ H

}
⊂ domT ⊕H.

Also ist der Operator A− λ für kein λ ∈ C surjektiv, und es folgt σ(A) = C.

Mit C (R) bezeichnen wir im folgenden die Einpunkt-Kompaktifizierung der
komplexen Ebene (bzw. der reellen Achse). Wir sagen, eine Menge M ⊂ C sei
symmetrisch bezüglich der rellen Achse, wenn M = M∗, wobei

M∗ := {λ : λ ∈M}.

Die stärkste Aussage, die im Allgemeinen über das Spektrum eines selbstadjun-
gierten Operators im Kreinraum gemacht werden kann, ist, dass sein Spektrum
symmetrisch bezüglich der rellen Achse ist:

λ ∈ σ(T ) ⇐⇒ λ ∈ σ(T ).



10 1 Spektral- und Störungstheorie im Kreinraum

Dies folgt direkt aus (1.4).
Mit B(X, Y ) bezeichnen wir die Menge der beschränkten und auf ganz X

definierten Operatoren, die von einem Banachraum X in einen Banachraum Y
abbilden. Zudem setzen wir B(X) := B(X,X). Das erweiterte Spektrum σ̃(T )
eines abgeschlossenen Operators T in K ist definiert durch σ̃(T ) := σ(T ), falls
T ∈ B(K), und σ̃(T ) := σ(T ) ∪ {∞} andernfalls. Das Komplement ρ̃(T ) :=
C \ σ̃(T ) nennen wir die erweiterte Resolventenmenge von T . Ein Punkt λ ∈ C
heißt approximativer Eigenwert von T , falls es eine Folge (fn) ⊂ domT gibt mit
‖fn‖ = 1 für alle n ∈ N und (T − λ)fn → 0 für n → ∞. Der Punkt ∞ heißt
approximativer Eigenwert von T , falls T /∈ B(K). Die Menge aller approximativen
Eigenwerte von T in C (in C) wird mit σ̃ap(T ) (bzw. σap(T )) bezeichnet und
wird approximatives Punktspektrum von T genannt. Die in den Komplementen
r(T ) := C \ σap(T ) und r̃(T ) := C \ σ̃ap(T ) enthaltenen Punkte heißen Punkte
regulären Typs von T .

Ist T selbstadjungiert im Kreinraum K, dann gehören alle reellen Spektral-
punkte von T zu σap(T ). Ist nämlich λ ∈ σ(T ) ∩ R kein Eigenwert von T , dann
folgt

ran(T − λ) = ker(T − λ)[⊥] = K,
also λ ∈ σc(T ) ⊂ σap(T ).

Definition 1.2. Es sei A ein selbstadjungierter Operator im Kreinraum K. Ein
Punkt λ ∈ σap(A) heißt Spektralpunkt positiven (negativen) Typs von A, falls für
jede Folge (fn) ⊂ domA mit ‖fn‖ = 1 für alle n ∈ N und (A − λ)fn → 0 für
n→∞ gilt:

lim inf
n→∞

[fn, fn] > 0
(

bzw. lim sup
n→∞

[fn, fn] < 0
)
.

Ist∞ ∈ σ̃(A), dann heißt∞ Spektralpunkt positiven (negativen) Typs von A, falls
für jede Folge (fn) ⊂ domA mit ‖Afn‖ = 1 für alle n ∈ N und fn → 0 für n→∞
gilt:

lim inf
n→∞

[Afn, Afn] > 0
(

bzw. lim sup
n→∞

[Afn, Afn] < 0
)
.

Die Menge aller Spektralpunkte positiven (negativen) Typs wollen wir mit σ+(A)
(bzw. σ−(A)) bezeichnen. Eine Menge ∆ ⊂ C heißt positiven (negativen) Typs
bezüglich A, falls ∆∩ σ̃(A) ⊂ σ+(A) (bzw. ∆∩ σ̃(A) ⊂ σ−(A)) gilt. Die Menge ∆
heißt definiten Typs bezüglich A, falls sie positiven oder negativen Typs bezüglich
A ist.

Es sei A ein selbstadjungierter Operator in K. Die Mengen σ+(A) und σ−(A)
sind dann in R enthalten. Ist nämlich λ ∈ σ+(A) ∪ σ−(A) und (fn) ⊂ domA mit
‖fn‖ = 1 für alle n ∈ N und (A− λ)fn → 0 für n→∞, dann folgt

(Imλ)[fn, fn] = Im[(λ− A)fn, fn] → 0 für n→∞,
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also Imλ = 0, da lim infn→∞ [fn, fn] > 0 oder lim supn→∞ [fn, fn] < 0. Desweiteren
sind σ+(A) und σ−(A) offen in σ̃(A), siehe z. B. [3, Lemma 2]. Daraus folgt sofort,
dass sich das nichtreelle Spektrum von A nicht gegen σ+(A)∪σ−(A) häufen kann.

Die Spektralpunkte positiven und negativen Typs spielen eine wichtige Rolle
bei der Spektralanalyse selbstadjungierter Operatoren im Kreinraum. Ist beispiels-
weise ∆ ⊂ R eine zusammenhängende Menge positiven Typs bezüglich A, dann
besitzt der Operator A auf ∆ eine lokale Spektralfunktion. Eine solche ist eine Ab-
bildung E von dem System B0(∆) der Borel-messbaren Teilmengen von ∆, deren
Abschluss noch in ∆ liegt, in die Menge der selbstadjungierten Projektionen in K
mit den folgenden Eigenschaften (δ, δ1, δ2 ∈ B0(∆)):

(a) Sind δ1, δ2, . . . ∈ B0(∆) paarweise disjunkt und δ =
⋃∞

1 δk ∈ B0(∆), dann
gilt für alle f ∈ K:

E(δ)f =
∞∑
k=1

E(δk)f.

(b) E(δ1 ∩ δ2) = E(δ1)E(δ2).

(c) E(δ) kommutiert mit jedem beschränkten Operator, der mit der Resolvente
von A kommutiert.

(d) σ(A�E(δ)K) ⊂ σ(A) ∩ δ.

(e) σ(A�(I − E(δ))K) ⊂ σ(A) \ δ.

Die Positivität spiegelt sich in der folgenden Eigenschaft wieder:

(f) (E(δ)K, [· , ·]) ist ein Hilbertraum.

Für jedes δ ∈ B0(∆) gibt es also eine Zerlegung

K = E(δ)K [u] (I − E(δ))K,

bestehend aus A-invarianten Unterräumen, so dass A � E(δ)K ein selbstadjun-
gierter Operator im Hilbertraum ist. Mit anderen Worten: der Operator A agiert
lokal wie ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum. Ist ∆ negativen Typs
bezüglich A, dann ist ∆ positiven Typs bezüglich A im Kreinraum (K,−[· , ·]),
und alles gilt genau wie oben – mit der Ausnahme, dass in (f) [· , ·] durch −[· , ·]
zu ersetzen ist. Für Beweise der obigen Aussagen verweisen wir auf die Arbeiten
[60] und [46].

Die folgende Definition sowie der Großteil der unten aufgeführten Begriffe und
Aussagen sind [59] entnommen.
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Definition 1.3. Ein selbstadjungierter Operator A in K heißt definisierbar, falls
ρ(A) 6= ∅ und falls es ein Polynom p 6= 0 mit rellen Koeffizienten gibt, so dass für
alle f ∈ dom p(A) gilt: [p(A)f, f ] ≥ 0. Ein solches Polynom p heißt definisierend
für den Operator A.

Definisierbare Operatoren haben besonders gute Spektraleigenschaften. Wie
man leicht zeigt (siehe [43, Lemma 1]) besteht das nichtreelle Spektrum eines de-
finisierbaren Operators A aus endlich vielen Punkten, die Pole seiner Resolvente
sind und gleichzeitig Nullstellen eines jeden definisierenden Polynoms. Desweite-
ren ist jeder reelle Spektralpunkt λ von A, für den es ein definisierendes Polynom
p von A gibt mit p(λ) > 0 (p(λ) < 0) ein Spektralpunkt positiven (bzw. nega-
tiven) Typs von A. Diejenigen reellen Spektralpunkte von A, die Nullstelle eines
jeden definisierenden Polynoms sind, nennt man die (endlichen) kritischen Punk-
te von A. Ist ∞ ∈ σ̃(A), so heißt der Punkt ∞ kritischer Punkt von A, wenn er
nicht definiten Typs bezüglich A ist. Es lässt sich zeigen, dass dies genau dann
der Fall ist, wenn sich σ(A) ∩ R+ und σ(A) ∩ R− gegen ∞ häufen und es ein
definisierendes Polynom für A mit ungeradem Grad gibt. Mit Ausnahme dieser
endlich vielen kritischen Punkte besteht σ̃(A) ∩ R also nur aus Spektralpunkten
definiten Typs. Insbesondere besitzt der Operator A eine Spektralfunktion auf C
mit endlich vielen Singularitäten. Dies ist einerseits bewiesen in [59], folgt aber
andererseits auch fast direkt aus den oben genannten Eigenschaften der lokalen
Spektralfunktionen auf den Intervallen (bzw. zusammenhängenden Mengen in R)
definiten Typs. Die Spektralfunktion ist für alle Borelmengen in R definiert, deren
Randpunkte keine kritischen Punkte von A sind.

Die kritischen Punkte eines definisierbaren Operators A in K können in ver-
schiedener Art und Weise klassifiziert werden. Es sei E die Spektralfunktion des
Operators A. Zunächst unterscheidet man zwischen singulären und regulären kri-
tischen Punkten. Der kritische Punkt λ ∈ R heißt regulär, wenn es eine Umgebung
U von λ in R und ein k > 0 gibt, so dass ‖E(∆)‖ ≤ k für alle ∆ ⊂ U gilt, für die
E(∆) definiert ist. Ist λ ein regulärer kritischer Punkt von A, dann ist E(∆) auch
für solche Borelmengen ∆ definiert, die λ als Randpunkt haben. Ein kritischer
Punkt heißt singulär, wenn er nicht regulär ist.

Ein kritischer Punkt λ ∈ R von A heißt wesentlich, wenn κ+(E(∆)K) und
κ−(E(∆)K) für jede R-offene Umgebung ∆ von λ unendlich sind. In [3] wird
unter anderem gezeigt, dass ein kritischer Punkt eines definisierbaren Operators
genau dann nicht wesentlich ist, wenn er vom Typ π+ oder vom Typ π− gemäß
der folgenden Definition ist.

Definition 1.4. Es sei A ein selbstadjungierter Operator im Kreinraum K. Ein
Punkt λ ∈ σap(A) heißt Spektralpunkt vom Typ π+ (π−) von A, falls es einen
Unterraum Kλ mit endlicher Kodimension in K gibt, so dass für jede Folge (fn) ⊂



1.1 Grundlagen der Operatortheorie im Kreinraum 13

Kλ ∩ domA mit ‖fn‖ = 1 für alle n ∈ N und (A− λ)fn → 0 für n→∞ gilt:

lim inf
n→∞

[fn, fn] > 0
(

bzw. lim sup
n→∞

[fn, fn] < 0
)
.

Ist ∞ ∈ σ̃(A), dann heißt ∞ Spektralpunkt vom Typ π+ (π−) von A, falls es
einen Unterraum K∞ mit endlicher Kodimension in K gibt, so dass für jede Folge
(fn) ⊂ Kλ ∩ domA mit ‖Afn‖ = 1 für alle n ∈ N und fn → 0 für n→∞ gilt:

lim inf
n→∞

[Afn, Afn] > 0
(

bzw. lim sup
n→∞

[Afn, Afn] < 0
)
.

Die Menge aller Spektralpunkte vom Typ π+ (π−) wird mit σπ+(A) (bzw. σπ−(A))
bezeichnet. Eine Menge ∆ ⊂ C heißt vom Typ π+ (π−) bezüglich A, falls ∆ ∩
σ̃ap(A) ⊂ σπ+(A) (bzw. ∆ ∩ σ̃ap(A) ⊂ σπ−(A)) gilt.

Man beachte, dass der Operator A in Definition 1.4 nicht notwendig defini-
sierbar ist. Es lässt sich zeigen (siehe [9] und [3]), dass ein selbstadjungierter
Operator A auf einem Intervall vom Typ π+ oder π− eine lokale Spektralfunktion
besitzt, falls ein Punkt des Intervalls nicht im Innern von σ(A) liegt. Diese Spek-
tralfunktion hat ähnliche Eigenschaften wie die auf Intervallen definiten Typs. Die
zugehörigen Spektralräume sind dann Pontrjaginräume.

Die einfachsten definisierbaren Operatoren sind die nichtnegativen Operato-
ren. Wir sagen, der selbstadjungierte Operator A in K sei nichtnegativ, falls
ρ(A) 6= ∅ und [Af, f ] ≥ 0 gilt für alle f ∈ domA. Offenbar ist ein nichtne-
gativer Operator definisierbar mit definisierendem Polynom p(λ) = λ. Nach den
obigen Ausführungen hat A demnach kein nichtreelles Spektrum, (0,+∞) ist po-
sitiven Typs, und (−∞, 0) ist negativen Typs bezüglich A. Die einzig möglichen
kritischen Punkte von A sind 0 und ∞.

Eine größere Klasse definisierbarer Operatoren bilden die Operatoren mit end-
lich vielen negativen Quadraten. Ein selbstadjungierter Operator in K hat κ ∈ N
negative Quadrate, falls ρ(A) 6= ∅ gilt und wenn das innere Produkt [A·, ·] (defi-
niert auf domA× domA) nur endlich viele negative Quadrate besitzt, d. h. jeder
Unterraum von domA, der bezüglich des inneren Produktes [A·, ·] negativ ist,
hat höchstens die Dimension κ, und es gibt einen solchen Unterraum, dessen Di-
mension genau κ ist. Dass Operatoren dieser Art definisierbar sind, wird z. B. in
[59, I.3, Example (c)] gezeigt. Es gibt dann ein definisierendes Polynom der Form
p(λ) = λq(λ)q(λ), wobei q ein monisches Polynom ist vom Grad deg(q) ≤ κ. In der
folgenden Proposition fassen wir einige spektrale Eigenschaften eines Operators
mit κ negativen Quadraten zusammen. Einen Beweis findet man in [10].

Proposition 1.5. Es sei A ein selbstadjungierter Operator in K mit κ negativen
Quadraten. Dann gelten die folgenden Aussagen:
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(i) Das nichtreelle Spektrum von A besteht aus höchstens κ Paaren {µi, µi},
µi ∈ C+, von Eigenwerten von A mit endlichdimensionalen algebraischen
Eigenräumen.

(ii) σ(A) ∩ (0,∞) ⊂ σπ+(A).

(iii) σ(A) ∩ (−∞, 0) ⊂ σπ−(A).

(iv) Bezeichnen wir für einen Eigenwert λ von A die Signatur der Einschränkung
des inneren Produktes [· , ·] auf den zugehörigen algebraischen Eigenraum mit
{κ−(λ), κ0(λ), κ+(λ)}, dann gilt∑
λ∈σp(A)
λ<0

(
κ+(λ) + κ0(λ)

)
+

∑
λ∈σp(A)
λ>0

(
κ−(λ) + κ0(λ)

)
+
∑
i

κ0(µi) ≤ κ.

Im Falle 0 /∈ σp(A) gilt Gleichheit.

Bemerkung 1.6. Da ein Spektralpunkt vom Typ π+ (π−) eines selbstadjun-
gierten Operators A in K, der nicht positiven (bzw. negativen) Typs ist, stets
ein Eigenwert von A mit einem zugehörigen nichtpositiven (bzw. nichtnegativen)
Eigenvektor ist (siehe [3]), folgt aus den Aussagen (ii)–(iv) in Proposition 1.5,
dass das Spektrum eines Operators mit κ negativen Quadraten in (0,∞) (bzw.
(−∞, 0)) mit Ausnahme endlich vieler Punkte positiven Typs (bzw. negativen
Typs) ist.

Das folgende Lemma gibt im Wesentlichen die Aussagen von [22, Lemma 1.1]
und den dort folgenden Bemerkungen wieder und zeigt, dass die Voraussetzung
ρ(A) 6= ∅ in der Definition der Operatoren mit endlich vielen negativen Quadraten
stark abgeschwächt werden kann.

Lemma 1.7. Es sei A ein selbstadjungierter Operator in K, so dass das innere
Produkt [A·, ·] endlich viele negative Quadrate hat. Ist ran(A−λ) für ein λ ∈ C\R
abgeschlossen, dann gilt ρ(A) 6= ∅.

Beweis. Das innere Produkt [A·, ·] habe κ negative Quadrate. Wir zeigen zu-
nächst, dass es in der oberen komplexen Halbebene C+ höchstens κ Eigenwer-
te von A (geometrische Vielfachheiten mitgezählt) geben kann. Dazu nehmen
wir das Gegenteil an. Es seien also λ1, . . . , λκ+1 ∈ C+ Eigenwerte von A, und
f1, . . . , fκ+1 seien zugehörige Eigenvektoren, so dass span{f1, . . . , fκ+1} linear un-
abhängig ist. Da domA dicht liegt in K, impliziert [17, Lemma I.10.4], dass es
Vektoren h1, . . . , hκ+1 ∈ domA gibt, so dass [fi, hj] = δij, i, j = 1, . . . , κ+ 1. Set-
zen wir gi := λ−1

i fi, so erhalten wir [Agi, hj] = δij für i, j = 1, . . . , κ + 1. Folglich
ist

L :=
(

span{g1, . . . , gκ+1, h1, . . . , hκ+1}, [A·, ·]
)
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ein endlichdimensionaler nichtentarteter Innenproduktraum, der den neutralen
Unterraum span{g1, . . . , gκ+1} enthält. Demnach enthält L auch einen (κ + 1)-
dimensionalen negativen Unterraum. Dies widerspricht aber der Tatsache, dass
die Form [A·, ·] genau κ negative Quadrate hat.

Genauso zeigt man, dass A höchstens κ Eigenwerte in der unteren Halbebene
C− haben kann. Es sei nun λ ∈ C \R, so dass ran(A−λ) abgeschlossen ist. Es ist(

ran(A− λ)
)⊥

= ker(A∗ − λ) = J ker(A∗J − λJ) = J ker(A− λ),

und dieser Raum ist nach den obigen Ausführungen endlichdimensional. Also ist
A − λ ein Fredholmoperator. Nach [54, Chapter IV, Theorem 5.31] gibt es eine
Umgebung U von λ, so dass A− µ für alle µ ∈ U \ {λ} ein Fredholmoperator ist
mit trivialem Kern. Es folgt U \ {λ} ⊂ r(A). Da aber auch

ran(A− λ) = ran(A+ − λ) = J ran((A∗ − λ)J) = J ran(A∗ − λ)

nach dem Satz vom abgeschlossenen Bild abgeschlossen ist, folgt ebenso die Exi-
stenz einer Umgebung V von λ, so dass V \ {λ} ⊂ r(A). Wegen der Selbstadjun-
giertheit von A folgt schließlich (U∩V∗)\{λ} ⊂ ρ(A), wobei V∗ = {µ : µ ∈ V}.

In Unterabschnitt 1.2 wird gezeigt, dass die Eigenschaft der Definisierbarkeit
stabil ist unter endlichdimensionalen Störungen. Unter kompakten Störungen geht
die Definisierbarkeit aber im Allgemeinen verloren. Dennoch bleiben die guten
Spektraleigenschaften unter Umständen lokal erhalten, siehe z. B. [44, 45]. Dies
führte zu dem Begriff der lokalen Definisierbarkeit. Die folgende Definition ist in
äquivalenter Form in [46] zu finden.

Definition 1.8. Es sei Ω eine zusammenhängende offene Menge in C mit Ω∩R 6=
∅, die symmetrisch bezüglich der reellen Achse ist, so dass Ω ∩ C+ und Ω ∩ C−
einfach zusammenhängend sind. Ein selbstadjungierter Operator A in K heißt
definisierbar über Ω, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind.

(i) Die Menge σ(A) ∩ (Ω \R) hat keinen Häufungspunkt in Ω und besteht aus
Polen der Resolvente von A.

(ii) Für jede abgeschlossene Teilmenge ∆ von Ω ∩ R existieren eine offene Um-
gebung U von ∆ in C und Zahlen m ≥ 1, M > 0, so dass

‖(A− λ)−1‖ ≤M
(1 + |λ|)2m−2

|Imλ|m
(1.5)

für alle λ ∈ U \ R gilt.
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(iii) Zu jedem Punkt λ ∈ Ω ∩ R gibt es eine offene Umgebung Iλ in R, so dass
beide Komponenten von Iλ \ {λ} definiten Typs bezüglich A sind.

Diejenigen Punkte aus σ̃(A) ∩ Ω, die nicht definiten Typs sind, nennen wir die
kritischen Punkte von A (in Ω).

Nach den oben genannten Spektraleigenschaften definisierbarer Operatoren
liegt die Vermutung nahe, dass ein definisierbarer Operator definisierbar über C
ist. Tatsächlich ist dies der Fall, und in [46, Theorem 3.6] wird bewiesen, dass
auch die Umkehrung gilt:

Satz 1.9. Ein selbstadjungierter Operator in K ist genau dann definisierbar, wenn
er definisierbar ist über C.

Ein über Ω definisierbarer Operator A besitzt eine lokale Spektralfunktion E
auf Ω ∩ R mit Singularitäten (in R), die sich höchstens zum Rand von Ω häufen
können (siehe [46]). Der Operator E(∆) ist definiert für alle Borel-messbaren
Teilmengen ∆ von Ω ∩ R, deren Randpunkte keine kritischen Punkte von A (in
Ω) sind. Natürlich kann E(∆) gemäß dem Riesz-Dunford’schen Spektralkalkül auf
alle Borelmengen ∆ ⊂ Ω erweitert werden, deren Abschluss in Ω liegt und so dass
E(∆ ∩ R) definiert ist. Das System dieser Teilmengen von Ω bezeichnen wir mit
B(A,Ω). Für jede Menge ∆ ∈ B(A,Ω) ist E(∆) eine Projektion, und ist ∆ = ∆∗,
dann ist diese selbstadjungiert, und die Einschränkung A�E(∆)K ist definisierbar
mit Spektrum in ∆. Ein kritischer Punkt von A in ∆ = ∆∗ ∈ B(A,Ω) heißt
regulär (singulär, wesentlich), wenn er ein regulärer (bzw. singulärer, wesentlicher)
kritischer Punkt des definisierbaren Operators A�E(∆)K ist. Es ist nicht schwer
zu sehen, dass diese Definition unabhängig ist von ∆.

Für Anwendungen ist die folgende Charakterisierung des reellen Spektrums
der Typen π+ und π− eines lokal definisierbaren Operators von Vorteil.

Lemma 1.10. Es sei A ein über Ω definisierbarer Operator. Ein Punkt λ0 ∈
σ(A) ∩ Ω ∩ R ist genau dann ein Spektralpunkt vom Typ π+ (π−) von A, wenn
es ein offenes Intervall ∆ um λ0 gibt, so dass ∆ \ {λ0} positiven (bzw. negativen)
Typs ist und ker(A − λ0) = H u N gilt mit einem Hilbertraum (H, [· , ·]) (bzw.
(H,−[· , ·])) und dimN <∞.

Beweis. Es sei λ0 ∈ σπ+(A). Dann folgt die Behauptung aus den Theoremen 18
und 26 in [3]. Umgekehrt seien die Bedingung erfüllt und λ0 /∈ σ+(A). Wir dürfen
∆ ∈ B(A,Ω) annehmen. Der Operator A �E(∆)K ist dann beschränkt und de-
finisierbar mit Spektrum in ∆ und dem einzigen kritischen Punkt λ0. Dieser ist
nach [59, Proposition 5.4] ein Eigenwert. Es sei ker(A − λ0) = N+ [u]N− [u]N0

eine Fundamentalzerlegung von ker(A−λ0). Nach Voraussetzung ist (N+, [· , ·]) ein
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Hilbertraum, und N−uN0 ist endlichdimensional. Mit L bezeichnen wir den alge-
braischen Eigenraum von A bezüglich λ0. Da jede Jordankette von A bezüglich λ0

wegen der Resolventenbedingung in Definition 1.8 endlich ist und der Eigenvektor
einer solchen in N0 liegt, folgt L = N+ [u]N− [u]L′ mit einem endlichdimensio-
nalen Unterraum L′. Es sei L = L+ [u]L− [u]L◦ eine Fundamentalzerlegung von
L. Dann ist (L+, [· , ·]) ein Hilbertraum, und L−uL◦ ist endlichdimensional. Nach
[17, Lemma I.10.4] existiert ein endlichdimensionaler Unterraum P ⊂ E(∆)K, so
dass L◦ u P nichtentartet ist. Mit dem Kreinraum K′ := (Lu P)[⊥] gilt

E(∆)K = L+ [u]L− [u] (L◦ u P) [u]K′.

Offenbar ist L[⊥]∩E(∆)K = L◦ [u]K′. Nach [59, Proposition 5.2] ist dieser Raum
nichtnegativ. Also ist (K′, [· , ·]) ein Hilbertraum und (E(∆)K, [· , ·]) somit ein Pon-
trjaginraum. Die Behauptung folgt nun aus [3, Theorem 26].

1.2 Störungen definisierbarer Operatoren

In diesem Unterabschnitt betrachten wir endlichdimensionale selbstadjungierte
Störungen definisierbarer Operatoren. Das Hauptergebnis ist der folgende, be-
reits in [1] veröffentlichte Satz, welcher zeigt, dass – auch bei allgemeinster Ausle-
gung des Terminus’

”
endlichdimensionale Störung“ – die Definisierbarkeit erhalten

bleibt.

Satz 1.11. Es seien A1 und A2 selbstadjungierte Operatoren in K mit der Eigen-
schaft dim(A1/(A1 ∩A2)) <∞. Dann gilt: A1 ist genau dann definisierbar, wenn
A2 definisierbar ist.

Um Satz 1.11 zu beweisen, werden wir einige Hilfssätze benötigen.

Lemma 1.12. Es sei T ein abgeschlossener Operator im Banachraum X mit
r(T ) 6= ∅. Dann ist p(T ) für jedes Polynom p ein abgeschlossener Operator.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung mit vollständiger Induktion nach d :=
deg(p), dem Grad des Polynoms p. Für d ∈ {0, 1} ist nichts zu zeigen. Es gelte die
Behauptung für ein d ≥ 1. Das Polynom p habe den Grad d+ 1. Es sei α ∈ r(T ).
Dann ist ker(T −α) = {0}, und das Bild ran(T −α) ist abgeschlossen. Die Inverse
(T − α)−1 ist also ein beschränkter Operator auf ran(T − α). Es gibt nun ein
Polynom q mit deg(q) = d, so dass

p(λ)− p(α) = (λ− α)q(λ)
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für alle λ ∈ C gilt. Es seien f, g ∈ X und (fn) ⊂ domT d+1 eine Folge mit fn → f
und p(T )fn → g für n → ∞. Dann gilt also (T − α)q(T )fn → g − p(α)f für
n→∞. Da ran(T −α) abgeschlossen ist, ist g− p(α)f ∈ ran(T −α), und es folgt

q(T )fn → (T − α)−1(g − p(α)f)

für n → ∞. Nach Induktionsannahme ist q(T ) abgeschlossen, und wir erhalten
f ∈ dom q(T ) = domT d und q(T )f = (T − α)−1(g − p(α)f). Das wiederum
aber impliziert q(T )f ∈ domT (also f ∈ domT d+1) und p(T )f − p(α)f = (T −
α)q(T )f = g − p(α)f , was die Behauptung beweist.

Es seien X ein Vektorraum und M,N Unterräume von X. Nach [58, §7.6]
existiert dann ein Unterraum G ⊂ X mit

X =Mu G und N = (N ∩M)u (N ∩ G). (1.6)

Wir nennen die UnterräumeM und N isomorph (in Zeichen:M∼= N ), falls eine
bijektive lineare Abbildung F :M→N existiert.

Proposition 1.13. Es seien S und T lineare Operatoren im Vektorraum X mit
S ⊂ T . Dann gilt für jedes n ∈ N und jedes k ∈ {0, 1, . . . , n}

domT n

domSn
∼=

domT k ∩ ranT n−k

domSk ∩ ranSn−k
× kerT n−k

kerSn−k
.

Beweis. Es seien n ∈ N und k ∈ {0, 1, . . . , n}. Wir setzen

Y :=
domT k ∩ ranT n−k

domSk ∩ ranSn−k
und Z :=

kerT n−k

kerSn−k

und bezeichnen die Äquivalenzklassen in Y und Z mit jeweils [ · ]Y und [ · ]Z .
Wegen

kerSn−k = kerT n−k ∩ domSn

existiert nach (1.6) ein Unterraum G ⊂ domT n mit

domT n = domSn u G (1.7)

kerT n−k = kerSn−k u (kerT n−k ∩ G). (1.8)

Die Projektion in domT n auf domSn bezüglich der Zerlegung (1.7) bezeichnen
wir mit Q. Weiterhin wählen wir Projektionen PS in domSn auf kerSn−k und PG
in G auf kerT n−k ∩ G und definieren P : domT n → domT n durch

Pf := PSQf + PG(f −Qf), f ∈ domT n.
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Dann ist P eine Projektion in domT n auf kerT n−k mit

P domSn = kerSn−k. (1.9)

Definiere nun die lineare Abbildung F : domT n → Y ×Z durch

Ff :=
{

[T n−kf ]Y , [Pf ]Z
}
, f ∈ domT n.

Im folgenden zeigen wir

kerF = domSn und ranF = Y × Z. (1.10)

Es sei dazu f ∈ domT n mit Ff = 0. Dann gelten T n−kf ∈ domSk∩ranSn−k und
Pf ∈ kerSn−k. Demnach existiert h ∈ domSn, so dass T n−kf = Sn−kh, woraus
g := f − h ∈ kerT n−k folgt. Nach (1.9) ist also

g = Pg = Pf − Ph ∈ kerSn−k,

und folglich f = h+ g ∈ domSn. Umgekehrt sei f ∈ domSn. Dann gelten

T n−kf = Sn−kf ∈ domSk ∩ ranSn−k

und Pf ∈ kerSn−k (siehe (1.9)), d. h. Ff = 0. Um die Surjektivität von F zu
sehen, seien g ∈ domT k ∩ ranT n−k und h ∈ kerT n−k. Dann existiert f ′ ∈ domT n

mit T n−kf ′ = g, und für den Vektor f := f ′ − Pf ′ + h gelten die Beziehungen
T n−kf = g und Pf = h. Also folgt Ff = {[g]Y , [h]Z}. Damit ist (1.10) gezeigt,
und wir erhalten

domT n

domSn
=

domF

kerF
∼= ranF = Y × Z.

Lemma 1.14. Es seien M0,M1,N0,N1 ⊂ X Unterräume des Vektorraumes X,
so dass M0 ⊂M1 und N0 ⊂ N1. Dann gilt

dim
M1 ∩N1

M0 ∩N0

≤ dim
M1

M0

+ dim
N1

N0

.

Beweis. Wir bezeichnen die Äquivalenzklassen in (M1∩N1)/(M0∩N0),M1/M0

und N1/N0 jeweils mit [ · ]M∩N , [ · ]M und [ · ]N . Die Abbildung

F :
M1 ∩N1

M0 ∩N0

→ M1

M0

× N1

N0

, F [f ]M∩N := ([f ]M, [f ]N )

ist dann wohldefiniert, linear und injektiv.
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Proposition 1.15. Es seien S und T lineare Operatoren im Vektorraum X mit
S ⊂ T . Dann gilt für jedes n ∈ N

dim

(
domT n

domSn

)
≤ n · dim

(
domT

domS

)
. (1.11)

Beweis. Wir beweisen die Behauptung mit Induktion über n. Offenbar gilt (1.11)
für n = 1. Gilt (1.11) für ein n ∈ N, so erhalten wir mithilfe von Proposition 1.13
und Lemma 1.14

dim

(
domT n+1

domSn+1

)
= dim

(
domT n ∩ ranT

domSn ∩ ranS

)
+ dim

(
kerT

kerS

)
≤ dim

(
domT n

domSn

)
+

[
dim

(
ranT

ranS

)
+ dim

(
kerT

kerS

)]
≤ (n+ 1) · dim

(
domT

domS

)
.

Dabei haben wir für die letzte Ungleichung erneut Proposition 1.13 im Fall k = 0
und n = 1 angewandt.

Korollar 1.16. Es seien S und T lineare Abbildungen im Vekorraum X mit
S ⊂ T und dim(domT/ domS) < ∞. Dann gilt dim(dom p(T )/ dom p(S)) < ∞
für jedes Polynom p.

Beweis von Satz 1.11. Wir nehmen an, A1 sei definisierbar, und setzen S :=
A1 ∩ A2. Es sei q 6= 0 ein definisierendes Polynom (mit reellen Koeffizienten)
für A1. Nach [43, Lemma 1] (siehe auch [59]) ist das Spektrum von A1 bis auf
endlich viele Ausnahmepunkte reell, und die nichtreellen Spektralpunkte von A
sind Nullstellen von q. Nach dem Spektralabbildungssatz für Polynome, [34, VII.9,
Theorem 10], gilt σ(q(A1)) = q(σ(A1)), und es folgt

σ(q(A1)) ⊂ R. (1.12)

Wegen ρ(A1) ⊂ r(S) (und deshalb r(S) 6= ∅) ist q(S) nach Lemma 1.12 ein
abgeschlossener Operator. Nach Korollar 1.16 gelten

dim(q(A1)/q(S)) <∞ und dim(q(A2)/q(S)) <∞. (1.13)

Daher ist auch q(A2) abgeschlossen.
Wir betrachten nun die abgeschlossenen (Hilbertraum-)symmetrischen Opera-

toren Jq(S) und Jq(A2). Für alle f ∈ dom q(S) gilt (Jq(S)f, f) = [q(A1)f, f ] ≥ 0.
Die Menge C\(0,∞) gehört also zur Fredholm-Region von Jq(S), und damit auch



1.2 Störungen definisierbarer Operatoren 21

zu der von Jq(A2), siehe (1.13). Wegen C\R ⊂ r(Jq(A2)) ist r(Jq(A2))∩(−∞, 0)
nach [54, Chapter IV, Theorem 5.31] nichtleer. Folglich hat Jq(A2) gleiche Defekt-
zahlen. Diese sind endlich, da die von Jq(S) endlich sind. Der Operator Jq(A2)
besitzt also eine (Hilbertraum-)selbstadjungierte Fortsetzung. Wendet man auf
diese den Operator J an, ergibt sich eine selbstadjungierte Fortsetzung T des
symmetrischen Operators q(A2) im Kreinraum K.

Im folgenden zeigen wir, dass die Resolventenmenge von T nichtleer ist. Da die
hermitesche Form [q(S)·, ·] auf dom q(S) nichtnegativ ist, hat die ebenfalls her-
mitesche Form [T ·, ·] auf domT höchstens n := dim(domT/ dom(q(S))) negative
Quadrate. Und wegen σap(q(S)) ⊂ R (siehe (1.12)) ist ran(T − λ) abgeschlossen
für alle λ ∈ C \ R. Mit Lemma 1.7 folgt, dass T ein Operator mit höchstens n
negativen Quadraten ist und somit definisierbar. Insbesondere gehört die Menge
C \ R bis auf endlich viele Punkte zu ρ(T ).

Angenommen, für jedes λ ∈ C+ wäre λ ∈ σp(A2) oder λ ∈ σp(A2). Wegen

σp(q(A2)) = q(σp(A2)) implizierte dies q(λ) ∈ σp(T ) oder q(λ) = q(λ) ∈ σp(T ) für
alle λ ∈ C+. Da σp(T ) symmetrisch bezüglich der reellen Achse ist, folgte q(C+) ⊂
σp(T ). Aber σp(T ) enthält keine inneren Punkte, so dass sich ein Widerspruch
ergibt. Da ran(A2 − λ) für alle λ ∈ C \ R abgeschlossen ist, existiert demnach
ein λ ∈ C+ mit λ, λ ∈ r(A2). Mit der Selbstadjungiertheit von A2 ergibt sich
λ, λ ∈ ρ(A2), und insbesondere ρ(A2) 6= ∅.

Es sei nun p ein definisierendes Polynom für T . Für f ∈ dom(p ◦ q)(A2) gilt
dann

[(p ◦ q)(A2)f, f ] = [p(q(A2))f, f ] = [p(T )f, f ] ≥ 0.

Folglich ist A2 definisierbar mit dem definisierenden Polynom p ◦ q.

Das folgende Korollar wurde bereits 1972 in [48] bewiesen. Hier ist es eine
direkte Konsequenz aus Satz 1.11.

Korollar 1.17. Es seien A1 und A2 selbstadjungierte Operatoren in K mit ρ(A1)∩
ρ(A2) 6= ∅. Desweiteren gelte für ein (und dann für alle) λ ∈ ρ(A1) ∩ ρ(A2):

dim ran
(
(A1 − λ)−1 − (A2 − λ)−1

)
<∞.

Dann gilt: A1 ist genau dann definisierbar, wenn A2 definisierbar ist.

Auch das nächste Korollar folgt sofort aus Satz 1.11.

Korollar 1.18. Existiert zu einem abgeschlossenen symmetrischen Operator S
im Kreinraum K eine definisierbare selbstadjungierte Operatorerweiterung A mit
definisierendem Polynom p, so dass dim(A/S) <∞ gilt, dann ist jede selbstadjun-
gierte Operatorerweiterung von S definisierbar mit einem definisierenden Polynom
der Form q ◦ p, q ein Polynom.
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1.3 Störungen lokal definisierbarer Operatoren

In diesem Unterabschnitt beweisen wir, dass eine endlichdimensionale Störung
der orthogonalen Summe eines fundamental reduzierbaren Operators und eines
Operators mit endlich vielen negativen Quadraten unter gewissen Bedingungen
definisierbar ist in einer Umgebung von ∞. Der Großteil dieses Unterabschnittes
ist der Arbeit [8] entnommen.

Der im folgenden definierte Begriff der Nichtnegativität in einer Umgebung von
∞ nimmt in der vorliegenden Arbeit – und insbesondere in diesem Unterabschnitt
– eine zentrale Rolle ein.

Definition 1.19. Ein im Kreinraum (K, [· , ·]) selbstadjungierter Operator A heißt
nichtnegativ in einer Umgebung von ∞, falls er in einer Umgebung Ω (wie in
Definition 1.8) von ∞ definisierbar ist, so dass Ω ∩ (0,∞) positiven Typs und
Ω ∩ (−∞, 0) negativen Typs ist bezüglich A.

Beispielsweise sind Operatoren mit endlich vielen negativen Quadraten nicht-
negativ in einer Umgebung von ∞ (siehe Proposition 1.5 und Bemerkung 1.6).

Bei unseren Betrachtungen machen wir Gebrauch von dem folgenden Satz, der
in [4] bewiesen ist und eine Verallgemeinerung von Korollar 1.17 darstellt.

Satz 1.20. Es seien Ω ⊂ C eine offene Menge wie in Definition 1.8 und A1 und
A2 selbstadjungierte Operatoren in K mit ρ(A1) ∩ ρ(A2) ∩ Ω 6= ∅. Desweiteren
gelte für ein (und dann für alle) λ ∈ ρ(A1) ∩ ρ(A2):

dim ran
(
(A1 − λ)−1 − (A2 − λ)−1

)
<∞.

Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) A1 ist definisierbar über Ω genau dann, wenn A2 über Ω definisierbar ist.

(b) Ist A1 definisierbar über Ω, ∆ ⊂ Ω ein Intervall positiven (negativen) Typs
bezüglich A1 und µ ∈ Ω ein Endpunkt von ∆, dann gibt es ein Intervall ∆′ ⊂
∆ mit dem Endpunkt µ, welches positiven (bzw. negativen) Typs bezüglich
A2 ist.

Das Analogon zu Satz 1.11 für lokal definisierbare Operatoren gilt im Allge-
meinen nicht. Für ein Gegenbeispiel siehe [4, §3.3].

Wie üblich definieren wir das wesentliche Spektrum eines abgeschlossenen Ope-
rators T in einem Banachraum durch

σess(T ) := {λ ∈ C : T − λ ist kein Fredholmoperator}.

Es sei bemerkt, dass σess(T ) abgeschlossen ist (siehe [54]).
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In diesem Unterabschnitt sei T ein nach unten beschränkter selbstadjungierter
Operator im Hilbertraum (K, (· , ·)), wobei (· , ·) = [J ·, ·]. Dann ist A := JT selbst-
adjungiert im Kreinraum K. Im folgenden wollen wir in gegebenen Situationen
untersuchen, wie sich die Spektraleigenschaften von T auf die von A auswirken.
Dazu definieren wir die Werte

ν(T ) := min σ(T ) und µ(T ) := min σess(T ).

Falls σess(T ) leer ist, setzen wir µ(T ) := +∞. Offenbar gilt die Beziehung

−∞ < ν(T ) ≤ µ(T ) ≤ +∞.

Der folgende Satz ist eine direkte Konsequenz aus [Af, f ] = (Tf, f), f ∈ domA =
domT .

Satz 1.21. Es sei ν(T ) > 0. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) (C \ R) ∪ {0} ⊂ ρ(A).

(ii) (−∞, 0) ist negativen Typs und (0,∞) ist positiven Typs bezüglich A.

(iii) A ist definisierbar mit definisierendem Polynom p(λ) = λ.

Insbesondere ist A nichtnegativ in einer Umgebung von ∞.

In der Situation von Satz 1.21 ist also der Nullpunkt in der Resolventenmenge
von A enthalten. Eine natürliche Fragestellung besteht nun darin, wie sich die
betragsmäßig kleinsten Eigenwerte von A im Verhältnis zu denen von T verhalten
und wie das Verhältnis von

µ+(A) = min
(
σess(A) ∩ (0,∞)

)
und µ−(A) = max

(
σess(A) ∩ (−∞, 0)

)
(ist σess(A) ∩ R± leer, dann setzen wir µ±(A) := ±∞) zu µ(T ) ist. Der folgende
Satz gibt darüber Aufschluss.

Satz 1.22. Es seien A und T wie in Satz 1.21. Ferner seien λ+
k (A) (λ−k (A)),

k ∈ N, die in aufsteigender (bzw. absteigender) Reihenfolge und mit Vielfach-
heiten gezählten Eigenwerte von A in (0, µ+(A)) (bzw. (µ−(A), 0)). Existiert der
Eigenwert λ±k (A) nicht, dann setzen wir λ±k (A) := µ±(A). Ebenso zählen wir die
Eigenwerte λk(T ) von T in (0, µ(T )) in aufsteigender Reihenfolge. Dann gilt für
alle k ∈ N:

λ+
k (A) ≥ λk(T ) und − λ−k (A) ≥ λk(T ).

Insbesondere folgt

µ+(A) ≥ µ(T ), −µ−(A) ≥ µ(T ) und (−ν(T ), ν(T )) ⊂ ρ(A).
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Beweis. Wir zeigen nur λ+
k (A) ≥ λk(T ). Die zweite Ungleichung kann analog be-

wiesen werden. Es sei k ∈ N. Falls λ+
k (A) = µ+(A) = +∞, dann ist nichts zu zei-

gen. Es sei also λ+
k (A) < +∞. Wir wählen dann ein τ > λ+

k (A) und definieren den
Unterraum H := EA((0, τ ])K, wobei EA die Spektralfunktion von A bezeichne.
Der Innenproduktraum (H, [· , ·]) ist dann ein in domA enthaltener Hilbertraum.
Zudem ist H invariant bezüglich A, A �H ist selbstadjungiert in (H, [· , ·]), und
H enthält alle Eigenvektoren bezüglich der Eigenwerte λ+

1 (A), . . . , λ+
k (A). Wegen

[Af, f ] = (Tf, f) und [f, f ] ≤ ‖f‖2 für f ∈ domA gilt also

λ+
k (A) = min

dimN=k,N⊂H
max

f∈N\{0}

[Af, f ]

[f, f ]

≥ min
dimN=k,N⊂H

max
f∈N\{0}

(Tf, f)

‖f‖2

≥ min
dimN=k,N⊂domA

max
f∈N\{0}

(Tf, f)

‖f‖2

= λk(T ).

Dabei wurden die wohlbekannten Min-Max-Prinzipien für selbstadjungierte Ope-
ratoren im Hilbertraum angewandt, siehe [66, Abschnitt XIII.1].

Bemerkung 1.23. Die Aussagen von Satz 1.22 können alternativ auch mithilfe
der Resultate aus [71] – angewandt auf A−1 bzw. T−1 – bewiesen werden.

Wir lockern nun die Voraussetzungen an T und erlauben ν(T ) = minσ(T ) ≤
0, fordern aber µ(T ) = minσess(T ) > 0. Dann gilt insbesondere 0 /∈ σess(T ).
Also ist auch 0 /∈ σess(A), und es ist sinnvoll µ+(A) und µ−(A) wie oben zu
definieren. Mit ET bezeichnen wir das Spektralmaß des im Hilbertraum (K, (· , ·))
selbstadjungierten Operators T .

Satz 1.24. Es sei µ(T ) > 0. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) Das nichtreelle Spektrum von A besteht aus höchstens

κ := dimET ((−∞, 0))K < ∞

Paaren von Eigenwerten von A mit endlichen algebraischen Vielfachheiten.

(ii) (−∞, 0) ist vom Typ π− und (0,∞) ist vom Typ π+ bezüglich A.

(iii) A ist nichtnegativ in einer Umgebung von ∞ und definisierbar mit defini-
sierendem Polynom p(λ) = λq(λ)q(λ), wobei q ein monisches Polynom vom
Grad deg(q) ≤ κ ist.
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(iv) µ+(A) ≥ µ(T ) und −µ−(A) ≥ µ(T ).

Beweis. Das innere Produkt [A·, ·] hat offenbar κ negative Quadrate. Desweiteren
ist A = JT ein Fredholmoperator. Folglich (siehe [54]) existiert eine Umgebung
U von 0, so dass A − λ für alle λ ∈ U ein Fredholmoperator ist. Insbesondere
ist ran(A − λ) für alle λ ∈ U abgeschlossen. Mit Lemma 1.7 folgt ρ(A) 6= ∅,
und der Operator A hat κ negative Quadrate. Die Behauptungen (i)–(iii) folgen
demnach direkt aus Proposition 1.5. Um die Aussage (iv) zu beweisen, wählen wir
ein δ ∈ (0, µ(T )) und stellen wir fest, dass die endlichdimensionale Störung

T̃ := ET ((−∞), δ]) + TET ((δ,∞))

von T selbstadjungiert und gleichmäßig positiv ist. Mit der endlichdimensionalen
Störung Ã := JT̃ von A gilt dann aufgrund von Satz 1.22

µ+(A) = µ+(Ã) ≥ µ(T̃ ) = µ(T ),

und der Satz ist bewiesen.

Im Hinblick auf die Anwendungen auf indefinite Differentialoperatoren in Ab-
schnitt 2 ist für uns der Fall µ(T ) ≤ 0 von besonderem Interesse. Das Beispiel 1.1
(dort ist 0 ∈ σess(B)) zeigt, dass es zusätzlichen Annahmen bedarf, um weiterge-
hende Aussagen über die spektrale Struktur des Operators A machen zu können.

Wir erinnern daran, dass die Fundamentalsymmetrie J in K eine Fundamen-
talzerlegung K = K+ [u]K− induziert vermittels K± := ker(J ∓ I). Der folgende
Satz stellt das Hauptergebnis dieses Unterabschnitts dar und ist der Arbeit [8]
entnommen.

Satz 1.25. Es sei T ein nach unten beschränkter selbstadjungierter Operator
im Hilbertraum (K, (· , ·)) mit µ := µ(T ) ≤ 0. Ferner seien H± ⊂ K± und Hd

abgeschlossene Unterräume von K, so dass

K = H+ ⊕H− ⊕Hd (1.14)

gilt. Desweiteren gebe es Unterräume Gi ⊂ domT ∩ Hi, i ∈ {+,−, d}, mit den
Eigenschaften

(i) dim
(

domT/(G+ ⊕ G− ⊕ Gd)
)
<∞,

(ii) T G± ⊂ H±, T Gd ⊂ Hd,

(iii) σess(T � Gd) ∩ [µ, 0] = ∅.

Ist ρ(A) 6= ∅, dann gelten die folgenden Aussagen für den selbstadjungierten
Operator A:
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(a) A ist definisierbar über C \ [µ,−µ] und nichtnegativ in einer Umgebung von
∞.

(b) (−∞, µ) ist vom Typ π− und (−µ,∞) ist vom Typ π+ bezüglich A.

(c) Die Menge σ(A) ∩ (C \ R) ist beschränkt und besteht aus Eigenwerten von
A mit endlichen algebraischen Vielfachheiten und kann sich höchstens nach
[µ,−µ] häufen.

Beweis. Der Beweis besteht aus drei Schritten. Im ersten konstruieren wir eine
endlichdimensionale selbstadjungierte Störung Ã von A, die bezüglich der Zerle-
gung (1.14) Diagonalgestalt hat. Im zweiten Schritt zeigen wir, dass die Behaup-

tungen (a)–(c) für Ã (anstatt A) gelten. Der Nachweis, dass diese auch für A
gelten, wird mithilfe des Störungssatzes 1.20 im dritten Schritt vorgenomen.

Schritt 1: Mit G̃i, i ∈ {+,−, d}, bezeichnen wir den Abschluss von Gi bezüglich

der Graphennorm ‖ · ‖T von T . Es ist leicht zu sehen, dass G̃i ⊂ domT ∩ Hi für

i ∈ {+,−, d} gilt und dass (i)–(iii) auch für G̃i anstatt Gi gelten (um dieses für

(iii) einzusehen, beachte man T � Gd = T � G̃d). Daher dürfen wir annehmen, dass
G+, G−, Gd und auch

G := G+ ⊕ G− ⊕ Gd
abgeschlossen sind in (domT, ‖·‖T ). Damit und mit (ii) folgt, dass die Operatoren

S := T � G, S+ := T � G+, S− := T � G− und Sd := T � Gd,

jeweils abgeschlossene (aber nicht zwingend dicht definierte) symmetrische Ope-
ratoren in den Hilberträumen K, H+, H− und Hd (jeweils mit der Einschränkung
des Skalarproduktes (· , ·) ausgestattet) sind. Offenbar ist T eine selbstadjungierte
Erweiterung von S. Folglich stimmen die Defektindizes n±(S) = dim(ran(S± i))⊥
von S überein. Nach Voraussetzung (i) sind sie zudem endlich. Wegen der Abge-
schlossenheit von S und der Halbbeschränktheit von T (durch ν = minσ(T )) gilt
weiter

C \ [ν,∞) ⊂ r(S). (1.15)

Bezüglich der Zerlegung (1.14) stellt sich der Operator S als Operatormatrix wie
folgt dar:

S =

S+ 0 0
0 S− 0
0 0 Sd

 .

Daher gilt r(S) = r(S+)∩r(S−)∩r(Sd), und aus (1.15) folgt, dass jeder der symme-
trischen Operatoren S+, S− und Sd übereinstimmende und endliche Defektzahlen
hat. Weiter gilt

n±(S) = n±(S+) + n±(S−) + n±(Sd) = dim(domT/G). (1.16)



1.3 Störungen lokal definisierbarer Operatoren 27

Wir wählen nun selbstadjungierte Fortsetzungen T+, T− und Td von jeweils
S+, S− und Sd (in den Hilberträumen H+, H− und Hd). Der Operator

T̃ :=

T+ 0 0
0 T− 0
0 0 Td


ist dann eine selbstadjungierte Fortsetzung von S in (K, (· , ·)). Da die Operatoren

T und T̃ auf dem Unterraum G = domS offenbar übereinstimmen, folgt mit (1.16)

und der Bedingung (i) für alle λ ∈ ρ(T ) ∩ ρ(T̃ ):

dim ran
(
(T − λ)−1 − (T̃ − λ)−1

)
≤ n±(S) <∞. (1.17)

Damit gilt σess(T ) = σess(T̃ ) und insbesondere minσess(T̃ ) = µ. Desweiteren ist T̃
nach unten beschränkt ([72, Korollar 10.21]).

Aus der Definition von µ und wegen dim(T/S) <∞ folgt, dass

dim ker(S − λ) <∞ und ran(S − λ) = ran(S − λ) (1.18)

für alle λ < µ gilt. Zudem sind die Eigenwerte von S in [ν, µ) diskret mit µ als
einzigem möglichen Häufungspunkt. Das gilt dann also auch für Sd. Wegen (iii)
gibt es ein ε > 0, so dass (1.18) für Sd anstatt S für alle λ ≤ ε gilt. Folglich gilt
(1.18) für Td anstatt S und alle λ ≤ ε. Dies impliziert insbesondere minσess(Td) >
0.

Wegen H± ⊂ K± ist J �H± = ±IH± , und H+ und H− sind J-invariant. Aus
J = J∗ folgt dann auch die J-Invarianz von Hd = (H+ ⊕ H−)⊥. Bezüglich der
Zerlegung (1.14) hat die Fundamentalsymmetrie J also die Form

J =

IH+ 0 0
0 −IH− 0
0 0 Jd

 , (1.19)

wobei Jd := J � Hd. Daher hat der im Kreinraum K selbstadjungierte Operator
Ã := JT̃ bezüglich der Zerlegung (1.14) die Darstellung

Ã =

T+ 0 0
0 −T− 0
0 0 JdTd

 . (1.20)

Man beachte, dass σ(T+) und σ(−T−) wegen der Hilbertraum-Selbstadjungiertheit
der Operatoren T+ und T− reell sind.

Schritt 2: Wir wollen im folgenden zeigen, dass (a)–(c) für Ã anstatt für A gel-
ten. Zunächst bemerken wir, dass der selbstadjungierte Operator JdTd im Krein-
raum (Hd, (Jd·, ·)) nach Satz 1.24 ein Operator mit endlich vielen negativen Qua-
draten ist, dass also σ(JdTd) ∩ (C \ R) aus höchstens endlich vielen Eigenwerten
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mit endlichen algebraischen Vielfachheiten besteht, dass (0,∞) vom Typ π+ und
dass (−∞, 0) vom Typ π− bezüglich JdTd ist. Zudem ist JdTd nichtnegativ in ei-
ner Umgebung von ∞. Da JdTd definisierbar ist, gibt es Konstanten md ≥ 1 und
Md > 0, so dass für alle nichtreellen λ in einer C-offenen Umgebung von R gilt:∥∥(JdTd − λ)−1

∥∥ ≤Md(1 + |λ|)2md−2| Imλ|−md . (1.21)

Dies folgt direkt aus Satz 1.9.
Um die Definisierbarkeit von Ã über C \ [µ,−µ] zu beweisen, bemerken wir

zunächst, dass σ(Ã)∩ (C \R) mit σ(JdTd)∩ (C \R) übereinstimmt und deswegen

aus endlich vielen Polen der Resolvente von Ã besteht. Die Wachstumsbedingung
(ii) in Definition 1.8 an die Resolvente von Ã ist erfüllt, da ‖(JdTd − λ)−1‖ wie
in (1.21) abgeschätzt werden kann und die Normen der Resolventen von T+ und
−T− in λ ∈ C \ R stets durch | Imλ|−1 nach oben abgeschätzt werden können.

Wir zeigen nun, dass die Bedingung (iii) in Definition 1.8 für alle λ ∈ R\[µ,−µ]
erfüllt ist. Dazu sei zunächst λ ∈ (−µ,∞). Wir müssen die Existenz eines δ > 0
zeigen, so dass die Intervalle (λ − δ, λ) und (λ, λ + δ) definiten Typs bezüglich

Ã sind. Dies ist klar, wenn λ ∈ ρ(Ã). Sei also λ ∈ σ(Ã). Wegen σess(−T−) ⊂
(−∞,−µ] ist dann λ /∈ σess(−T−). Also existiert δ > 0, so dass (λ−δ, λ+δ)\{λ} ⊂
ρ(−T−). Insbesondere ist (λ − δ, λ + δ) \ {λ} positiven Typs bezüglich −T−. Da
das Intervall (0,∞) vom Typ π+ bezüglich des definisierbaren Operators JdTd ist,
dürfen wir nach Lemma 1.10 annehmen, dass (λ−δ, λ+δ)\{λ} auch positiven Typs
bezüglich JdTd ist. Und da T+ ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum
(H+, (· , ·)) ist, ist jeder reelle Spektralpunkt von T+ positiven Typs bezüglich T+.
Es ist nun nicht schwer zu sehen, dass (λ − δ, λ + δ) \ {λ} auch positiven Typs

bezüglich der orthogonalen Summe Ã der Operatoren T+, −T− und JdTd ist.
Der Fall λ ∈ (−∞, µ) kann ähnlich abgehandelt werden. Wegen λ /∈ σess(T+)

existiert δ′ > 0, so dass (λ − δ′, λ + δ′) \ {λ} ⊂ ρ(T+), und nach Theorem 1.24
dürfen wir annehmen, dass (λ − δ′, λ + δ′) \ {λ} negativen Typs bezüglich JdTd
ist. Desweiteren ist jeder Spektralpunkt des selbstadjungierten Operators −T−
in (H−,−(· , ·)) negativen Typs bezüglich −T−. Daher ist (λ − δ′, λ + δ′) \ {λ}
negativen Typs bezüglich Ã.

Es bleibt, den Punkt ∞ zu behandeln. Dazu wählen wir η > 0, so dass
(η,∞) positiven Typs bezüglich JdTd ist (was nach Satz 1.24 möglich ist) und
(η,∞) ⊂ ρ(−T−). Da (η,∞) auch bezüglich T+ positiven Typs ist, folgt, dass

(η,∞) positiven Typs bezüglich der orthogonalen Summe Ã ist. Analog zeigt man,

dass es η′ > 0 gibt, so dass das Intervall (−∞,−η′) negativen Typs bezüglich Ã

ist. Damit ist gezeigt, dass (a) für den Operator Ã gilt.
Aus der obigen Argumentation folgt insbesondere, dass das Intervall (−µ,∞)

– mit eventueller Ausnahme einer abzählbaren Menge von Punkten, die sich
höchstens bei −µ häuft – positiven Typs ist bezüglich Ã. Diese Ausnahmepunkte



1.3 Störungen lokal definisierbarer Operatoren 29

sind entweder Eigenwerte von −T− oder Spektralpunkte von JdTd, die nicht po-
sitiven Typs sind. Wegen (−µ,∞) ∩ σess(−T−) = ∅ und da (0,∞) vom Typ π+

bezüglich JdTd ist, folgt aus

ker(Ã− λ) = ker(T+ − λ)⊕ ker(−T− − λ)⊕ ker(JdTd − λ)

und Lemma 1.10, dass die oben genannten Ausnahmepunkte Spektralpunkte vom
Typ π+ von Ã sind. Genauso zeigt man, dass (−∞, µ) vom Typ π− bezüglich Ã ist.

Schließlich gilt (c) für Ã, da das nichtreelle Spektrum von Ã aus den endlich vielen
nichtreellen Eigenwerten von JdTd besteht. Diese haben nach Satz 1.24 endliche
algebraische Vielfachheiten.

Schritt 3: Es ist nach den obigen Ausführungen klar, dass ρ(A)∩ρ(Ã) nichtleer

ist. Da Ã und A auf dom(JS) übereinstimmen und

dim(dom Ã/ dom(JS)) = dim(dom T̃ / domS) = n±(S) <∞,

folgt
dim ran

(
(A− λ)−1 − (Ã− λ)−1

)
≤ n±(S) <∞

für alle λ ∈ ρ(A)∩ρ(Ã) (siehe (1.17)). Satz 1.20(a) impliziert nun, dass A ebenfalls
über C\[µ,−µ] definisierbar ist, und aus Satz 1.20(b) folgt, dass A nichtnegativ in
einer Umgebung von∞ ist. Dass das Intervall (−µ,∞) vom Typ π+ und (−∞, µ)
vom Typ π− bezüglich A ist, ist eine Konsequenz aus [3, Theorem 19] (siehe
auch [4, Theorem 2.1]). Die nichtreellen Spektralpunkte von A haben als Pole

der Resolvente von A und wegen σess(Ã) ∩ (C \ R) = ∅ endliche algebraische
Vielfachheiten.

Bemerkung 1.26. Obwohl der Definisierbarkeitsbereich des Operators A in Satz
1.25 im Allgemeinen nicht größer ist als C \ [µ,−µ], gibt es bereits einfache Bei-
spiele, in denen dies jedoch der Fall ist. Beispielsweise sei µ ein isolierter Eigenwert
von T unendlicher Vielfachheit und (µ,−µ] ∈ ρ(T ). Dann sieht man mit den im

Beweis von Satz 1.25 verwendeten Methoden, dass der Operator Ã aus (1.20) defi-
nisierbar ist (über C). Demnach ist auch A definisierbar. Eine weitere Situation, in
der das Resultat verbessert werden kann, ist gegeben, wenn z. B. µ = minσess(T+)
und τ := minσess(T−) > µ. Dabei sind T+ und T− die im Beweis von Satz 1.25 ein-
geführten selbstadjungierten Operatoren in H+ bzw. H−. Man zeigt dann leicht,
dass Ã definisierbar ist über C \ [µ,−τ ] (oder über C, falls τ > −µ).

Ist entweder H− = {0} oder H+ = {0}, dann kann das Ergebnis von Satz
1.25 erheblich verbessert werden, wenn die dortige Bedingung (iii) durch eine
etwas stärkere ersetzt wird. Wir betonen, dass dann die Voraussetzung ρ(A) 6= ∅
fallengelassen werden kann.
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Korollar 1.27. Es seien T und A wie in Satz 1.25 und µ := µ(T ) ≤ 0. Ferner
seien H+ ⊂ K+ (H− ⊂ K−) und Hd abgeschlossene Unterräume, so dass

K = H+ ⊕Hd (bzw. K = H− ⊕Hd)

gilt. Desweiteren gebe es Unterräume Gi ⊂ domT ∩ Hi, i ∈ {+, d} (bzw. i ∈
{−, d}), mit den Eigenschaften

(i)± dim(domT/(G+ ⊕ Gd)) <∞ (bzw. dim(domT/(G− ⊕ Gd)) <∞),

(ii)± T G+ ⊂ H+ (bzw. T G− ⊂ H−), T Gd ⊂ Hd,

(iii)± σess(T � Gd) ∩ [µ,−µ] = ∅.

Dann ist A ist definisierbar (über C) und nichtnegativ in einer Umgebung von ∞.

Beweis. Wir benutzen dieselben Symbole wie im Beweis von Satz 1.25. Es sei
H− = {0}. Den Fall H+ = {0} behandelt man analog. Nach Satz 1.11 müssen

wir nur nachweisen, dass der Operator Ã = T+ ⊕ JdTd über eine Umgebung
von [µ,−µ] definisierbar ist. Nach Voraussetzung (iii)+ gibt es ε > 0, so dass
σess(Td) ∩ (−∞,−µ+ ε] = ∅. Und Satz 1.24(iv) impliziert

σess(JdTd) ∩ [µ− ε,−µ+ ε] = ∅.

Das bedeutet aber, dass das Spektrum von JdTd in (µ−ε,−µ+ε) aus endlich vielen
Eigenwerten besteht. Die Behauptung folgt nun mit derselben Argumentation wie
im Beweis von Satz 1.25.

1.4 Störungen gleichmäßig positiver Operatoren

Ein selbstadjungierter Operator A im Kreinraum K heißt gleichmäßig positiv,
falls es ein γ > 0 gibt, so dass [Af, f ] ≥ γ‖f‖2 für alle f ∈ domA gilt. Dies
ist offenbar gleichbedeutend damit, dass A nichtnegativ und stetig invertierbar
ist. Insbesondere ist das Spektrum von A reell, und der einzig mögliche kritische
Punkt von A ist der Punkt ∞.

Das Hauptergebnis dieses Unterabschnittes ist der folgende Satz, welcher zeigt,
dass die Nichtnegativität in einer Umgebung von ∞ eines gleichmäßig positiven
Operators in K unter beliebigen beschränkten Störungen stabil ist, falls ∞ kein
singulärer kritischer Punkt des Operators ist. Wir bemerken, dass bereits in [6]
gezeigt wird, dass das nichtreelle Spektrum des gestörten Operators beschränkt
ist. Die von uns verwendeten Methoden sind zu einem großen Teil aus [6] adaptiert.
Wir geben hier dennoch einen kompletten Beweis an, da wir die entsprechenden
Abschätzungen aus [6] für den Beweis der zusätzlichen Aussagen benötigen.
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Satz 1.28. Es sei A ein selbstadjungierter Operator im Kreinraum K, und es
gebe einen Operator B ∈ B(K) mit B = B+, so dass C := A+B ein gleichmäßig
positiver Operator ist und ∞ kein singulärer kritischer Punkt von C. Dann ist
A nichtnegativ in einer Umgebung von ∞, und ∞ ist kein singulärer kritischer
Punkt von A.

Beweis. Es sei E die Spektralfunktion von C. Da ∞ kein singulärer kritischer
Punkt von C ist, sind die Projektionen E(R+) und E(R−) definiert, und es gilt

K = E(R+)K [u]E(R−)K.

Bezüglich dieser Zerlegung ist dann

domA = domC =
(

domA ∩ E(R+)K
)

[u]
(

domA ∩ E(R−)K
)
,

und mit C± := C �E(R±)K gilt

C =

(
C+ 0
0 C−

)
.

Dabei ist σ(C±) ⊂ R±. Desweiteren definieren wir den Operator

J̃ :=

(
I 0
0 −I

)
.

Da (E(R±)K,±[· , ·]) Hilberträume sind, ist J̃ eine Fundamentalsymmetrie von
(K, [· , ·]). Zudem sieht man leicht, dass C selbstadjungiert ist im Hilbertraum
(K, (· , ·)∼), wobei

(f, g)∼ := [J̃f, g] = (JJ̃f, g), f, g ∈ K.

Die von (· , ·)∼ erzeugte Norm auf K bezeichnen wir mit ‖ · ‖∼. Die Normen ‖ · ‖
und ‖ · ‖∼ sind dann äquivalent (siehe z. B. [2]). Daher ist B im Hilbertraum
(K, (· , ·)∼) beschränkt und erlaubt somit eine Darstellung

B =

(
B11 B12

B21 B22

)
mit jeweils beschränkten Operatoren Bij, i, j = 1, 2.

Es sei nun λ ∈ C mit Reλ ≥ 0 und

|λ| > τ := 2 max{1, ‖B21‖∼}+ ‖B22‖∼.
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Wegen dist(λ, σ(C−)) > τ und der Selbstadjungiertheit von C− im Hilbertraum
(E(R−)K, (· , ·)∼) gilt

‖(C− − λ)−1‖∼ =
1

dist(λ, σ(C−))
<

1

τ
.

Weiter gilt

‖B22(C− − λ)−1‖∼ <
‖B22‖∼

τ
< 1.

Daher ist I −B22(C− − λ)−1 ein stetig invertierbarer Operator in E(R−)K mit∥∥∥(I −B22(C− − λ)−1
)−1
∥∥∥
∼
≤ 1

1− ‖B22(C− − λ)−1‖∼
≤ 1

1− ‖B22‖∼
τ

.

Damit ist auch

C− −B22 − λ =
(
I −B22(C− − λ)−1

)
(C− − λ)

stetig invertierbar in E(R−)K, und nach der Wahl von τ gelten∥∥(C− −B22 − λ)−1
∥∥
∼ ≤

1

τ
· 1

1− ‖B22‖∼
τ

=
1

τ − ‖B22‖∼
≤ 1

2
(1.22)

sowie ∥∥(C− −B22 − λ)−1B21

∥∥
∼ ≤

‖B21‖∼
τ − ‖B22‖∼

≤ 1

2
. (1.23)

Es sei f ∈ domA beliebig. Wir setzen dann g := (A− λ)f = (C −B − λ)f sowie
f± := E(R±)f ∈ domA, g± := E(R±)g. Dann gilt g− = −B21f+ + (C− − B22 −
λ)f−, also

f− = (C− −B22 − λ)−1(g− +B21f+).

Mit (1.22) und (1.23) und wegen ‖v‖2
∼ = ‖E(R+)v‖2

∼ + ‖E(R−)v‖2
∼ für v ∈ K

folgt

‖f−‖∼ ≤
1

2
‖g−‖+

1

2
‖f+‖ ≤

1

2
‖(A− λ)f‖∼ +

1

2
‖f‖∼ .

Quadrieren wir dies, so ergibt sich

‖f−‖2
∼ ≤

1

4
‖(A− λ)f‖2

∼ +
1

2
‖(A− λ)f‖∼‖f‖∼ +

1

4
‖f‖2

∼ .

Und damit

[f, f ] = ‖f+‖2
∼ − ‖f−‖2

∼ = ‖f‖2
∼ − 2‖f−‖2

∼

≥ 1

2
‖f‖2

∼ −
1

2
‖(A− λ)f‖2

∼ − ‖(A− λ)f‖∼‖f‖∼ .
(1.24)
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Anhand der obigen Ungleichung sieht man leicht, dass für alle λ ∈ C mit Reλ ≥ 0
und |λ| > τ gilt:

f ∈ domA, ‖(A− λ)f‖∼ ≤ (
√

5− 2)‖f‖∼ =⇒ [f, f ] ≥ (
√

5− 2)‖f‖2
∼.

Daraus folgt

{λ ∈ C : |λ| > τ, Reλ ≥ 0} ∩ σap(A) ⊂ σ+(A).

Auf analoge Weise zeigt man, dass es ein ρ > 0 gibt, so dass

{λ ∈ C : |λ| > ρ, Reλ ≤ 0} ∩ σap(A) ⊂ σ−(A).

Und wegen σ+(A) ∪ σ−(A) ⊂ R hat der Operator A die folgenden spektralen
Eigenschaften (R := max{τ, ρ}):

(a) (C \ R) \BR(0) ⊂ ρ(A).

(b) (R,∞) ist positiven Typs bezüglich A.

(c) (−∞,−R) ist negativen Typs bezüglich A.

Für die Nichtnegativität von A in einer Umgebung von ∞ bleibt zu zeigen, dass
die Resolvente von A das in (1.5) angegebene Wachstum hat. Dazu seien λ ∈
(C \ R) \BR(0) und f ∈ domA. Es gilt dann (siehe (1.24))∣∣[f, f ]

∣∣ ≥ 1

2
‖f‖2

∼ −
1

2
‖(A− λ)f‖2

∼ − ‖(A− λ)f‖∼‖f‖∼ .

Andererseits gilt auch∣∣(Imλ)[f, f ]
∣∣ =

∣∣ Im [λf, f ]
∣∣ =

∣∣ Im [(λ− A)f, f ]
∣∣ ≤ ‖(A− λ)f‖∼‖f‖∼ ,

und es folgt

‖(A− λ)f‖2
∼ + 2

(
1 +

1

| Imλ|

)
‖(A− λ)f‖∼‖f‖∼ − ‖f‖2

∼ ≥ 0.

Wir setzen t := 1 + 1
| Imλ| und stellen fest, dass die quadratische Gleichung x2 +

2t‖f‖∼x − ‖f‖2
∼ = 0 eine negative Nullstelle und die positive Nullstelle x =

a(λ)‖f‖∼ hat, wobei a(λ) =
√

1 + t2 − t. Also folgt ‖(A− λ)f‖∼ ≥ a(λ)‖f‖∼ für
alle f ∈ domA. Demnach gilt

‖(A− λ)−1‖∼ ≤
1

a(λ)
.
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Und wegen

1

a(λ)
=

1√
1 + t2 − t

=
| Imλ|(

√
1 + t2 + t)

| Imλ|

=

√
| Imλ|2 + (1 + | Imλ|)2 + | Imλ|+ 1

| Imλ|

≤ | Imλ|+ (1 + | Imλ|) + | Imλ|+ 1

| Imλ|

≤ 3
1 + |λ|
| Imλ|

≤ 3
(1 + |λ|)2

| Imλ|2

folgt die Gültigkeit von (1.5) mit M = 3 und m = 2 für alle λ ∈ (C \R) \BR(0).

Es seien EA die Spektralfunktion von A auf R \ [−R,R], r > R und P :=
EA(R \ (−r, r)). Wir müssen zeigen, dass ∞ kein singulärer kritischer Punkt des
in (PK, [· , ·]) definisierbaren Operators Ar := A�PK ist. Dazu setzen wir

W := P (J̃ �PK) ∈ B(PK).

Es sei f ∈ domAr. Wegen P domA ⊂ domA ist dann f ∈ domA und damit
J̃f ∈ domA, denn J̃ domA ⊂ domA. Also ist Wf = P J̃f ∈ domAr. Des-
weiteren gilt für f ∈ PK: [Wf, f ] = [P J̃f, f ] = [J̃f, f ] = ‖f‖2

∼. Also existiert
ein gleichmäßig positiver und beschränkter Operator W im Kreinraum PK mit
W domAr ⊂ domAr. Nach [21, Theorem 3.2(iii)] impliziert dies, dass der Punkt
∞ kein singulärer kritischer Punkt von Ar ist.

Das folgende Korollar stellt eine Verallgemeinerung von [21, Theorem 3.2] dar.

Korollar 1.29. Es sei A ein selbstadjungierter Operator im Kreinraum (K, [· , ·]).
Gibt es ein (nicht notwendig positives) γ ∈ R, so dass [Af, f ] ≥ γ‖f‖2 für al-
le f ∈ domA gilt, und einen gleichmäßig positiven Operator W ∈ B(K) mit
W domA ⊂ domA, dann ist A nichtnegativ in einer Umgebung von ∞, und ∞
ist kein singulärer kritischer Punkt von A.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein η ≥ 0, so dass C := A+ ηJ gleichmäßig
positiv ist. Es ist nun eine Folge aus domC = domA sowie der Existenz des
Operators W und [21, Theorem 3.2], dass der Punkt ∞ kein singulärer kritischer
Punkt von C ist. Also erfüllt der Operator A die Bedingungen von Satz 1.28.
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1.5 Randtripel

Im folgenden führen wir in Kürze in die Theorie der Randtripel ein und ge-
ben einen Überblick über deren elementare Eigenschaften. Anschließend bewei-
sen wir zwei Aussagen über die Weylfunktion eines Randtripels, die in Abschnitt
2 benötigt werden. Das Konzept der Randtripel stellt einen modernen Zugang
zur Erweiterungstheorie symmetrischer Operatoren in Hilbert- und Kreinräumen
bereit (siehe z. B. [28], [29], [30], [31], [40]).

Definition 1.30. Es sei S ein abgeschlossener und dicht definierter symmetrischer
Operator im Kreinraum K. Ein Tripel {G,Γ0,Γ1}, bestehend aus einem Hilbert-
raum G und linearen Abbildungen Γ0,Γ1 : dom S+ → G, heißt Randtripel für S+,
falls die Abbildung Γ :=

(
Γ0
Γ1

)
: dom S+ → G × G surjektiv ist und die abstrakte

Green’sche Identität

[S+f, g]− [f, S+g] = (Γ1f,Γ0g)G − (Γ0f,Γ1g)G, f, g ∈ dom S+,

gilt.

Ist S ein abgeschlossener und dicht definierter symmetrischer Operator im
Kreinraum (K, [· , ·]), dann existiert ein Randtripel für S+ genau dann, wenn S eine
selbstadjungierte Erweiterung A hat. Ist nämlich {G,Γ0,Γ1} ein Randtripel für
S+, dann sind die Operatoren S+�ker Γj, j = 0, 1, selbstadjungierte Erweiterungen
von S. Für die Umkehrung beachte man, dass der Operator JS symmetrisch im
Hilbertraum (K, (· , ·)) ist und selbstadjungierte Erweiterungen besitzt. Nach [29,
Proposition 2.2] existiert daher ein Randtripel für (JS)∗ = S∗J . Man erkennt nun
leicht, dass dieses auch ein Randtripel für S+ = J(JS)∗ ist.

Für den Rest dieses Unterabschnittes seien S ein abgeschlossener und dicht
definierter symmetrischer Operator in (K, [· , ·]) und {G,Γ0,Γ1} ein Randtripel
für S+. Ferner nehmen wir an, dass die Resolventenmenge der selbstadjungierten
Erweiterung

A0 := S+ �ker Γ0

von S nichtleer sei. In [28] wird gezeigt, dass die linearen Operatoren

Γj �ker(S+ − λ) : ker(S+ − λ)→ G, j = 0, 1,

für λ ∈ ρ(A0) beschränkt sind. Desweiteren ist leicht einzusehen, dass Γ0 �ker(S+−
λ) sogar beschränkt invertierbar ist. Daher ist die folgende Definition des γ-Feldes
und der Weylfunktion des Randtripels {G,Γ0,Γ1} sinnvoll:

γ : ρ(A0)→ B(G,K), γ(λ) := (Γ0 �ker(S+ − λ))−1, λ ∈ ρ(A0)

und
M : ρ(A0)→ B(G), M(λ) := Γ1γ(λ), λ ∈ ρ(A0).
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Im folgenden Lemma fassen wir die wichtigsten Eigenschaften von γ-Feld und
Weylfunktion zusammen (siehe auch [28]).

Lemma 1.31. Die Resolventenmenge des Operators A0 := S+ �ker Γ0 sei nicht-
leer. Für das γ-Feld γ und die Weylfunktion M des Randtripels {G,Γ0,Γ1} und
alle λ, µ ∈ ρ(A0) gelten dann die folgenden Aussagen:

(i) γ(λ) = [1 + (λ− µ)(A0 − λ)−1]γ(µ);

(ii) γ(λ)+ = Γ1(A0 − λ)−1;

(iii) M(λ)−M(µ)∗ = (λ− µ)γ(µ)+γ(λ);

(iv) M(λ)∗ = M(λ);

(v) Ist (K, [· , ·]) ein Hilbertraum, dann gilt Imλ · Im M(λ) ≥ 0;

(vi) M(λ) = Re M(µ) + γ(µ)+[(λ− Re µ) + (λ− µ)(λ− µ)(A0 − λ)−1]γ(µ);

(vii) M und γ sind holomorph auf ihrem Definitionsbereich ρ(A0).

Beweis. Sei x ∈ G. Setze g := γ(µ)x und h := g + (λ− µ)(A0 − λ)−1g. Dann ist
g ∈ ker(S+ − µ), also h ∈ ker(S+ − λ). Aus h − g ∈ dom(A0) = ker Γ0 folgt nun
Γ0h = x und folglich h = γ(λ)x. Das zeigt (i). Für (ii) wählen wir x ∈ G, f ∈ K
und setzen h := γ(λ)x sowie g := (A0 − λ)−1f . Wegen g ∈ dom A0 = ker Γ0 und
S+g = f + λg, folgt (ii) dann aus

(x,Γ1g)G = (Γ0h,Γ1g)G = [h, S+g]− [S+h, g] = [h, f ].

Die Aussage (iii) folgt aus direkter Anwendung der abstrakten Green’schen Iden-
tität, (iv) und (v) folgen aus (iii), und (vi) kann wie folgt eingesehen werden:

M(λ)
(iii)
= M(µ)∗ + (λ− µ)γ(µ)+γ(λ)

(i)
= Re M(µ)− i Im M(µ) + (λ− µ)γ(µ)+

(
1 + (λ− µ)(A0 − λ)−1

)
γ(µ)

(iii)
= Re M(µ) + γ(µ)+

[
−i Im µ+ (λ− µ)

(
1 + (λ− µ)(A0 − λ)−1

)]
γ(µ).

Die Holomorphie von M und γ auf ρ(A0) folgt aus der Holomorphie der Resolvente
von A0 und den Beziehungen in (i) und (iii) (oder (vi)).

Es sei H ein Hilbertraum. Eine lineare Relation in H ist ein Unterraum von
H×H. Jeder lineare Operator in H kann über seinen Graphen mit einer linearen
Relation in H identifiziert werden. Demnach ist der Begriff der linearen Relation
eine Verallgemeinerung des Operatorbegriffs. In Analogie zu linearen Operatoren
kann man Definitionsbereich, Kern und Bildbereich sowie Summe und Produkt
linearer Relationen definieren, siehe z.B. [33, S. 146]. Die Inverse einer linearen
Relation R ist stets definiert:

R−1 :=

{(
y

x

)
:

(
x

y

)
∈ R

}
.
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Dabei schreiben wir Elemente aus H×H als Spaltenvektoren. Wie für Operatoren
besteht die Resolventenmenge ρ(R) einer linearen Relation R in H aus allen λ ∈
C, für die die Relation (R − λI)−1 ein Element von B(H) ist. Punktspektrum,
kontinuierliches Spektrum und Residualspektrum von R werden ebenfalls analog
zum Operatorfall definiert. Die Adjungierte einer linearen Relation R in H ist
definiert durch

R∗ =

{(
u

v

)
∈ H ×H : (y, u)H = (x, v)H ∀

(
x

y

)
∈ R

}
.

Die lineare Relation R heißt symmetrisch (selbstadjungiert), falls R ⊂ R∗ (bzw.
R = R∗) gilt. Für eine Einführung in die Theorie der linearen Relationen in
Hilbert- und Kreinräumen verweisen wir auf das Buch [20] und die Arbeit [33].

Es ist nicht schwer zu sehen (siehe auch [28]), dass alle abgeschlossenen Erwei-
terungen A von S in K mit A ⊂ S+ via Θ 7→ AΘ parametrisiert werden können,
wobei Θ alle abgeschlossenen linearen Relationen in G durchläuft und AΘ die
Einschränkung von S+ auf

dom(AΘ) := {f ∈ dom(S+) : Γf ∈ Θ}

ist. Desweiteren ist die Erweiterung AΘ von S genau dann selbstadjungiert, wenn
die lineare Relation Θ (im Hilbertraum G) selbstadjungiert ist.

Die folgende Proposition zeigt, dass die spektralen Eigenschaften der in S+

enthaltenen abgeschlossenen Erweiterungen von S eng zusammenhängen mit der
Weylfunktion M . Die Krein’sche Resolventenformel ist dabei als Gleichung von
Relationen aufzufassen. Da sie in dieser Form eine Verallgemeinerung der üblichen
Formel darstellt (siehe z.B. [28]), geben wir hier einen Beweis an.

Proposition 1.32. Für jede abgeschlossene Relation Θ in G, jedes λ ∈ ρ(A0) und
jedes i ∈ {p, c, r} gilt

λ ∈ σi(AΘ) genau dann, wenn 0 ∈ σi(Θ−M(λ)). (1.25)

Desweiteren gilt für λ ∈ ρ(A0) die Krein’sche Resolventenformel:

(AΘ − λ)−1 = (A0 − λ)−1 + γ(λ)
(
Θ−M(λ)

)−1
γ(λ)+. (1.26)

Beweis. Es sei λ ∈ ρ(A0). Wir werden zunächst (1.26) zeigen. Mit T bezeichnen
wir die lineare Relation auf der rechten Seite von (1.26). Nach Lemma 1.31(ii) gilt

T =
(
I + γ(λ)

(
Θ−M(λ)

)−1
Γ1

)
(A0 − λ)−1.
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Sei f̂ =
(
f
f ′

)
∈ K × K. Man sieht leicht, dass f̂ ∈ T gleichbedeutend ist mit der

Existenz von ( xy ) ∈ Θ mit

f ′ = (A0 − λ)−1f + γ(λ)x und Γ1f
′ = y. (1.27)

Sei f̂ ∈ T . Dann existiert also ( xy ) ∈ Θ, so dass (1.27) gilt. Wegen Γ0f
′ = Γ0(A0−

λ)−1f + Γ0γ(λ)x = Γ0γ(λ)x = x folgt Γf ′ = ( xy ) ∈ Θ. Also ist f ′ ∈ domAΘ und
(AΘ − λ)f ′ = (S+ − λ)f ′ = f + (S+ − λ)γ(λ)x = f . Das zeigt f̂ ∈ (AΘ − λ)−1.
Umgekehrt sei f̂ ∈ (AΘ−λ)−1, d. h. Γf ′ ∈ Θ und (S+−λ)f ′ = f . Setze x := Γ0f

′

und y := Γ1f
′. Dann ist ( xy ) ∈ Θ. Wegen Γ0(f ′ − γ(λ)x) = 0 ist f ′ − γ(λ)x ∈

dom(A0). Daher folgt

(A0 − λ)(f ′ − γ(λ)x) = (S+ − λ)(f ′ − γ(λ)x) = (S+ − λ)f ′ = f.

Damit ist (1.26) bewiesen. Um (1.25) für λ ∈ ρ(A0) zu beweisen, zeigen wir

(i) λ ∈ ρ(AΘ) ⇐⇒ 0 ∈ ρ(Θ−M(λ)),

(ii) λ ∈ σp(AΘ) ⇐⇒ 0 ∈ σp(Θ−M(λ)),

(iii) λ ∈ σr(AΘ) ⇐⇒ 0 ∈ σr(Θ−M(λ)).

Die Implikation ”⇐” in (i) ist nach (1.26) klar. Sei λ ∈ ρ(AΘ). Dann folgt mit
(1.26)

Γ0

(
(AΘ − λ)−1 − (A0 − λ)−1

)
= (Θ−M(λ))−1 γ(λ)+,

woraus folgt, dass (Θ−M(λ))−1 der Graph eines Operators ist. Da (Θ−M(λ))−1

offenbar eine abgeschlossene lineare Relation ist, bleibt nach dem Satz vom abge-
schlossenen Graphen lediglich zu zeigen, dass der Definitionsbereich dieses Ope-
rators ganz G ist. Sei x ∈ G beliebig. Wähle dann ein f ∈ dom(S+) mit Γ0f = 0
und Γ1f = x, und setze g := (AΘ−λ)−1(S+−λ)f . Dann folgt g−f ∈ ker(S+−λ)
und mit z := Γ0g gilt(

z

x+M(λ)z

)
=

(
Γ0g

Γ1f + Γ1γ(λ)Γ0(g − f)

)
= Γg.

Wegen g ∈ dom(AΘ) folgt daraus (
z

x+M(λ)z ) ∈ Θ, und deshalb ( zx ) ∈ Θ −M(λ).

Insbesondere gilt x ∈ dom (Θ−M(λ))−1.
Die Aussage (ii) folgt mit der Beziehung

x ∈ ker(Θ−M(λ)) ⇐⇒ γ(λ)x ∈ ker(AΘ − λ),

die mithilfe von (1.26) leicht verifiziert werden kann. (iii) ist schließlich eine
Konsequenz aus (ii): sei λ ∈ σr(AΘ). Dann ist λ ∈ σp(AΘ), was nach (ii) 0 ∈
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σp(Θ −M(λ)) = σp((Θ −M(λ))∗) impliziert. Daraus folgt 0 ∈ σr(Θ −M(λ)) ∪
σp(Θ −M(λ)). Aber 0 ∈ σp(Θ −M(λ)) ist nach (ii) unmöglich. Die Implikation
”⇐” in (iii) wird analog bewiesen.

Der nun folgende Satz 1.33 zeigt, dass in der Weylfunktion die Vorzeicheneigen-
schaften des selbstadjungierten Operators A0 verschlüsselt sind. Wir bemerken,
dass Satz 1.33 auch aus [47, Proposition 3.4] folgt.

Satz 1.33. Es sei λ0 ∈ σ+(A0) (λ0 ∈ σ−(A0)). Dann gibt es eine C-offene Um-
gebung U von λ0 mit U \ R ⊂ ρ(A0). Für jede Folge (λn) ⊂ C+ ∩ U mit λn → λ0

für n→∞ und alle x ∈ G gilt dann

lim inf
n→∞

Im
(
M(λn)x, x

)
G ≥ 0

(
bzw. lim sup

n→∞
Im
(
M(λn)x, x

)
G ≤ 0

)
.

Beweis. Wir zeigen den Satz nur für λ0 ∈ σ+(A0). Die Existenz der Umgebung
U folgt aus der Offenheit von σ+(A0) und σ−(A0) in σ̃(A0), siehe [3, Lemma 2].
Wir nehmen das Gegenteil der zweiten Behauptung an. Dann gibt es x ∈ G, eine
Folge (λn) ⊂ C+ ∩ U mit λn → λ0 für n→∞ und ein ε > 0, so dass

Im
(
M(λn)x, x

)
G ≤ −ε

für alle n ∈ N gilt. Nach Lemma 1.31 ist M(λn)−M(λn)∗ = (λn−λn)γ(λn)+γ(λn),
und damit

(Imλn) · [γ(λn)x, γ(λn)x] ≤ −ε

für alle n ∈ N. Daraus folgt insbesondere [gn, gn] → −∞ für n → ∞, wobei
gn := γ(λn)x. Mit P± bezeichnen wir die (· , ·)-Orthogonalprojektionen auf K±.
Dann gelten

[gn, gn] = ‖P+gn‖2 − ‖P−gn‖2 und ‖gn‖2 = ‖P+gn‖2 + ‖P−gn‖2.

Also konvergiert ‖P−gn‖ bestimmt gegen +∞ und somit auch ‖gn‖. Sei λ ∈
ρ(A0) ∩ C− fest. Wir definieren die Vektoren

fn :=
gn − γ(λ)x

|λn − λ|‖gn‖
∈ domS+.

Wegen Γ0γ(µ)x = x für µ ∈ ρ(A0) ist fn ∈ ker Γ0 = domA0. Ist λ0 6= ∞, dann
gilt ‖fn‖ → 1/|λ0 − λ|, und

(A0 − λ0)fn = (S+ − λ0)fn =
λn − λ0

|λn − λ|
· gn
‖gn‖

− λ− λ0

|λn − λ|‖gn‖
γ(λ)x
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konvergiert gegen Null für n→∞. Ist λ0 =∞, dann gelten fn → 0 und ‖A0fn‖ →
1 für n→∞. Aufgrund von λ0 ∈ σ+(A0) folgt

lim inf
n→∞

[fn, fn] > 0, falls λ0 6=∞

lim inf
n→∞

[A0fn, A0fn] > 0, falls λ0 =∞.

Für die Vektoren

hn :=
gn

|λn − λ|‖gn‖
und kn :=

λngn
|λn − λ|‖gn‖

gilt jedoch ‖hn − fn‖ → 0, falls λ0 6= ∞, und ‖kn − A0fn‖ → 0 für n → ∞, falls
λ0 =∞. Damit folgt

lim inf
n→∞

[gn, gn]

|λn − λ|2‖gn‖2
= lim inf

n→∞
[hn, hn] = lim inf

n→∞
[fn, fn] > 0,

falls λ0 6=∞, und

lim inf
n→∞

|λn|2[gn, gn]

|λn − λ|2‖gn‖2
= lim inf

n→∞
[kn, kn] = lim inf

n→∞
[A0fn, A0fn] > 0,

falls λ0 = ∞, was in beiden Fällen im Widerspruch steht zu [gn, gn] → −∞ für
n→∞.

Es seien X ein Banachraum und F : O → X eine analytische Funktion, defi-
niert auf der offenen Menge O ⊂ C. Wir sagen, F lasse sich analytisch fortsetzen
in λ ∈ C\O, falls es eine zusammenhängende offene Umgebung U ⊂ C von λ mit
U ∩O 6= ∅ und eine analytische Funktion G : O∪U → X gibt, so dass G�O = F .
Wir bezeichnen die Vereinigung von O und der Menge aller Punkte, in die sich F
analytisch fortsetzen lässt, mit ρ̃(F ):

ρ̃(F ) := O ∪ {λ ∈ C : F lässt sich in λ analytisch fortsetzen }.

Diese Menge ist offenbar offen in C. Wir nennen sie den Holomorphiebereich von
F . In Analogie zu Operatoren definieren wir noch ρ(F ) := ρ̃(F ) \ {∞}.

Offensichtlich ist ρ(A0) als Definitionsbereich von M in ρ(M) enthalten. Im
folgenden zeigen wir anhand eines einfachen Beispiels, dass ρ(M) größer sein kann
als ρ(A0). Dazu nehmen wir an, es gelte dim(A0/S) = 1 und dass λ0 ∈ R ein
einfacher isolierter Eigenwert von A0 sei, der gleichzeitig auch ein Eigenwert von
S ist. Dann ist ker(A0 − λ0) = ker(S − λ0) = span{f0} mit einem Vektor f0. Da
die Riesz-Dunford-Spektralprojektion E von A0 bezüglich λ0 selbstadjungiert ist,
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folgt [f0, f0] 6= 0. Also ist K = span{f0} [u]K1 mit K1 = (I −E)K. Für beliebiges
λ ∈ ρ(A0) und g ∈ ker(S+ − λ) gilt

(λ0 − λ)[f0, g] = [Sf0, g]− [f0, S
+g] = 0.

Daraus folgt g ∈ K1, und wegen λ0 ∈ ρ(A0 �K1), lässt sich die Abbildung λ 7→
(A0 − λ)−1g analytisch nach λ0 fortsetzen. Mit Lemma 1.31(vi) folgt λ0 ∈ ρ(M).

Wir bemerken, dass der Spektralraum ker(A0−λ0) von A0 im obigen Beispiel
nicht enthalten ist in der abgeschlossenen linearen Hülle der Defekträume von S:

ker(A0 − λ0) ∩ c.l.s. {ker(S+ − λ) : λ ∈ ρ(A0)} = {0}.

Insbesondere ist der Operator S nicht A0-einfach gemäß der folgenden Definition.

Definition 1.34. Es seien S ein abgeschlossener und dicht definierter symmetri-
scher Operator in (K, [· , ·]) und A eine selbstadjungierte Erweiterung von S. Der
Operator S heißt einfach bezüglich der selbstadjungierten Erweiterung A (oder
auch kurz A-einfach), wenn

K = c. l. s.{ker(S+ − λ) : λ ∈ ρ(A)}.

Der Operator S heißt einfach, wenn er einfach ist bezüglich aller seiner selbstad-
jungierten Erweiterungen.

Ist der Operator S also nicht A0-einfach, dann ist es möglich, dass ρ(A0) 6=
ρ(M) gilt. In der folgenden Proposition wird eine lokale Variante der A0-Einfach-
heit vorausgesetzt. Wie schon Satz 1.33 ist auch sie eine Folge aus [47, Proposition
3.4] (mit κ±(∆0, G) = κ±((E(∆0, A)K, [· , ·])) = l = 0). Wir geben hier einen
elementaren Beweis an, der sich stark an Techniken aus [32] orientiert.

Proposition 1.35. Der Operator A0 sei definisierbar über Ω ⊂ C, und E be-
zeichne die lokale Spektralfunktion von A0. Ist die Inklusion

c.l.s. {E(∆)K : ∆ ∈ B(A,Ω)} ⊂ c.l.s. {ker(S+ − λ) : λ ∈ ρ(A0)}, (1.28)

erfüllt, dann gilt
ρ̃(M) ∩ Ω = ρ̃(A0) ∩ Ω.

Beweis. Für λ, µ, ν ∈ ρ(A0) mit λ 6= ν, λ 6= µ und ν 6= µ gilt (siehe Lemma 1.31)

M(λ)−M(µ)

λ− µ
= γ(µ)+

(
I + (λ− ν)(A0 − λ)−1

)
γ(ν)

= γ(µ)+γ(ν) + (λ− ν)γ(µ)+(A0 − λ)−1γ(ν)

=
M(ν)−M(µ)

ν − µ
+ (λ− ν)γ(µ)+(A0 − λ)−1γ(ν),
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und daher

γ(µ)+(A0 − λ)−1γ(ν) =
M(λ)−M(µ)

(λ− ν)(λ− µ)
− M(ν)−M(µ)

(λ− ν)(ν − µ)
.

Folglich ist die Funktion

Gµ,ν(λ) := γ(µ)+(A0 − λ)−1γ(ν), λ ∈ ρ(A0),

für alle µ, ν ∈ ρ(A0) holomorph auf ρ(M) fortsetzbar.
Wir nehmen an, es gäbe einen Punkt

λ0 ∈ ρ(M) ∩ Ω ∩ σ(A0) ∩ (C \ R).

Zu µ, ν ∈ ρ(A0) wählen wir dann eine offene Kreisscheibe C mit Mittelpunkt λ0,
so dass C ∩ σ(A0) = {λ0}. Wegen λ0 ∈ ρ(M) gilt dann

[E({λ0})γ(ν)x, γ(µ)y] = − 1

2πi

∫
∂C

[
(A0 − λ)−1γ(ν)x, γ(µ)y

]
dλ

= − 1

2πi

∫
∂C

(
Gµ,ν(λ)x, y

)
G dλ

= 0

für beliebige x, y ∈ G. Damit folgt

[E({λ0, λ0})γ(ν)x, γ(µ)y] = 0

für alle µ, ν ∈ ρ(A0) und alle x, y ∈ G. Nach (1.28) ist E({λ0, λ0})K neutral. Da
dieser Raum aber ein Kreinraum ist, ergibt sich ein Widerspruch zu λ0 ∈ σ(A0).

Für die Behandlung reeller Punkte nehmen wir an, es gäbe einen Punkt

λ0 ∈ ρ(M) ∩ Ω ∩ σ(A0) ∩ R.

Dann gibt es eine offene Umgebung U von λ0 mit U ⊂ ρ(M)∩Ω. Also existiert ein
kompaktes Intervall ∆ ∈ B(A,Ω), ∆ ⊂ U ∩ R, so dass λ0 im (R-)Inneren von ∆
enthalten ist. Desweiteren gibt es eine Folge kompakter Intervalle (∆n) ⊂ B(A,Ω)
mit ∆n ⊂ U ∩ R,

∆1 ) ∆2 ) ∆3 ) . . . und
⋂
n∈N

∆n = ∆.

Für µ, ν ∈ ρ(A0), x, y ∈ G und f = γ(ν)x, g = γ(µ)y gilt (siehe [59])

[E(∆)f, g] = lim
n→∞

lim
δ↓0
− 1

2πi

∫
∆n

[(
A0 − (t− iδ)

)−1
f −

(
A0 − (t+ iδ)

)−1
f, g

]
dt

= lim
n→∞

lim
δ↓0
− 1

2πi

∫
∆n

(
Gµ,ν(t− iδ)x−Gµ,ν(t+ iδ)x, y

)
G
dt.
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Da Gµ,ν in U holomorph ist, folgt

[E(∆)γ(ν)x, γ(µ)y] = 0

für alle µ, ν ∈ ρ(A0) und alle x, y ∈ G. Nach (1.28) ist der Unterraum E(∆)K also
neutral. Es folgt E(∆)K = {0} und damit λ0 ∈ ρ(A0). Ein Widerspruch.

Es bleibt die Behandlung des Punktes ∞ (falls dieser in Ω enthalten ist).
Sei also ∞ ∈ ρ̃(M) ∩ Ω. Dann existiert eine C-offene Umgebung U von ∞ mit
U ⊂ ρ̃(M) ∩ Ω. Nach dem bereits Bewiesenen gilt U \ {∞} ⊂ ρ(A0). Und da ∞
kein isolierter Punkt von σ̃(A0) sein kann, folgt U ⊂ ρ̃(A0).

Bemerkung 1.36. Falls A0 in Proposition 1.35 definisierbar ist über Ω = C, dann
ist (1.28) gleichbedeutend damit, dass S einfach ist bezüglich A0. Ist S einfach
bezüglich A0, dann ist (1.28) trivialerweise erfüllt.
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2 Singuläre indefinite Sturm-Liouville-Operato-

ren

In diesem Abschnitt betrachten wir singuläre Sturm-Liouville-Operatoren mit Ge-
wichtfunktionen, die ihr Vorzeichen wechseln. Mithilfe der abstrakten Resultate
aus dem vorangehenden Abschnitt zeigen wir, dass die betrachteten Differential-
operatoren unter gewissen Bedingungen außerhalb eines kompakten Intervalls de-
finisierbar sind, wenn die Gewichtsfunktion in Umgebungen singulärer Endpunkte
definit ist.

2.1 Grundlegende Definitionen

Wir betrachten gewöhnliche Differentialausdrücke der Form

`(f) =
1

w

(
− (pf ′)′ + qf

)
(2.1)

auf einem offenen Intervall (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ +∞. Dabei stellen wir an die
Koeffizientenfunktionen w, p und q die folgenden Bedingungen:

• w, q und p sind reellwertig,

• w, q, 1/p ∈ L1
loc(a, b),

• w(x) 6= 0 und p(x) > 0 fast überall auf (a, b).

Ein Differentialausdruck der Form (2.1) wird Sturm-Liouville-Differentialausdruck
genannt. Die Funktion w nennen wir das Gewicht von `. Die Funktion q heißt das
Potential von `.

Bekanntermaßen können dem Differentialausdruck ` im Fall w(x) > 0 f.ü. auf
natürliche Weise ein minimaler Operator Amin(a, b) und ein maximaler Operator
Amax(a, b) im gewichteten L2-Raum

L2
w(a, b) :=

{
f : (a, b)→ C | f messbar und f

√
w ∈ L2(a, b)

}
zugeordnet werden, so dass

Amin(a, b) ⊂ Amin(a, b)∗ = Amax(a, b)

gilt (siehe [73]). Die Adjungierte ist dabei bezüglich des Hilbertraum-Skalarpro-
duktes

(f, g)L2
w(a,b) :=

∫ b

a

f(x)g(x)w(x) dx, f, g ∈ L2
w(a, b),
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aufzufassen. Der maximale Operator ist definiert durch

Amax(a, b)f := `(f) =
1

w

(
− (pf ′)′ + qf

)
, f ∈ Dmax(a, b), (2.2)

wobei

Dmax(a, b) :=
{
u ∈ L2

w(a, b) : u, pu′ ∈ ACloc((a, b)), `(u) ∈ L2
w(a, b)

}
. (2.3)

Dabei bezeichnet ACloc(∆) für ein Intervall ∆ den Raum der komplexwertigen
und auf ∆ definierten Funktionen, deren Einschränkung auf beliebige kompakte
Teilintervalle von ∆ absolutstetig ist. Da solche Funktionen bekanntermaßen fast
überall auf ∆ differenzierbar sind, ist die Definition von Amax(a, b) sinnvoll. Der
minimale Operator wird als Abschluss des präminimalen Operators Apmin(a, b)
definiert, welcher ebenfalls via ` operiert:

Apmin(a, b)f := `(f), f ∈ domApmin(a, b), (2.4)

wobei

domApmin(a, b) := {u ∈ Dmax(a, b) : u hat kompakten Träger} . (2.5)

Der minimale Operator Amin(a, b) ist dann dicht definiert und symmetrisch in
L2
w(a, b), und es lässt sich zeigen, dass die Defektindizes von Amin(a, b) überein-

stimmen und den Wert 2 nicht überschreiten. Demnach besitzt Amin(a, b) selbst-
adjungierte Erweiterungen.

In dieser Arbeit konzentrieren wir uns auf den Fall, in dem die Gewichtsfunk-
tion w indefinit ist auf (a, b), d. h. die Mengen

∆+(w) := {x ∈ (a, b) : w(x) > 0} und ∆−(w) := {x ∈ (a, b) : w(x) < 0}

haben nichtverschwindendes Lebesgue-Maß. Wir sagen, die Funktion w sei definit
auf (a, b), wenn sie nicht indefinit ist. Im indefiniten Fall ergibt sich bei der Defi-
nition der Differentialoperatoren zunächst das Problem, dass die obige Definition
des Raumes L2

w(a, b) nicht mehr sinnvoll ist. Daher betrachtet man stattdessen den
Raum L2

|w|(a, b) und definiert darin den maximalen und den präminimalen Opera-

tor wie in (2.2)–(2.5)1 sowie den minimalen Operator als Abschluss von Apmin(a, b).
Die größte Unannehmlichkeit bei indefinitem Gewicht besteht nun darin, dass der
minimale Operator Amin(a, b) nicht symmetrisch bezüglich des Skalarproduktes
(· , ·)L2

|w|(a,b)
ist. Dies ist anhand simpler Beispiele einzusehen. Wir definieren den

Differentialausdruck

τ(f) =
1

|w|

(
− (pf ′)′ + qf

)
. (2.6)

1Wobei L2
w(a, b) durch L2

|w|(a, b) zu ersetzen ist
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Bezüglich τ können minimaler und maximaler Operator Tmin(a, b) und Tmax(a, b)
wie oben definiert werden, und es gilt Tmin(a, b) ⊂ Tmin(a, b)∗ = Tmax(a, b), wobei
die Adjungierte hier bezüglich des Skalarproduktes (· , ·)L2

|w|(a,b)
gebildet werde. Es

ist nun leicht zu sehen, dass die folgenden Beziehungen zwischen definiten und
indefiniten Differentialoperatoren bestehen:

Amin(a, b) = Ja,b Tmin(a, b),

Amax(a, b) = Ja,b Tmax(a, b),

wobei Ja,b : L2
|w|(a, b) → L2

|w|(a, b) der Multiplikationsoperator mit der Funktion

sgn(w(·)) ist:

(Ja,bf)(x) := sgn(w(x)) · f(x), f ∈ L2
|w|(a, b), x ∈ (a, b).

Dieser Operator ist offenbar beschränkt, und es gilt Ja,b = J−1
a,b = J∗a,b. Also ist

Ja,b eine Fundamentalsymmetrie in L2
|w|(a, b). Folglich ist (L2

|w|(a, b), [· , ·]L2
|w|(a,b)

),

wobei

[f, g]L2
|w|(a,b)

:= (Ja,bf, g)L2
|w|(a,b)

=

∫ b

a

f(x)g(x)w(x) dx, f, g ∈ L2
|w|(a, b),

ein Kreinraum, den wir im folgenden mit L2
w(a, b) bezeichnen wollen, und es gilt

Amin(a, b) ⊂ Amin(a, b)+ = Amax(a, b).

Dabei verwenden wir das Symbol + für die Adjungierte bezüglich des inneren Pro-
duktes [· , ·]L2

|w|(a,b)
. Offenbar ist A eine (Kreinraum-)selbstadjungierte Erweiterung

von Amin(a, b) genau dann, wenn Ja,bA eine (Hilbertraum-)selbstadjungierte Er-
weiterung von Tmin(a, b) ist. Die selbstadjungierten Erweiterungen von Tmin(a, b)
und Amin(a, b) nennen wir jeweils die selbstadjungierten Realisierungen von τ und
` auf (a, b). Im folgenden verwenden wir die Abkürzungen

(· , ·)a,b := (· , ·)L2
|w|(a,b)

und [· , ·]a,b := [· , ·]L2
|w|(a,b)

.

Es seien λ ∈ C und f : (a, b)→ C eine messbare Funktion. Wir sagen, f sei eine
Lösung von (`− λ)u = 0 ((τ − λ)u = 0), wenn f, pf ′ ∈ ACloc(a, b) und `(f) = λf
(bzw. τ(f) = λf) fast überall auf (a, b) gilt. Der Raum Lλ(`) (bzw. Lλ(τ)) aller
Lösungen von (`−λ)u = 0 (bzw. (τ −λ)u = 0) ist bekanntlich 2-dimensional. Der
folgende grundlegende Existenz- und Eindeutigkeitssatz (siehe z. B. [73, Korollar
13.3]) wird im Folgenden häufige Verwendung finden.

Satz 2.1. Es seien λ ∈ C, c ∈ (a, b) und u0, u1 ∈ C. Dann gibt es genau eine
Lösung u ∈ Lλ(`) mit u(c) = u0 und (pu′)(c) = u1.
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Es sei c ∈ (a, b) beliebig. Sind die Funktionen w, q und 1/p über (a, c) inte-
grierbar und ist a > −∞2, dann heißen ` und τ regulär bei a. Ansonsten sagen wir,
` und τ seien singulär bei a. Analog definiert man die Begriffe Regularität und
Singularität von ` und τ bei b. Die Differentialausdrücke ` und τ heißen regulär,
wenn sie bei a und b regulär sind. Sie heißen singulär, wenn sie nicht regulär sind.

Die Weylsche Alternative (siehe [73]) für den definiten Differentialausdruck τ
im Endpunkt a besagt: Entweder gilt Lλ(τ) ⊂ L2

|w|(a, c) für alle λ ∈ C, oder zu

jedem λ ∈ C \ R gibt es ein u ∈ Lλ(τ), welches nicht in L2
|w|(a, c) liegt. Dabei

identifizieren wir Lösungen auf (a, b) mit ihren Einschränkungen auf (a, c). Dies
ist sinnvoll, denn jede Lösung von (τ−λ)u = 0 auf (a, c) ist nach Satz 2.1 eindeutig
zu einer Lösung auf ganz (a, b) fortsetzbar. Tritt der in der Weylschen Alternative
zuerstgenannte Fall ein, so sagen wir, τ sei bei a im Grenzkreisfall. Im zweiten
Fall sagen wir, dass τ bei a im Grenzpunktfall ist. Grenzkreis- und Grenzpunktfall
von τ bei b werden analog definiert.

Wir betonen, dass die Weylsche Alternative in der obigen Form für ` im All-
gemeinen nicht gilt. Dennoch läßt sich völlig analog zum definiten Fall beweisen
(siehe [73, Satz 13.17]), dass Lλ0(`) für ein λ0 ∈ C in L2

|w|(a, c) (in L2
|w|(c, b)) liegt

genau dann, wenn Lλ(`) für alle λ ∈ C in L2
|w|(a, c) (bzw. L2

|w|(c, b)) liegt. In die-

sem Fall sagen wir, der Differentialausdruck ` sei bei a (bzw. b) im Grenzkreisfall.
Im gegenteiligen Fall ist ` bei a (bzw. b) im Grenzpunktfall. Wegen L0(`) = L0(τ),
ist ` im Grenzkreisfall bei a (bei b) genau dann, wenn τ im Grenzkreisfall bei a
(bzw. b) ist. Sind ` und τ bei a (bei b) regulär, dann sind nach [75, Lemma 10.4.3]
(siehe auch [73, Satz 13.5]) die Funktionen f und pf ′ für alle f ∈ Dmax(a, c) (bzw.
f ∈ Dmax(c, b)) nach a (bzw. b) stetig fortsetzbar. Daraus folgt sofort, dass ` und
τ bei a (bzw. b) im Grenzkreisfall sind.

Aus der Weylschen Alternative folgt, dass Tmin(a, b) die Defektzahlen (2, 2)
hat, wenn τ bei a und b im Grenzkreisfall ist. Dann ist nämlich

ker(Tmin(a, b)∗ ± i) = ker(Tmax(a, b)± i) = L±i(τ) ⊂ L2
|w|(a, b).

Ebenso einfach sieht man, dass Tmin(a, b) die Defektzahlen (1, 1) hat, wenn τ bei
a und b in gegensätzlichen Fällen ist. Dass Tmin(a, b) die Defektzahlen (0, 0) hat,
wenn τ bei a und b im Grenzpunktfall ist, ist in [73, Satz 13.19] bewiesen. In
diesem Fall ist Tmin(a, b) = Tmax(a, b) selbstadjungiert im Hilbertraum L2

|w|(a, b)

und damit die einzige selbstadjungierte Realisierung von τ auf (a, b).
Analog zu Dmax(a, b) = domTmax(a, b) setzen wir Dmin(a, b) := domTmin(a, b).

Es ist wohlbekannt (siehe [73, Satz 13.8]), dass

Dmin(a, b) =
{
f ∈ Dmax(a, b) : f(a) = (pf ′)(a) = f(b) = (pf ′)(b) = 0

}
,

2Wir verwenden hier die klassische Definition aus [73]. In beispielsweise [75] wird die End-
lichkeit des Endpunktes nicht verlangt. Es zeigt sich dort, dass diese für die Haupteigenschaften
regulärer Ausdrücke unerheblich ist.
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wenn τ regulär ist.

Lemma 2.2. Es gelten die folgenden Aussagen:

(a) Ist τ regulär, so ist jede selbstadjungierte Realisierung T von τ nach unten
beschränkt, und σ(T ) besteht aus isolierten (reellen) Eigenwerten, die sich
gegen ∞ häufen.

(b) Ist τ singulär, so ist keine der selbstadjungierten Realisierungen von τ auf
(a, b) nach oben beschränkt.

Beweis. Einen Beweis der Aussage (a) findet man in [73, Sätze 13.13 und 13.14].
Sei τ nun singulär, und es existiere eine selbstadjungierte Realisierung von τ auf
(a, b), die nach oben beschränkt ist. Dann ist Tmin(a, b) nach oben beschränkt. Wir
wählen ein Intervall [a′, b′] ⊂ (a, b). Für jede Funktion g ∈ Dmin(a′, b′) ist dann die
Funktion

f(x) :=

{
g(x) für x ∈ [a′, b′],

0 sonst

in domTpmin(a, b) und damit auch in Dmin(a, b) enthalten. Wegen(
Tmin(a′, b′)g, g

)
a′,b′

=
(
Tmin(a, b)f, f

)
a,b

folgt, dass Tmin(a′, b′) nach oben beschränkt ist. Ein Widerspruch.

Bemerkung 2.3. Für die Gültigkeit von Lemma 2.2 ist die Bedingung p > 0 f.ü.
wesentlich.

Der folgende Satz beschreibt das Spektrum der selbstadjungierten Realisierun-
gen von ` auf (a, b) im regulären Fall. Die wesentlichen Aussagen sind in [22] zu
finden.

Satz 2.4. Es seien ` regulär und A eine beliebige selbstadjungierte Realisierung
von ` auf (a, b). Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) Der Operator A hat endlich viele negative Quadrate und ist demnach defi-
nisierbar und nichtnegativ in einer Umgebung von ∞. Insbesondere hat A
die in Proposition 1.5 zusammengestellten Eigenschaften für ein κ ∈ N0.

(ii) Das Spektrum von A besteht aus isolierten Eigenwerten mit endlichen alge-
braischen Vielfachheiten und geometrischen Vielfachheiten ≤ 2.

(iii) Das nichtreelle Spektrum von A ist eine endliche Menge, und falls die Ge-
wichtsfunktion w indefinit ist, ist das reelle Spektrum von A weder nach
unten noch nach oben beschränkt.
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Beweis. Nach Lemma 2.2(a) ist das Spektrum der selbstadjungierten Realisierung
T := Ja,bA von τ auf (a, b) nach unten beschränkt und besteht aus isolierten
(reellen) Eigenwerten, die sich gegen ∞ häufen. Bis auf die letzte Aussage in (iii)
folgen also alle Aussagen des Satzes aus Satz 1.24. Wir nehmen an, das Spektrum
von A sei nach unten beschränkt. Nach [59, S. 39] ist ∞ dann kein kritischer
Punkt des Operators A, also∞ ∈ σ+(A)∪σ−(A). Da aber σ−(A) offen ist in σ̃(A),
folgt ∞ ∈ σ+(A). Mit E bezeichnen wir die Spektralfunktion des definisierbaren
Operators A. Es gibt also ein c > 0, so dass der Innenproduktraum

K1 :=
(

ranE
(
R \ [−c, c]

)
, [· , ·]a,b

)
ein Hilbertraum ist. Wir dürfen −c, c ∈ ρ(A) annehmen, so dass E([−c, c]) defi-
niert ist. Wir setzenK2 := ranE([−c, c]) und bezeichnen mitK3 den Spektralraum
von A bezüglich des nichtreellen Spektrums von A. Wegen dimK2uK3 <∞ (siehe
(ii) und (iii)) sowie

L2
|w|(a, b) = K1 [u]K2 [u]K3

folgt κ−(L2
|w|(a, b)) <∞. Aber das ist wegen

L2
|w|(a, b) = L2

|w|(∆−(w)) [u]L2
|w|(∆+(w))

unmöglich, da L2
|w|(∆−(w)) ein unendlichdimensionaler und negativer Unterraum

von (L2
|w|(a, b), [· , ·]) ist.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Bedingung p > 0 f.ü. auch für die Gültig-
keit von Satz 2.4 nicht redundant ist, siehe auch [64, Example 1.1].

Beispiel 2.5. Es sei ` der Differentialausdruck auf (a, b) = (−1, 1) wie in (2.1)
mit q = 0 und w(x) = p(x) = sgn(x), x ∈ (−1, 1). Dann ist `(f) = −f ′′, und der
maximale Definitionsbereich von ` auf (−1, 1) ist gegeben durch

Dmax(−1, 1) =
{
f ∈ L2(−1, 1) : f, sgn ·f ′ ∈ AC([−1, 1]), f ′′ ∈ L2(−1, 1)

}
.

Definiere die Funktionen f0(x) := |x| − 1, x ∈ [−1, 1], und

fλ(x) := sgn(x) cos(
√
λ) sin(

√
λx)− sin(

√
λ) cos(

√
λx), x ∈ [−1, 1],

wobei
√
λ eine beliebige Wurzel von λ ∈ C \ {0} sei. Es ist leicht zu sehen, dass

fλ für alle λ ∈ C in Dmax(−1, 1) enthalten ist. Wegen fλ(−1) = fλ(1) = 0 ist
fλ ∈ domA0,0(−1, 1) für alle λ ∈ C, siehe Definition 2.6. Und da (A0,0(−1, 1) −
λ)fλ = −f ′′λ − λfλ = 0, folgt σ(A0,0(−1, 1)) = C.
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Wir werden in dieser Arbeit nur Sturm-Liouville-Differentialausdrücke be-
trachten, die bei den Endpunkten ihrer Definitionsintervalle entweder regulär sind
oder im Grenzpunktfall. Für diese Fälle listen wir im folgenden Satz alle selbst-
adjungierten Realisierungen von τ und ` auf. Da all diese stets Einschränkungen
des maximalen Operators sind, reicht es dafür, nur deren Definitionsbereiche an-
zugeben. Für einen Beweis verweisen wir auf [73, Sätze 13.15 und 13.21].

Satz und Definition 2.6. Ist τ regulär, dann sind die selbstadjungierten Reali-
sierungen Tα,β(a, b), α, β ∈ [0, π), von τ auf (a, b) mit getrennten Randbedingungen
gegeben durch

domTα,β(a, b) :=
{
f ∈ Dmax(a, b) : f(a) cos(α) + (pf ′)(a) sin(α) = 0

f(b) cos(β) + (pf ′)(b) sin(β) = 0
}
.

Die selbstadjungierten Realisierungen TB(a, b) von τ auf (a, b) mit gemischten
Randbedingungen sind gegeben durch

domTB(a, b) =

{
f ∈ Dmax(a, b) :

(
f(b)

(pf ′)(b)

)
= B

(
f(a)

(pf ′)(a)

)}
,

wobei B = eitR mit t ∈ [0, 2π) und R ∈ R2×2, detR = 1.
Ist τ regulär bei a und im Grenzpunktfall bei b, dann ist

Dmin(a, b) = {f ∈ Dmax(a, b) : f(a) = (pf ′)(a) = 0},

und alle selbstadjungierten Realisierungen Tα,×(a, b), α ∈ [0, π), von τ auf (a, b)
sind gegeben durch

domTα,×(a, b) :=
{
f ∈ Dmax(a, b) : f(a) cos(α) + (pf ′)(a) sin(α) = 0

}
.

Ist τ im Grenzpunktfall bei a und regulär bei b, dann ist

Dmin(a, b) = {f ∈ Dmax(a, b) : f(b) = (pf ′)(b) = 0},

und alle selbstadjungierten Realisierungen T×,α(a, b), α ∈ [0, π), von τ auf (a, b)
sind gegeben durch

domT×,α(a, b) :=
{
f ∈ Dmax(a, b) : f(b) cos(α) + (pf ′)(b) sin(α) = 0

}
.

In den jeweiligen Fällen definieren wir

Aα,β(a, b) := Ja,b Tα,β(a, b),

AB(a, b) := Ja,b TB(a, b),

Aα,×(a, b) := Ja,b Tα,×(a, b),

A×,α(a, b) := Ja,b T×,α(a, b).

Dies sind dann die selbstadjungierten Realisierungen von ` auf (a, b).
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In den folgenden zwei Unterabschnitten wollen wir die folgende Bedingung an
die Gewichtsfunktion w stellen:

(A) Ist ` bei a (bei b) singulär, dann gibt es a′ ∈ (a, b) (bzw. b′ ∈ (a, b)), so dass
w auf (a, a′) (bzw. (b′, b)) definit ist.

Unter dieser Bedingung werden wir Definisierbarkeitsaussagen über die selbstad-
jungierten Realisierungen von ` auf (a, b) machen können. Dabei verwenden wir
die Methoden und Resultate aus Abschnitt 1. Es wird sich als entscheidend er-
weisen, zu zeigen, dass die Resolventenmenge der jeweiligen selbstadjungierten
Realisierung nichtleer ist.

Das folgende Lemma wird bei unseren Betrachtungen Verwendung finden.

Lemma 2.7. Ist (A) erfüllt, dann gilt

σess

(
Amin(a, b)

)
⊂ R.

Beweis. Es sei ` bei beiden Endpunkten singulär. Es gibt dann a′, b′ ∈ (a, b),
a′ < b′, so dass w definit ist auf jeweils (a, a′) und (b′, b). Bezüglich der Zerlegung

L2
|w|(a, b) = L2

|w|(a, a
′) ⊕ L2

|w|(a
′, b′) ⊕ L2

|w|(b
′, b)

definieren wir den Operator

S := Amin(a, a′) ⊕ Amin(a′, b′) ⊕ Amin(b′, b).

Offensichtlich gilt

σess(S) = σess(Amin(a, a′)) ∪ σess(Amin(a′, b′)) ∪ σess(Amin(b′, b)).

Nach Satz 2.4 ist σess(Amin(a′, b′)) = ∅, und da Amin(a, a′) und Amin(b′, b) Hilbert-
raum-symmetrisch sind, folgt σess(S) ⊂ R. Nun ist S aber eine vierdimensionale
Einschränkung von Amin(a, b). Daher ist ran(Amin(a, b) − λ) für alle λ ∈ C \ R
nach [54, Lemma III-1.9] abgeschlossen und wegen dim ker(Amax(a, b) − λ) ≤ 2
auch endlich-kodimensional.

Im Falle, dass ` nur bei einem Endpunkt singulär ist, kann ähnlich wie oben
verfahren werden, und falls ` regulär ist, gilt σess(Amin(a, b)) = ∅, vgl. Satz 2.4.

2.2 Der Fall eines singulären Endpunktes

In diesem Unterabschnitt nehmen wir an, dass der Differentialausdruck ` aus
(2.1) auf (a, b) bei einem Endpunkt regulär und beim anderen im Grenzpunktfall
ist. Unter anderem zeigt sich, dass unter der Voraussetzung (A) die Resolven-
tenmenge jeder selbstadjungierten Realisierung von ` auf (a, b) nichtleer ist. Das
Hauptergebnis dieses Unterabschnittes ist der folgende Satz.
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Satz 2.8. Der Differentialausdruck ` sei regulär bei a und im Grenzpunktfall bei
b. Desweiteren gebe es ein c ∈ (a, b), so dass die Gewichtsfunktion w auf (c, b)
definit ist. Für beliebiges α ∈ [0, π) gelten dann die folgenden Aussagen für den
Operator A := Aα,×(a, b):

(i) Die Resolventenmenge von A ist nichtleer: ρ(A) 6= ∅.

(ii) A ist definisierbar über C.

(iii) Für die lokale Spektralfunktion E von A gilt

c. l. s.{E(∆)L2
|w|(a, b) : ∆ ∈ B(A,C)}

⊂ c. l. s.{ker(Amax(a, b)− λ) : λ ∈ ρ(A)}.

(iv) Mit T = JA = Tα,×(a, b) gilt σess(A) = σess(T ), falls w auf (c, b) positiv ist,
und σess(A) = −σess(T ), falls w auf (c, b) negativ ist.

Beweis. Wir nehmen w > 0 f.ü. auf (c, b) an. Der Fall w < 0 f.ü. auf (c, b) kann
analog behandelt werden. Zunächst definieren wir die Operatoren

A0 := Aα,0(a, c)⊕ A0,×(c, b) und S := A0 ∩ A,

wobei die orthogonale Summe bezüglich der Zerlegung L2
|w|(a, b) = L2

|w|(a, c) ⊕
L2
|w|(c, b) zu interpretieren ist. Der Definitionsbereich des Operators S ist dann

domS = {f ∈ Dmax(a, b) : f(a) cos(α) + (pf ′)(a) sin(α) = f(c) = 0}.

Desweiteren ist die Kreinraumadjungierte von S gegeben durch

domS+ = {{u, v} :u ∈ Dmax(a, c), v ∈ Dmax(c, b), u(c) = v(c),

u(a) cos(α) + (pu′)(a) sin(α) = 0}

und S+{u, v} = {Amax(a, c)u, Amax(c, b)v} für {u, v} ∈ domS+.
Wegen dim(A/S) = dim(A0/S) = 1 gilt σess(A) = σess(S) = σess(A0). Damit

folgt die Aussage (iv):

σess(A) = σess(A0) = σess(Aα,0(a, c)) ∪ σess(A0,×(c, b)) = σess(T0,×(c, b)) = σess(T ),

denn A0,×(c, b) = T0,×(c, b) und σess(Aα,0(a, c)) = ∅ nach Satz 2.4.
Wir definieren nun einige Operatoren und Randtripel. Zunächst ist ein Rand-

tripel für S+ gegeben durch {C,Γ0,Γ1} mit Γ0,Γ1 : domS+ → C,

Γ0{u, v} := v(c) und Γ1{u, v} := (pv′)(c)− (pu′)(c), {u, v} ∈ domS+.
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Die Surjektivität von
(

Γ0
Γ1

)
ist leicht einzusehen (siehe z. B. [73, Satz 13.5(c)]).

Desweiteren gilt für f = {u, v}, g = {w, z} ∈ domS+:

[S+f, g]− [f, S+g] = [`(u), w]a,c − [u, `(w)]a,c + [`(v), z]c,b − [v, `(z)]c,b

= u(c)(pw′)(c)− (pu′)(c)w(c)− v(c)(pz′)(c) + (pv′)(c)z(c)

= (Γ1f,Γ0g)C − (Γ0f,Γ1g)C ,

siehe [73, Sätze 13.4(a) und 13.19(a)]. Mit Sac bezeichnen wir die Einschränkung
von Aα,0(a, c) auf

domSac := {u ∈ Dmax(a, c) : u(a) cos(α) + (pu′)(a) sin(α) = u(c) = (pu′)(c) = 0}.

Dann ist

domS+
ac := {u ∈ Dmax(a, c) : u(a) cos(α) + (pu′)(a) sin(α) = 0},

und {C,Γ0,ac,Γ1,ac} mit Γ0,ac,Γ1,ac : domS+
ac → C,

Γ0,acu := u(c), Γ1,acu := −(pu′)(c), u ∈ domS+
ac,

ist ein Randtripel für S+
ac. Mit den Abbildungen Γ0,cb,Γ1,cb : domAmax(c, b)→ C,

definiert durch

Γ0,cbv := v(c), Γ1,cbv := (pv′)(c), v ∈ domAmax(c, b),

ist zudem ein Randtripel für Amax(c, b) gegeben durch {C,Γ0,cb,Γ1,cb}.
Mit M (Mac, Mcb) bezeichnen wir die Weylfunktion bezüglich des Randtripels

{C,Γ0,Γ1} (bzw. {C,Γ0,ac,Γ1,ac}, {C,Γ0,cb,Γ1,cb}). Es seien nun λ ∈ ρ(A0) und
f = {u, v} ∈ ker(S+− λ). Dann ist u ∈ ker(S+

ac− λ), v ∈ ker(Amax(c, b)− λ), und
es gilt

Mac(λ)Γ0f +Mcb(λ)Γ0f = Mac(λ)Γ0,acu+Mcb(λ)Γ0,cbv

= Γ1,acu+ Γ1,cbv

= (pv′)(c)− (pu′)(c) = Γ1f = M(λ)Γ0f.

Damit folgt

M(λ) = Mac(λ) +Mcb(λ), λ ∈ ρ(A0) = ρ(Aα,0(a, c)) ∩ ρ(A0,×(c, b)).

Wir nehmen nun an, die Aussage (i) gelte nicht. Wegen Lemma 2.7 und

f ∈ ker(Aα,×(a, b)− λ) =⇒ f ∈ ker(Aα,×(a, b)− λ)
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ist dann jedes λ ∈ C \ R ein Eigenwert von Aα,×(a, b). Für λ ∈ ρ(A0) \ R ist dies
nach (1.25) in Proposition 1.32 gleichbedeutend mit M(λ) = 0. Es gilt also

Mac(λ) = −Mcb(λ) für alle λ ∈ ρ(A0) \ R. (2.7)

Nach Satz 2.4 ist der Operator Aα,0(a, c) nichtnegativ in einer Umgebung von∞.
Daher existiert R > 0, so dass (R,∞) positiven Typs ist bezüglich Aα,0(a, c). Es
sei (λn) ⊂ C+ ∩ ρ(Aα,0(a, c)) eine Folge, die gegen ein λ ∈ (R,∞) konvergiert.
Nach Satz 1.33 gilt dann (ist λ ∈ ρ(Aα,0(a, c)), dann folgt dies trivialerweise)

lim inf
n→∞

ImMac(λn) ≥ 0.

Wegen (2.7) folgt daraus

lim sup
n→∞

ImMcb(λn) ≤ 0.

Da (L2
|w|(c, b), [· , ·]c,b) aber ein Hilbertraum ist, ist Mcb eine Nevanlinnafunktion

(siehe Lemma 1.31(v)). Folglich gilt ImMcb(λn) ≥ 0 für alle n ∈ N und damit
sogar

lim
n→∞

ImMcb(λn) = 0.

Aus dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip (siehe z.B. [68, Satz 11.14]) folgt nun,
dass Mcb auf (R,∞) holomorph fortsetzbar ist: (R,∞) ⊂ ρ(Mcb). Aufgrund der
Tatsache, dass der minimale Operator Amin(c, b) einfach ist (siehe [39] oder den
Beweis von (iii)), gehört das Intervall (R,∞) nach Proposition 1.35 zur Resol-
ventenmenge des Operators A0,×(c, b) = Amax(c, b) � ker Γ0,cb. Das ist aber ein
Widerspruch zu Lemma 2.2(b), und (i) ist gezeigt.

Für den Beweis der Aussage (ii) genügt es nach Satz 1.20 zu zeigen, dass der
Operator A0 über C definisierbar ist. Da A0,×(c, b) selbstadjungiert im Hilbert-
raum L2

w(c, b) ist und Aα,0(a, c) nach Satz 2.4 endlich viele negative Quadrate hat
(und damit insbesondere definisierbar ist), sind die Bedingungen (i) und (ii) in
Definition 1.8 für den Operator A0 offenbar erfüllt. Es sei λ ∈ σ(A0) ∩ R. Da
σ(Aα,0(a, c)) aus isolierten Eigenwerten besteht, gibt es ein offenes Intervall Iλ
mit λ ∈ Iλ, so dass Iλ \ {λ} ⊂ ρ(Aα,0(a, c)). Daraus folgt nun fast unmittelbar,
dass beide Zusammenhangskomponenten von Iλ \ {λ} positiven Typs bezüglich
A0 sind. Damit ist gezeigt, dass A0 über C definisierbar ist.

Es bleibt, die Aussage (iii) zu beweisen. Zu λ ∈ C seien ϕλ und ψλ die Lösungen
von (`− λ)u = 0 auf (a, b), die den Anfangsbedingungen

ϕλ(a) = cosα , (pϕ′λ)(a) = sinα

ψλ(a) = − sinα , (pψ′λ)(a) = cosα
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genügen. Für λ ∈ ρ(A) gibt es nach der Weylschen Alternative genau eine Lösung
gλ von (`− λ)u = 0 mit g(a) cos(α) + g′(a) sin(α) = 1, die in L2

|w|(a, b) liegt. Mit
dieser kann die Resolvente von A in λ wie folgt dargestellt werden:

(
(A− λ)−1h

)
(x) =

∫ b

a

Gλ(x, y)h(y)w(y) dy
(
h ∈ L2

|w|(a, b), λ ∈ ρ(A)
)
.

Dabei ist der Kern Gλ definiert durch

Gλ(x, y) =

{
gλ(x)ψλ(y), y ∈ [a, x)

ψλ(x)gλ(y), y ∈ [x, b).

= ψλ(x)gλ(y) +

{
ϕλ(x)ψλ(y)− ψλ(x)ϕλ(y), y ∈ [a, x)

0, y ∈ [x, b).

Es sei nun f eine Funktion, so dass f [⊥] ker(Amax(a, b) − λ) für alle λ ∈ ρ(A)
gilt. Wegen f [⊥] gλ und gλ = gλ gilt für λ ∈ ρ(A):

Φ(x, λ) :=
(
(A− λ)−1f

)
(x) = ϕλ(x) ·

∫ x

a

ψλfw dy − ψλ(x) ·
∫ x

a

ϕλfw dy.

Offenbar ist die Funktion Φ auf [a, b)× C stetig.
Es seien g eine Funktion in L2

|w|(a, b) mit kompaktem Träger supp(g) und

∆ ∈ B(A,C), ∆ = [−R,R], R > 0. Dann gilt (siehe [59])

E(∆)f = lim
δ↓0

lim
ε↓0
− 1

2πi

∫ R+δ

−R−δ

[
(A− (t+ iε))−1 − (A− (t− iε))−1

]
f dt.

Es sei [a′, b′] ⊂ (a, b) ein Intervall, so dass supp(g) ⊂ [a′, b′]. Dann folgt

[E(∆)f, g] = lim
δ↓0

lim
ε↓0
− 1

2πi

∫ R+δ

−R−δ

∫ b′

a′
Fε(x, t) dx dt,

wobei
Fε(x, t) :=

(
Φ(x, t+ iε)− Φ(x, t− iε)

)
g(x)w(x).

Es sei ε′ > 0 gegeben. Dann existiert δ′ > 0, so dass |Φ(x, λ)−Φ(y, µ)| < ε′, falls
|x− y|+ |λ− µ| < δ′, x, y ∈ [a′, b′], |λ| ≤ 2R und |µ| ≤ 2R. Für ε < δ′/2 gilt also∣∣∣∣∣

∫ R+δ

−R−δ

∫ b′

a′
Fε(x, t) dx dt

∣∣∣∣∣ ≤ ε′
∫ R+δ

−R−δ

∫ b′

a′
|g(x)| |w(x)| dx dt

≤ 2(R + δ)‖g‖L2
|w|(a,b)

‖w‖L1(a′,b′)ε
′,
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und es folgt [E(∆)f, g] = 0. Da die betrachteten Funktionen g dicht in L2
|w|(a, b)

liegen, erhalten wir E(∆)f = 0.
Es bleibt nun noch zu zeigen, dass auch E({λ0})f = 0 für jeden nichtreellen

Eigenwert λ0 von A gilt. Seien also λ0 ∈ σ(A) \ R und g eine Funktion mit
kompaktem Träger wie oben. Dann gilt für jedes hinreichend kleine δ > 0

[E({λ0})f, g] = − 1

2π

∫ 2π

0

∫ b′

a′
Hδ(x, t) dx dt,

wobei
Hδ(x, t) = δeit Φ(x, λ0 + δeit) g(x)w(x).

Lassen wir nun δ gegen Null streben, erhalten wir mit einer ähnlichen Argumen-
tation wie oben E({λ0})f = 0.

Für den Fall, dass w auf (a, b) definit ist, folgt aus Satz 2.8(iii) das folgende
Korollar.

Korollar 2.9. Der Differentialausdruck ` sei regulär bei a und im Grenzpunktfall
bei b. Ist w definit auf (a, b), dann ist Amin(a, b) einfach.

Es sei bemerkt, dass diese Aussage wohlbekannt und, zumindest für den Fall
w = 1, p ∈ C2([a, b)) und q ∈ C([a, b)), in [39] bewiesen ist. Die hier angewandten
Methoden sind denen in [39] sehr ähnlich.

Wir erhalten ein besseres Ergebnis als Satz 2.8, wenn der minimale Operator
Tmin(a, b) nach unten beschränkt ist.

Satz 2.10. Der Differentialausdruck ` sei regulär bei a und im Grenzpunktfall bei
b. Es seien (A) erfüllt und α ∈ [0, π) beliebig. Ist Tmin(a, b) nach unten beschränkt,
dann gelten die folgenden Aussagen für den Operator A := Aα,×(a, b):

(i) Die Resolventenmenge von A ist nichtleer: ρ(A) 6= ∅.

(ii) A ist definisierbar (über C) und nichtnegativ in einer Umgebung von ∞.

(iii) Amin(a, b) ist einfach.

Ist Tmin(a, b) nicht nach unten beschränkt und die Gewichtsfunktion w indefinit,
dann ist A nicht definisierbar.

Beweis. Ist minσess(Tmin(a, b)) > 0, dann folgt (ii) aus Satz 1.24. Es sei also
minσess(Tmin(a, b)) ≤ 0. Desweiteren sei c ∈ (a, b), so dass w f.ü. auf (c, b) definit
ist. Ohne Einschränkung nehmen wir an, w sei positiv f.ü. auf (c, b), und setzen

H+ := L2
|w|(c, b), Hd := L2

|w|(a, c), G+ := Dmin(c, b), Gd := Dmin(a, c).
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Dann sind die Bedingungen (i)+–(iii)+ aus Korollar 1.27 erfüllt (mit T := Ja,bA),
und A ist definisierbar. Aus Satz 2.8(iii) folgt dass Amin(a, b) einfach ist bezüglich
aller Operatoren Aα,×(a, b), α ∈ [0, π). Da dies nach Satz 2.6 aber bereits al-
le selbstadjungierten Erweiterungen von Amin(a, b) sind, folgt (iii). Die letzte
Behauptung folgt aus Satz 1.20 und der Tatsache, dass der Operator A0 =
Aα,0(a, c)⊕A0,×(c, b) in keiner Umgebung von∞ definisierbar ist, wenn der Ope-
rator Tmin(a, b) nach unten unbeschränkt ist.

2.3 Der Fall zweier singulärer Endpunkte

Im folgenden werden wir Differentialausdrücke ` betrachten, die bei beiden End-
punkten a und b im Grenzpunktfall sind. In diesem Fall ist

A := Amax(a, b) = Amin(a, b)

die einzige selbstadjungierte Realisierung von ` auf (a, b). Im nachfolgenden Satz
stellen wir einige notwendige Bedingungen für den Fall zusammen, in dem die
Resolventenmenge von A leer ist.

Satz 2.11. Der Differentialausdruck ` sei im Grenzpunktfall bei a und b. Des-
weiteren gebe es a′, b′ ∈ (a, b), a′ < b′, so dass die Gewichtsfunktion w definit ist
auf jeweils (a, a′) und (b′, b). Ist die Resolventenmenge von A leer, dann sind die
folgenden Bedingungen erfüllt.

(i) Für alle α ∈ [0, π) gelten

σ
(
Aα,×(a′, b)

)
= σ

(
A×,α(a, a′)

)
und σ

(
A×,α(a, b′)

)
= σ

(
Aα,×(b′, b)

)
.

Diese Spektren sind insbesondere reell.

(ii) Für alle α ∈ [0, π) ist R positiven (negativen) Typs bzgl. Aα,×(a′, b), wenn
w auf (a, a′) negativ (bzw. positiv ) ist.

(iii) Für alle α ∈ [0, π) ist R positiven (negativen) Typs bzgl. A×,α(a, b′), wenn
w auf (b′, b) negativ (bzw. positiv ) ist.

(iv) σess

(
Tmax(a, b)

)
= −σess

(
Tmax(a, b)

)
, falls w auf (a, a′) und (b′, b) unter-

schiedliche Vorzeichen hat.

Beweis. Es sei α ∈ [0, π). Wir definieren Abbildungen Γ0,a′b,Γ1,a′b : Dmax(a′, b)→
C durch

Γ0,a′by := y(a′) cos(α) + (py′)(a′) sin(α)

Γ1,a′by := (py′)(a′) cos(α)− y(a′) sin(α)
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für y ∈ Dmax(a′, b) und Γ0,aa′ ,Γ1,aa′ : Dmax(a, a′)→ C durch

Γ0,aa′g := g(a′) cos(α) + (pg′)(a′) sin(α)

Γ1,aa′g := −(pg′)(a′) cos(α) + g(a′) sin(α)

für g ∈ Dmax(a, a′). Dann ist {C,Γ0,a′b,Γ1,a′b} ein Randtripel für Amax(a′, b), und
{C,Γ0,aa′ ,Γ1,aa′} ist ein Randtripel für Amax(a, a′).

Es sei weiter S := A�domS, wobei

domS := {f ∈ Dmax(a, b) : f(a′) cos(α) + (pf ′)(a′) sin(α) = 0}.

Dann ist

domS+ = {{g, y} : g ∈ Dmax(a, a′), y ∈ Dmax(a′, b),

g(a′) cos(α) + (pg′)(a′) sin(α) = y(a′) cos(α) + (py′)(a′) sin(α)}

und S+{g, y} = {`(g), `(y)} für {g, y} ∈ domS+. Mit den Abbildungen Γ0,Γ1 :
domS+ → C,

Γ0{g, y} := y(a′) cos(α) + (py′)(a′) sin(α),

Γ1{g, y} := (py′)(a′) cos(α)− y(a′) sin(α)− (pg′)(a′) cos(α) + g(a′) sin(α),

{g, y} ∈ domS+, ist {C,Γ0,Γ1} ein Randtripel für S+.
Es sei M (Maa′ , Ma′b) die Weylfunktion bezüglich des Randtripels {C,Γ0,Γ1}

(bzw. {C,Γ0,aa′ ,Γ1,aa′}, {C,Γ0,a′b,Γ1,a′b}). Desweiteren sei

A0 := S+ �ker Γ0 = A×,α(a, a′)⊕ Aα,×(a′, b).

Für λ ∈ ρ(A0) und f = {g, y} ∈ ker(S+ − λ) gilt

Maa′(λ)Γ0f +Ma′b(λ)Γ0f = Maa′(λ)Γ0,aa′g +Ma′b(λ)Γ0,a′by

= Γ1,aa′g + Γ1,a′by = Γ1f

= M(λ)Γ0f,

und es folgt
M(λ) = Maa′(λ) +Ma′b(λ), λ ∈ ρ(A0). (2.8)

Wegen ρ(A) = ∅ und A = S+ �ker Γ1 ist nach Proposition 1.32 M(λ) = 0 für alle
λ ∈ ρ(A0). Mithilfe von Satz 2.8 und (2.8) erhalten wir

Maa′ = −Ma′b. (2.9)

Insbesondere gilt ρ(Maa′) = ρ(Ma′b). Da w auf (a, a′) definit ist, ist der mini-
male Operator Amin(a, a′) nach Korollar 2.9 einfach, und mit Anwendung von
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Proposition 1.35 ergibt sich ρ(Maa′) = ρ(A×,α(a, a′)). Nach Satz 2.8 ist der Ope-
rator Aα,×(a′, b) definisierbar über C, und für die lokale Spektralfunktion E von
Aα,×(a′, b) gilt

c. l. s.{E(∆)L2
|w|(a

′, b) : ∆ ∈ B(Aα,×(a′, b),C)}
⊂ c. l. s.{ker(Amax(a′, b)− λ) : λ ∈ ρ(Aα,×(a′, b))}.

(2.10)

Mit Proposition 1.35 folgt ρ(Ma′b) = ρ(Aα,×(a′, b)). Damit ist die erste Gleichung
in (i) gezeigt. Die zweite ergibt sich mit ähnlichen Betrachtungen.

Um (ii) zu zeigen sei w auf (a, a′) negativ. Dann ist (L2
|w|(a, a

′),−[· , ·]a,a′)
ein Hilbertraum. Mit γaa′ (γa′b) bezeichnen wir das Gammafeld des Randtripels
{C,Γ0,aa′ ,Γ1,aa′} (bzw. {C,Γ0,a′b,Γ1,a′b}). Es sei

y ∈ span{ker(Amax(a′, b)− λ) : λ ∈ ρ(Aα,×(a′, b)},

also y =
∑n

k=1 zkγa′b(λk) mit zk ∈ C und λk ∈ ρ(Aα,×(a′, b)), k = 1, . . . , n. Mit
g :=

∑n
k=1 zkγaa′(λk) gilt dann

[y, y]a′,b =
n∑

j,k=1

[γa′b(λk)zk, γa′b(λj)zj]a′,b =
n∑

j,k=1

zj γa′b(λj)
+γa′b(λk)zk

=
n∑

j,k=1

Ma′b(λk)−Ma′b(λj)

λk − λj
zkzj

= −
n∑

j,k=1

Maa′(λk)−Maa′(λj)

λk − λj
zkzj

= −[g, g]a,a′ = ‖g‖2
a,a′ .

Der Unterraum

c. l. s.{ker(Amax(a′, b)− λ) : λ ∈ ρ(Aα,×(a′, b))}

ist also bezüglich des inneren Produktes [· , ·]a′,b nichtnegativ. Aus (2.10) folgt nun,
dass der Kreinraum (

E(∆)L2
|w|(a

′, b), [· , ·]a′,b
)

für jedes Intervall ∆ ∈ B(Aα,×(a′, b),C) tatsächlich ein Hilbertraum ist. Folglich
ist R positiven Typs bezüglich Aα,×(a′, b). Die Behauptung im Falle der Positivität
von w auf (a, a′) zeigt man analog. Auch die Aussage (iii) zeigt man mit ähnlichen
Methoden.

Es bleibt, (iv) zu zeigen. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei w po-
sitiv auf (b′, b) und negativ auf (a, a′). Es sei λ0 ∈ σess(Tmax(a, b)). Dann ist
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λ0 ∈ σess(T×,0(a, a′)) oder λ0 ∈ σess(T0,×(b′, b)). Ohne Einschränkung sei λ0 ∈
σess(T0,×(b′, b)). Dann ist auch λ0 ∈ σess(T0,×(a′, b)), und mit Satz 2.8(iv) folgt
λ0 ∈ σess(A0,×(a′, b)). Da R nach (ii) positiven Typs ist bezüglich A0,×(a′, b), muss
λ0 ein Häufungspunkt des Spektrums von A0,×(a′, b) sein. Nach (i) ist λ0 also auch
ein Häufungspunkt des Spektrums von A×,0(a, a′) = −T×,0(a, a′). Dies impliziert
−λ0 ∈ σess(T×,0(a, a′)) ⊂ σess(Tmax(a, b)), und der Satz ist bewiesen.

Bemerkung 2.12. Die notwendigen Bedingungen für eine leere Resolventenmen-
ge des Operators A in Satz 2.11 zeigen, dass dieser Fall

”
höchstunwahrscheinlich“

ist. Bedauerlicherweise ist es uns nicht gelungen, diesen Fall komplett auszuschlie-
ßen. Wir bemerken, dass diese Frage im Spezialfall a′ = b′ in [50, Problem 3.3] als

”
offenes Problem“ formuliert wird.

Wir verwenden nun die Ergebnisse aus Satz 2.11, um in einigen Spezialfällen
zu zeigen, dass die Resolventenmenge von A nichtleer ist. Zudem werden die
Störungssätze aus Abschnitt 1 angewandt, um Definisierbarkeitsaussagen über
den Operator A zu machen.

Satz 2.13. Der Differentialausdruck ` sei im Grenzpunktfall bei a und b, und es
gebe a′, b′ ∈ (a, b), a′ < b′, so dass die Gewichtsfunktion w auf (a, a′) und (b′, b)
gleiches Vorzeichen hat. Ist σess(Tmax(a, b)) 6= ∅, dann ist ρ(A) 6= ∅.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass die Funktion
w auf (a, a′) ∪ (b′, b) positiv ist. Es sei λ0 ∈ σess(Tmax(a, b)). Wäre die Resolven-
tenmenge von A leer, dann wäre nach Satz 2.11(i) und Satz 2.8(iv)

λ0 ∈ σess(Aα,×(a′, b)) (2.11)

für alle α ∈ [0, π). Wir wählen ein α ∈ [0, π), so dass λ0 ∈ ρ(Aα,0(a′, b′)). Das
ist nach Satz 2.1 möglich. Dann ist offenbar ein offenes Intervall um λ0 positiven
Typs bezüglich des Operators Aα,0(a′, b′)⊕A0,×(b′, b). Nach Satz 1.20 gibt es also
eine offene Umgebung ∆ von λ0, so dass ∆ \ {λ0} positiven Typs ist bezüglich
Aα,×(a′, b). Da die reelle Achse nach Satz 2.11 aber negativen Typs ist bezüglich
Aα,×(a′, b), muss λ0 ein isolierter Punkt des Spektrums von Aα,×(a′, b) sein. Und
da dieser Operator über C definisierbar ist, ist λ0 daher ein isolierter Eigenwert
von Aα,×(a′, b) mit endlicher algebraischer Vielfachheit. Das widerspricht aber
(2.11).

Satz 2.14. Der Differentialausdruck ` sei im Grenzpunktfall bei a und b. Deswei-
teren gebe es a′, b′ ∈ (a, b), a′ < b′, so dass die Gewichtsfunktion w definit ist auf
jeweils (a, a′) und (b′, b). Ist einer der Operatoren Tmin(a, a′) und Tmin(b′, b) nach
unten beschränkt, dann ist ρ(A) 6= ∅.
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Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei Tmin(b′, b) nach unten be-
schränkt und w auf (b′, b) positiv. Dann ist auch Tmin(a′, b) nach unten beschränkt,
und nach Satz 2.10 ist der Operator A0,×(a′, b) definisierbar. Wir nehmen ρ(A) =
∅ an. Dann folgt aus der Definisierbarkeit von A0,×(a′, b), aus σ(A0,×(a′, b)) ⊂ R
nach Satz 2.11(i) und aus der Tatsache, dass nach Satz 2.11(ii) die ganze reelle
Achse definiten Typs ist bezüglich A0,×(a′, b), dass (L2

|w|(a
′, b), [· , ·]a′,b) ein Hilbert-

raum ist (denn w ist nach Annahme positiv auf (b′, b)). Insbesondere ist dann
A0,×(a′, b) = T0,×(a′, b). Ist w auch auf (a, a′) positiv, dann ist (L2

|w|(a, b), [· , ·]a,b)
ein Hilbertraum, und A = Tmax(a, b) ist selbstadjungiert in diesem. Dies wider-
spricht aber der Annahme ρ(A) = ∅. Ist andernfalls w negativ auf (a, a′), dann
folgt aus Satz 2.11(i):

σ(T×,0(a, a′)) = −σ(A×,0(a, a′)) = −σ(A0,×(a′, b)) = −σ(T0,×(a′, b)),

und diese Menge ist nach oben beschränkt. Also ist der Operator T×,0(a, a′) nach
oben beschränkt, was einen Widerspruch zu Lemma 2.2(b) darstellt.

Satz 2.15. Der Differentialausdruck ` sei im Grenzpunktfall bei a und b. Deswei-
teren gebe es a′, b′ ∈ (a, b), a′ < b′, so dass die Gewichtsfunktion w definit ist auf
jeweils (a, a′) und (b′, b). Ist der Operator Tmin(a, b) nach unten beschränkt, dann
gelten die folgenden Aussagen:

(a) Hat w auf (a, a′) und (b′, b) gleiche Vorzeichen, dann ist A definisierbar.

(b) Hat w auf (a, a′) und (b′, b) verschiedene Vorzeichen, dann ist A definisierbar
über C \ [µ,−µ], wobei µ = minσess(Tmin(a, b)).

In jedem Fall ist A nichtnegativ in einer Umgebung von ∞.

Beweis. Da Tmin(a, b) nach unten beschränkt ist, sind die Operatoren Tmin(a, a′)
und Tmin(b′, b) ebenfalls nach unten beschränkt. Daher ist die Resolventenmenge
von A nach Satz 2.14 nichtleer. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei w auf
(b′, b) positiv. Es sei T := JabA = Tmin(a, b) = Tmax(a, b), und µ sei definiert wie
in (b). Ist µ > 0, dann folgen die Behauptungen aus Satz 1.24. Sei also µ ≤ 0. Im
Fall (a) setzen wir

H+ := L2
|w|(a, a

′)⊕ L2
|w|(b

′, b), Hd := L2
|w|(a

′, b′),

G+ := Dmin(a, a′)⊕Dmin(b′, b), Gd := Dmin(a′, b′).

Dann sind die Bedingungen (i)+–(iii)+ in Korollar 1.27 erfüllt, und es folgt die Be-
hauptung. Im Fall (b) ist w negativ auf (a, a′), und wir definieren die Unterräume

H+ := L2
|w|(b

′, b), H− := L2
|w|(a, a

′), Hd := L2
|w|(a

′, b′),

G+ := Dmin(b′, b), G− := Dmin(a, a′), Gd := Dmin(a′, b′).
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Die Behauptung folgt dann aus Satz 1.25.

Im folgenden Korollar stellen wir Bedingungen an die Koeffizientenfunktionen
w, p und q, so dass die Voraussetzungen von Satz 2.15 erfüllt sind.

Korollar 2.16. Es sei (a, b) = R, und es gebe a′, b′ ∈ R, a′ < b′, so dass die
Gewichtsfunktion w definit ist auf jeweils (−∞, a′) und (b′,∞). Zusätzlich seien
die Funktionen s±(x) =

∫ x
0

1
p(t)
dt, x ∈ R±, jeweils keine Elemente von L2

|w|(R±)
und

Q±∞ := lim inf
x→±∞

q(x)

|w(x)|
> −∞. (2.12)

Dann ist der Differentialausdruck ` im Grenzpunktfall bei ±∞, der Operator
Tmin(−∞,∞) ist nach unten beschränkt, und es gilt

min{Q−∞, Q+∞} ≤ min σess(Tmin(−∞,∞)).

Insbesondere gelten die Aussagen aus Satz 2.15 für den indefiniten Sturm-Liou-
ville-Operator A.

Beweis. Wegen s± /∈ L2
|w|(R±) und (2.12) folgt aus [73, Satz 13.24], dass τ (und

damit auch `) im Grenzpunktfall ist bei ±∞. Es seien γ± < Q±∞ reelle Zahlen.
Ohne Einschränkung dürfen wir annehmen, dass a′ und b′ so gewählt sind, dass

q(x)

|w(x)|
≥ γ+, x ∈ (b′,∞), und

q(x)

|w(x)|
≥ γ−, x ∈ (−∞, a′)

gilt. Mit [74, Theorem 6.A.1 (Seite 104)] folgt daraus, dass Tmin(−∞, a′) durch
γ− und Tmin(b′,∞) durch γ+ nach unten beschränkt ist. Dies impliziert einerseits,
dass Tmin(−∞,∞) nach unten beschränkt ist und andererseits

σess(Tmin(−∞,∞)) = σess(Tmin(−∞, a′)) ∪ σess(Tmin(b′,∞)) ⊂ [min{γ−, γ+},∞).

Mit γ± → Q±∞ ist das Korollar bewiesen.

Ein Spezialfall von Korollar 2.16 ist gegeben, wenn p = 1, w(x) = sgn(x)
außerhalb eines kompakten Intervalls und wenn die Grenzwerte von q(x) für
x → ±∞ existieren. Es ist dann leicht zu sehen, dass σess(Tmin(−∞,∞)) =
[min{q+∞, q−∞},∞) gilt. In diesem Fall reduziert sich Satz 2.15 auf das folgende
Korollar.

Korollar 2.17. Es seien (a, b) = R, p ≡ 1, a′, b′ ∈ R, a′ < b′, und w(x) = sgn(x)
für fast alle x ∈ (−∞, a′) ∪ (b′,∞). Wenn die Grenzwerte

q−∞ := lim
x→−∞

q(x) und q+∞ := lim
x→+∞

q(x)
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existieren, dann ist

µ := minσess(Tmin(−∞,∞)) = min{q−∞, q+∞},

der Operator A ist definisierbar über C \ [µ,−µ], nichtnegativ in einer Umgebung
von ∞ und σess(A) = (−∞,−q−∞] ∪ [q+∞,∞).

Wir bemerken, dass Korollar 2.17 im Fall a′ = b′ einen Spezialfall von Theo-
rem 3.11 in [53] darstellt. Dort wird der Definisierbarkeitsbereich von A auch für
den Fall angegeben, in dem die Grenzwerte q±∞ nicht existieren, der Differenti-
alausdruck τ aber dennoch im Grenzpunktfall bei ±∞ ist. In diesem Fall folgt
ρ(A) 6= ∅ aus einer Betrachtung des asymptotischen Verhaltens der Titchmarsh-
Weyl-Koeffizienten von τ auf R± (siehe [52, Proposition 2.5] und [36]). Unter der
zusätzlichen Bedingung q−q−∞ ∈ L1(−∞, a′) und q−q+∞ ∈ L1(b′,∞) ist Korollar
2.17 als Corollary 3.4 in [5] zu finden.
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3 Sturm-Liouville-Operatoren mit periodischen

Koeffizienten

In diesem Abschnitt wollen wir den Differentialausdruck ` aus (2.1) auf (a, b) = R
betrachten und annehmen, dass die Koeffizientenfunktionen w, p und q periodisch
sind mit der Periode a > 0. Es ist bekannt (siehe [73, Kapitel 16]), dass das Spek-
trum des maximalen Operators A bezüglich ` im definiten Fall (d. h. w > 0 f.ü.)
nach unten beschränkt ist3 und eine sogenannte

”
Bandstruktur“ aufweist, d. h.

aus abgeschlossenen, nichtentarteten Intervallen besteht, die sich höchstens in ih-
ren Endpunkten schneiden. Ist w indefinit und A gleichmäßig positiv, dann ergibt
sich ein ähnliches Bild – mit dem Unterschied, dass das Spektrum von A auch
nach unten unbeschränkt ist. Dies wird in [63] gezeigt und folgt auch aus unse-
ren Betrachtungen (siehe Korollar 3.18). Im allgemeinen Fall kann der Operator
A auch nichtreelles Spektrum haben, und es ist zunächst nicht klar, welche Vor-
zeicheneigenschaften das reelle Spektrum hat. Wir werden unter anderem zeigen,
dass das reelle Spektrum von A außerhalb eines kompakten Intervalls ganz ähn-
liche Strukturen aufweist wie das der Operatoren, die in [63] betrachtet werden.
Unter gewissen Bedingungen an die Funktionen w und p zeigen wir zudem, dass
der Operator A sogar nichtnegativ in einer Umgebung von ∞ ist. Insbesonde-
re folgt daraus, dass das nichtrelle Spektrum von A in diesem Fall beschränkt
ist. Für den Beweis dieser Aussagen machen wir uns zunutze, dass der Operator
A unitär äquivalent ist zu dem Multiplikationsoperator bezüglich einer gewissen
Schar {A(t) : t ∈ [0, π]} regulärer Sturm-Liouville-Operatoren in L2

w(0, a).

3.1 Multiplikation mit einer Schar selbstadjungierter Op-
eratoren

Es seien H′ ein Hilbertraum, I ein kompaktes Intervall und {A(t) : t ∈ I} eine
Schar selbstadjungierter Operatoren in H′. Unter der Bedingung, dass die Abbil-
dung t 7→ (A(t) + i)−1 messbar ist, wird in [66] gezeigt, dass sich im Hilbertraum
L2(I,H′) auf natürliche Weise ein selbstadjungierter Multiplikationsoperator A
mit der Schar {A(t) : t ∈ I} definieren lässt. Zwischen dem Multiplikationsopera-
tor A und der Schar {A(t) : t ∈ I} bestehen dann gewisse Zusammenhänge (siehe
[66, Theorem XIII.85]).

Anstatt eines Hilbertraumes wollen wir hier einen Kreinraum betrachten und
annehmen, dass die Operatoren der Schar {A(t) : t ∈ I} in diesem selbstadjun-
giert sind. Unter einer Bedingung an die Resolventen der Operatoren A(t) können

3Ist die Koeffizientenfunktion p nicht f.ü. positiv, dann kann das Spektrum auch nach unten
unbeschränkt sein. Auch die im folgenden vorgestellten Ergebnisse sind stark abhängig von der
Annahme p > 0 f.ü..
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wir dann analog zu [66] einen Multiplikationsoperator A definieren und zeigen,
dass dieser selbstadjungiert ist in einem Kreinraum. Desweiteren beweisen wir,
dass das Spektrum von A gerade die Vereinigung der Spektren der A(t), t ∈ I,
ist. Unser Hauptaugenmerk richtet sich dann auf den Zusammenhang zwischen
den Vorzeichentypen der Spektren der Operatoren A und A(t), t ∈ I. Als Haupt-
ergebnis zeigen wir, dass eine Menge genau dann positiven Typs bezüglich A ist,
wenn sie positiven Typs ist bezüglich aller Operatoren A(t), t ∈ I.

In diesem Unterabschnitt seien (K′, [· , ·]′) ein separabler Kreinraum mit Fun-
damentalsymmetrie J ′, die das Hilbertraum-Skalarprodukt (· , ·)′ := [J ′·, ·]′ auf K′
induziert, I ein kompaktes reelles Intervall und

K := L2
(
I,K′

)
(3.1)

der Raum der Äquivalenzklassen (modulo Gleichheit fast überall) von messbaren
Funktionen f : I → K′ mit ∫

I
‖f(t)‖2

K′ dt < ∞.

Dabei heißt f : I → K′ messbar, falls für jedes x ∈ K′ die komplexwertige
Funktion t 7→ (f(t), x)′ (t ∈ I) Borel-messbar ist. Mit dem Skalarprodukt

(f, g) :=

∫
I

(
f(t), g(t)

)′
dt, f, g ∈ K,

ist (K, (· , ·)) dann bekanntermaßen ein Hilbertraum.
Wir bemerken, dass eine Funktion f : I → K′ nach [65, Theorem IV.22] genau

dann messbar ist, wenn es eine Folge einfacher Funktionen4 fn : I → K′ gibt mit
‖fn(t)−f(t)‖K′ → 0 für fast alle t ∈ I. Demnach ist insbesondere t 7→ (f(t), g(t))′

messbar, wenn f, g : I → K′ messbar sind.
Es ist leicht zu sehen, dass der Operator J , definiert duch (Jf)(t) := J ′f(t)

für f ∈ K und t ∈ I, eine Fundamentalsymmetrie in K ist (d. h. J = J−1 = J∗)
und damit das Kreinraumprodukt

[f, g] := (Jf, g) =

∫
I

[
f(t), g(t)

]′
dt, f, g ∈ K,

definiert.
Wir nennen eine Abbildung T : I → B(K′) messbar, wenn für alle x ∈ K′ die

K′-wertige Funktion t 7→ T (t)x messbar ist. Mit L∞(I,B(K′)) bezeichnen wir den
Raum aller (Äquivalenzklassen von) messbaren Abbildungen T : I → B(K′) mit

esssup{‖T (t)‖ : t ∈ I} = inf
{
b ∈ R : λI

(
{t ∈ I : ‖T (t)‖ > b}

)
= 0
}
< ∞.

4Eine messbare Funktion f : I → K′ heißt einfach, wenn sie nur endlich viele Werte annimmt.
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Dabei bezeichnet λI das Lebesguemaß auf I. In [66, Theorem XIII.83] wird ge-
zeigt, dass für jede Abbildung T ∈ L∞(I,B(K′)) vermittels

(Tf)(t) := T (t)f(t), f ∈ K, t ∈ I,

ein Operator T ∈ B(K) definiert wird mit

‖T‖ = esssup{‖T (t)‖ : t ∈ I}. (3.2)

Diesen nennen wir den Multiplikationsoperator bezüglich der Schar {T (t) : t ∈ I}.
Für den Rest dieses Unterabschnittes sei {A(t) : t ∈ I} eine Schar (even-

tuell unbeschränkter) selbstadjungierter Operatoren im Kreinraum (K′, [· , ·]′).
Bezüglich dieser Schar wollen wir ebenfalls einen Multiplikationsoperator defi-
nieren. Dazu machen wir die folgende Generalannahme:

(R) Es gibt λ0 ∈ C, so dass λ0 ∈ ρ(A(t)) für alle t ∈ I gilt und die Abbildung
t 7→ (A(t)− λ0)−1 (von I nach B(K′)) stetig ist.

Lemma 3.1. Ist (R) erfüllt und ist f : I → K′ messbar mit f(t) ∈ domA(t) für
fast alle t ∈ I, dann ist auch die Abbildung t 7→ A(t)f(t) messbar.

Beweis. Für t ∈ I sei Et das Spektralmaß des im Hilbertraum (K′, (· , ·)′) selbst-
adjungierten Operators T (t) := J ′A(t). Wegen der leicht zu verifizierenden und
für alle λ ∈ C \ R gültigen Formel

(T (t)− λ)−1 = (A(t)− λ0)−1
(
I + (λ0 − λJ ′)(A(t)− λ0)−1

)−1
J ′, t ∈ I,

ist die Abbildung t 7→ (T (t) − λ)−1 für jedes λ ∈ C \ R stetig. Durch Appro-
ximation des Integrals in der Stone’schen Formel [35, Chapter XII.2, Theorem
10] durch Riemann-Summen folgt, dass die Abbildung t 7→ Et(∆) für jedes reelle
Intervall ∆ messbar ist. Es seien y ∈ K′ fest aber beliebig und (τn) eine Folge
von Treppenfunktionen mit kompakten Trägern auf R, so dass für alle λ ∈ R gilt:
|τn(λ)| ≤ |λ| für alle n ∈ N und τn(λ)→ λ für n→∞. Dann ist

t 7→
∫
R
τn(λ) d

(
f(t), Et(λ)y

)′
für alle n ∈ N als endliche Summe messbarer Funktionen wieder messbar. Also ist
auch

t 7→
(
T (t)f(t), y

)′
=

∫
R
λ d
(
f(t), Et(λ)y

)′
= lim

n→∞

∫
R
τn(λ) d

(
f(t), Et(λ)y

)′
messbar. Wegen (A(t)f(t), J ′y) = (T (t)f(t), y) und der Surjektivität von J ′ :
K′ → K′ folgt die Messbarkeit von t 7→ A(t)f(t).
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Wir erinnern an die Definition (3.1) und setzen

domA := {f ∈ K : f(t) ∈ dom(A(t)) für f.a. t ∈ I, A(·)f(·) ∈ K}

sowie
(Af)(t) := A(t)f(t), f ∈ domA, t ∈ I.

Der so definierte Operator A ist symmetrisch in (K, [· , ·]), denn für f ∈ domA
gilt

[Af, f ] =

∫
I

[
(Af)(t), f(t)

]′
dt =

∫
I

[
A(t)f(t), f(t)

]′
dt ∈ R.

Satz 3.2. Es sei (R) erfüllt. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Der Operator A ist selbstadjungiert.

(ii) σ(A) =
⋃
t∈I σ(A(t)).

(iii) Für alle λ ∈ ρ(A) ist t 7→ (A(t)− λ)−1 stetig.

Beweis. Es sei R(t) := (A(t)−λ0)−1, t ∈ I. Die Abbildung t 7→ R(t) ist wegen der
Kompaktheit von I und (R) ein Element von L∞(I,B(K′)). Also ist der Operator
R ∈ B(K), definiert durch

(Rf)(t) := R(t)f(t), f ∈ K, t ∈ I,

wohldefiniert (siehe [66, Theorem XIII.83]). Im folgenden zeigen wir, dass R die
Resolvente von A in λ0 darstellt. Ist (A − λ0)f = 0 für ein f ∈ domA, dann
ist (A(t) − λ0)f(t) = 0 und damit f(t) = 0 für fast alle t. Sei nun g ∈ K. Wir
müssen zeigen, dass f := Rg ∈ K in domA liegt. Das folgt aber aus f(t) =
(A(t)− λ0)−1g(t) ∈ domA(t) für alle t ∈ I und

‖A(t)f(t)‖K′ ≤
(
1 + |λ0|max

τ∈I
‖(A(τ)− λ0)−1‖

)
‖g(t)‖K′ .

Also wird domA durchA−λ0 bijektiv aufK abgebildet, und es gilt (A−λ0)Rg = g.
Die Inverse R = (A−λ0)−1 ist demnach ein beschränkter Operator. Insbesondere
folgt daraus, dass der Operator A abgeschlossen ist.

Da R(t) stetig von t abhängt und domR(t) = K′ für alle t ∈ I, gilt nach [27,
Theorem 3.1]:

σ(R) =
⋃
t∈I

σ(R(t)).

Daraus folgt (ii), denn es ist λ ∈ σ(A) genau dann, wenn (λ− λ0)−1 ∈ σ(R) und
λ ∈ σ(A(t)) für ein t ∈ I genau dann, wenn (λ − λ0)−1 ∈ σ(R(t)) für dieses t.
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Desweiteren ist auch (i) erfüllt, da aus λ0 ∈ ρ(A(t)) auch λ0 ∈ ρ(A(t)) für alle
t ∈ I, und damit λ0 ∈ ρ(A) folgt. Die Aussage (iii) folgt aus der Identität

(A(t)− λ)−1 =
(A(t)− λ0)−1

λ0 − λ

(
(A(t)− λ0)−1 − (λ− λ0)−1

)−1

,

die für alle λ ∈ ρ(A) \ {λ0} gilt.

Im folgenden verzichten wir der Einfachheit halber auf den Strich bei der
Notation der inneren Produkte auf K′ und schreiben ‖ · ‖ anstatt ‖ · ‖K′ .

Lemma 3.3. Es gelte (R), und die kompakte Menge ∆ ⊂ R sei positiven (nega-
tiven) Typs bezüglich aller Operatoren A(t), t ∈ I. Dann existieren eine C-offene
Umgebung U von ∆ und ε > 0, so dass für alle t ∈ I und alle λ ∈ U die folgende
Implikation gilt:

x ∈ domA(t), ‖x‖ = 1, ‖(A(t)−λ)x‖ ≤ ε =⇒ [x, x] ≥ ε (bzw. − [x, x] ≥ ε).

Beweis. Die Menge ∆ sei positiven Typs bezüglich aller A(t). Der andere Fall
kann analog behandelt werden. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann
gibt es zu jeder C-offenen Umgebung U von ∆ und jedem ε > 0 ein t ∈ I, ein
λ ∈ U und ein x ∈ domA(t) mit ‖x‖ = 1, so dass ‖(A(t)−λ)x‖ ≤ ε und [x, x] < ε
gelten. Also gibt es zu jedem n ∈ N ein tn ∈ I, ein λn ∈ C mit dist(λn,∆) < 1

n
und

ein xn ∈ domA(tn) mit ‖xn‖ = 1, so dass ‖(A(tn)− λn)xn‖ ≤ 1
n

und [xn, xn] < 1
n

gelten. Wir dürfen annehmen, dass die Folgen (λn) und (tn) jeweils gegen ein
λ ∈ ∆ und ein t ∈ I konvergieren. Wir setzen

yn := (A(t)− λ0)−1(A(tn)− λ0)xn ∈ domA(t),

wobei λ0 ∈ ρ(A) \ {λ} beliebig sei. Dann konvergieren

xn − yn =
(
(A(tn)− λ0)−1 − (A(t)− λ0)−1

)(
(A(tn)− λn)xn + (λn − λ0)xn

)
und

(A(t)− λ)yn = (A(tn)− λn)xn + (λn − λ)xn + (λ0 − λ)(yn − xn)

gegen Null für n → ∞. Also ist λ ∈ σap(A(t)) und daher nach Annahme λ ∈
σ+(A(t)). Es folgt

lim inf
n→∞

[xn, xn] = lim inf
n→∞

[yn, yn] > 0,

was aber [xn, xn] < 1
n

widerspricht.

Eine ähnliche Aussage wie die von Lemma 3.3 gilt für den Punkt ∞.
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Lemma 3.4. Es gelte (R), und es sei ∞ ∈ σ+(A(t)) ∪ ρ̃(A(t)) für alle t ∈ I.
Dann gibt es ein ε > 0, so dass für alle t ∈ I die folgende Implikation gilt:

x ∈ domA(t), ‖A(t)x‖ = 1, ‖x‖ ≤ ε =⇒ [A(t)x,A(t)x] ≥ ε.

Im Falle ∞ ∈ σ−(A(t)) ∪ ρ̃(A(t)) für alle t ∈ I existiert ein ε > 0, so dass für
alle t ∈ I die folgende Implikation gilt.

x ∈ domA(t), ‖A(t)x‖ = 1, ‖x‖ ≤ ε =⇒ −[A(t)x,A(t)x] ≥ ε.

Beweis. Es sei∞ ∈ σ+(A(t))∪ ρ̃(A(t)) für alle t ∈ I. Den anderen Fall behandelt
man analog. Wäre die Aussage falsch, dann gäbe es zu jedem n ∈ N ein tn ∈ I
und xn ∈ domA(tn), so dass ‖A(tn)xn‖ = 1, ‖xn‖ ≤ 1

n
und [A(tn)xn, A(tn)xn] <

1
n
. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, die Folge (tn)

konvergiere für n→∞ gegen ein t ∈ I. Mit yn := (A(t)− λ0)−1(A(tn)− λ0)xn ∈
domA(t) gilt dann

‖yn − xn‖ ≤ ‖(A(t)− λ0)−1 − (A(tn)− λ0)−1‖ ·
(
‖(A(tn)xn‖+ |λ0|‖xn‖

)
.

Und dieser Ausdruck konvergiert für n→∞ gegen Null. Zudem folgt ‖A(t)yn‖ →
1 für n → ∞ aus A(t)yn − A(tn)xn = λ0(yn − xn). Nach Annahme folgt ∞ ∈
σ+(A(t)), was

lim inf
n→∞

[A(tn)xn, A(tn)xn] = lim inf
n→∞

[A(t)yn, A(t)yn] > 0.

impliziert. Dies steht aber im Widerspruch zu [A(tn)xn, A(tn)xn] < 1
n
.

Korollar 3.5. Es gelte (R), und ∆ sei ein kompaktes Intervall positiven (nega-
tiven) Typs bezüglich aller A(t), t ∈ I. Dann gibt es eine C-offene Umgebung U
von ∆, so dass die folgenden Aussagen gelten:

(i) Für alle t ∈ I ist
U \ R ⊂ ρ(A(t)),

und es gibt ein (von t unabhängiges) C > 0, so dass für alle λ ∈ U \ R und
alle t ∈ I gilt:

‖(A(t)− λ)−1‖ ≤ C

| Imλ|
.

Insbesondere ist U \ R ⊂ ρ(A), und für alle λ ∈ U \ R gilt

‖(A− λ)−1‖ ≤ C

| Imλ|
.
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(ii) U ∩ R ist positiven (bzw. negativen) Typs bezüglich aller Operatoren A(t),
t ∈ I.

Beweis. Wir wählen U und ε > 0 wie in Lemma 3.3 und nehmen ohne Ein-
schränkung | Imλ| < 1 für alle λ ∈ U und U = U∗ an. Die Aussage (ii) folgt dann
sofort. Für den Beweis von (i) seien λ ∈ U \ R, t ∈ I und x ∈ domA(t) mit
‖x‖ = 1. Gilt ‖(A(t)− λ)x‖ ≤ ε, dann folgt

| Imλ|ε ≤ | Im[λx, x]| = | Im[(λ− A(t))x, x]| ≤ ‖(A(t)− λ)x‖.

Also gilt für alle x ∈ domA(t):

‖(A(t)− λ)x‖ ≥ min{ε, | Imλ|ε}‖x‖ = ε| Imλ| ‖x‖.

Das gleiche gilt für λ anstatt λ. Also ist λ ∈ ρ(A(t)), und es folgt

‖(A(t)− λ)−1‖ ≤ ε−1

| Imλ|
.

Da t ∈ I beliebig war und ε nicht von t abhängt, folgt die erste Behauptung in
(i). Die zweite folgt aus Satz 3.2 und (3.2).

Der folgende Satz stellt das Hauptergebnis dieses Unterabschnittes dar.

Satz 3.6. Es gelte (R). Dann ist die Menge ∆ ⊂ R genau dann positiven (ne-
gativen) Typs bezüglich A, wenn sie positiven (bzw. negativen) Typs ist bezüglich
aller Operatoren A(t), t ∈ I.

Beweis. Es sei ∆ positiven Typs bezüglich aller A(t). Zu zeigen ist σ̃(A) ∩∆ ⊂
σ+(A). Es sei zunächst λ ∈ σ̃(A) ∩∆, λ 6=∞. Nach Lemma 3.3 gibt es ε > 0, so
dass für alle t ∈ I gilt:

x ∈ domA(t), ‖(A(t)− λ)x‖ ≤ ε‖x‖ =⇒ [x, x] ≥ ε‖x‖2.

Es sei (fn) ⊂ domA mit ‖fn‖K = 1 und ‖(A− λ)fn‖K → 0 für n→∞, d. h.

an :=

∫
I
‖(A(t)− λ)fn(t)‖2 dt → 0 und

∫
I
‖fn(t)‖2 dt = 1.

Für n ∈ N definieren wir die messbare Menge

Mn := {t ∈ I : ‖(A(t)− λ)fn(t)‖ > ε‖fn(t)‖}

Dann gilt∫
Mn

‖fn(t)‖2 dt ≤ 1

ε2

∫
Mn

‖(A(t)− λ)fn(t)‖2 dt ≤ an
ε2
→ 0
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für n→∞. Weiter ist

[fn, fn] =

∫
I

[fn(t), fn(t)] dt ≥
∫
Mn

[fn(t), fn(t)] dt+ ε

∫
I\Mn

‖fn(t)‖2 dt.

Und da ∣∣∣∣∫
Mn

[fn(t), fn(t)] dt

∣∣∣∣ ≤ ∫
Mn

‖fn(t)‖2 dt → 0

für n→∞, folgt

lim inf
n→∞

[fn, fn] ≥ ε lim
n→∞

∫
I\Mn

‖fn(t)‖2 dt = ε.

Das zeigt λ ∈ σ+(A). Falls ∞ ∈ σ̃(A) ∩ ∆, dann gilt nach Annahme ∞ ∈
σ+(A(t)) ∩ ρ̃(A(t)) für alle t ∈ I. Nach Lemma 3.4 gibt es daher ein ε > 0,
so dass die Implikation

x ∈ domA(t), ‖x‖ ≤ ε‖A(t)x‖ =⇒ [A(t)x,A(t)x] ≥ ε‖A(t)x‖2

für alle t ∈ I gilt. Es sei (fn) ⊂ domA mit ‖Afn‖K = 1 und ‖fn‖K → 0 für
n→∞, d. h.

bn :=

∫
I
‖fn(t)‖2 dt → 0 und

∫
I
‖A(t)fn(t)‖2 dt = 1.

Mit den messbaren Mengen

Nn := {t ∈ I : ‖fn(t)‖ > ε‖A(t)fn(t)‖}

gilt ∫
Nn

‖A(t)fn(t)‖2 dt ≤ 1

ε2

∫
Nn

‖fn(t)‖2 dt ≤ bn
ε2
.

Da dies für n → ∞ gegen Null strebt, strebt die rechte Seite der für alle n ∈ N
gültigen Ungleichung

[Afn, Afn] ≥
∫
Nn

[A(t)fn(t), A(t)fn(t)] dt+ ε

∫
I\Nn

‖A(t)fn(t)‖2 dt

gegen ε, und es folgt ∞ ∈ σ+(A).
Für den Beweis der Rückrichtung seien λ0 wie in (R), t0 ∈ I fest aber beliebig

und λ ∈ σ̃(A(t0)) ∩∆. Ferner sei (xn) ⊂ domA(t0) eine Folge mit ‖xn‖ = 1 und
(A(t0) − λ)xn → 0 für n → ∞, falls λ 6= ∞, und ‖A(t0)xn‖ = 1 und xn → 0 für
n→∞, falls λ =∞. Wir wählen offene Intervalle In um t0 in I, so dass∥∥(A(t)− λ0)−1 − (A(t0)− λ0)−1

∥∥ ≤ 1

n
für alle t ∈ In



3.1 Multiplikation mit einer Schar selbstadjungierter Operatoren 73

gilt. Für n ∈ N definieren wir die messbare Funktion

fn(t) :=
1In(t)√
|In|

(A(t)− λ0)−1(A(t0)− λ0)xn ∈ domA(t),

wobei |In| die Länge und 1In die charakteristische Funktion des Intervalls In
bezeichne. Wir setzen gn(t) := (A(t) − λ0)−1(A(t0) − λ0)xn und bemerken, dass
es in beiden Fällen λ 6=∞ und λ =∞ ein N ∈ N und ein C > 0 gibt, so dass

‖gn(t)− xn‖ ≤
1

n
‖(A(t0)− λ0)xn‖ ≤

C

n

für alle n ≥ N und t ∈ In gilt. Dies impliziert, dass∫
I
‖fn(t)‖2 dt =

1

|In|

∫
In
‖gn(t)‖2 dt

für n → ∞ gegen 1 konvergiert, wenn λ 6= ∞, und gegen 0 konvergiert, wenn
λ = ∞. Insbesondere ist fn ∈ K für n ≥ N . Desweiteren folgt aus A(t)gn(t) =
A(t0)xn + λ0(gn(t)− xn), dass∫

I
‖(A(t)− λ)fn(t)‖2 dt =

1

|In|

∫
In
‖(A(t)− λ)gn(t)‖2 dt

im Falle λ 6=∞ gegen 0 konvergiert und dass∫
I
‖A(t)fn(t)‖2 dt =

1

|In|

∫
In
‖A(t)gn(t)‖2 dt

gegen 1 konvergiert, wenn λ =∞. Damit ist fn ∈ domA für n ≥ N gezeigt sowie
‖fn‖K → 1 und ‖(A − λ)fn‖K → 0 für n → ∞, falls λ 6= ∞, und ‖Afn‖K → 1
und ‖fn‖K → 0 für n→∞, falls λ =∞. Im Fall λ 6=∞ gilt

lim inf
n→∞

[xn, xn] = lim inf
n→∞

[fn, fn] > 0,

denn

[fn, fn] =
1

|In|

∫
In

[gn(t), gn(t)] dt

= [xn, xn] +
1

|In|

∫
In

(
[gn(t), gn(t)]− [xn, xn]

)
dt,

wobei der zweite Summand gegen Null strebt. Und ist λ =∞, dann gilt

[Afn, Afn] =
1

|In|

∫
In

[A(t0)xn + λ0(gn(t)− xn), A(t0)xn + λ0(gn(t)− xn)] dt

= [A(t0)xn, A(t0)xn] + δn,
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mit einer Nullfolge (δn). Damit folgt

lim inf
n→∞

[A(t0)xn, A(t0)xn] = lim inf
n→∞

[Afn, Afn] > 0,

und der Satz ist bewiesen.

3.2 Die Gelfandtransformation

Wir beginnen nun die Untersuchung des Differentialausdrucks ` mit den a-peri-
odischen Koeffizientenfunktionen w, p und q. Da auch |w| die Periode a hat, ist
der Differentialausdruck τ aus (2.6) nach [73, Satz 16.2(c)] im Grenzpunktfall bei
−∞ und +∞. Daher ist der Operator T := Tmax(−∞,+∞) selbstadjungiert im
Hilbertraum L2

|w|(R) und A := Amax(−∞,+∞) somit selbstadjungiert im Krein-

raum L2
w(R) = (L2

|w|(R), [· , ·]), wobei

[f, g] =

∫
R
f(x)g(x)w(x) dx, f, g ∈ L2

|w|(R).

Auf dem Intervall [0, a] definieren wir die Sturm-Liouville-Operatoren A(t), t ∈
[−π, π], durch A(t)f = `(f) für f ∈ domA(t), wobei

domA(t) := {f ∈ Dmax(0, a) : f(a) = eitf(0), (pf ′)(a) = eit(pf ′)(0)}.

Nach Satz 2.6 ist jeder Operator A(t), t ∈ [−π, π], selbstadjungiert im Kreinraum
L2
w(0, a) = (L2

|w|(0, a), [· , ·]a), wobei

[u, v]a :=

∫ a

0

u(x)v(x)w(x) dx, u, v ∈ L2
|w|(0, a).

Da der Differentialausdruck ` auf (0, a) regulär ist, haben die Operatoren A(t) die
in Satz 2.4 zusammengestellten Eigenschaften.

Auf L2
|w|,0(R), dem Raum aller Funktionen aus L2

|w|(R) mit kompaktem Träger,
definieren wir die Abbildung

U0 : L2
|w|,0(R) → L2

(
[−π, π], L2

|w|(0, a)
)

durch

(U0f)(t) :=
1√
2π

∑
n∈Z

e−intf( ·+ na), t ∈ [−π, π], f ∈ L2
|w|,0(R).
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Diese Definition ist wegen der Endlichkeit der darin vorkommenden Summe sinn-
voll. Da die Funktionen en(t) := (2π)−

1
2 eint, t ∈ [−π, π], n ∈ Z, eine Orthonor-

malbasis von L2(−π, π) bilden, gilt für f ∈ L2
|w|,0(R):

‖U0f‖2 =

∫ π

−π

∫ a

0

∣∣((U0f)(t)
)
(x)
∣∣2 |w(x)| dx dt

=

∫ a

0

∫ π

−π

∣∣∣∣∣ 1√
2π

∑
n∈Z

e−intf(x+ na)

∣∣∣∣∣
2

dt

 |w(x)| dx

=

∫ a

0

∥∥∥∥∥∑
n∈Z

f(x+ na)e−n

∥∥∥∥∥
2

L2(−π,π)

|w(x)| dx

=
∑
n∈Z

∫ a

0

|f(x+ na)|2|w(x)| dx

= ‖f‖2
L2
|w|(R),

wobei wir in der letzten Gleichheit die Periodizität von w ausgenutzt haben. Al-
so ist U0 ein dicht definierter isometrischer Operator und besitzt daher eine auf
ganz L2

|w|(R) definierte isometrische Fortsetzung U . Diese nennen wir die Gel-

fandtransformation. Nach [73, Lemma 16.7] ist die Gelfandtransformation U ein
isometrischer Isomorphismus zwischen den Hilberträumen L2

|w|(R) und L2(I,Ka),
wobei

I := [−π, π] und Ka := L2
|w|(0, a).

Desweiteren (siehe [73, Satz 16.9]) ist der Operator

T̃ := UTU−1

der Multiplikationsoperator mit den Operatoren T (t) := JaA(t) (wobei wir Ja :=
J0,a setzen), d. h.

dom T̃ = {F ∈ L2(I,Ka) : F (t) ∈ domT (t) f.ü. und T (·)F (·) ∈ L2(I,Ka)},

und (
T̃F
)

(t) = T (t)F (t), t ∈ I, F ∈ dom T̃ .

Wie in Unterabschnitt 3.1 definieren wir die Fundamentalsymmetrie J̃ im Hilbert-
raum L2(I,Ka) als Multiplikationsoperator durch(

J̃F
)

(t) := JaF (t), t ∈ I, F ∈ L2(I,Ka).
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Wir setzen J := J−∞,∞. Für f ∈ L2
|w|,0(R) und t ∈ I gilt dann(

J̃U0f
)

(t) =
1√
2π

∑
n∈Z

e−int sgn(w(·))f(·+ na)

=
1√
2π

∑
n∈Z

e−int sgn(w(·+ na))f(·+ na)

=
1√
2π

∑
n∈Z

e−int(Jf)(·+ na)

= (U0Jf) (t),

also J̃U0f = U0Jf . Aus Stetigkeitsgründen folgt

J̃ = UJU−1. (3.3)

Demnach ist

Ã := J̃ T̃ = UJTU−1 = UAU−1, dom Ã = dom T̃ .

Genauer gelten

dom Ã = {F ∈ L2(I,Ka) : F (t) ∈ domA(t) f.ü. und A(·)F (·) ∈ L2(I,Ka)}

und (
ÃF
)

(t) = (J̃ T̃F )(t) = JaT (t)F (t) = A(t)F (t), F ∈ dom Ã.

Folglich ist der Operator A unitär äquivalent zu dem Multiplikationsoperator mit
den A(t). Wir fassen die Ergebnisse in dem folgenden Satz zusammen.

Satz 3.7. Es sei Ã der Multiplikationsoperator im Raum L2(I,Ka) mit der Schar

der Operatoren A(t), t ∈ I, und J̃ bezeichne den Multiplikationsoperator in
L2(I,Ka) mit dem konstanten Operator Ja. Mit der Gelfandtransformation U gilt
dann

Ã = UAU−1 und J̃ = UJU−1.

Um zu sehen, dass die Generalvoraussetzung (R) aus Unterabschnitt 3.1 für
die Schar der Operatoren A(t) erfüllt ist, stellen wir einen Zusammenhang zwi-
schen den Spektren der Operatoren A(t) und der sogenannten Floquet-Diskrimi-
nante von ` her. Dazu seien ϕλ und ψλ für λ ∈ C die Lösungen von (`− λ)u = 0,
die den Anfangsbedingungen

ϕλ(0) = 1, (pϕ′λ)(0) = 0,

ψλ(0) = 0, (pψ′λ)(0) = 1
(3.4)
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genügen. Mit diesen definieren wir die Funktion

D(λ) := ϕλ(a) + (pψ′λ)(a).

Dies ist offenbar eine ganze Funktion mit der Eigenschaft D(λ) = D(λ) für λ ∈ C
und ist gleichzeitig die Spur der Matrix

L(λ) :=

(
ϕλ(a) ψλ(a)

(pϕ′λ)(a) (pψ′λ)(a)

)
, λ ∈ C.

Wegen detL(λ) = 1 für alle λ ∈ C gilt

µ ∈ σ(L(λ)) ⇐⇒ µ−1 ∈ σ(L(λ)). (3.5)

Insbesondere ist L(λ) für alle λ ∈ C eine reguläre Matrix, und D(λ) ist stets die
Summe der Eigenwerte von L(λ). Die beiden Eigenwerte von L(λ) werden Floquet-
Multiplikatoren von ` genannt. Die Funktion D heißt Floquet-Diskriminante von
`, vgl. z.B. [38].

Lemma 3.8. Es seien λ ∈ C und t ∈ [−π, π]. Dann gilt

λ ∈ σ(A(t)) ⇐⇒ σ(L(λ)) = {eit, e−it} ⇐⇒ D(λ) = 2 cos(t).

Beweis. Es sei λ ∈ σ(A(t)). Nach Satz 2.4 ist λ ein Eigenwert von A(t). Also
existiert eine Lösung f von (` − λ)u = 0 mit f(a) = eitf(0) und (pf ′)(a) =
eit(pf ′)(0). Es gibt nun α, β ∈ C, so dass f = αϕλ + βψλ, und es folgt

L(λ)

(
α
β

)
=

(
αeit

βeit

)
= eit

(
α
β

)
.

Wegen (3.5) ist also σ(L(λ)) = {eit, e−it} und somit auch D(λ) = eit + e−it =
2 cos(t). Ist andersherum D(λ) = 2 cos(t) und ist µ ein Eigenwert von L(λ), dann
gilt µD(λ) = µ(µ+ µ−1) = µ2 + 1, und damit(

µ− D(λ)

2

)2

= µ2 − µD(λ) +
D(λ)2

4
=
D(λ)2 − 4

4
= − sin2(t).

Es folgt

µ =
D(λ)

2
± i sin(t) = cos(t)± i sin(t) = e±it.

Demnach existiert ein Vektor ( αβ ) ∈ C2, so dass (L(λ)−eit) ( αβ ) = 0. Die Funktion
αϕλ + βψλ ist dann ein Eigenvektor von A(t) bezüglich λ.

Nun können wir zeigen, dass die Bedingung (R) in der gegebenen Situation
erfüllt ist.
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Lemma 3.9. Es existiert ein λ0 ∈ C, so dass die folgenden Aussagen gelten:

(a) λ0 ∈ ρ(A(t)) für alle t ∈ [−π, π].

(b) Die Abbildung t 7→ (A(t)− λ0)−1 (von [−π, π] nach B(Ka)) ist stetig.

Beweis. Nehmen wir an, es gäbe für jedes λ ∈ C ein t ∈ [−π, π], so dass λ ∈
σ(A(t)) gilt, dann folgte D(λ) ∈ [−2, 2] für alle λ ∈ C nach Lemma 3.8. Da D(·)
eine ganze Funktion ist, wäre sie also konstant mit einem Wert in [−2, 2]. Folglich
gäbe es t0 ∈ [−π, π], so dass D(λ) = 2 cos(t0) für alle λ ∈ C gilt. Mit Lemma 3.8
folgte daraus aber σ(A(t0)) = C, was im Widerspruch zu Satz 2.4 steht.

Es seien λ0 wie in (a) und µ1, µ2 die Eigenwerte von L(λ0). Mit Eigenvektoren( αi
βi

)
, i = 1, 2, bezüglich dieser Eigenwerte und den Fundamentallösungen aus

(3.4) setzen wir

ui := αiϕλ0 + βiψλ0 , i = 1, 2.

Dann gelten (`− λ0)ui = 0,

ui(a) = µiui(0) und (pu′i)(a) = µi(pu
′
i)(0)

für i = 1, 2. Wir dürfen annehmen, dass die Wronski-Determinante von u1 und u2

gleich 1 ist, d. h. u1(pu′2) − (pu′1)u2 = 1. Es seien t ∈ [−π, π] und g ∈ L2
|w|(0, a).

Wie man leicht verifiziert, ist die Lösung von (`−λ0)u = g, die in domA(t) liegt,
gegeben durch

f(x) =

(
µ1 [u2, g]a
eit − µ1

+

∫ x

0

u2gw dy

)
u1(x)−

(
µ2 [u1, g]a
eit − µ2

+

∫ x

0

u1gw dy

)
u2(x).

Damit hat die Resolvente von A(t) in λ0 die Form

(
(A(t)− λ0)−1g

)
(x) =

∫ a

0

G(t, x, y)g(y)w(y) dy, g ∈ L2
|w|(0, a),

wobei

G(t, x, y) =

{
eit

eit−µ1u2(y)u1(x)− eit

eit−µ2u1(y)u2(x) für y < x
µ1

eit−µ1u2(y)u1(x)− µ2
eit−µ2u1(y)u2(x) für y ≥ x

, x, y ∈ [0, a].

Weiter ist leicht zu sehen, dass es eine Konstante C > 0 gibt, so dass für alle
x, y ∈ [0, a] und alle s, t ∈ [−π, π] die Ungleichung

|G(t, x, y)−G(s, x, y)| ≤ C|t− s|
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gilt. Dies ist eine Folge der Lipschitz-Stetigkeit der Funktion t 7→ eit, der Be-
schränktheit der Funktionen u1 und u2 auf [0, a] und der Tatsache, dass der Ab-
stand von jeweils µ1 und µ2 zur Einheitskreislinie positiv ist (siehe Lemma 3.8).
Damit folgt∥∥(A(t)− λ0)−1g − (A(s)− λ0)−1g

∥∥
Ka
≤ C|t− s|‖w‖L1(0,a)‖g‖Ka

für alle g ∈ Ka.

Im folgenden benötigen wir den Begriff der analytischen Kurve. Die folgende
Definiton findet sich z. B. auf Seite 284 in [37]. Mit D bezeichnen wir die Einheits-
kreisscheibe in C.

Definition 3.10. Eine Kurve γ ⊂ C heißt analytische Kurve, falls es zu jedem
Punkt in γ eine in C offene Umgebung U und eine konforme Abbildung f : D→ U
gibt, so dass f((−1, 1)) = U ∩ γ.

Mithilfe der bisher erzielten Ergebnisse lässt sich bereits ein guter Einblick in
die Struktur des Spektrums von A gewinnen.

Satz 3.11. Der Operator A hat die folgenden Eigenschaften:

(i) σ(A) =
⋃

t∈[0,π]

σ(A(t)) = {λ ∈ C : D(λ) ∈ [−2, 2]}.

(ii) σ+(A) =
⋃

t∈[0,π]

σ+(A(t)), σ−(A) =
⋃

t∈[0,π]

σ−(A(t))

(iii) Es gibt weder innere noch isolierte Punkte von σ(A).

(iv) σ(A) = σc(A).

(v) Das Spektrum von A besteht aus den Abschlüssen analytischer Kurven.

(vi) Falls die Gewichtsfunktion w indefinit ist, ist das reelle Spektrum von A
weder nach oben noch nach unten beschränkt.

Beweis. Zunächst bemerken wir, dass für t ∈ [−π, π] gilt:

σ(A(t)) = σ(A(−t)), σ+(A(t)) = σ+(A(−t)) und σ−(A(t)) = σ−(A(−t)).

Dies folgt sofort aus

f ∈ ker(A(t)− λ) =⇒ f ∈ ker(A(−t)− λ).
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Nach Satz 3.7 genügt es zudem, den Satz für den Multiplikationsoperator Ã
anstatt für A zu beweisen. Die Aussagen (i) und (vi) folgen dann direkt aus
den Sätzen 2.4 und 3.2. Das Lemma 3.8 impliziert, dass die Spektren der A(t),
t ∈ [0, π], paarweise disjunkt sind. Daher ist (ii) eine Konsequenz aus Satz 3.6.

Gäbe es einen inneren Punkt von σ(Ã), dann wäre die Funktion D nach (i) kon-
stant. Diesen Fall hatten wir aber bereits im Beweis von Lemma 3.9 ausgeschlos-
sen. Dass es keine isolierten Punkte von σ(Ã) gibt, folgt sofort aus den Eigen-
schaften holomorpher Funktionen. Um (iv) zu zeigen, nehmen wir zunächst an,

es gäbe einen Eigenwert λ von Ã. Dann gäbe es ein F ∈ L2(I,Ka), F 6= 0, so
dass A(t)F (t) = λF (t) für fast alle t ∈ I gilt. Da aber D(λ) = 2 cos(t) nur für
höchstens zwei t ∈ [−π, π] gelten kann, folgt F = 0 mit Lemma 3.8. Ein Wider-
spruch! Die Aussage (iv) folgt nun aus der für alle λ ∈ C gültigen Implikation

λ ∈ σr(Ã) =⇒ λ ∈ σp(Ã).

Es sei λ ∈ σ(Ã), so dass die Ableitung von D in λ nicht verschwindet und
D(λ) /∈ {−2, 2}. Dann gibt es Umgebungen U von λ und V von D(λ), so dass die
Einschränkung DU : U → V von D auf U konform abbildet. Wir dürfen annehmen,
dass V eine Kreisscheibe mit dem MittelpunktD(λ) ist mit V∩R ⊂ (−2, 2). Es gibt
dann eine konforme Abbildung g : V → D mit g(V ∩R) = (−1, 1). Die Abbildung

f := D−1
U ◦g−1 bildet dann D konform auf U ab, und es gilt f((−1, 1)) = σ(Ã)∩U .

Dies beweist, dass σ(Ã) ∩ U eine analytische Kurve ist.

3.3 Die Operatoren A(t) und die Floquet-Diskriminante

Lemma 3.8 zeigt, dass zwischen den Spektren der A(t) und der Floquet-Diskrimi-
nante D ein enger Zusammenhang besteht. In diesem Unterabschnitt untersuchen
wir das Verhalten der Funktion D auf R und stellen eine Beziehung zwischen
den Werten der Ableitung von D und den Vorzeichentypen der Spektren der
Operatoren A(t), t ∈ (0, π), her.

Die Ordnung einer ganzen Funktion v : C→ C ist definiert durch das Infimum
über alle c > 0, so dass

v(λ) = O
(
e|λ|

c)
(|λ| → ∞).

Falls kein solches c > 0 existiert, sagen wir, die Funktion v habe unendliche
Ordnung.

Lemma 3.12. Die Ordnung der ganzen Funktion D ist höchstens 1.
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Beweis. Für λ ∈ C seien ϕλ und ψλ die Fundamentallösungen von (`− λ)u = 0
mit (3.4). Für x ∈ [0, a] und λ ∈ C definieren wir die Matrix

Lλ(x) :=

(
φλ(x) ψλ(x)

(pφ′λ)(x) (pψ′λ)(x)

)
.

Es gilt d
dx
Lλ(x) = Hλ(x)Lλ(x), wobei

Hλ(x) :=

(
0 1

q(x)− λw(x) 0

)
.

Folglich ist

Lλ(x) = I +

∫ x

0

Hλ(y)Lλ(y) dy.

Es sei ‖·‖ eine beliebige Matrixnorm auf C2×2. Mit den λ-unabhängigen Matrizen
H1(x) :=

(
0 1

q(x) 0

)
und H2(x) :=

(
0 0

w(x) 0

)
und mithilfe des Gronwall’schen Lemmas

(siehe z. B. [75, Theorem 1.4.1]) erhalten wir

‖Lλ(a)‖ ≤ e
∫ a
0 ‖Hλ(x)‖ dx ≤ e

∫ a
0 (‖H1(x)‖+|λ| ‖H2(x)‖) dx.

Die Behauptung folgt nun mit w, q ∈ L1(0, a) und der Stetigkeit des linearen
Funktionals spur : Cn×n → C.

Im folgenden werden wir die Ableitung einer auf einer offenen Menge in C
definierten analytischen Funktion f mit ḟ bezeichnen.

Lemma 3.13. Es sei f : C→ C eine nichtkonstante ganze Funktion mit maximal
der Ordnung eins. Die Nullstellen λ1, λ2, . . . von f (Vielfachheiten mitgezählt )
seien in betragsmäßig aufsteigender Reihenfolge angeordnet. Dann gilt für λ /∈
{λk : k ∈ N}:

f(λ)f̈(λ)− ḟ(λ)2

f(λ)2
= −

∞∑
k=1

1

(λ− λk)2
.

Beweis. Es sei m ∈ N0 die Vielfachheit der Nullstelle λ = 0 von f . Setze

µ0 := lim
λ→0

λm

f(λ)
und g(λ) := µ0

f(λ)

λm
.

Die Funktion g hat dann ebenfalls maximal die Ordnung eins, und die Nullstellen
von g sind gerade die nichtverschwindenden Nullstellen von f . Zudem ist g(0) = 1.
Nach [19, Chapter XI, Lemma 3.1] gilt die Behauptung für g:

d

dλ

ġ(λ)

g(λ)
= −

∞∑
k=m+1

1

(λ− λk)2
(λ /∈ {λk : k ≥ m+ 1}).
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Es sei nun λ /∈ {λk : k ∈ N}. Dann gilt ḟ(λ)
f(λ)

= m
λ

+ ġ(λ)
g(λ)

, und somit

f(λ)f̈(λ)− ḟ(λ)2

f(λ)2
=

d

dλ

ḟ(λ)

f(λ)
= −m

λ2
−

∞∑
k=m+1

1

(λ− λk)2
,

was der Behauptung entspricht.

Ist die Gewichtsfunktion w positiv, dann ist bekannt (siehe [73, Satz 16.6]),
dass die Funktion D in reellen Punkten λ mit D(λ) ∈ (−2, 2) eine nichtver-
schwindende Ableitung besitzt. Der folgende Satz zeigt, dass D dieses Verhalten
außerhalb eines beschränkten offenen Intervalls auch im allgemeinen Fall aufweist.
Wir wollen an dieser Stelle daran erinnern, dass das nichtreelle Spektrum der Ope-
ratoren A(t), t ∈ [−π, π], jeweils eine endliche Menge ist (siehe Satz 2.4).

Satz 3.14. Es sei λ ∈ R \ (−R,R), wobei

R :=
√

2 max
{
|λ| : λ ∈

(
σ(A(0)) ∪ σ(A(π))

)
\ R
}
,

so dass Ḋ(λ) = 0. Dann gelten

|D(λ)| ≥ 2 und D̈(λ) 6= 0.

Ist D(λ) ≥ 2, dann ist D̈(λ) < 0, und im Falle D(λ) ≤ −2 ist D̈(λ) > 0.
Folglich ist λ ein Maximum von D �R, wenn D(λ) ≥ 2, und ein Minimum, falls
D(λ) ≤ −2.

Beweis. Es sei λ ∈ R \ (−R,R), so dass Ḋ(λ) = 0. Mit λ1, . . . , λn bezeichnen wir
die Nullstellen von D(·) − 2 (und damit die Eigenwerte von A(0), siehe Lemma
3.8), die in C+ liegen. Wegen |λ| ≥

√
2 maxj=1,...,n |λj| ist

|λ− Re λj| ≥ |λ| − |Re λj| ≥
√

2((Re λj)2 + (Im λj)2)− |Re λj|

≥
√

(|Re λj|+ | Im λj|)2 − |Re λj| = | Im λj|

für j = 1, . . . , n, und mit einer einfachen Rechnung folgt

(λ− λj)−2 + (λ− λj)−2 ≥ 0, j = 1, . . . , n.

Da alle anderen Nullstellen von D(·)− 2 reell sind, erhalten wir mit Anwendung
von Lemma 3.13 die nachstehende Folgerung:

D(λ) 6= 2 =⇒ (D(λ)− 2)D̈(λ) < 0.
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Eine analoge Behandlung der Funktion D(·) + 2 liefert

D(λ) 6= −2 =⇒ (D(λ) + 2)D̈(λ) < 0.

Mit diesen Implikationen folgt das Behauptete.

Im folgenden untersuchen wir, wie die Vorzeichentypen der Spektra der Ope-
ratoren A(t) mit der Floquet-Diskriminante zusammenhängen. Dazu machen wir
zunächst die folgende einfache Beobachtung.

Lemma 3.15. Es seien t ∈ [−π, π] und λ ∈ σ(A(t)). Ist ψλ(a) = 0 oder
(pϕ′λ)(a) = 0, dann folgt

ϕλ(a) = e±it und (pψ′λ)(a) = e∓it.

Insbesondere sind ψλ(a) 6= 0 und (pϕ′λ)(a) 6= 0, wenn λ ∈ R und t /∈ {−π, 0, π}.

Beweis. Im Falle von ψλ(a) = 0 oder (pϕ′λ)(a) = 0 ist die Matrix L(λ) eine
obere oder untere Dreiecksmatrix. Die Eigenwerte e±it stehen dann also auf der
Diagonalen von L(λ). Für λ ∈ R sind die Funktionen ϕλ und ψλ reellwertig.

Es sei g ∈ L2
|w|(0, a). Die Lösung des Anfangswertproblems

(`− λ)u = g, u(0) = (pu′)(0) = 0

ist dann bekanntermaßen gegeben durch

u(x) = ϕλ(x) ·
∫ x

0

ψλgw dt − ψλ(x) ·
∫ x

0

ϕλgw dt.

Da die Funktion f := ϕλ − ϕµ für λ, µ ∈ C die Eigenschaften f(0) = (pf ′)(0) = 0
und (`− λ)f = (λ− µ)ϕµ hat, gilt

ϕλ(x)− ϕµ(x)

λ− µ
= ϕλ(x) ·

∫ x

0

ψλϕµw dt − ψλ(x) ·
∫ x

0

ϕλϕµw dt.

Gehen wir genauso mit der Funktion ψλ − ψµ vor, erhalten wir die Formeln

d

dλ
ϕλ(a) = ϕλ(a) [ψλ, ϕλ]a − ψλ(a) [ϕλ, ϕλ]a

d

dλ
(pϕ′λ)(a) = (pϕ′λ)(a) [ψλ, ϕλ]a − (pψ′λ)(a) [ϕλ, ϕλ]a

d

dλ
ψλ(a) = ϕλ(a) [ψλ, ψλ]a − ψλ(a) [ϕλ, ψλ]a

d

dλ
(pψ′λ)(a) = (pϕ′λ)(a) [ψλ, ψλ]a − (pψ′λ)(a) [ϕλ, ψλ]a.
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Damit folgt

Ḋ(λ) = −ψλ(a) [ϕλ, ϕλ]a +
(
ϕλ(a)− (pψ′λ)(a)

)
[ϕλ, ψλ]a

+ (pϕ′λ)(a) [ψλ, ψλ]a.
(3.6)

Lemma 3.16. Es seien t ∈ [−π, π] und λ ∈ σ(A(t)). Ferner seien fλ und fλ
Eigenfunktionen von A(t) bezüglich der Eigenwerte λ bzw. λ. Dann gelten

ψλ(a) [fλ, fλ]a = −fλ(0)fλ(0) · Ḋ(λ)

und

(pϕ′λ)(a) [fλ, fλ]a = (pf ′λ)(0)(pf ′
λ
)(0) · Ḋ(λ).

Beweis. Wegen ϕλ = ϕλ und ψλ = ψλ gibt es α, β, γ, δ ∈ C, so dass

fλ = αϕλ + βψλ und fλ = γϕλ + δψλ.

Offenbar gilt

α = fλ(0), β = (pf ′λ)(0), γ = fλ(0), δ = (pf ′
λ
)(0). (3.7)

Der Kürze halber setzen wir ϕ := ϕλ und ψ := ψλ. Aus fλ, fλ ∈ domA(t) folgen
die vier Gleichungen (

ϕ(a)− eit
)
α = −ψ(a)β(

(pψ′)(a)− eit
)
β = −(pϕ′)(a)α(

ϕ(a)− e−it
)
γ = −ψ(a)δ(

(pψ′)(a)− e−it
)
δ = −(pϕ′)(a)γ.

Somit erhalten wir mithilfe von (3.6)

−ψ(a) [fλ, fλ]a = −ψ(a)
(
αγ [ϕ, ϕ]a + (βγ + αδ) [ϕ, ψ]a + βδ [ψ, ψ]a

)
= −αγ ψ(a) [ϕ, ϕ]a + αγ

(
2ϕ(a)− eit − e−it

)
[ϕ, ψ]a

+ α
(
ϕ(a)− eit

)
δ [ψ, ψ]a

= −αγ ψ(a) [ϕ, ϕ]a + αγ
(
ϕ(a)− (pψ′)(a)

)
[ϕ, ψ]a

+ α
(
D(λ)− (pψ′)(a)− eit

)
δ [ψ, ψ]a

= αγ
(
Ḋ(λ)− (pϕ′)(a) [ψ, ψ]a

)
+ α

(
e−it − (pψ′)(a)

)
δ [ψ, ψ]a

= αγ Ḋ(λ)
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sowie

(pϕ′)(a) [fλ, fλ]a = (pϕ′)(a)
(
αγ [ϕ, ϕ]a + (βγ + αδ) [ϕ, ψ]a + βδ [ψ, ψ]a

)
=
(
eit − (pψ′)(a)

)
βγ [ϕ, ϕ]a

+
(
β
(
e−it − (pψ′)(a)

)
δ −

(
(pψ′)(a)− eit

)
βδ
)

[ϕ, ψ]a

+ βδ (pϕ′)(a) [ψ, ψ]a

=
(
ϕ(a)− e−it

)
βγ [ϕ, ϕ]a + βδ

(
ϕ(a)− (pψ′)(a)

)
[ϕ, ψ]a

+ βδ (pϕ′)(a) [ψ, ψ]a

= βδ Ḋ(λ).

Mit (3.7) folgt die Behauptung.

Satz 3.17. Es seien t ∈ (0, π) und λ ∈ σ(A(t)) ∩ R. Dann gelten

λ ∈ σ+(A(t)) ⇐⇒ − Ḋ(λ)

ψλ(a)
> 0 ⇐⇒ Ḋ(λ)

(pϕ′λ)(a)
> 0

und

λ ∈ σ−(A(t)) ⇐⇒ − Ḋ(λ)

ψλ(a)
< 0 ⇐⇒ Ḋ(λ)

(pϕ′λ)(a)
< 0.

Beweis. Es gelten

ϕλ /∈ ker(A(t)− λ) und ψλ /∈ ker(A(t)− λ).

Wäre nämlich z. B. ϕλ ∈ ker(A(t)−λ), dann folgte ϕλ(a) = eitϕλ(0) = eit. Mit der
Reellwertigkeit der Funktion ϕλ (und der Voraussetzung t ∈ (0, π)) ergibt sich also
ein Widerspruch. Insbesondere ist ker(A(t) − λ) eindimensional. Es sei fλ(= fλ)
der Eigenvektor von A(t) bezüglich des Eigenwertes λ mit fλ(0) = 1. Dieser
existiert, denn sonst wäre ψλ ∈ ker(A(t) − λ). Mit Lemma 3.16 folgt [fλ, fλ]a =
−Ḋ(λ)/ψλ(a) und somit die Behauptung für die jeweils erste Äquivalenz. Die
jeweils zweite zeigt man ganz analog.

3.4 Der maximale Operator auf R
In diesem Unterabschnitt verwenden wir die oben erzielten Ergebnisse, um weitere
Aussagen über das Spektrum von A – und insbesondere dessen Vorzeichentypen
– zu machen.

Das folgende Korollar umfasst das Hauptergebnis von [63] als Spezialfall. Dort
nehmen die Autoren an, dass der Operator A gleichmäßig positiv ist. Dies ist der
sogenannte links-definite Fall.
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Korollar 3.18. Die Funktion w sei indefinit. Genau dann ist der Operator A im
Kreinraum L2

w(R) nichtnegativ, wenn alle A(t), t ∈ I, nichtnegativ im Kreinraum
L2
w(0, a) sind. In diesem Fall ist das Spektrum von A reell, nach oben und unten

unbeschränkt und besteht aus kompakten Intervallen [α, β] (die sich höchstens in
ihren Endpunkten schneiden), so dass D(α) = ±2, D(β) = ∓2 und ±Ḋ(λ) < 0
für λ ∈ (α, β) gilt.

Beweis. Der Operator A ist genau dann nichtnegativ im Kreinraum L2
w(R), wenn

T = JA nichtnegativ im Hilbertraum L2
|w|(R) ist. Dies ist nach Satz 3.11(i) (an-

gewandt auf τ anstatt auf `) genau dann der Fall, wenn alle JaA(t), t ∈ I,
nichtnegativ im Hilbertraum L2

|w|(0, a) sind. Dies zeigt die erste Behauptung. Ist

A nichtnegativ in L2
w(R), dann folgt die Aussage über die Struktur des Spektrums

von A aus den Sätzen 3.11 und 3.14.

Das folgende Korollar ist im Wesentlichen in [26] bewiesen. Hier folgt es fast
direkt aus Korollar 3.18.

Korollar 3.19. Ist q ≥ 0 f.ü., dann ist A nichtnegativ in L2
w(R), und das Spek-

trum von A hat die in Korollar 3.18 angegebene Struktur.

Beweis. Tatsächlich gilt in diesem Fall für jedes t ∈ I und jedes f ∈ domA(t)

[A(t)f, f ]a =

∫ a

0

(
− (pf ′)′f + q|f |2

)
dx ≥ −

∫ a

0

(pf ′)′f dx =

∫ a

0

p|f ′|2 dx ≥ 0.

Mit Korollar 3.18 folgt, dass A nichtnegativ ist in L2
w(R).

Der nächste Satz ist das erste Hauptergebnis dieses Abschnittes.

Satz 3.20. Es gibt ein R > 0, so dass (−∞,−R) negativen und (R,∞) positiven
Typs bezüglich des Operators A ist.

Beweis. Es sei t0 ∈ (0, π) beliebig. Weiter sei R1 > 0 so gewählt, dass (−∞,−R1)
negativen und (R1,∞) positiven Typs bezüglich der Operatoren A(0), A(t0) und
A(π) ist. Nach den Sätzen 3.14 und 3.11 sowie Lemma 3.8 existiert R ≥ R1, so
dass das Spektrum von A in R \ (−R,R) aus kompakten Intervallen [α, β] (deren
Endpunkte zusammenfallen dürfen) mit den Eigenschaften

D(α) = ±2, D(β) = ∓2 und ± Ḋ(λ) < 0 für λ ∈ (α, β) (3.8)

besteht. Es sei [α, β] ein solches Intervall mit α > R. Ohne Einschränkung sei
D(α) = 2. Dies ist gleichbedeutend mit α ∈ σ(A(0)). Nach der Wahl von R ist
α ∈ σ+(A(0)). Und da α ∈ ρ(A(t)) für alle t ∈ (0, π] gilt, ist {α} positiven Typs
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bezüglich aller A(t), t ∈ [0, π]. Das gleiche gilt für {β}. Wegen (3.8) gibt es λ0 ∈
(α, β) mit D(λ0) = 2 cos(t0). Dann ist λ0 ∈ σ(A(t0)) und daher λ0 ∈ σ+(A(t0)).
Mit Satz 3.17 folgt

− Ḋ(λ0)

ψλ0(a)
> 0.

Wegen ψλ(a) 6= 0 für alle λ ∈ (α, β) (siehe Lemma 3.15) und (3.8) ändert die
Funktion λ 7→ −Ḋ(λ)/ψλ(a) ihr Vorzeichen auf (α, β) nicht. Also gilt

− Ḋ(λ)

ψλ(a)
> 0 für alle λ ∈ (α, β).

Die wiederholte Anwendung von Satz 3.17 impliziert, dass das gesamte Intervall
[α, β] – und damit auch (R,∞) – positiven Typs ist bezüglich aller A(t), t ∈ [0, π].
Nach Satz 3.11 ist (R,∞) auch positiven Typs bezüglich A. Analog wird bewiesen,
dass (−∞,−R) negativen Typs bezüglich A ist.

Wir werden nun gewisse Bedingungen an die Funktionen w und p stellen, die
unter anderem die Beschränktheit des nichtreellen Spektrums von A garantieren.

Definition 3.21. Ein Punkt x0 ∈ R heißt Vorzeichenwechsel der Funktion w,
wenn es δ > 0 gibt, so dass w auf (x0 − δ, x0) und (x0, x0 + δ) jeweils definit
ist aber verschiedene Vorzeichen hat. Wir nennen einen Vorzeichenwechsel x0 von
w einfach, wenn es δ > 0, τ+, τ− > −1 sowie Funktionen ρ+ ∈ C1([x0, x0 + δ])
und ρ− ∈ C1([x0 − δ, x0]) mit ρ+(x0) 6= 0, ρ−(x0) 6= 0 und sgn(ρ+(x0 + x)) =
− sgn(ρ−(x0 − x)) = const für x ∈ [0, δ] gibt, so dass

w(x) = ρ±(x)|x− x0|τ± , ±(x− x0) ∈ (0, δ).

Der folgende Satz stellt das zweite Hauptergebnis dieses Abschnittes dar.

Satz 3.22. Es gebe endlich viele [0, a) überdeckende Intervalle, auf denen die
Gewichtsfunktion w jeweils f.ü. definit ist, jeder Vorzeichenwechsel von w in R
sei einfach, und die Funktionen p und 1/p seien in Umgebungen der Vorzeichen-
wechsel von w wesentlich beschränkt. Dann ist der indefinite periodische Sturm-
Liouville Operator A nichtnegativ in einer Umgebung von ∞, und ∞ ist kein
singulärer kritischer Punkt von A. Insbesondere ist das nichtreelle Spektrum von
A beschränkt.

Beweis. Es sei ν ∈ R, so dass die Funktion ŵ : x 7→ w(x+ ν) keinen Vorzeichen-
wechsel in Null hat. Für eine Funktion h : R → C setzen wir ĥ : x 7→ h(x + ν).
Der Operator

Û : L2
|w|(R)→ L2

|ŵ|(R), (Ûf)(x) := f(x+ ν), f ∈ L2
|w|(R),
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ist dann unitär, und es gilt A = Û−1ÂÛ , wobei Â der maximale Operator auf R
bezüglich des Sturm-Liouville-Differentialausdrucks

ˆ̀f :=
1

ŵ
(−(p̂f ′)′ + q̂f)

ist. Und wegen (ÛJÛ−1f)(x) = sgn(ŵ(x))f(x) für f ∈ L2
|ŵ|(R) und x ∈ R sind

auch die Vorzeichentypen der Spektralpunkte von A und Â dieselben.
Mithin dürfen wir annehmen, dass w in Umgebungen von Null und a das glei-

che Vorzeichen hat. Folglich hat w in (0, a) eine gerade Anzahl von Vorzeichen-
wechseln. Es ist bekannt (siehe [73]), dass der im Hilbertraum L2

|w|(R) selbstadjun-
gierte Operator T = JA nach unten beschränkt ist. Also gibt es ein η > 0, so dass
S := T + η gleichmäßig positiv ist. Demnach ist der Operator B := JS = A+ ηJ
gleichmäßig positiv im Kreinraum L2

w(R). Im folgenden werden wir zeigen, dass
der Punkt ∞ unter den Voraussetzungen des Satzes kein singulärer kritischer
Punkt von B ist. Aus Satz 1.28 folgen dann die Behauptungen.

Zunächst bemerken wir, dass B gerade der maximale Operator bezüglich des
indefiniten Sturm-Liouville-Differentialausdrucks

`η(f) :=
1

w

(
−
(
pf ′
)′

+
(
q + η|w|

)
f
)

auf R ist. Auch dessen Koeffizienten sind a-periodisch, und wir definieren die
regulären Operatoren B(t), t ∈ [−π, π], bezüglich `η analog zu der Definition
der A(t) bezüglich `. Die Operatoren S(t) := JaB(t) sind selbstadjungiert im
Hilbertraum L2

|w|(0, a) und gemäß Satz 3.11 gleichmäßig positiv mit

inf
t∈[−π,π]

min σ(S(t)) = min σ(S) > 0.

Desweiteren ist S (via Gelfandtransformation) unitär äquivalent zu dem Multi-
plikationsoperator in L2(I,Ka) mit den S(t).

Es sei Bmin der minimale Operator bezüglich `η auf [0, a]. Aus der gleichmäßi-
gen Positivität von z. B. S(0) folgt, dass der in L2

|w|(0, a) symmetrische Operator
Smin := JaBmin gleichmäßig positiv ist. Die Friedrichserweiterung und die Krein-
von Neumann-Erweiterung von Smin wollen wir mit SF bzw. SN bezeichnen. Wir
definieren die Mengen

DN := {f ∈ AC([0, a]) : |f ′|2p ∈ L1(0, a)},
D(t) := {f ∈ DN : f(a) = eitf(0)}, t ∈ [−π, π],

DF := {f ∈ DN : f(a) = f(0) = 0}.

Offenbar gilt DF ⊂ D(t) ⊂ DN für alle t ∈ [−π, π], und es ist bekannt (vgl. [22]),
dass

domS
1/2
N = DN , domS(t)1/2 = D(t) und domS

1/2
F = DF .
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Dies sind zugleich die Definitionsbereiche der Abschlüsse der jeweils durch SN ,
S(t) und SF definierten Formen (vgl. [54, Chapter VI, Theorem 2.23]). Zudem
(siehe [41, Theorem 4.1] und [54, Chapter VI, Theorem 2.21]) gelten für alle
t ∈ [−π, π] die Relationen

‖S1/2
N f‖a ≤ ‖S(t)1/2f‖a für f ∈ D(t) (3.9)

und
‖S(t)1/2f‖a ≤ ‖S1/2

F f‖a für f ∈ DF , (3.10)

wobei ‖ · ‖a := ‖ · ‖Ka .
Wir nehmen im folgenden Bezug auf [22] und insbesondere auf den Beweis

des darin zu findenden Theorems 3.6. Gemäß [22] bezeichnen wir für ein Intervall
[α, β] ⊂ (0, a) und eine Menge D ⊂ AC([0, a]) mit D | [α, β] die Menge der Ein-
schränkungen der Funktionen aus D auf [α, β]. Wie im Beweis von [22, Theorem
3.6] sei

0 < x1 < x2 < . . . < x2n−1 < x2n < x2n+1 < a

eine Zerlegung des Intervalls [0, a], so dass die x2j, j = 1, . . . , n, gerade die
Vorzeichenwechsel von w sind. Nach [22, Lemma 3.2] gibt es dann für jedes
i ∈ {1, . . . , 2n} einen gleichmäßig positiven Operator Xi ∈ B(L2

|w|(xi, xi+1)), so
dass

Xi

(
DN | [xi, xi+1]

)
⊂ DN | [xi, xi+1].

Mit diesen Operatoren wird bezüglich der Zerlegung

L2
|w|(0, a) = L2

|w|(0, x1) ⊕ L2
|w|(x1, x2) ⊕ . . . ⊕ L2

|w|(x2n, x2n+1) ⊕ L2
|w|(x2n+1, a)

der Operator
X := I1 ⊕ X1 ⊕ X2 ⊕ . . . ⊕ X2n ⊕ I2

definiert, wobei I1 (I2) den Identitätsoperator auf L2
|w|(0, x1) (bzw. L2

|w|(x2n+1, a))

bezeichne. Im Beweis von [22, Theorem 3.6] wird gezeigt, dass der Operator Wa :=
JaX ein beschränkter und gleichmäßig positiver Operator im Kreinraum L2

w(0, a)
ist mit

WaDN ⊂ DN und WaD(t) ⊂ D(t) für alle t ∈ [−π, π]. (3.11)

Es sei ι ∈ {−1, 1} das Vorzeichen von w auf [0, x1)∪(x2n+1, a]. Nach Konstruktion
von X und Wa sowie (3.11) gilt dann

(Wa − ιI)DN ⊂ DF . (3.12)

Wir definieren nun den Operator W̃ ∈ B(L2(I,Ka)) durch(
W̃F

)
(t) := WaF (t), F ∈ L2(I,Ka), t ∈ I.
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Es ist leicht zu sehen, dass dieser Operator beschränkt und gleichmäßig positiv
im Kreinraum (L2(I,Ka), [· , ·]∼) ist, wobei [· , ·]∼ := (J̃ ·, ·)L2(I,Ka). Es sei S̃ der
Multiplikationsoperator mit den S(t) in L2(I,Ka). Dieser ist nach Lemma 3.9 und
Satz 3.2 selbstadjungiert und offenbar ebenfalls gleichmäßig positiv. Im folgenden
zeigen wir, dass

W̃ dom S̃1/2 ⊂ dom S̃1/2 (3.13)

gilt. Dazu wollen wir zunächst einsehen, dass S̃1/2 gerade der Multiplikations-
operator M mit den S(t)1/2 ist. Wir wählen eine Folge (pk) von Polynomen, die
gleichmäßig auf [0, 1/minσ(S)] gegen die Wurzelfunktion konvergiert. Für jedes
t ∈ I konvergiert dann pk(S(t)−1) gegen S(t)−1/2 in der Operatornorm. Und da
die Abbildung t 7→ S(t)−m für jedes m ∈ N stetig ist (siehe Lemma 3.9), ist
t 7→ (S(t)−1/2f, g)a für alle f, g ∈ Ka als punktweiser Grenzwert stetiger Funk-
tionen messbar. Also ist M nach [66, Theorem XIII.85 (a)] ein selbstadjungierter
und gleichmäßig positiver Operator in L2(I,Ka). Weiter impliziert [66, Theo-
rem XIII.85 (c)], dass M−2 der Multiplikationsoperator mit S(t)−1 ist. Also gilt

M−2 = S̃−1 und damit M2 = S̃, was M = S̃1/2 zeigt. Daher ist

dom S̃1/2 =
{
F ∈ L2(I,Ka) : F (t) ∈ D(t) f.ü., S(·)1/2F (·) ∈ L2(I,Ka)

}
.

Für den Beweis von (3.13) sei F ∈ dom S̃1/2. Dann ist natürlich W̃F ∈ L2(I,Ka),
und mit (3.11) gilt (W̃F )(t) = WaF (t) ∈ D(t) für fast alle t ∈ [−π, π]. Um
S(·)1/2WaF (·) ∈ L2(I,Ka) nachzuweisen, bemerken wir zunächst, dass es ein c > 0
gibt, so dass

‖S1/2
F (Wa − ιI)f‖2

a ≤ c
(
‖f‖2

a + ‖S1/2
N f‖2

a

)
, f ∈ DN

gilt. Dies ist eine einfache Konsequenz aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen
und (3.12). Damit sowie mit Anwendung von (3.9) und (3.10) erhalten wir

‖S(t)1/2(Wa − ιI)F (t)‖2
a ≤ ‖S

1/2
F (Wa − ιI)F (t)‖2

a

≤ c
(
‖F (t)‖2

a + ‖S1/2
N F (t)‖2

a

)
≤ c
(
‖F (t)‖2

a + ‖S(t)1/2F (t)‖2
a

)
.

Damit folgt, dass die Funktion t 7→ S(t)1/2WaF (t)− ιS(t)1/2F (t) ein Element von
L2(I,Ka) ist. Daher ist auch t 7→ S(t)1/2WaF (t) ein Element von L2(I,Ka), und
(3.13) ist bewiesen.

Es folgt nun aus (3.13) und [21, Proposition 3.5], dass der Punkt ∞ kein sin-
gulärer kritischer Punkt des im Kreinraum (L2(I,Ka), [· , ·]∼) selbstadjungierten

Operators B̃ := J̃ S̃ ist. Und wegen B = U−1B̃U und J = U−1J̃U hat auch der
Operator B in L2

w(R) diese Eigenschaft.
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