Redundante Topologieoptimierung

Dissertation

Daniel P. Mohr

16. Dezember 2011

der Bundeswehr

Universitdt j<}\ Mtiinchen

Institut fiir Mathematik und Rechneranwendung
Fakultat fir Luft- und Raumfahrttechnik
Universitat der Bundeswehr Miinchen






Universitat der Bundeswehr Miunchen
Fakultat fur Luft- und Raumfahrttechnik
Institut fr Mathematik und Rechneranwendung

Redundante Topologieoptimierung

Dipl.-Math. Daniel P. Mohr

Vollstandiger Abdruck der bei der
Fakultat fur Luft- und Raumfahrttechnik
der Universitat der Bundeswehr Miunchen
zur Erlangung des akademischen Grades eines

Doktor-Ingenieurs (Dr.-Ing.)

eingereichten Dissertation

Vorsitzender: Prof. Dr.-Ing. Rapp
1. Berichterstatter: Prof. Dr. sc. math. habil. Joachim Gwinner
2. Berichterstatter: Prof. Dr.-Ing. habil. Fabian Duddeck

Diese Dissertation wurde am 23.09.2011 bei der Universitat der
Bundeswehr Munchen, 85577 Neubiberg eingereicht und durch die
Fakultat fur Luft- und Raumfahrttechnik am 26.10.2011 angenommen.

Tag der Prufung: 07.12.2011






ANGABEN IN DEN PFLICHTEXEMPLAREN
DER DISSERTATION

UNIVERSITAT DER BUNDESWEHR MUNCHEN

FakuLTAT For Luft- und Raumfahrttechnik

Thema der Dissertation: ...\t O

Verfasser: Daniel Paul Mohr

Promotionsausschuss:
Vorsitzender: PI‘Of . RaPP .....................................................................................................................

3. BETICHLETSTAIEI: ...victiuiieiitietii ettt ettt ettt ettt ete et b eseeteebesbesaesaebassasseseesessessesseessaessaessseassaessaessseasseensen

4. BETICRIETSTATIET: ....oeevvievieetieeiiieteeetee ettt ete et et et eteete et et eaeeteete s esseseese s essese et esessessesessensenseseesessessessesensesseseeseens

Tag der Priifung: 07.12.2011

Neubiberg, den 07.12.2011






Kurzbeschreibung

In dieser Dissertation wird das interdisziplindre Gebiet der Topologieopti-
mierung aus der Strukturoptimierung gekreuzt mit dem mathematischen
Gebiet der Informations- und Kodierungstheorie, um fiir RAMS (Reliabi-
lity, Availability, Maintainability, Safety) eine Losung zu erhalten, die der
Sicherheitstechnik fail-safe geniigt. Nach einer neuen, verallgemeinerten
Definition der Redundanz wird diese verwendet um redundante Struktu-
ren zu berechnen.

In dieser Arbeit werden zwei grundlegend verschiedene Methoden der
Topologieoptimierungen benutzt. Im einen Fall wird von einer kontinu-
ierlichen Struktur ausgegangen. Dazu wird der Bauraum vollstindig in
einzelne Elemente aufgeteilt. Da nicht die Topologieoptimierung an sich
Gegenstand dieser Arbeit ist, sondern das Finden redundanter Struktu-
ren, wurde hier — um grofitmogliche Vergleichbarkeit zu gewéhrleisten —
der erfolgreichste und verbreiteste Ansatz SIMP gewéhlt. Im anderen Fall
wird der Bauraum durch diskrete Elemente abgedeckt. Um die notwendi-
ge Rechenzeit gering zu halten, wurden die einfachsten Elemente hierfiir
gewdhlt. Der Bauraum wurde also mit Stdben {iberdeckt und aus diesen
werden die sinnvollsten ausgewéhlt. Dies entspricht der ground structure
method. Zur Bewertung wurde die matrix force method verwendet.

Aktuelles Forschungsinteresse ist die Bertiicksichtigung von moglichen
Schidden — vielerorts wird dies durch die Vermeidung von Schaden durch-
gefiihrt. In dieser Arbeit soll nicht vermieden werden, daf3 ein Schaden
eintritt. Statt dessen soll die Losung auch nach Eintritt eines Schadens
noch ihre Aufgabe erfiillen. Es wird also eine redundante Struktur ge-
sucht.

Eine neue Definition der Redundanz in der vorliegenden Arbeit ermog-
licht eine Anwendung dieses Begriffs in der Topologieoptimierung um
letztlich relevante Schdaden an der optimierten Struktur zuzulassen und
somit redundante Strukturen numerisch zu berechnen.
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1 Einleitung

In dieser Dissertation wird das interdisziplindre Gebiet der Topologie-
optimierung aus der Strukturoptimierung gekreuzt mit dem mathema-
tischen Gebiet der Informations- und Kodierungstheorie, um fiir RAMS
(,Reliability, Availability, Maintainability, Safety” nach Norm EN 50126)
eine Losung zu erhalten, die der Sicherheitstechnik fail-safe! gentigt. Die
beiden Begriffe der Redundanz aus der Zuverldssigkeitstheorie und aus
der Informations- und Kodierungstheorie werden durch eine neue Defini-
tion verallgemeinert, um gegeniiber Schiden tolerante Strukturen — also
redundante Strukturen — zu berechnen.

Strukturoptimierung ist sicherlich spéatestens seit der ersten durchschla-
genden Arbeit [ ] von 1904 ein hochinteressantes und multidiszipli-
nares Forschungsgebiet. Prinzipiell wird zwischen

Materialoptimierung (optimization of material)

Gestaltoptimierung (shape optimization)

¢ Dimensionierung (sizing optimization)

Topologieoptimierung (topology optimization)

unterschieden ([ D.

Materialoptimierung beschreibt ,einfach’ die Suche nach einem optimalen
Material. Bei komplexeren Strukturen konnen auch einzelne Teile unter-
schiedliche Materialien aufweisen (z.B. [ ]1). Somit ist eine diskrete
Optimierung notig — hierbei liegt also keine kontinuierliche Zielfunkti-
on zu Grunde, wodurch die Komplexitit der Berechnung NP-vollstindig?
wird. Weiterhin fallt im weitesten Sinne auch die Optimierung der Faser-
winkel bei Verbundwerkstoffen in dieses Gebiet. Der Ansatz free materi-
al optimization in [ 110 ] sucht das optimale Material durch

IEin System, welches nach fail-safe ausgelegt ist, darf bei moglichen Schaden nicht
komplett versagen, bevor es aufier Betrieb genommen werden kann. Weiterhin muss der
Schaden hierfiir erkennbar und bewertbar sein.

’Die Komplexititsklasse P umfasst alle Probleme mit polynomiellen Losungsalgorith-
men. In der Klasse NP liegen alle Probleme, deren Losung sich in polynomieller Zeit
tiberpriifen lassen. Obwohl Losungen von NP-vollstindigen Problemen in polynomieller
Zeit tiberpriift werden konnen, ist fiir NP-vollstandige Probleme bisher kein polynomiel-
ler Losungalgorithmus bekannt. Wenn fiir ein NP-vollstindiges Problem ein polynomi-
eller Losungsalgorithmus gefunden wiirde, so wiren die Komplexitédtsklassen P und NP
identisch.
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die Wahl des besten Elastizitdtstensors bei gleichzeitig optimaler Materi-
alverteilung. Dabei wird der Elastizitdtstensor kontinuierlich variiert und
entspricht damit nicht zwangsweise einem real existierenden Material.

Gestaltoptimierung | ] sucht nach der optimalen Oberflache
einer Struktur. H&ufig wird in jeder Iteration der Optimierung
mittels Finite-Elemente-Methode eine Approximation der Von-Mises-
Vergleichsspannung berechnet und dadurch ein Update der Oberfldche
ermoglicht (z. B. [ D.

Dimensionierung ergibt die notwendigen Abmessungen der gewiinsch-
ten Einzelbauteile. Man geht hierbei also von einer bereits strukturellen
Zusammensetzung aus klar definierten Bauteilen aus. Fiir jedes Bauteil
sind nur sehr wenige Freiheitsgrade gesucht — z. B. die Durchmesser von
Balken einer gewissen Ausfithrung.

Topologieoptimierung ([ A A ]) stellt die grofitmogliche
Freiheit zur Verfiigung. Man sollte sich klar sein, dass eine Kaffeetasse
(wegen ihres Henkels) die gleiche Topologie ([ ]) aufweist wie ein
Donut (Torus). In diesem Sinn liegen diese beiden grundsitzlich verschie-
denen Strukturen in der selben Aquivalenzklasse einer Topologie. Bei der
Suche der optimalen Topologie muss daher eine Bewertung zu Grunde
gelegt werden, die das optimale Element aus allen moglichen der selben
Aquivalenzklasse bewertet. Bei der Suche nach der besten Topologie fiir
eine mechanische Struktur sind die typischen Bewertungkriterien das Vo-
lumen oder die Steifigkeit (bzw. die umgekehrt proportionale Nachgie-
bigkeit (Compliance)). Um diese Kriterien bewerten zu kénnen, muss al-
lerdings eine gesuchte Topologie (bestehend aus vielen moglichen Struk-
turen, die in einer Aquivalenzklasse zusammengefasst sind) auch in der
besten Form sein — auch bei gleichem Material verhalten sich die Struktur
einer Kaffeetasse oder eines Donuts komplett unterschiedlich. Weiterhin
bedeutet die beste Form auch eine geeignete Dimensionierung der Ein-
zelkomponenten. Die Frage nach einem besten Material hierfiir stellt sich
ebenfalls, wird allerdings bisher in der Literatur grofitenteils getrennt be-
handelt. In diesem Sinn umfasst die Topologieoptimierung die anderen
grundlegenden Strukturoptimierungsansitze und stellt daher die Konigs-
disziplin dar.

In dieser Arbeit werden zwei grundlegend verschiedene Methoden der
Topologieoptimierungen verwendet. Im ersten Ansatz wird von einer
kontinuierlichen Struktur (Kapitel 4.1, Anhang C.1) ausgegangen. Dazu
wird der Bauraum vollstindig in einzelne Elemente aufgeteilt. Da nicht
die Topologieoptimierung an sich Gegenstand dieser Arbeit ist, sondern



das Finden redundanter Strukturen unter Verwendung dieser Methoden,
wurde hier — um grofstmogliche Vergleichbarkeit zu gewihrleisten — der
erfolgreichste und verbreitetste Ansatz SIMP [ ], basierend auf der
Homogenisierungsmethode [ ], gewdhlt; aber prinzipiell waren auch
andere Ansitze, wie beispielsweise die bubble method [ ], anwendbar.
Im zweiten Ansatz wird der Bauraum durch diskrete Elemente (Kapitel
4.2, Anhang C.3.2) abgedeckt. Um die notwendige Rechenzeit gering zu
halten, wurden die einfachsten Elemente hierfiir gewéahlt. Der Bauraum
wurde also mit Stdben tiberdeckt und aus diesen werden die sinnvollsten
ausgewdhlt. Dies entspricht der Grundstrukturmethode (ground struc-
ture method) [ ]. Zur Bewertung wurde die Matrix-Kraft-Methode
(matrix force method | ]) verwendet — vgl. Anhang C.3.3, [ 1,
[ Jund [ 1.

Auf aktuelles Forschungsinteresse stofit die Berticksichtigung von mogli-
chen Schidden. Das verbreitete Vorgehen hierbei ist die Berticksichtigung
von Unsicherheiten ([ I [ L[ ]). In der Topologieoptimie-
rung finden sich die Schlagwdorter reliability-based design [ ] und robust
design [ ], welche bis heute ein intensiv bearbeitetes Forschungsge-
biet darstellen (z. B. [ 11 11 11 ). All diesen An-
sdtzen liegt zu Grunde, dass man versucht, Schdden zu vermeiden. Dies
entspricht letztlich dem klassischen safe-life> Ansatz. Prinzipbedingt ist
dies ein sehr teurer Ansatz und ist nur gerechtfertigt, da eine Optimierung
stattfindet.

In dieser Arbeit soll zugelassen werden, dass ein Schaden eintritt. Die Lo-
sung soll jedoch auch nach Eintritt eines Schadens noch ihre (evtl. redu-
zierte) Aufgabe erfiillen. Vergleichbares findet sich in der Strukturoptimie-
rung bei Ermiidungsschdden, welche durch Lebensdaueranalyse Bertick-
sichtigung finden konnen (z.B. [ ]). Allerdings wird hierbei wieder-
um versucht, die Entstehung dieser Schdden zu verhindern und ein Scha-
den wird abermals nicht zugelassen.

Um einen strukturellen Ausfall (Schaden) zulassen zu konnen, muss un-
ter normalen Bedingungen (kein Schaden) etwas Uberfliissiges vorhanden
sein. Diese einfache Uberlegung fithrt unmittelbar zu Redundanz. Im tech-
nischen Sinn ([ A 1 [ ]) wird hierbei meist das mehr-
fache Vorhandensein einer Funktionseinheit als Redundanz verstanden.
Dahingegen wird in der Informations- und Kodierungstheorie ([ 1
[ A | A ]) feiner unterschieden und auch ein Bruchteil

3Ein System, welches nach safe-life ausgelegt wird, darf unter geforderten Bedingun-
gen nicht versagen (vgl. Kapitel 2).
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mehr als noétig wird als Redundanz verstanden. Im technischen Sinn ist
es schwierig, die Redundanz zu messen. In [ ] werden verschiede-
ne Moglichkeiten (u. a. auch die auf Shannons Entropie-Begriff aus der
Informations- und Kodierungstheorie basierende von [Z00]) angegeben,
um die Redundanz von Systemen zu vergleichen. In [ ] wird zwar
auf diese Moglichkeiten verwiesen, aber dennoch ist es dort notig, ei-
ne weitere spezielle Methode der Bewertung einzufiihren, um damit die
Redundanz von Stabwerken vergleichen zu konnen. Dagegen ist in der
Informations- und Kodierungstheorie die Redundanz ([ ]) eindeutig
durch ein Maf$ bewertbar.

Die meisten dieser Bewertungen und MafSe der Redundanz basieren auf
dem Spezialfall, dass Wahrscheinlichkeiten von entsprechenden Ereignis-
sen bekannt sind. In der vorliegenden Arbeit wird der allgemeinere Fall, in
dem Wahrscheinlichkeiten nicht berticksichtigt werden, zu Grunde gelegt.
Dies fiihrt hier zu einer neuen und allgemeinen Definition der Redundanz.
Erst diese allgemeine Definition ermoglicht in der Topologieoptimierung
letztlich relevante Schaden an der optimierten Struktur zuzulassen und
somit redundante Strukturen numerisch zu berechnen.

Da es praktisch keine Vergleichsmoglichkeiten bzgl. der Beriicksichtigung
von tatsdchlichen Schdden bei der Topologieoptimierung in der Literatur
gibt, musste auf Vergleiche bei der Ergebnisinterpretation weitestgehend
verzichtet werden.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt strukturiert:

In Kapitel 2 wird die grundsétzliche Problemstellung erldutert und somit
die Arbeit motiviert.

Im Kapitel 3 wird eine neue Definition des Begriffs der Redundanz gege-
ben. Dieser verbindet den unprazisen Begriff der Redundanz aus der Inge-
nieurswelt mit dem sehr speziellen, aber préazisen Begriff der Redundanz
in der Informations- und Kodierungstheorie. Diese neue Definition um-
fasst also diese beiden bekannten Begriffe. Dazu wird erst sehr allgemein
mittels eines deterministischen endlichen Automaten erklirt, was Redun-
danz ist, um dann in Kapitel 3.2 eine prazise Definition zu geben, die auch
ein Gutekriterium fir die Redundanz liefert; auch dies ist konsistent mit
dem Bekannten aus der Informations- und Kodierungstheorie.

Das Kapitel 4 zeigt mit neuen Modellierungen die Anwendung der Re-
dundanz fiir mechanische Strukturen. Bereits im Vorentwurf kann nun
bei der Topologieoptimierung der Wunsch einer Ausfallsicherheit beach-
tet werden. Die Giite der Ausfallsicherheit kann hierbei frei gewahlt wer-



den. Dieses bietet die Grundlage um im weiteren Entwicklungsprozess
fail-safe oder sogar damage-tolerance* zu ermoglichen.

Im Anhang finden sich sowohl die als bekannt vorausgesetzten Grund-
lagen, als auch notwendige Konzepte zur Umsetzung der numerischen
Vorgehensweisen (vgl. Anhdnge C.2 und C.4) und weitergehende Aus-
fithrungen (vgl. Anhdange C.3.3, D und F).

4Dieser Begriff wird in Kapitel 2 erklart.
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Abbildung 2.1: In diesem Bild wird eine mit dem SIMP-Ansatz (vgl. An-
hang C.1) berechnete 2-dimensionale Struktur dargestellt. Jedes erkenn-
bare Pixel représentiert ein finites Element. Die linke Seite ist gelagert und
rechts unten wirkt eine Kraft nach unten. Was passiert, wenn die Scheren
die Struktur an der einen oder der anderen Stelle zerschneiden?

2 Schadenstoleranz

Schadenstoleranz ist die Toleranz gegeniiber Schaden.

In Abb. 2.1 ist das typische Problem von gewichts- oder steifigkeitsoptima-
len Strukturen dargestellt. Ein Zerstoren der Struktur an gewissen Stellen
(durch die Scheren symbolisiert) fithrt zum Versagen der Struktur unter
der Belastung (Pfeil rechts im Bild), fiir die die Struktur ausgelegt ist. Die
linke Schere stellt noch einen verhidltnismaflig geringen Schaden dar: Fiir
die Belastung, fiir die die Struktur ausgelegt ist, versagt die Struktur; aber
geringere Belastungen vermag sie noch zu bewiltigen. Obwohl auch die
rechte Schere lediglich einen ,Stab’ entfernt, stellt dies einen erheblich gro-
eren Schaden dar: Die Struktur tibertragt die Kraft auf das Lager (Wand
auf der linken Seite) nur noch an einem ,Punkt’. Dies fiihrt unweigerlich
zu einem Totalversagen der Struktur. Derartige optimale Strukturen tole-
rieren also tiberhaupt keinen Schaden. Wie kann eine Struktur einen Scha-
den tolerieren? Wie findet man solche Strukturen?

In [ ,S. F16 ff.; S. Q 104 ff.] werden fiir allgemeine technische Syste-
me verschiedene Sicherheitstechniken® genannt, die auch allgemein aner-
kannte Herangehensweisen sind:

¢ safe-life
Das System wird hierbei fiir eine Lebensdauer ausgelegt und inner-
halb dieser Zeit soll unter geforderten Bedingungen kein Versagen
des Systems vorkommen.

SEine Sicherheitstechnik ist eine Herangehensweise. Manchmal wird in der Literatur
statt Sicherheitstechnik auch der Begriff Designphilosophie verwendet.



2 Schadenstoleranz

* fail-safe
Hierbei diirfen durchaus Schaden vorkommen. Diese diirfen aber
nicht zum kompletten Versagen des Systems fiihren, bevor dieses
aufler Betrieb genommen werden kann. Weiterhin muss der Schaden
hierfiir erkennbar und bewertbar sein.

¢ damage-tolerance
Dies wird im Besonderen in der Luftfahrt gefordert. Dabei wird nun
der gleiche Anspruch wie bei fail-safe gestellt und weiterhin werden
nicht erkennbare Schiden zugelassen, die wiederum innerhalb eines
Wartungsintervalls nicht zu einem kritischen Versagen fiihren.

Zum besseren Verstdndnis seien hier noch ein paar Beispiele genannt:

* safe-life: Beim Ausgehen nimmt man meist geniigend Geld mit, um
hinterher in der Kneipe die Zeche auch garantiert begleichen zu kon-
nen. Dabei wird ,,aus Sicherheit” mehr als notwendig viel Geld mit-
genommen.

* safe-life: Der Rosinenbomber Douglas DC-3 wurde nach safe-life
ausgelegt. [ ,S. Q106 ff.]

* fail-safe: Ein Zugfiihrer iiberfdhrt ein Haltsignal und der Zug wird
daraufhin automatisch angehalten. Trotz des Fehlers (Schaden) pas-
siert kein Unfall.

* fail-safe: Lokfiihrer in modernen Ziigen miissen durch unregelmafi-
ge Betdtigung eines Schalters (Knopf oder Pedal) nach automatisier-
ter Aufforderung ihre Funktionsfahigkeit nachweisen (Totmannein-
richtung); andernfalls halt der Zug automatisch an. Also selbst bei
einem plotzlichen Versterben des Zugfiihrers werden die Passagiere
nicht gefdhrdet.

¢ fail-safe: Unter dem Gesichtpunkt fail-safe fliegt die Douglas DC-3
heute noch. [ ,S. Q106 ff.]

Nach [ , S. 5] versteht man unter Funktionszuverldssigkeit die Fahig-
keit einer Betrachtungseinheit, eine geforderte Funktionalitdt unter gege-
benen Bedingungen fiir ein gegebenes Zeitintervall zu erfiillen. Dies ent-
spricht dem obigen Begriff safe-life.

8



Wenn man in der Praxis ein Produkt (Betrachtungseinheit) kauft, so be-
kommt man vom Hersteller eine Zusicherung (Gewdhrleistung) auf die
Funktionsfahigkeit (Produkt macht was es soll.) unter gewissen Einsatz-
bedingungen (Bedingungen wie ,,iiber 10 °C” und , unter 40 °C”) fiir einen
gewissen Zeitraum (Zeitintervall wie z. B. 2 Jahre).

Die Funktionszuverldssigkeit sowie safe-life bezieht sich nicht auf Scha-
den, sondern fordert lediglich die Funktionsfahigkeit in einem gewissen
Zeitintervall — unabhéngig davon, ob ein Schaden eintritt oder nicht.

In [ , S. 38 ff.] wird Zuverldssigkeit eines Gerdtes definiert als die
Wahrscheinlichkeit, dass es wiahrend einer bestimmten Zeitspanne korrekt
funktioniert. Dabei wird lediglich zwischen funktionstiichtig und nicht
funktionsttichtig unterschieden. Wieder wird nicht vom Schaden gespro-
chen. Allerdings wird das zu untersuchende System als in einzelne Kom-
ponenten zerlegt betrachtet und jede dieser kann nun funktionieren oder
eben nicht. Mittels Ausfallwahrscheinlichkeiten kénnen nun von einfa-
chen Serien- bzw. Parallelsystemen Zuverldssigkeiten des Gesamtgeréates
berechnet werden. Durch die vereinfachende Annahme der Unabhéngig-
keit der Einzelkomponenten kénnen dann diese bedingten Ausfallwahr-
scheinlichkeiten berechnet werden. Neuerdings gibt es auch Bestrebun-
gen, abhdngige Komponenten zu betrachten ([ D.

Man kann also bei der Betrachtungsweise nach [ ] zumindest zu dem
Schluss kommen, dass Parallelsysteme tolerant gegeniiber dem Ausfall ei-
nes Teilsystems sind — dies ist also eine Toleranz gegeniiber gewisser Scha-
den und erfiillt damit die Forderungen bei fail-safe.

Da Gegenstand dieser Arbeit mechanische Strukturen sind, mdchte ich
nun die obigen Sicherheitstechniken nochmals unter diesem speziellen
Blickwinkel beleuchten:

Bei safe-life muss die mechanische Struktur fiir die Lebensdauer allen Be-
lastungen trotzen. Dies erfordert offensichtlich eine meist tiberdimensio-
nierte Struktur. In [ , S. Q 106 ff.] wird beispielsweise die Douglas
DC-3 genannt, die nach safe-life ausgelegt wurde, aber auf Grund von
groflerem Wissen, welches nach der Fertigstellung erworben wurde, unter
der Betrachtungsweise fail-safe iiber das urspriingliche Zeitfenster hinaus
weiterbetrieben wird.

Bei damage-tolerance muss nun fiir jeden erdenklichen Schaden an der
mechanischen Struktur eine Lebensdaueranalyse fiir mindestens ein War-
tungsintervall durchgefiihrt werden. Damage-tolerance ist nicht Gegen-
stand dieser Arbeit.
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In dieser Arbeit soll aus dem Nichts mittels Topologieoptimierung eine
Struktur erstellt werden, die gewisse Schdden tolerieren kann. Auf Grund
des angedeuteten Aufwands bei damage-tolerance und dem enormen
Rechenaufwand bereits bei der klassischen Topologieoptimierung [ ]
bleibt nichts anderes iibrig, als sich auf fail-safe zuriickzuziehen.

Weiterhin vertrete ich die Meinung, dass die Topologieoptimierung zur
Findung einer mechanischen Struktur ohnehin nur einen Vorentwurf dar-
stellt, der meist unter weiteren Randbedingungen weiter verbessert und
verarbeitet werden muss. In diesem Zuge kann unter Umstdnden damage-
tolerance nachgewiesen werden — hierzu ist es allerdings sinnvoll, bereits
den Vorentwurf mittels fail-safe zu gestalten.

In [ ] versteht Haftka unter ,damage tolerant’ die Toleranz gegentiiber
,global damage’; dies wiederum definiert er als Zerstorung einer wesent-
lichen strukturellen Komponente im Gegensatz zu einem lokalen Schaden
wie ein Riss.

Schadenstoleranz ist also die Fahigkeit einer Betrachtungseinheit, auch
unter gewissen Schadensfillen ihre (evtl. eingeschrankte) Funktionalitdt
zu erfiillen. Hierbei wird Schadenstoleranz als eigenstdndiger neuer Be-
griff verstanden und somit unterschieden zu damage-tolerance.

Bei einer mechanischen Struktur kann man sicherlich bei so etwas wie ei-
nem Riss von einem Schaden reden, aber auch der Ausfall einer wesentli-
chen strukturellen Komponente ist nichts anderes als ein Schaden.

Ein relevanter Schaden einer Betrachtungseinheit ist der Ausfall eines we-
sentlichen Teils der Betrachtungseinheit.

Damit eine Betrachtungseinheit auch funktionieren kann, wenn ein we-
sentlicher Teil ausfaillt, muss dieser Teil durch den Rest ersetzt werden
konnen — zumindest insoweit, damit die gewiinschte Funktionalitit er-
fillt wird. Es existiert also eine gewisse Redundanz innerhalb der Betrach-
tungseinheit beztiglich einer geforderten Funktionalitat.

Immer wenn ein Teil einer Betrachtungseinheit ausfallen kann, ohne ein
Versagen zu Verursachen, ist dieser Teil fiir die reine Funktionalitét tiber-
fliissig. Bei welchen Teilen man von Redundanz sprechen mochte und
welche Teile lediglich etwas Uberfliissiges darstellen ist philosophischer
Natur. Hier in dieser Arbeit wird erst dann von Redundanz gesprochen,
sobald ein Teil, der ausfallen darf, einen wesentlichen Teil darstellt.

Nur durch Redundanz lasst sich Schadenstoleranz gegen den Ausfall ei-
ner wesentlichen strukturellen Komponente erreichen.
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3 Redundanz

Unter Redundanz versteht man im Allgemeinen etwas Uberfliissiges. Dies
ist aber nicht notwendiger Weise schlecht, sondern erfiillt sogar einen
Zweck — namlich den Zweck der Ausfallsicherheit wie folgende Beispiele
verdeutlichen:

¢ Serversysteme werden hadufig mit 2 Netzteilen ausgestattet. Dabei ist
offensichtlich 1 Netzteil tiberfliissig, es ermoglicht aber eine Ausfall-
sicherheit gegen Versagen eines Netzteils.

¢ Kernkraftwerke verfiigen ebenfalls iiber redundante Systeme, um
beim Ausfall (z.B. primares Kiihlsystem inkl. Energieverwertung)
weiterhin die Sicherheit (z. B. durch Notkiihlung) gewéhrleisten zu
konnen.

¢ (Kraft-)Fahrzeuge besitzen unabhédngige Bremssysteme, um Sicher-
heit auch beim Versagen eines Bremssystems zu gewéhrleisten.

* RAID®-Systeme aus Festplatten dienen ggf.” auch dazu die Ausfall-
sicherheit zu erhdhen:

- RAID 1: Die Daten werden auf einer Festplatte gespeichert und
auf n — 1 weiteren gespiegelt. Die Daten sind also n-mal vor-
handen und es konnen n — 1 Festplatten versagen — ohne Da-
tenverlust zu erleiden.

— RAID 5: n Festplatten werden zu einem Verbund zusammenge-
schlossen. Die verwendbare Datenkapazitit betragt n — 1 Fest-
platten. Beim Versagen von maximal einer Festplatte bleiben
alle Daten erhalten.

Das letzte Beispiel macht deutlich, dass Redundanz keineswegs immer ei-
ne Verdoppelung oder Vervielfachung des Verwendeten sein muss. Zwar
werden beim RAID 1 statt einer n Festplatten benotigt, allerdings beim
RAID 5 werden statt n — 1 Festplatten nur eine weitere benétigt. Offen-
sichtlich erhdlt man dabei nicht die gleiche Giite der Redundanz.

®RAID = Redundant Array of Independent Disks
"RAID 0 dient lediglich dem Beschleunigen des Datenzugriffs und erhoht sogar die
Ausfallwahrscheinlichkeit.

11



3 Redundanz

Dies macht es naheliegend, vom Grad der Redundanz zu reden. Wahrend
beim RAID 1 der Grad der Redundanz ”74 € Q ist, ist der Grad der Re-

dundanz beim RAID 5 nur % € Q(vgl [ ], Kapitel 3.2).

Offensichtlich miissen wir unterscheiden worauf sich die Ausfallsicher-
heit bezieht. Wahrend in der Technik im allgemeinen die Redundanz das
mehrfache Vorhandensein vergleichbarer Ressourcen bzgl. einer Funk-
tionalitdt meint, stellt in der Informations- oder Kodierungstheorie (vgl.

[ 1 1) die mehrfach vorhandene Information die Redundanz
dar.

Eine vorhandene Redundanz ermoglicht also das Losen einer Aufgaben-
stellung durch ein System im Schadensfall. Und der Grad der Redundanz
misst somit das Verhalten eines Systems bzgl. einer Aufgabenstellung un-
ter Schadensfallen.

Redundanz kann durch mehrfache Auslegung zu Mehrkosten fithren - et-
was Uberfliissiges hat eben auch Nachteile. Aber auch die Schadenswaht-
scheinlichkeit kann sich erhéhen, wie wir bei den Beispielen in Kapitel
3.0.1 sehen werden.

Die Schadenswahrscheinlichkeit einer Betrachtungseinheit wird haufig
angegeben mit MTBF (Mean Time Between Failures), also der Erwartungs-
wert der Betriebsdauer zwischen 2 Ausfillen. Damit ergibt sich bei einer
tiblicherweise angenommenen Exponentialverteilung die Wahrscheinlich-
keit p, dass ein Schaden innerhalb der Zeit T eintritt, zu:

S
p=1—¢ MIBE

Als Beispiel sei hier die typische MTBF bei Festplatten von 1,2 - 10° Stun-
den genannt. Dies ergibt dann innerhalb der vorgesehenen Laufzeit von 5
Jahren (typischer Gewihrleistungszeitraum des Herstellers) eine Ausfall-
wahrscheinlichkeit von ungefdhr 3, 6 %.

3.0.1 Beispiel: Festplatten

Im folgenden werden Eigenschaften von Festplattenverbiinden genauer
ausgefiihrt, um die grundlegenden Eigenschaften von RAID aufzuzeigen
und damit den Sinn von Redundanz aufzuzeigen.

Beispielsweise RAID 5 aus n Festplatten mit der Ausfallwahrscheinlich-
keit p < 1 einer einzelnen Platte ist beziiglich der Datenkapazitit ver-

12



gleichbar mit n — 1 Festplatten, die alle gemeinsam genutzt werden. Da-
mit ergibt sich nun die Wahrscheinlichkeit, dass das RAID 5 funktioniert
zu:

( n )(1_p)n_1p+(2)(1_p)n — n(1—p)" p4(1—p)

n—1
= (1-p" 1+ (n-1)p)

~ 1-(n-1)p)1+(n-1)p)
= 1—(n—1)%?

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein JBOD® aus n — 1 Festplatten funktioniert,
liegt dagegen bei:

A-p" ! = 1-(n-1p
Somit ist also die Wahrscheinlichkeit, dass das RAID 5 funktioniert, ho-

her. Allerdings ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, dass beim RAID 5 ein
Schaden vorliegt, zu:

Y (7)a-pr =1 (g)a-pr
1—(1—mnp)
np

Q

Wihrend sich die Wahrscheinlichkeit, dass das JBOD-System aus n — 1
Festplatten einen Schaden hat, nur zu folgendem ergibt:

In Tabelle 3.1 sind die verschiedenen Wahrscheinlichkeiten fiir verschie-
dene Verwendungsarten von Festplatten nochmals tibersichtlich zusam-
mengefasst.

8JBOD = Just a Bunch Of Disks
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3 Redundanz

Verwendungs- | RAID 1 RAID 5 JBOD
art
Plattenzahl n n n—1 1
Kapazitit 1 n—1 n—1 1
Maximal- n—1 1 0 0
schaden
Funktions- 1-p" [1-(n—-1%p* | (1 —p)" 1 =[1-p
wahrschein- 1-(n—1)p
lichkeit
Schadens- np np (n—1)p p
wahrschein-
lichkeit

Tabelle 3.1: Vergleich der Funktions- und Ausfallwahrscheinlichkeiten
verschiedener Moglichkeiten, die Datenkapazitdt von Festplatten zu nut-
zen. Redundanz reduziert dabei nicht die Schadenswahrscheinlichkeit,
sondern erhoht nur die Funktionswahrscheinlichkeit.

Die hohere Wahrscheinlichkeit der Funktionsfahigkeit beim RAID 5 aus
n Festplatten gegeniiber dem System mit der selben Kapazitiat aus n — 1
gleichzeitig genutzten Festplatten wird also mit einer hoheren Schadens-
wahrscheinlichkeit erkauft — allerdings sind auf Grund der Redundanz
beim RAID 5 nicht alle Schiaden Totalschdden, sondern es existieren ak-
zeptable Schiden, die die Funktionsfihigkeit’ eben nicht beeintrachtigen.
In der Praxis konnen nun derartige akzeptable Schaden repariert werden
bevor ein Totalschaden entsteht.

Wenn aber die Ausfallwahrscheinlichkeit (fast) ausschliefSlich vom Ver-
schleifs abhdngt und dieser auf Grund einer mehrfachen Auslegung einer
Ressource im reziproken Verhiltnis reduziert wird, so erhoht sich die Ge-
samtausfallwahrscheinlichkeit trotz Redundanz nicht. Dies ist beispiels-
weise in etwa beim Fahrrad mit Vorder- und Hinterbremse gegeben. Aller-
dings unterliegen die Bauteile in der Praxis Alterungserscheinungen, wo-
durch doch eine leicht erhohte Ausfallwahrscheinlichkeit entsteht. Wei-
terhin entstehen durch diese mehrfache Auslegung einer Ressource auch
Mehrkosten im selben Verhiltnis.

9Bei entsprechender Betrachtungsweise der Funktion existiert unter Umstinden
durchaus eine Einschrankung durch ein langsameres System. Hier wird aber als Funkti-
on das Speichern von Daten gesehen und diese Funktionalitdt wird nicht beeintréachtigt.
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3.1 Def. Redundanz mittels Automaten

Fazit Es konnen also durch Redundanz keine Vorteile ohne Nachteile
erkauft werden.

3.1 Definition der Redundanz (mit Hilfe eines Automaten)

Das System aus Betrachtungseinheit, gegebenen Bedingungen und der ge-
forderten Funktionalitiat kann modelliert werden durch einen endlichen,
deterministischen Automaten A = (S, T, s, Sz,6) aus folgenden Bestand-
teilen: (vgl. Anhang A, [ D

¢ endliche Menge S von Zustdnden

endliche Menge T von Steuerungen (Eingangszeichen)

Anfangszustand! sy € S

Menge S, C S von gewiinschten Endzustdnden

Ubergangsfunktion 6 : S x T — S

Haufig wird ein neutrales Element e € T : Vs € S : §(s,¢) = s gefordert.
In den Beispielen in dieser Arbeit werden allerdings nur e-freie Automaten
betrachtet. Aber um die Allgemeinheit der Definition in diesem Kapitel
nicht einzuschrdnken sei das neutrale Element € genannt.

Die Modellierung der Zustande als Menge S schliefit auch alle Schadens-
zustdande D C S des System ein. Die prinzipielle Aufgabe besteht darin,
mittels geeigneter Steuerungen aus T von einem Anfangszustand sg zu ei-
nem gewiinschten Endzustand aus S, zu gelangen. Die méglichen Uber-
ginge zwischen den Zustdnden werden durch die Ubergangsfunktion &
modelliert.

Eine Losung ist eine Folge von Eingangszeichen aus T, die einen Weg!!
von dem Anfangszustand sy zu einem Endzustand aus S, beschreibt. Ge-
nauer ist die Losung also eine endliche Folge {f;};—12, ., von Eingangs-

19Theoretisch kénnte man sich vorstellen, statt nur 1 Anfangszustand eine ganze Men-
ge von Anfangszustdnden zu betrachten. Dies wiirde aber bedeuten, dass die Maschine,
die durch den Automaten modelliert wird, keinen definierten Zustand zu einem gewéhl-
ten Anfangszeitpunkt hat. Darauf aufbauend ist kein deterministisches Vorgehen mog-
lich. Bei einem nichtdeterministischen Automaten werden immerhin die Folgezustiande
nach einer Steuerung in einem bekannten Zustand offen gelassen.

Ein Automat kann als Graph dargestellt werden; dabei stellt jeder Zustand einen
Knoten und jede Ubergangsmoglichkeit eine gerichtete Kante dar. (vgl. Anhang A)
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3 Redundanz

zeichen aus T, so dass mittels wiederholter Anwendung der Ubergangs-
funktion, gesteuert durch die Eingangszeichen, von sy in S, abgebildet
wird:

S]b = 5(50, fl)
8j, = 5(Sjk_1/tk) firk=1,2,...,m
$j,, = 0(-.. (6(d(s0,11),t2),..), tn)) € Sz

Ein Zustand ist erreichbar von einem Zustand, wenn ein Weg vom ersten
zum letzteren existiert.

Ein Schaden ist eine Teilmenge D; C S, die zwar von s( erreichbar ist,
aber von der der Anfangszustand sy nicht erreichbar ist. Eine Reparatur
des Systems ist also durch J nicht modelliert. Weiterhin ist innerhalb von
D; jeder Knoten durch jeden anderen erreichbar. Dies grenzt die Schiden
untereinander ab. Am Beispiel 3.1.2 werden wir sehen, dass ein Schaden
wirklich aus einer mehrelementigen Menge bestehen kann.

Schidden, von denen aus kein gewiinschter Endzustand erreicht werden
kann, also Totalschdden, miissen in dieser Definition der Redundanz aus-
geschlossen werden. Die restlichen Schdden sind die akzeptablen Scha-
den.

Redundanz liegt vor, wenn fiir jede dieser Teilmengen D; miti =1,...,n
und n > 1, die einen akzeptablen Schaden représentieren, ein Weg exis-
tiert, der zu einem gewtiinschten Endzustand aus S, fiihrt.

Um Redundanz des Systems zu untersuchen, muss also ein Weg zu einem
Schaden D; C S und von dort ein Weg zu einem Endzustand aus S, ge-
funden werden; dazu miissen alle Schaden D; entweder bekannt sein oder
bestimmt werden.

3.1.1 Beispiel: RAID 1 aus 2 Festplatten

2 Festplatten P; und P, bilden ein RAID-1-Verbund. Die Menge der Zu-
stinde S := {s, s1, 52,53} mit dem Anfangszustand s ergibt sich aus:

* 5o = ,Daten konnen von P; und P, gelesen werden.”

¢ 51 = ,Daten konnen nur von P; gelesen werden; P; ist defekt.”
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3.1 Def. Redundanz mittels Automaten

51

3(s0,t1) 3(s0,t2)

50 53

3(so,t2) 3(s0.t1)

52

Abbildung 3.1: Automat zu RAID 1 als Graph

¢ 55 = ,Daten konnen nur von P, gelesen werden; P ist defekt.”

* s3 = ,Daten konnen weder von P; noch von P, gelesen werden; P;
und P, sind defekt.”

Die gewiinschten Endzustinde sind S; = {so,s1,52}, das gestrichelte
Rechteck in Abb. 3.1.

Die Menge der Steuerungen T = {t1, t,} ergibt sich aus:
e t1 = P fallt aus.”
e t, =, D, fallt aus.”

Die Ubergangsfunktion § kann dem Graphen in Abb. 3.1 entnommen wer-
den.

Die schattierten Rechtecke in Abb. 3.1 zeigen die akzeptablen Schdden an.
Alsoist D1 = {s1} und D; = {s,}.

Trivialerweise gehort jeder Zustand eines Schadens bereits zu einem End-
zustand aus S;. Somit liegt Redundanz vor.
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3.1.2 Beispiel: das Bremsen eines Fahrrades

Ein Fahrrad besteht unter anderem aus 2 Bremsen. Die Aufgabe besteht
darin ein fahrendes Fahrrad zum Stehen zu bringen. Um einfacher die
Zustdnde s; zu definieren, seien folgende Zustandsmengen Z; eingefiihrt:

e 7y ={s;: ,Fahrrad fahrt.”}

e 7, ={s;: ,Fahrrad steht.”}

e 73 = {s;: ,Vorderbremse funktioniert.”}

e 7, = {s;: ,Hinterbremse funktioniert.” }
Damit ergibt sich die Menge aller Zustinde S := Z; U Z, UZ3U Zy :=
{s0, 51, 52,53, 54,55, 56,57 }. Der Anfangszustand sy und die restlichen 7 Zu-

stande ergeben sich zu: (Die im Folgenden angegebenen Verkniipfung der
Mengen Z; sind jeweils genau 1-elementig.)

e sy = ,Fahrrad fahrt und alles ist OK.” € Z1 (N Z3(\ Z4

e s; = ,Fahrrad fahrt, Vorderbremse ist OK, Hinterbremse ist defekt.” €
Z1NZ3\ Zy

e s, = ,Fahrrad fihrt, Vorderbremse ist defekt, Hinterbremse ist OK.” €
Z1NZs\ Z3

e s3 = ,Fahrrad fahrt, Vorderbremse ist defekt, Hinterbremse ist defekt.” &
Zq \ Z3 \ Zy

e s, = ,Fahrrad steht und alles ist OK.” € Z, (N Z3(\ Z4

e s5 = ,Fahrrad steht, Vorderbremse ist OK, Hinterbremse ist defekt.” €
ZoNZ3\ Z4

e s¢ = ,Fahrrad steht, Vorderbremse ist defekt, Hinterbremse ist OK.” €
ZoNZ4\ Z3

e s; = ,Fahrrad steht, Vorderbremse ist defekt, Hinterbremse ist defekt.” &
Zro\Z3\ Zy

Die gewiinschten Endzustidnde sind S; = Z; = {s4, S5, S¢, 57}, das gestri-
chelte Rechteck in Abb. 3.2.

Die Menge der Steuerungen T = {11, t, t3, t4, t5} ergibt sich aus:
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O(s5,t5)

T

5(so,t3)

3(s4,t5)

5(50,1’4)
Abbildung 3.2: Automat zu Fahrrad soll bremsen

¢ t; =, Hinterbremse fallt aus.”
e t, =, Vorderbremse fillt aus.”
e t3 =, Vorderbremse bremst.”
e t, = ,Hinterbremse bremst.”

¢ t5 = ,Fahrrad beschleunigt.”

Die Ubergangsfunktion 6 kann dem Graphen in Abb. 3.2 entnommen wer-
den.

Die schattierten Rechtecke in Abb. 3.2 zeigen die akzeptablen Schiden
an. Die Schadensfalle ergeben sich also zu D; = {s1,s5}, Do = {s2,56},
D3 = {s3} und Dy = {sy}. Offensichtlich kann aus D; und D; ein ge-
wiinschter Endzustand in S, erreicht werden. D3 und D, sind als Total-
schdden zu interpretieren in denen keinerlei Hoffnung auf Funktionalitat
besteht; trotzdem ist D4 ein gewiinschter Endzustand. Unter Ausschluss
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3 Redundanz

der Totalschdden liegt also fiir die akzeptablen Schaden D; und D; Re-
dundanz vor.

20



3.2 Def. Redundanz mittels Funktionen

3.2 Definition der Redundanz (mit Hilfe von Funktionen)

Die Modellierung besteht aus der Angabe aller Zustdnde Z, des Anfangs-
zustandes z4 € Z, der gewiinschten Endzustinde Zg C Z und der An-
gabe der Schadenszustinde Zg C Z. Die Aufgabe P ist wiederum, eine
Abbildung von z4 in Zp zu finden. Alle Losungen werden durch die Men-
ge L := {fi:Z— Z|fi(za) € Zp} mit der Indexmenge der Funktionen
I := {i|f; € L} beschrieben.

Die Menge Lj := {f; € L : i € [} mit den Indizes | C I 16st die Aufgabe P
mit Redundanz, wenn

Vie]:3j€]: filza) # fi(za) € Zs.

Mit anderen Worten: Wenn ein System i ausfillt, dann existiert mindestens
ein anderes'? System j, das die Aufgabe P in einem Schadenszustand aus
Zs 10st, also abbildet in Zg N Z3.

Es gentigt bei dieser Definition nicht, f; # f; zu fordern: Der Ausfall ei-
nes Systems i bedeutet, dass die Losung f; nicht mehr funktioniert, da der
Schaden f;(z4) den Grund fiir den Ausfall darstellt. Somit wird das Ge-
samtsystem unter einem Schaden betrachtet, womit auch ein gewtinschter
Endzustand ohne Schaden nicht mehr existiert. Daher muss eine Ersatzlo-
sung fi(z4) € Zs ein Schadenszustand sein.

Die Redundanz besteht also in der Existenz mehr als nétiger Abbildungen
fi. Die Funktionen f; stellen die Wege im vorhergehenden Abschnitt dar.

Die Menge Ly := {f; € L : i € [} mit den Indizes | C I 16st die Aufgabe P
mit Redundanz vom absoluten Grad g, wenn

V]g CJmit|Jg| =g:3 €]:Vi€ Jg: fi(za) # fj(za) € Zs.

Mit anderen Worten: Fiir alle moglichen g-fachen Ausfélle von Systemen
i € ] existiert jeweils mindestens ein anderes!® System j, das die Aufgabe
P weiterhin in einem Schadenszustand aus Zg 10st, also abermals abbildet
inZ s Z B-

Der (relative) Grad r der Redundanz istr = W%l ; die Subtraktion im Nen-

ner entfernt die zu viel gezdhlte Abbildung, die die Losung ohne Schaden
darstellt. Es gilt offensichtlich0 <r <1.

falls j = i, dann wire fi(a) = fj(a)
Bfalls j = i, dann wire f;(a) = fj(a)
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Dabei bedeutet der Wert r = 0 keine Redundanz — er ist gleichbedeutend
mit [ = @ bzw. g = 0. Dies trifft beispielsweise ein RAID 1 aus 1 Festplat-
te zu.

Der theoretische Wert r = 1 bedeutet eine extrem gute Redundanz. Bei-
spielsweise bei einem RAID 1 mit n Festplatten strebt r gegen 1 fiir n gegen

unendlich: r =1 — % ey |

Bereits r = § stellt eine sehr gute Redundanz dar. Sie ist beispielsweise bei
einem RAID 1 aus 2 Festplatten gegeben — also die Halfte der verfiigbaren
Bauteile darf ausfallen, ohne Totalversagen zu riskieren.

Der Wert 1 — r € [0;1] heifit Grad der Effizienz. Ein Grad der Effizienz
von 1, also eine Redundanz von 0, bedeutet eine effektive Nutzung ohne
tiberfliissige Teile.

Es ergibt sich die pragnante Formel:
,Redundanz” + , Effizienz” = 1

Die hier vorgestellten verallgemeinerten Begriffe ,Grad der Redundanz”
und ,Grad der Effizienz” sind, sofern die Nachrichten gleichwahrschein-
lich sind, konsistent zu den bekannten Begriffen ,Redundanz” und , Ef-
fizienz” in der Informations- und Kodierungstheorie (vgl. Anhang B) im
Bezug auf Codierungen. Der geneigte Leser vermag dies leicht einzuse-
hen. In Kapitel 3.2.2 wird dies auch exemplarisch vorgefiihrt.

3.2.1 Beispiel: RAID 1 aus 2 Festplatten

2 Festplatten P; und P, bilden ein RAID-1-Verbund. Die Menge aller Zu-
stinde Z := {z4,21,22,23} mit dem Anfangszustand z 4 ergibt sich aus:

* z, = ,Daten konnen von P; und P, gelesen werden.”
¢ z; = ,Daten konnen nur von P; gelesen werden; P, ist defekt.”
* 2z, = ,Daten konnen nur von P, gelesen werden; P; ist defekt.”

* z3 = ,Daten konnen weder von P; noch von P, gelesen werden; P;
und P, sind defekt.”

Die gewtinschten Endzustidnde sind Zg = {z4, 21,22} und die Schadens-
zustdnde sind Zs = {z1,22,23}. Es gibt 3 Abbildungen von z4 in Zp die
alle Losungen L := {f1, f», f3} darstellen:
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3.2 Def. Redundanz mittels Funktionen

* fi(za) =za
* fa(za) =z
* f3(za) = 22

Ly = {fi,f2, f3} = L lost nun die Aufgabe mit Redundanz vom Grad
¢ = lund r = 1. Fiir eine groBere Ausfallmenge ], muss keine alternative

Losung mehr existieren, die in einen Schadensfall aus Zg abbildet — z. B.
fiir J, = {2,3} gibt es keine Abbildung in (L; \ {fi|i € J¢}) N Zs.

3.2.2 Beispiel: RAID 5 aus 3 Festplatten

3 Festplatten P;, P, und P; bilden ein RAID-5-Verbund; d.h. Daten, die
gespeichert werden sollen, werden in 2 Blocke zerlegt und auf 2 ver-
schiedenen Platten gespeichert, auf der dritten Platte wird eine XOR-
Verkniipfung'* beider Datenblocke gespeichert. Somit konnen beim Aus-
fall einer beliebigen Platte die Daten gelesen werden — entweder di-
rekt, oder der nicht lesbare Datenblock kann aus den Paritdtsdaten der
XOR-Verkniipfung rekonstruiert werden. Die Menge aller Zustidnde Z :=
{z4, 21,22, 23,24, 25,26, 27} mit dem Anfangszustand z4 ergibt sich aus:

* z,4 = ,Daten konnen gelesen werden, keine Platte defekt.”

e z; = ,Daten kénnen von {P,, P;} gelesen werden; P; ist defekt.”
e z; = ,Daten kénnen von { P, P;} gelesen werden; P, ist defekt.”
e z3 = ,Daten konnen von {P;, P,} gelesen werden; P; ist defekt.”
e z4 = ,Daten konnen nicht gelesen werden; {Py, P, } sind defekt.”
e z5 = ,Daten konnen nicht gelesen werden; { Py, P3} sind defekt.”
e z5 = ,Daten konnen nicht gelesen werden; {P,, P;} sind defekt.”

e z7 = ,Daten konnen nicht gelesen werden; { P, P, P3} sind defekt.”

Die gewiinschten Endzustinde sind Zg = {z4,z1,22,23} und die Scha-
denszustidnde sind Zg = {z1,22,23,24,25,26,27}. Es gibt 4 Abbildungen
von z4 in Zp die alle Losungen L := {f1, f2, f3, fa} darstellen:

14Dje XOR-Verkniipfung wird auch manchmal ausschliefSliches Oder genannt. Eine
Verkniipfungstabelle ist implizit in Tabelle 3.2 enthalten.
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3 Redundanz

Ly = {f1,f2, f3, fa} = L 16st nun die Aufgabe mit Redundanz vom Grad
g=1lundr= % Es darf also nur eine Festplatte ausfallen.

Aus der Sicht der Informations- und Kodierungstheorie kann dies eben-
falls beleuchtet werden. Dazu sollen nun exemplarisch 2 Bits auf einem
RAID 5 aus 3 Festplatten gespeichert werden. Die 2 Bits, die gespeichert
werden sollen, entsprechen also einer 4-ndaren Quelle mit gleichen Wahr-
scheinlichkeiten. Die Codierung C speichert nun die Daten in 3 Bits auf
den 3 Festplatten.!®

C(x,y):= (x,y,xVy) € Q:= {0,1}} mitx,y € {0,1}

Der Ausgang der Codierung bildet nun eine 8-nare Quelle. Als Wertetabel-
le fiir die Codierung C mit den zugehorigen gleichverteilten Wahrschein-
lichkeiten ergibt sich Tabelle 3.2.

Die restlichen Worter aus Q treten mit der Wahrscheinlichkeit 0 auf. Somit
ergibt sich fiir die Entropie der Codeworter

1 1
Hy = Sg p(s) b m = xe%l} ye%l} p(C(x,y)) Ib —p(C(x,y)) =2

wihrend die maximale Entropie einer 8-ndren Quelle tiber dem Alphabet

Q

8
1
szzgwsznm:3
i=1

betrdgt. Somit ergibt sich aus Sicht der Informations- und Kodierungs-
theorie die absolute Redundanz R ebenfalls zu g:

R=Hy—-Hy=3-2=1

15/ steht fiir die logische XOR-Verkniipfung.
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3.2 Def. Redundanz mittels Funktionen

(x,y) | C(x,y) | Wahrscheinlichkeit p(C(x,y))

(0,0) | (0,0,0) :
(0,1) | (0,1,1) I
(1,0) | (1,0,1) i
(1,1) | (1,1,0) :

Tabelle 3.2: Wertetabelle der Codierung bei einem RAID 5 aus 3 Festplatten
mit den zugehorigen Wahrscheinlichkeiten

Gleiches gilt fiir die relative Redundanz:'
LR _1
" Hy 3

Die Einschrankung auf das Speichern von nur 2 Bits kann natiirlich fal-
len gelassen werden. Zum Speichern eines Datenblockes aus m Bits!”
muss dieser trotzdem in 2 Teile x und y zerlegt werden. Um die XOR-
Verkniipfung zu ermdglichen, gehen wir davon aus, dass diese Teile glei-
che Grofie 7 € IN besitzen — andernfalls muss ein informationsloses Bit
(Irrelevanz) zugefiigt werden. Damit ergibt sich die Codierung zu:

C(x,y) == (x,y,xVy) € Q:= {O,l}sTm mitx,y € {0,1}%

Die Codewdrter bilden wiederum eine 2% -nire Quelle, wobei nur 2™
Worter als Codeworter mit gleichen Wahrscheinlichkeiten zlm auftreten.

16Die Wahl der Basis 2 fiir den Logarithmus, also 1b, war beliebig; allerdings angepasst

an das Bit. Fiir die beliebige Wahl a als Basis ergibt sich der selbe Wert r = }ggﬂ g

1

=logg2 =

3

7In der technischen Umsetzung orientiert man sich natiirlich an der Grofle der Da-
tenblocke, die eine Festplatte in dem verwendeten Dateisystem speichert. Ein typischer
Wert hierfiir ist 32 Kilobytes als chunk size.
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3 Redundanz

Als Entropie H, der Codierung, als maximale Entropie Hj einer 2% _niren
Quelle und als relative Redundanz r ergeben sich:

2m
1
Hy=)_ S 12" = m
i=1
3m 3m

Hy= 1b272 = —
0 2 5

r_HQ—Hz_l_Zm 1
n HO - 3m 3

Somit wurde hier in diesem Beispiel gezeigt, dass die Begriffe Redun-
danz und Effizienz aus Kapitel 3.2 im wesentlichen mit denen in der
Informations- und Kodierungstheorie iibereinstimmen.

Diese RAID-Beispiele konnen sehr einfach auf n Festplatten erweitert wer-
den und nun kann die Tabelle 3.1 um die Begriffe Grad der Redundanz
und Grad der Effizienz erweitert werden. Dies ist in Tabelle 3.3 dargestellt.

3.2.3 Beispiel: Fahrrad soll bremsen

Auch das Beispiel aus Kapitel 3.1.2 konnen wir aufgreifen: Die Menge aller
Zustande Z := {z, 21,22, 23, 24, 25, Z¢, 27 } mit dem Anfangszustand z,4 er-
gibt sich aus (Analog zu s; aus Kapitel 3.1.2):

e z, = ,Fahrrad fahrt, kein Schaden.”

® 21,2p,z3 = ,Fahrrad fahrt mit Schiaden.”

e z, = ,Fahrrad steht, kein Schaden”

e z5 = ,Fahrrad steht, Vorderbremse ist OK, Hinterbremse ist defekt”
e z¢ = ,Fahrrad steht, Vorderbremse ist defekt, Hinterbremse ist OK”

e z7 — ,Fahrrad steht, Vorderbremse ist defekt, Hinterbremse ist de-
fekt”

Die gewtinschten Endzustinde sind Zp = {z4,25,26,27} und die Scha-
denszustdnde sind Zs = {z1, 2y, 23, 25, 26, 27 }. Es gibt 3 Abbildungen von
z4 in Zp, die alle Losungen L := {f1, f2, f3} darstellen — auf z; kann nicht
direkt aus fahrenden Zustdnden abgebildet werden; schliefSlich stellt ein
fi ein Bremsen dar, und kein Bremsen fiihrt zu z7:
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3.3 Problem der Redundanz

Verwendungs- | RAID 1 RAID 5 JBOD
art
Plattenzahl n n n—1 1
Kapazitat 1 n—1 n—1 1
Maximal- n—1 1 0 0
schaden
Funktions- 1-p" [1-(n—-1%p* | (1 —p) 1 =[1-p
wahrschein- 1-(n—1)p
lichkeit
Schadens- np np (n—1)p p
wahrschein-
lichkeit
Grad der Re-| 1-— %
dundanz
Grad der Effi-
zienz

NI
(@)
(e)

N
—_
N
—_
—

Tabelle 3.3: Vergleich der Funktions- und Ausfallwahrscheinlichkeiten
verschiedener Moglichkeiten die Datenkapazitdt von Festplatten zu nut-
zen. Redundanz reduziert dabei nicht die Schadenswahrscheinlichkeit,
sondern erhdoht nur die Funktionswahrscheinlichkeit. Grad der Redun-
danz und Grad der Effizienz sind entsprechend angegeben.

* fi(za) = z4
* fa(za) = z5
* f3(za) = z6

L; = {fi,f2, f3} = L 16st nun die Aufgabe mit Redundanz vom Grad
g=1lundr = % Es darf also nur eine Bremse ausfallen.

3.3 Problem der Redundanz

Das Problem der Redundanz besteht nun darin, einen redundanten Lo6-
sungssatz zu finden, also eine geeignete Indexmenge J.

Um eine Indexmenge | C I zu finden muss die Ausgangsmenge I aufge-
teilt werden auf J und I'\ J. Dies ist das NP-vollstindige Partitionsproblem

[ 1.
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3 Redundanz

Diese Indexmenge | macht auch deutlich, dass der Begriff Redundanz ei-
ne Eigenschaft von Betrachtungseinheiten aus diskreten Komponenten ist.
Wenn keine diskreten Komponenten vorhanden sind, die einen wesentli-
chen Teil darstellen, kann auch nicht von einer Redundanz gesprochen
werden.
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4 Schadenstoleranz in der
Topologieoptimierung

Um nun die beiden Begriffe Schadenstoleranz (aus Kapitel 2) und Topo-
logieoptimierung (im Anhang C findet sich ein Uberblick) zusammenzu-
fiihren, konnen wir vorwarts und riickwarts denken. Versuchen wir erst
mal den etwas klareren Weg nach vorne:

In der Topologieoptimierung ist nun unter gewissen Bedingungen ¢ € @
die optimale!® Dichteverteilung ¢ : QO — {0;1} auf einem Bauraum Q C
R¥ gesucht — also ein Optimierungsproblem:

suche optimales ¢ unter ¢ € ¢

Wenn eine Losung ¢ : Q3 — {0;1} nun Schadenstoleranz aufweisen soll,
so muss die Struktur X := {x € O : $(x) = 1} redundant gegeniiber den
Belastungen sein. Sie muss also die Lasten auf mehr als eine Art und Weise
abtragen konnen. Beispielsweise konnte die Last f; durch einen Lastpfad
in dem Bereich ¥ 4 C X oder durch einen weiteren Bereich X135 C X
mit X7 4 # X p getragen werden. Dies bedeutet nun, dass aus der einen
Losung ¢ zwei Losungen

$1:214 — {0;1} und ¢, : 215 — {0;1}
mit

D1 = @ und @ = @

% % %14 ¢ P S1p
werden. Sicherlich wire X1, NX1p = @ wiinschenswert!?, aber es gibt
Bereiche, wie die Stellen fiir die Einleitung der Kraft, die sowohl zu ¥ 4
als auch zu ¥ p gehoren miissen.

Wenn nun fiir jede Last f; mit i € I mindestens 2 derartige Bereiche X; 4
und Y p existieren, so ist die Struktur tolerant gegeniiber allen (akzepta-
blen) Schaden X; ; \ ¥; x mit den Indizes i € I und j, k € {A, B}.

8Dje Optimalitat wird natiirlich durch eine reellwertige Zielfunktion gemessen. Auf
diese wird hier noch nicht eingegangen, da sie zum Einen bei der folgenden Betrachtung
keine Rolle spielt und zum Anderen sich je nach Methode der Topologieoptimierung
unterscheidet.

9Tst die Redundanz in der Gesamtaufgabenstellung nur fiir einen Teil der Aufgaben-
stellung (also z. B. ein Teil des Bauraums mit entsprechenden Krafteinleitungen und La-
gern) gefordert, so wird hier nur diese Teilaufgabe als eigentliche Aufgabe betrachtet.
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4 Schadenstoleranz in der Topologieoptimierung

Mit anderen Worten, es existiert eine 3-elementige Losungsmenge L; :=
{Zia Zip, ZiaUZL;p} fir das Problem und fiir jede 1-elementige Aus-
wahl aus der Losungsmenge L existiert eine andere Losung des Problems
—also ergibt sich ein absoluter Grad der Redundanz von ¢ = 1 und ein (re-

lativer) Grad der Redundanz von r = 3%1 = %

Dabei ist natiirlich wiinschenswert, dass sowohl die Vereinigung aller ak-
zeptablen Schiden UJ; ; (%i; \ Zix) als auch jeder akzeptable Schaden fiir
sich, d. h. Z;; \ X;x miti € I und j, k € {A, B}, moglichst grof$ sind. Mehr
als Uj (%i; \ Zjx) = X ist dabei nicht erreichbar. Und alle wesentlichen

strukturellen Komponenten sollten als akzeptabler Schaden %, ; \ ¥, x mit
geeigneten Indizes i, j, k darstellbar sein.

Damit ware das Ziel einer Schadenstoleranz erreicht. Aber wie soll man
am Anfang sicher stellen, dass man am Ende eine geeignete Zerlegung in
A:=;Xaund B := |J;Z; p von ¥ = A U B erhélt?

Wenn man nun gedanklich mit dem Wunsch dieser Zerlegung anfangt,
so soll die gewiinschte Struktur beim Eintreten von jedem erdenklichen
Schaden ihre Aufgabe ,Halten’ erfiillen — nicht bei jedem Schaden, sondern
nur bei den akzeptablen Schiaden; dabei soll natiirlich auch das Versagen
jeder wesentlichen strukturellen Komponente berticksichtigt sein.

Das Problem: Wie erkennt man eine wesentliche strukturelle Komponen-
te? Und wie beschreibt man eine Komponente, wenn man iiberhaupt keine
Struktur hat?

In [ , Kapitel 2.5] wurde die Zuverlassigkeit sehr einfach durch Par-
allelsysteme beschrieben: In Abb. 4.1 ist ein Zuverldssigkeitsschaltbild aus
3 Elementen (Komponenten) zu sehen. ¥ bildet mit 3, ein Parallelsystem
P;, welches beim Ausfall eines Elementes weiterhin funktioniert, wiahrend
Y3 mit dem Parallelsystem P; ein Seriensystem bildet, welches schon beim
Ausfall eines der Seriensystemelemente versagt.

Das Gesamtsystem aus Abb. 4.1 toleriert somit einen Ausfall von einem
akzeptablen Schaden ¥; oder X,. 23 stellt einen Totalschaden dar, dies
wadre beispielsweise der Bereich des Bauraumes an dem die Last angreift.

Dies kann hier so leicht erkannt werden, da das Gesamtsystem (die gesam-
te Struktur) X bereits geeignet in parallele bzw. serielle Bereiche zerlegt
wurde.

In der Topologieoptimierung sucht man nun die Gesamtstruktur. Aber
selbst wenn man diese hitte, so ist die Aufspaltung in parallele Teilstruk-
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Abbildung 4.1: Beispiel eines Zuverladssigkeitsschaltbild: 2; und X, bilden
ein Parallelsystem P;. P; bildet mit 23 ein Seriensystem.

turen immer noch das nach [ ] NP-vollstandige Partitionsproblem:

Eingabe:  (c1,¢2,...,¢5) € Z°
S:={1,2,...,s}

Problem: JdICS: Zch = Z Ch
hel heS\I

Die Komplexitdtsklasse NP umfasst alle Probleme, deren Losung in poly-
nomieller Zeit tiberpriifbar ist und damit auch alle Probleme mit polyno-
miellen Losungsalgorithmen, die in der Komplexitdtsklasse P zusammen-
gefasst sind. Wenn nun ein Unterschied zwischen den Komplexitatsklas-
sen NP und P existiert, so liegt das Problem, eine redundante Struktur aus
dem Nichts zu bauen, nicht mehr in NP, da ja bereits die Uberpriifung der
Losung NP-vollstandig und daher nicht in P ist - NP-vollstandige Proble-
me liegen nur dann in P, wenn das Gegenteil der Annahme, also NP = P,

gilt.

Unter der heute weit verbreiteten Annahme NP # P ist also das Problem,
eine redundante Struktur zu berechnen, zu aufwendig.

Es ist aber denkbar, die Aufspaltung in parallele Systeme bereits am An-
fang im Bauraum vorzunehmen. Also () = )3 U (), und nun ist in ()
bzw. (), jeweils eine optimale Struktur zu finden.

Da keinerlei Information tiber ()1 bzw. (), vorliegt, ist eine triviale Wahl
O = (1 = ). Nun bleibt zu hoffen, dass die optimierten Strukturen
21 C O und ¥y C ) nicht identisch sind, da als Ergebnis nur ¥ = X7 U
Y, in Frage kommt und die Schadenstoleranz in X \ (£; N X;) liegt. Um
nicht nur vom Glauben und der Hoffnung zu leben, sollte dies geeignet
formuliert werden.
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4 Schadenstoleranz in der Topologieoptimierung

4.1 Schadenstoleranz durch Redundanz im SIMP-Ansatz

In diesem Kapitel 4.1 wird die grundlegende Idee, Redundanz in der To-
pologieoptimierung zu modellieren, am Beispiel des SIMP-Ansatzes (vgl.
Anhang C.1) umgesetzt. Dazu wird in Kapitel 4.1.1 die Idee in einfacher
Form présentiert. In Kapitel 4.1.2 wird dann die hohe Redundanz von
1-— % umgesetzt. Um die Effizienz zu steigern wird im Anschluss in Ka-
pitel 4.1.3 der Grad der Redundanz 1 auf die gleiche Art und Weise mo-
delliert und somit eine Effizienz von 1 — % erzielt. Allerdings ergibt sich
dabei eine erheblich schlechtere Zielfunktion — Konvexitit ist nicht einmal
mehr ndherungsweise vorhanden — als in Kapitel 4.1.2. Ein Umschreiben
in andere Designvariablen ergibt wieder die gleiche ndherungsweise Kon-
vexitdt wie in Kapitel 4.1.2. Zum Schluss werden in Kapitel 4.1.4 die nu-
merisch berechneten Ergebnisse beleuchtet. Dabei zeigt sich die Schwiche
bei diesem Zugang, was Kapitel 4.2 motiviert.

4.1.1 Idee

Die am Anfang von Kapitel 4 erkldrte Zerlegung der Gesamtstruktur X
in ¥ und X, liefert unmittelbar eine Redundanz bzgl. eines Schadens in
Z\ (X1 NZXy). Basierend auf dem SIMP-Ansatz (vgl. Anhang C.1) wird nun
eine Modellierung dieser Zerlegung gegeben.

Gesucht ist die Gesamtstruktur, dargestellt durch die diskretisierte Dich-
teverteilung p € RN, welche in die beiden Teilstrukturen p; und p, zerlegt
sei, also p = p1 + p2. Die zugehdrigen Steifigkeitsmatrizen K,,, K,, und
K, ergeben sich analog — wie beim SIMP-Ansatz wird hier wiederum ei-
ne Penalty-Potenz in der Assemblierung der Elementsteifigkeitsmatrizen
K. verwendet; daher gilt im Allgemeinen K, + K,, # K,. Die Gleichge-
wichtsgleichungen K,u, = f,, v € {p,p1,p2} werden — wie tiblich (vgl.
Anhang C.1) - hier nicht als Nebenbedingung aufgefasst, sondern als Teil
der Zielfunktion. Also die Verschiebungen u,, r € {p, p1,p2} werden aus
dem linearen Gleichungssystem (4.8) bestimmt, um damit die Zielfunkti-
on (4.1) auszuwerten. Damit das Gleichungssystem (4.8) eindeutig losbar
ist, muss die kiinstliche Unterschranke p;;, eingefiihrt werden. Dabei wird
ein « eingefiihrt, um die Teilstrukturen einzeln geringer zu belasten. Ein
« = 0.8 bedeutet also, dass eine Teilstruktur 80 % der Gesamt-Last tra-
gen soll. Die Zielfunktion setzt sich als Summe der 3 Compliance-Werte
fir die 3 Strukturen zusammen. (Im Anhang C.1 wird fiir die Penalty-
Potenz p = 1 die Konvexitdt der Compliance als Funktion der Dichtever-
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4.1 Schadenstoleranz durch Redundanz im SIMP-Ansatz

teilung gezeigt; daher ist zumindest fiir p = 1 die Zielfunktion als Summe
von Compliance-Funktionen konvex.) Somit bleiben nur die vom SIMP-
Ansatz bekannten Nebenbedingungen. Dies fithrt nun direkt zu einer sehr
einfachen Formulierung, welche numerisch gut handzuhaben ist. Damit
lautet die Problemstellung;:

Zielfunktion:  z(p1,02) = fTup —i—fTup1 —|—j“Tup2 — min  (4.1)

01,02
N
unter:  |lp||; = ) ple) SV (4.2)
e=1
0<pp <p1p2p<1 (4.3)
mit:  p:=p1+p2 (4.4)
N
Ko, := ) (01(e))PK, (4.5)
e=1
N
Kp, := ) (p2(e))PKe (4.6)
e=1
N
Ko:=Y_ (p(e))’ K. (4.7)
e=1

Ko 0 0 Up f
0 K, O up, | =1 af (4.8)
0 0 Ky Up, af

Auf Grund der —in Abb. 4.2 dargestellten — fiir p > 1 nichtlinearen Abhé&n-
gigkeit der Compliance von dem Volumen wird durch die Zielfunktion
eine Partitionierung in p; und p; erzwungen: Das zur Verfiigung stehen-
de Volumen wird wegen der Nebenbedingung (4.3) und der Identitat (4.4)
auf p; und p, verteilt. Werte von % tir die e-te Komponente von p;, also
pi(e), werden somit in der Nebenbedingung (4.2) im Verhiltnis hoch ge-
wichtet, wihrend diese Werte in der Compliance gering gewichtet sind.
Dies ist also die selbe Idee, die der Penalty-Potenz zu Grunde liegt.

Diese Aufteilung in p; und p; kann auf n Teile erweitert werden. Diese
Partitionierung in n Teilstrukturen kann nun in unterschiedlichster Weise
geschehen.
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4 Schadenstoleranz in der Topologieoptimierung

Compliance pro Volumen (top.m)
1e+10 ¢ T T T T T

T
ausiteriert

t gleichméaRge Voluemenverteilung 1
1e+09 H =

1e+08 |- ]

4

le+07 — f

le+06 L\ y

Compliance mit penal

100000 |- | e y
L AN |

10000 L =
Eo\ 1

L\ ]

1000 - E

L “\ - 4

100 | S~ —— 4
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Volumen

Abbildung 4.2: Nichtlineare Abhédngigkeit der Compliance vom Volumen

Wie in Kapitel 4.1.3 und 4.1.2 gezeigt wird, ist dadurch eine Redundanz
sowohl von 1 als auch von 1 — 1 méglich; also kénnen folgende Werte (in
Abb. 4.3 visualisiert) erreicht werden:

0 11 1111111112345678 9 1011

R VTR TR A G A T AT T
In Kapitel 5 wird auch kurz angesprochen wie das Vorgehen in dieser Ar-
beit auf alle rationalen Werte zwischen 0 und 1 erweitert werden kann.
Abgesehen davon, dass dies extrem aufwendig wire, erscheint hier in die-
ser Arbeit, bei der erstmaligen Berechnung von redundanten Strukturen
der Aufwand dafiir auch nicht gerechtfertigt. Weiterhin liefern die Werte
1und 1 — 1 in einem Vorentwurf bereits vielfaltige redundante Lastpfade,
die somit einem Anwender zur Verfiigung stehen um eine reale Struktur
zu entwickeln.

41.2 Redundanzvonl — %

Die Grundidee aus Kapitel 4.1.1 kann durch eine Aufteilung inn € IN Teil-
strukturen p; verallgemeinert werden und somit eine sehr hohe Redun-
danz von 1 — % erreicht werden. Nach Kapitel 3.2 ergibt sich die niedrige

Effizienz von 1, welche hier in Kauf genommen werden muss. Dadurch
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4.1 Schadenstoleranz durch Redundanz im SIMP-Ansatz

Mégliche Werte fur die Redundanz

0 1/10 15 1/4 13 12 2/3 3/4 45 9/10 1
Abbildung 4.3: Mogliche Werte fiir die Redundanz
kommen wir zu folgender Aufgabenstellung:

n
Zielfunktion:  z(p1,02,...,0n) = fTuP + ZfTupi — min (4.9)

i=1 e
N
unter:  |[p|l; = ) _ple) <V (4.10)
e=1
0<pp<p<l (4.11)
Vie{l,2,...,n}:0<pp <p; <1 (4.12)
mit: o= Zpi (4.13)
i=1
N
Ky =) (p(e))" K (4.14)
e=1
N
Vie{1,2,...,n} : Ky =) (pi(e))’ Ke (4.15)
e=1
Koup = f (4.16)
Vie{1,2,...,n}: Kyup, = af 4.17)

Fiir n = 2 ist diese Aufgabenstellung identisch zu dem in Kapitel 4.1.3.
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4 Schadenstoleranz in der Topologieoptimierung

Der Parameter « reduziert die Last, welche von einer Teilstruktur getra-
gen werden soll. Selbstverstdandlich kann man sich zu jeder einzelnen Teil-
struktur ein eigenes ; vorstellen. Da aber keine Teilstruktur irgendwelche
Vorziige gegentiber einer anderen hat, gibt dies wenig Sinn und wird hier
nicht betrachtet. Weiterhin kann durch einfache Umformung « aus der li-
nearen Gleichung K, u,, = af als Gewichtungsfaktor « in die Zielfunkti-
on geschrieben werden. Somit ist also & lediglich ein Verfahrensparameter,
der die Gewichtungen der Compliancewerte in der Zielfunktion realisiert.

Um spéter die Eigenschaften der Problemstellung untersuchen zu kon-
nen und um letztlich numerische Berechnungen durchfiihren zu kénnen,
werden die Ableitungen benotigt — durch implizite Differentiation ist dies
moglich:

Die Gleichgewichtsgleichung K,u, = f wird auf beiden Seiten nach p;(e)
differenziert und nach der Ableitung von u, aufgelost:

B K, dup B
K= = (50) 0+ (5a5) =° (419
., :_K—l( Ky )up (4.19)
dp;(e) P\ 9pi(e)

Genauso erhilt man:

dilp; - oKy, W
dpi(e) Pi \ dpi(e) ) "

Ableiten der Identitat K ; 1K, = I ergibt

—1
9Ky _ g1 9K, K1
dpi(e) ® api(e) *
bzw. analog
~1
oK, - 9Ky, K1
dpi(e) b 9pi(e) P

Im folgenden wird das Kronecker-Delta

5 1 fallsa=1»
ab = 0 sonst
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4.1 Schadenstoleranz durch Redundanz im SIMP-Ansatz

verwendet. Weitere wissenswerte Kleinigkeiten finden sich in Anhang G.

Bei den obigen impliziten Ableitungen und im folgenden treten ein paar
einfache partielle Ableitungen der Steifigkeitsmatrizen auf, die sich wie
folgt ergeben:

oK, o9 Y P K
dpile) aPi(e)é;(p( VK

() &

=1, da p=y;p;
= p(p(e)' 'K,

I
=
—
i)
~

M)
~—
~—

0°K B
Wazxé) = Geep (p—1) (p(e))" 7 Ko

Analog:
9Ky, I p
= €))" Kg
e~ ante) & )
= p-(pi(e)" " 5;Ke
aZka

— = 3e,60; (0j —1) (0i(e))P 2K,
dpi(e)dp; (@) 20ik07p(p — 1) (pi(e))

Mit u, (e) wird im Folgenden die e-te Komponente von u, bezeichnet. Da-
mit ergeben sich nun die ersten partiellen Ableitungen der einzelnen Sum-
manden der Zielfunktion (4.9) mit Hilfe von (4.19) zu:

oK
= (Bpi(z)>up
= —p-(p(©)" ™" (p(e))" - Ke - uple)
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4 Schadenstoleranz in der Topologieoptimierung

d T _ 1 T aKPz’
aPi(e)f oy = O P (aPi(E) to
dij P

= = (pi(e) T () Ke g ()

Die zweiten partiellen Ableitungen der Zielfunktion ergeben sich analog:

Fiir den ersten Summanden der Zielfunktion gilt:

oK1 9K ) oK
= —uTK — P u+ K1 P u) | Kou
P\ 9pi(e) op;j(e) P 9pi(e) \ op;(e) P

_ fTKp—l
5 K 1 9K %K,
dpi(e) © dp;j(é)  dpi(e)dp;j(é)
K,'f (4.20)

Auf gleiche Weise ergibt sich fiir die restlichen Summanden der Zielfunk-
tion:

0 0 T = o8 fTr—1
apz(e) ap](é)f Up, = “51,k5],kf ka
) 8ka K‘gkl aK‘DE _ azka A K‘;kl
) asz Kp_l aKpi _ azKpi A Kp_l
dpi(e) * dpi(e)  dpile)dpi(e) )

Die Hessematrix des ersten Summanden der Zielfunktion f Tup ergibt sich
zu der Blockmatrix:

<apla(€) aP?(é)fTu")e,é (3918(6) Bpf(é)fTu‘))e,é

(393 (e) ap? (é)f Tup)e,é ' ' <E’Pf(€) apna(.é)f Tup >e,é
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4.1 Schadenstoleranz durch Redundanz im SIMP-Ansatz

Hierbei lduft e und é in allen 172 Blocken jeweils in den Grenzen 1 < e,é <
N.

2
Fall p = 1: Fir p = 1 fallen die gemischten Terme aﬁ&% und
PK . . . . qses SR
ng(é) in den partiellen Ableitungen weg. Beidseitige Multiplikation

. . _ T
der Hessematrix Hg mit einem beliebigen Vektor v := (vif, UZT P vrTl ) #

0 ergibt mit (4.20):

2 & d d
voTHsv = v?( —fTy ) v
i_zlfg opi(e) E)p]-(e) ’ 1<e,6<N :
= LYY Yo (g T ) 40
i=1j=1e=1é=1 l dpi(e) 9p;(2) P

N
Mit H; := ) _ v;(e)K, ergibt sich nun:

e=1
v'Hso = 2f'K;'( Hi Hy ... Hy)
-1 -1 -1
. ~L ... K H>
0 0 0 -
: : : : : KP 1f
-1 -1 -1
Kp Kp Kp Hy
Hy
Hp
Mit H = . ergibt sich nun wegen der positiven Definitheit von
Hy
~1
Kp :
-1 -1 -1
Kp Kp Kp
r AT Kt Ko K |
o' Hgo =2 (HK; ' f) _ (HK;'f) = 0
1 o1 1
Kp Kp Kp
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4 Schadenstoleranz in der Topologieoptimierung

Fiir p = 1 ist also der erste Summand der Zielfunktion fTu, konvex.

Analoges Vorgehen fiir die restlichen n Summanden liefert fiir den i-ten:

oTHsp = 2a (HK—lf)T 8 K1 8 (HK;'f) = 0
i Li i pi =
0 0

Fiir p = 1 sind also alle Summanden der Zielfunktion fTu,, konvex und
als Funktion von p; der entsprechende Summand sogar strikt konvex.

Somit ist fiir p = 1 die Zielfunktion (4.9) als Summe konvexer Funktionen
selber konvex.

Weiterhin bildet Y" ; p(e) eine Hyperebene und somit beschreibt die Ne-
benbedingung (4.10) einen entsprechenden Halbraum. Die Nebenbedin-
gungen (4.12) 0 < p; < p; < 1 beschreiben einfache Boxbedingungen.
Und die Bedingung (4.11) 0 < p; < p < 1 beschreibt als lineare Ne-
benbedingung ein konvexes Polyeder — sogar ein konvexes, beschranktes
Polyeder.

Also bilden die Nebenbedingungen ein konvexes, beschranktes Polyeder.
Somit liegt fiir p = 1 ein konvexes Optimierungsproblem vor.

Falls (017,027,...,0.7) T eine Losung des Optimierungsproblem
(4.9) ist, so ist auf Grund der Symmetrie der Aufgabenstellung

(027, 017, 057, ..., 0uT) " und jede andere Permutation ebenfalls eine
Losung — hat den selben Zielfunktionswert und ist gleichsam zuléssig.

Aus z (01,02,03,---,0n) = z(02,01,03,--.,0n) folgt durch die Konvexitit
mit p75 1= %ﬁl + %‘(522

Z (P~1/ P~2;P~3/ cee 1P~n) =2z (PI,Z/PI,ZI ﬁ3; o /PNn)

Damit folgt fiir p = 1 die Existenz einer Losung

(ﬁlT ,pAzT,...,pAnT>T
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4.1 Schadenstoleranz durch Redundanz im SIMP-Ansatz

mit der Gleichheit aller gy = g = ... = f; = ... = 0y, wobei

—a L

i=1

:IH

Da dies keinerlei Redundanz bzgl. physikalischer Teilstrukturen liefern
wiirde, ist eine derartige Losung uninteressant. Daher ist also fiir die Re-
dundanz ganz wesentlich p > 1 zu fordern.

Fall p > 1: Fir p; = p; folgt auch fiir p > 1:

d T d T
—— Uy, — ——— Upy.
@ " ap 0

Daher muss ein Gradientenverfahren bereits mit einem geeigneten, ,,un-
symmetrischen” Startwert loslaufen. Mit 1 dem Vektor passender Dimen-
sion der nur aus den Eintrédgen 1 besteht, ware beispielsweise ein Anfangs-
wert:

Vv -V
: i] n(n+1)
=1

Im Fall p > 1 ergibt sich bei beidseitiger Multiplikation der Hessematrix
Hg des ersten Summanden der Zielfunktion f”u, mit dem Vektor v

n n a
vTHsv = ZZU?( fTu> v;
)
=1j=1 dp;(e) ap]( ¢) 1<e <N
T 1 n n N N ,
- i (EE L E oo 50 )57
i=1j=le=1¢=1

wobei

Sijes = 207 (pi(€)" T KKy (0i(€)" T Ko — Geap (p = 1) (pi(e)) P Ko
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4 Schadenstoleranz in der Topologieoptimierung

Fiir die restlichen n Summanden ergibt sich fiir p > 1 analog fiir den k-ten:
T SN T T
v Hgv = v; <—_A u ) v
‘ Z Z " \9pi(e) aPi(e)f P 1<e, <N !

n n N N
= fTK,! (Z >3 Y 0ile)dikdik Sijes v (é)> Koo f

Die gemischten Terme 7K, und Ky
& 301(0)a0; (@)

p =1, sondern auch fiir e # é weg.

k . .
TR OLIRE) fallen also nicht nur fiir

Ein Vergleich der Hessematrizen in den beiden Féllen p = 1und p > 1
zeigt: Der Unterschied und damit die Nicht-Konvexitat im Fall p > 1 liegt
nur an den paar negativen Summanden in S; ;. » mit 6,5 = 1.

Falls also hi; € RN*N mit

V1<I<n:h:=2p(pe) KK, 'K, — (p—1) pi(e)K, > 0,

positiv semidefinit ist, ist auch fiir p > 1 die Zielfunktion konvex.
Offensichtlich ist also ; fiir p;(e) = 0 positiv semidefinit.
Fiir einen beliebigen Vektor v # 0 und p;(e) > 0 gilt mit N Verschiebungen
Up:
v hv
2pp;(e) k=1 j=1

1

(1(e))? 3, (Ke);, <Kp_1>kjviz (Ke); s, = g2 Ok (Ko, Uj)

Hierbei und im weiteren bedeutet (K.), , die Komponente der Matrix K,
in der i1-ten Zeile und k-ten Spalte; analog fiir die anderen Matrizen.

Fiir einen ungiinstigen Vektor v # 0 mit Vi # k : v; = 0, p;(e) > 0 und
(Ke)ix # 0 gilt:
2N?2 oThp
2ppi(e)vy (Ke )ik

= 2N (1))’ (K (K5 ) 5 — 1
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4.1 Schadenstoleranz durch Redundanz im SIMP-Ansatz

Es ist daher offensichtlich?® h; nicht {iberall positiv semidefinit und somit
die Zielfunktion nicht iiberall konvex. Man kann aber doch an sinnvollen
Stellen (Ve : p(e) = 0V p(e) ~ 1) eine lokal-konvexe Zielfunktion erwar-
ten — also die negativen Summanden in S; ;. » iiberwiegen oder h; positiv
semidefinit ist. Dies hat sich bei numerischen Experimenten auch gezeigt.

Eine an [ | angelehnte Implementierung — allerdings mit einer ande-
ren Optimierungsvariante —als MATLAB-Funktion toprm8.m fiihrte zu den
Ergebnissen in Abb. 4.4 und 4.5. Eine Interpretation der Bilder aus Abb. 4.4
findet sich fiirn =1, n = 2 und n = 3 in Abb. 4.6.

Die unterschiedlichen Strukturen bei verschiedenen Auflosungen entste-
hen durch die gleiche Wahl von dem Verfahrensparameter r,,;,, fiir die Ge-
wichtung des Gradienten durch Nachbarelemente (vgl. Anhang C.1). Bei
angepasster Wahl von r,,,;,, erhdlt man weiterhin eine Unabhéngigkeit von
der Diskretisierung.

Im Besonderen an den Bildern mit der feinen Diskretisierung (Abb. 4.5)
kann man die Notwendigkeit fiir starkere Veradstelung bei hoherer Redun-
danz sehen.

20 Auch wenn M typischerweise sehr grof ist, kénnte doch (K; 1>kk = 0 gelten und

Mo —1 1< 0= oThp <0

somit ——~ 1% —
2pp; (e)vg (Ke)g i
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4 Schadenstoleranz in der Topologieoptimierung

n=1 n=2 n=23 n=4
53.3 55.6 73.6 74.5
3949.4535 39435.1224 178534.2013 735142.3998
. - .
E ﬁ E -\-\-\-\-\- II E | E
| "
| r i
178.6 296.7 341.3 772.0
11133.6406 121791.1674 826973.7125 3302173.9609
y
Dy X X w2
2N S
1214 144.8 586.9 703.9
7351.3227 70999.7563 483720.0411 1937229.7541

Abbildung 4.4: Verschiedene Strukturen mit zugehorigen Compliance-
Werten mit unterschiedlichen Redundanzgraden von 1 — % tiir die ange-
gebenen n. Unter den Grafiken stehen jeweils 2 Zahlenwerte. Der obere
gibt das Volumen Y)Y ; p(e) an und der untere den Compliance-Wert f Tu.

Die Bilder der ersten Zeile haben einen einfachen Lastfall unten rechts mit

einer Kraft nach unten. In der zweiten Bildzeile liegt ein 2-facher Lastfall

unten rechts mit einer Kraft nach unten und oben rechts mit einer Kraft
nach oben. Die letzte Bildzeile ist ebenfalls ein 2-facher Lastfall mit Kraf-
ten nach unten die unten rechts und unten in der Mitte wirken. In allen

Bespielen ist die linke Seite gelagert.

44



4.1 Schadenstoleranz durch Redundanz im SIMP-Ansatz

2
Il
N
W,
2

\

MY
/ \_.Z |
SAVHE

MV
SN

K
!

Abbildung 4.5: Verschiedene Strukturen mit unterschiedlichen Redun-
danzgradenvon 1 — % tiir die angegebenen 11; wegen der feinen Auflésung
wurde nicht fertig ausiteriert. Die Bilder der ersten Zeile stellen einen ein-
fachen Lastfall dar. Die beiden anderen Bildzeilen sind jeweils ein 2-facher
Lastfall. In Abb. 4.4 werden die Lastfille genau beschrieben.



4 Schadenstoleranz in der Topologieoptimierung

)
X%
R,

Abbildung 4.6: Einige Strukturen aus Abb. 4.4 mit unterschiedlichen Red-
undanzgraden wurden hier als Stabwerke interpretiert: Die Farben Rot,
und Blau kennzeichnen die einzelnen Teilstrukturen. Die Farbe

gehort dementsprechend als Farbmischung zur roten und Teil-
struktur. Analog gehort zur und blauen Teilstruktur (vgl.
Anhang D).
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4.1 Schadenstoleranz durch Redundanz im SIMP-Ansatz

41.3 Redundanz von %

Durch eine Aufteilung in n Teilstrukturen, von denen jeweils n — 1 zu-
sammen die Aufgabe bei reduzierter Last erfiillen sollen, kann eine ge-
ringere Redundanz als % von % erzielt werden. Hierbei ist n = 1 natiir-
lich nicht moglich, da dies eine Redundanz von 1 bedeuten wiirde. Daher
muss n > 1 gelten — natiirlich erstab n > 2 gilt 1 < 1 aber die folgende
Modellierung ist ab n > 1 giiltig. Somit kann eine hohere Effizienz 1 — %
als in Kapitel 4.1.2 erzielt werden. Damit kommen wir zu folgender Auf-

gabenstellung:

n
Zielfunktion:  z (p1,02,...,0n) = flup+ ZfTupi — min (4.21)

i=1 Pi
N
unter:  |[p]]; == )_ple) <V (4.22)
0<pp<p<l1 (4.23)
ViE{1,2,...,1’1}!0<plb§p1'§1 (4.24)
n
mit:  p:= ) p; (4.25)
i=1
=), pj=p—pi (4.26)
j:l/]'?éi
N
Ko=) (p(e)) Ke (4.27)
e=1
N
Vie{1,2,...,n} : Kg =) (pi(e))" Ke (4.28)
e=1
Koup = f (4.29)
Vie{1,2,...,n}: Ksus = af (4.30)

Eigentlich sind die hier interessanten Teilstrukturen nun nicht mehr p;,
sondern p; und somit sollte 0 < p;, < p; < 1 gelten. Aber dies wird durch
die Nebenbedingung (4.24) 0 < p;; < p; < 1 automatisch erreicht — sogar
noch mehr:

n
= Y pj=n—-1)pp>pp
]=1]7'51

Ppi=p—pi<1—p;<1—pp <1
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4 Schadenstoleranz in der Topologieoptimierung

Also:
O<pp<(m—Dpp <pi<1—pp<1

Auf der anderen Seite ist die Forderung an p; durchaus notwendig: Die
obere Schranke p; < 1 ergibt sich unmittelbar aus p < 1. Die untere
Schranke entstammt der Bedeutung von p;: Ksus = af beschreibt das
Halten/Funktionieren von p; und somit den Ausfall von p;. Wenn p; nun
negativ ware, dann wiirde dies einem Ausfall (ein Wegnehmen) von ei-
ner negativen relativen Dichte bedeuten; dies wiederum entspricht dem

Hinzugeben einer positiven relativen Dichte — also eigentlich kein Aus-
fall/Schaden mehr!

Fiir n = 2 ist dieser Ansatz identisch zu dem in Kapitel 4.1.2 und liefert

daher gleichfalls eine Redundanz von %

Um die Ableitungen bestimmen zu kénnen, miissen durch Differentiation
einzelne Terme berechnet werden:

oK. N
api(pe]) B ap?(e);(P(é)_PJ(é))pKé
= p-(pe) =pj(e))" - (1= i) Ke
= p- ()" (1-8;) Ke

Differentiation der Gleichung K, u, = f auf beiden Seiten nach p;(e) lie-
fert:

s = () ()

. I _ —K—l( K, )u (4.31)
dpi(e) P \opi(e) ) *

Analog erhilt man:

aup—]. :_Kfl aKp] -
dpie) o\ 9pi(e) ) 7

Beidseitiges Ableiten der Identitdten K 1K, = I bzw. Kpflepj = I liefert:

-1
aKp — _K—l aKp

dpi(e) P opi(e)

-1
Ky
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-1
aKP'j __x1 aKP’j k=1
doile) — P Fpi(e) P

Die ersten partiellen Ableitungen der Zielfunktion ergeben sich nun zu

d
o e 2l (5l ) == (0D (uple) Koyl
und
5 [ K 1 oKy,
e’ 0 = K (apfa)”"'fz_i”gf (apf{@)”@'
(1—=2¢ij)-p !

= R ) () Kooy o)

Die zweiten partiellen Ableitungen der Zielfunktion ergeben sich analog:

Fiir den ersten Summanden der Zielfunktion gilt mit 1, = K Lf:

9 9 .o o1 (. 9K, | 0K, 2K, »
Ty, = T (2L K - )k
dp;(e) an(e)f P = S (891'(6) P 9p;j(e)  dpile)ap;(e) ) f

Fiir die restlichen Summanden der Zielfunktion ergibt sich analog:
0 0 .1 17 [, 9Kg 1 9Kg 9*Ky,

Us, = —u; |2 ~K; — ~ | ug,
©dp,@) " T wtn ( 90,(6) " dpile) ~ api(e)ap;(@) )
= (1 — 5]"]() (1 — 51"]() fTKpfkl

(2 aKP_k K-1 aKP'k azKP'k ) K-1

opj(&) P apie)  Api(e)ap;(e) )

Die Hessematrix des ersten Summanden der Zielfunktion fu, ergibt sich
zu der Blockmatrix:

<3P18(€) aP?(é)fTu")e,é (3018(6) apz?(é)fTuP)e,é

HS =

<apf(e)ap?(é)f Tup)e,é (apna(E)apj('é)f TuP)e,é
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4 Schadenstoleranz in der Topologieoptimierung

Fall p = 1: Fiir p = 1 fallt der gemischte Term api(a;)% in den partiel-

len Ableitungen weg. Beidseitige Multiplikation der Hessematrix Hg mit

einem beliebigen Vektor v := (of,0l, ..., ol) T # 0 ergibt:

oI Hsv = iivT J J fTu v;
) ' Z (@007 )y

i=1j=1 dpi(e) 9p;(
= ii %’ 3 v;(e) J J fluyvi(e)
i=1j=1e=1é=1 " 0pi(e) 9pj(e)” P

N
Mit H; := ) _ v;i(e)K, ergibt sich nun:

e=1
v'Hso = 2f'K;'(Hy Hy ... Hy)
-1 g1 —1
K;” K7 ... K Hy
Kb Ko K H, )
: : : : KP f
-1 g1 ~1
K;" K,5 ... Kj Hy
H;y
Hp
Aufgrund der positiven Definitheit von K’ ! folgt mit H := )
Hy,
-1 g-1 —1
T o o ... K
oHso =2 (HK;F) | 0 T (HK ) 2 0
-1 g1 ~1
K;" K0 ... K

Fiir p = 1 ist also der erste Summand der Zielfunktion fTu, konvex.

Analoges Vorgehen fiir die restlichen n Summanden liefert fiir den i-ten:
(Dabei steht ¥ fiir irgendwelche Eintrdge, die wegen der Multiplikation
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mit 0 keine Rolle spielen.)

v'Hso = 2af'K;'(Hy ... Hisg % Hiyn ... Hy)-
1 -1 -1 1
K' .o Kl o0 KoLK H,
-1 -1 '—1 -1 :
Ky, Ko 0 K, Ko, Hi 1 1
O 0 0 ... 0 0 0 * | K;lf
-1 —1 —1 -1 .
Ky, Ky 0 K, Ky, H{H
—1 —1 ‘—1 —1 H
K, K;' 0 K K n
1 1 —1 1
K, Ky 0 K, Ky,
-1 —1 : —1 —1
1 T Kpl Kpl 0 Kpl Kpl
— 2 (HKp_i f) 0 0 0 ... 0 0 0
1 1 -1 1
K, K~ 0 K5 K,
-1 -1 : -1 -1
Ky, K, 0 K, Ky,
(11K5.'f)
> 0

Fiir p = 1 sind also alle Summanden der Zielfunktion f7u; konvex.

Somit ist fiir p = 1 die Zielfunktion als Summe konvexer Funktionen fTu,
und fTu, selber konvex.

Die Nebenbedingungen (4.22)-(4.24) bilden ein konvexes, beschranktes
Polyeder.

Fiir p = 1 liegt also ein konvexes Optimierungsproblem vor.

Falls (017,057, .. .,p”nT)T eine Losung des Optimierungsproblem (4.21)-
(4.30) ist, so ist auf Grund der Symmetrie der Aufgabenstellung

(p~2T, ﬁlT, p~3T, .. .,p~nT)T und jede andere Permutation ebenfalls eine Lo-
sung — hat also den selben Zielfunktionswert und ist gleichsam zuldssig.

Aus z (01,02,03,---,0n) = z(02,01,03,---,0n) folgt durch die Konvexitit
mit pip 1= 301 + 302

2 (01,02,03,---,0n) =z (012,012, 03,---,0n)
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4 Schadenstoleranz in der Topologieoptimierung

Damit folgt fiir p = 1 die Existenz einer Losung

(plT ,ﬁzT,...,pAnT>T

mit der Gleichheit aller ¢y = d» = ... = ¢, wobei

,_\)
I
S|~
.M:
N.Z

N
Il
—_

Da dies keinerlei Redundanz bzgl. physikalischer Teilstrukturen liefern
wiirde, ist eine derartige Losung uninteressant. Daher ist also fiir die Re-
dundanz ganz wesentlich p > 1 zu fordern.

Fall p > 1: Firp; = p;jundi # k # j # | # i folgt

d .1 9 .1
——fuy = =——f"ug,
@’ " st
auch fir p > 1.

Daher muss ein Gradientenverfahren bereits mit einem geeigneten, ,un-
symmetrischen” Startwert loslaufen.

Beispielsweise:

Im Fall p > 1 ergibt sich allerdings keine so schone Hessematrix wie in
Kapitel 4.1.2. Die Konvexitat ist hier viel starker gestort. Ein Ersetzen der
jetzigen Designvariablen p; durch die eigentlich bereits verwendeten p;
liefert auch fiir p > 1 wieder eine diagonaldominate Hessematrix wie in
Kapitel 4.1.2. Somit ldsst sich das Problem (4.21)-(4.30) 4quivalent wie folgt
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4.1 Schadenstoleranz durch Redundanz im SIMP-Ansatz

formulieren:

n
Zielfunktion:  z (01,02,...,00) = flup+ Y flug — rrfl)in (4.32)
i=1 i

1 N n
unter: [Jolly = —— ) (Zp-xe)) <v (4.33)
=1 \i=1
0<pp<p<1 (4.34)
Vi e {1 2,. Tl} 0 <pp < pi (4.35)
. 1 n ~ n
mit:  p:= p— Z ;= Zpi (4.36)
i=1 i=1
i = p — P (4.37)
N
Ko=) (p(e))" K. (4.38)
e=1
N
Vie{1,2,...,n}: Ky =) (pi(e))" K, (4.39)
e=1
Koup = f (4.40)
Vie {1,2,...,n}: Ksug, = af (4.41)

Die Einzelstrukturen finden sich hinterher in p; := p — p;. Da diese ausfal-
len konnen sollen, also einen Schaden bilden, miissen diese die Bedingung
0 < pip < p; < 1 erfiillen; hierbei ist die rechte Seite p; < 1 implizit oben
enthalten:

n n
pi=p— Y, pj<1— ) p<l—(n—-1pp<1
j=Ti#i =T

Die ebenfalls gewiinschte Boxbedingung 0 < p; < 1 ist ebenfalls bereits
enthalten:

n
= Y, pj=>(n—1)op >pyp >0
]=1]7'51

pi=p—pi<1l—p;<1—pp <1
Also:

0<pp<(n—T)pp < <T—pp<1 (4.42)

53



4 Schadenstoleranz in der Topologieoptimierung

Weiterhin folgt aus pj, < p; die schérfere Bedingung

0<nop <)Y pi=p
i=1

als in (4.34) angegeben.

Daher sollte npj, klein genug sein.

Um die Ableitungen bestimmen zu kénnen, miissen wiederum durch im-
plizite Differentiation einzelne Terme berechnet werden:

Fiir die partiellen Ableitungen der Steifigkeitsmatrizen ergibt sich:

0K, N

aﬁi(pé) B aﬁf(e) ; (9(0))" Ke = 3ip - (pi(e)" Ko

2 N N

5 = B L (@) ke = L p(pe)’™ Lot
_ P (P(E))’HKE

n—1

Weiterhin ergibt sich durch Ableiten der Gleichungen K,u, = f und
Kp].up—], = DCfI

dup _1( K, )
— = —K —— |u
dpi(e) P \opi(e) ) *

Bupj 1 aKp/
api(e) = ol <aﬁi(€) 4

Weiterhin ergibt sich durch Ableiten der Identitdten Kp_le = I und

-1
aKp — _K—l aKp K—l
a_l(e) : api(e) P
-1
dpi(e) b 9pi(e) i
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Damit ergeben sich die ersten partiellen Ableitungen der Zielfunktion zu:

d T T( oKy )
s ~J Uy = —u -~ | U
o) P \api(e) )
_=peee) Tt g
= p— '”p,e'Ke'”p,e
Jd .- 1 7 aKﬁf )
o) T Ta (a@(e> 4
5 p- (pi(e)"” '
— j a] -(up—].(e)) Ke - g (e)

Analog folgen die zweiten partiellen Ableitungen der Zielfunktion:

Fiir den ersten Summanden der Zielfunktion gilt:

3 9
90i(e) 90(8)

dpi(e) * 0p;(8) opi(e)opi(e) | F

Die restlichen Summanden der Zielfunktion sind dann:

0 o 7 1 7 0K, 4 0K, 9%Kg,
—~fus; = —u; |2—=<K; — —— —— | ug
dpi(e) aﬁj(e)f o o Pk ( 9p;(8) P 9p;(e)  Ipie)op;(e) )
= 0‘5j,k5i,kaKEkl
) 9K K-1 9K _ aZKP_k K-1
dap;j(é) ** dpi(e)  dpi(e)ap;(e) |

Die Hessematrix des ersten Summanden der Zielfunktion fTu, ergibt sich
zu der Blockmatrix:

<8ma_(6) 9 ‘f(é)fTup)e,é (ama(e) ap‘j(é)fTuP>e,é
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4 Schadenstoleranz in der Topologieoptimierung

2
Der gemischte Term _a—KP_ fallt fur p = 1 wiederum in den partiel-
& 96:()96; (?) P P

len Ableitungen weg. Beidseitige Multiplikation der Hessematrix Hg mit

einem beliebigen Vektor v := (of,0l, ... ol) T # 0 ergibt:

n n a a
UTHSU - ZZUIT (8"(6)8_‘( )fTuP> j
i=1j=1 i\€) IpP; l<ed<N
n n N N o) o)
= L1 Y D vile) g o f (@)
i=1j=1e=1é=1 dpi(e) 90;(2)
2 T 1 n n N N . .
— —(n_l)zf K, ﬁxzxvi(e)Kekg Ksvj(é) | Ky f
i=1j=1le=1¢=1
N
Mit H; := ) _ v;(e)K, ergibt sich nun:
e=1
T 2 Tt
UHSv = mf[(p (H1 H2 Hn)
-1 g1 ~1
IIipl ?1 ?1 H;
— ~ ~ H,
P o o -
: KP 1f
1 g1 —1
K" K, - K H,
Hy
H,
Mit H := ) ergibt sich nun wegen der positiven Definitheit von
Hy
~1
K,
Kp—l K—l K—l
2 O S
T _ -1 o -1
o'Hse = (HK;'f) S (HK;'f)
-1 g1 ~1
Ko™ K, Ky
> 0

Fiir p = 1 ist also der erste Summand der Zielfunktion fTu, konvex.
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4.1 Schadenstoleranz durch Redundanz im SIMP-Ansatz

Fiir die restlichen n Summanden liefert ein analoges Vorgehen fiir den i-
ten: (Dabei steht ¥ fiir irgendwelche Eintrdge, die wegen der Multiplika-
tion mit 0 keine Rolle spielen.)

vTHSl.v = ZafTKp?il(* . % Hi % ... %)
0 ... 0 *
0 ... 0 *
0 K,' 0 H; |K;'f
0 ... 0 *
0 0 *
0 0
A0 0
= 2 (HK@lf) 0 K;' 0 (HK;V)
0 ... 0
0 0

> 0

Fiir p = 1 sind also alle Summanden der Zielfunktion fTu; konvex, und

die Zielfunktion als Summe konvexer Funktionen fTu, und fTu,, selber
konvex.

Weiterhin bildet

1 N n _
p— 6_21 (i_lpi(€)> =V

eine Hyperebene und somit beschreibt die Nebenbedingung (4.33) in der
Form

N n
Y <._1m(6)> <(n-1)v

e=1

einen entsprechenden Halbraum. Die Nebenbedingung (4.34) (bzw. Box-
bedingung fiir p) bildet zusammen mit (4.35) in der Form (4.42) einfache
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Boxbedingungen fiir die Designvariablen p;. Alleine bildet die Nebenbe-
dingung (4.34) in der Form

n
o <Y pi<n—1
i=1

als lineare Nebenbedingung fiir die p; ein konvexes Polyeder.

Also bilden die Nebenbedingungen ein konvexes, beschranktes Polyeder.
Fiir p = 1 liegt also ein konvexes Optimierungsproblem vor.

Falls (p]T, p~7_T, .. .,pNnT)T eine Losung des Optimierungsproblem (4.32)-
(4.41) ist, so ist auf Grund der Symmetrie der Aufgabenstellung

(ﬁzT, p~1T, ﬁg,T,. . .,p~nT)T und jede andere Permutation ebenfalls eine Lo-
sung — hat also den selben Zielfunktionswert und ist gleichsam zuldssig.

Aus z (01,02,03,---,0n) = 2z (02,01,03,--.,0n) folgt durch die Konvexitat
mit p7 := %pﬁ + %ﬁz:

Z (ﬁl/ ﬁ21ﬁ31 cee /P~n) =2z (pI,ZIPI,ZI ,0~3; o /PNn)

Damit folgt fiir p = 1 die Existenz einer Losung

(plT ,ﬁzT,...,pAnT>T

mit der Gleichheit aller g1 = g, = ... = 0y, wobei

>
I
S|
.M:
N.l

~
I
[y

Da dies keinerlei Redundanz bzgl. physikalischer Teilstrukturen liefern
wiirde, ist eine derartige Losung uninteressant. Daher ist also fiir die Re-
dundanz ganz wesentlich p > 1 zu fordern.

Fiir p; = pjund i # k # j # | # i folgt auch fiir p > 1:

a T a T
——f Uy = ———f Uy,
e = ape) Mo
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4.1 Schadenstoleranz durch Redundanz im SIMP-Ansatz

Daher muss ein Gradientenverfahren abermals bereits mit einem geeigne-
ten, ,unsymmetrischen” Startwert loslaufen. Beispielsweise:

Vv -V
: i] n(n+1)
=1

Das Problem (4.32)-(4.41) hat nun die gleiche Struktur der Hessematrix
wie das Problem (4.9)-(4.17). Damit ist das Problem (4.32)-(4.41) fiir eine
praktische Rechnung dem Problem (4.21)-(4.30) tiberlegen und somit vor-
zuziehen.

Eine Implementierung als MATLAB-Funktion fiihrte zu Ergebnissen, die
exemplarisch in Abb. 4.7 dargestellt sind. Es wurde nicht nur die Gesamt-
struktur p mit einer Einfairbung der einzelnen Teilstrukturen p; abgebildet,
sondern auch das, was bei einem Ausfall einer Teilstruktur {ibrigbleibt —
ndmlich g;. Die Teilstrukturen p; sind durch die einzelnen Farben repra-
sentiert.
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4 Schadenstoleranz in der Topologieoptimierung

P2 =p— P2 P3 =P —pP3

Abbildung 4.7: Verschiedene Strukturen mit einem Redundanzgrad von
%. Es wurde nicht nur die Gesamtstruktur p mit einer Einfirbung der ein-
zelnen Teilstrukturen p; abgebildet, sondern auch das, was bei einem Aus-
fall einer Teilstruktur tibrigbleibt: p;. In allen Bespielen ist die linke Seite
gelagert. Die Bilder der ersten Zeile haben einen einfachen Lastfall unten
rechts mit einer Kraft nach unten. In der zweiten Bildzeile liegt ein 2-facher
Lastfall unten rechts mit einer Kraft nach unten und oben rechts mit einer
Kraft nach oben. Die letzte Bildzeile ist ebenfalls ein 2-facher Lastfall mit
Kraften nach unten die unten rechts und unten in der Mitte wirken. Blau
reprasentiert p1, rot p und gelb p3.
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4.1 Schadenstoleranz durch Redundanz im SIMP-Ansatz

Abbildung 4.8: Gedankenexperiment: Keine Trennung der Einzelstruktu-
ren

4.1.4 Ergebnisse

Die Ergebnisse aus den Abbildungen 4.4, 4.5 und 4.7 zeigen deutlich das
Problem dieses Ansatzes hier im Kapitel 4.1. Die Strukturen kleben zu-
sammen und ein Ausfall eines Bauteils (z. B. Stab) sorgt unter Umstdnden
fiir den Ausfall mehrerer Teilstrukturen. Dieses Phanomen ist besonders
bei der Redundanz von % in Abb. 4.7 deutlich.

Noch deutlicher erkennt man dies in Abb. 4.8. Jede Farbe reprasentiert
hier eine Teilstruktur; die Anzahl der Teilstrukturen/Farben kann belie-
big gesteigert werden. Der 3-dimensionale Stab ist somit redundant bzgl.
des Ausfalls jeder als Farbe reprédsentierten Teilstruktur. Je nach Ausle-
gung konnte entweder jede einzelne eingefdrbte Teilstruktur die Aufga-
be des Stabes iibernehmen, oder aber jede einzelne Teilstruktur, repra-
sentiert durch eine Farbe, darf ausfallen und die restliche Struktur hilt
immer noch. Eine Trennung der Teilstrukturen ist rdumlich nicht mehr
gegeben. Auf Grund der ineinander verdrehten Teilstrukturen kann nun
praktisch an jeder Stelle auch eine weitere Struktur passend zu einer Far-
be angeschlossen werden. Man kann sich leicht vorstellen, dass mit die-
sem Grundkonzept auch komplexere Strukturen aufgebaut werden kon-
nen und weiterhin keinerlei rdumliche Trennung der einzelnen Teilstruk-
turen existiert. Damit wurde das Ziel also nicht erreicht.
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4 Schadenstoleranz in der Topologieoptimierung

4.2 Schadenstoleranz durch Redundanz im Fachwerk

Im Kapitel 4.1 wurde versucht, auf Grundlage des SIMP-Ansatzes Redun-
danz (vgl. Kapitel 3) als Forderung zu modellieren. Da der SIMP-Ansatz
von einer kontinuierlichen Struktur in seiner Modellierung ausgeht, schei-
terte dieses Vorgehen in gewisser Weise. Dieses Problem des ,, Zusam-
menklebens” wurde in 4.1.4 dargelegt, was damit dieses Kapitel 4.2 moti-
viert.

Hier wird nun eine diskrete Uberdeckung des Bauraums mittels Stiben
(Grundstruktur) zu Grunde gelegt und diese Modellierung fiihrt unter
Umstidnden zu einem linearen Programm. In Kapitel 4.2.1 wird die Idee
der Redundanz in der Topologieoptimierung aus Kapitel 4.1 in nachvoll-
ziehbarer Art und Weise auf die Topologieoptimierung im Fachwerk tiber-
tragen. Damit kann in Kapitel 4.2.2 die Redundanz von 1 — % und somit
eine geringe Effizienz von % als lineares Optimierungsproblem erzielt wer-
den. Eine hohere Effizienz wird in Kapitel 4.2.3 modelliert.

In beiden Fallen ergibt sich ein hochdimensionales gemischt-ganzzahliges
lineares Programm. Fiir diese Art von Problemen kann durch den Greedy-
Algorithmus in Kapitel 4.2.4 effizient eine approximative Losung gefun-
den werden; es miissen namlich nur einmal von der Wurzel bis zu einem
Blatt nN Optimierungsprobleme betrachtet werden, statt den 2"N Opti-
mierungsproblemen in den Blittern des bindren Suchbaums. Diese appro-
ximative Losung kann als Oberschranke und somit zur Reduzierung des
Suchbaums verwendet werden.?!

Dadurch berechnete, nicht-approximierte Losungen zu verschiedenen Bei-
spielen werden in Kapitel 4.2.5 vorgestellt und beleuchtet.

421 Idee

Das Vorgehen aus Kapitel 4.1.2 basierend auf der Idee, die in Kapitel
4.1.1 erklart wurde, kann nun auch auf die Topologieoptimierung durch
den Fachwerksansatz nach Anhang C.3.2 (vgl. [ Al 11 D

2IDie Greedy-Losung stellt natiirlich auch einen zulidssigen Punkt dar und kann da-
her als speziellen Startwert fiir einen Simplex-Algorithmus gewé&hlt werden. Dies spielt
aber fiir einen Branch-and-Bound-Algorithmus keine Rolle, da dieser fiir ein spezielles
relaxiertes Problem eine Startlosung benétigt, und dies bietet die Greedy-Losung nicht
zwangsweise. Das Vorgehen des Greedy-Algorithmus sollte daher direkt als Tiefensuche
in ein Branch-and-Bound-Vorgehen eingebettet werden.
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4.2 Schadenstoleranz durch Redundanz im Fachwerk

iibertragen werden. Dabei ermdglicht dieser Ansatz einen relativ geringen
Berechnungsaufwand, der letztlich trotzdem noch sehr grofs ist.

Hier wird der Bauraum durch die Grundstruktur [ , ground struc-
ture] aller N potentieller Stibe tiberdeckt. Diese Gesamtstruktur wird nun
in n Teilstrukturen s; zerlegt; s; € RN stellt den Vektor der Stabquer-
schnitte fiir die i-te Teilstruktur dar. Fiir jede dieser Teilstrukturen muss
die Gleichgewichtsbedingung ,Cw = f” nach der Matrix-Kraft-Methode
(vgl [ , matrix force method]) gelten; damit ergeben sich die Belas-
tungen w; € RY fiir jede Teilstruktur.

Die bekannte Topologieoptimierung durch den Fachwerksansatz mit Vo-
lumensminimierung (vgl. Anhang C.3.2) ist ein rein lineares Optimie-
rungsproblem. Die Aufteilung in Teilstrukturen wurde in Kapitel 4.1.2
durch die nichtlineare Zielfunktion (vgl. Kapitel 4.1.1) des SIMP-Ansatzes
erzielt. Hier miissen, nun in Anlehnung an die p;, kiinstliche Variablen
x;j € [0; 1]N eingefiihrt werden, die eine Aufteilung jedes einzelnen Sta-
bes zu einer Teilstruktur beschreiben. Die auch hier notwendige Nicht-
linearitat fiir die gewtiinschte Partitionierung wird wiederum durch eine
Penalty-Potenz erreicht.

Dies fiihrt nun direkt auf folgende Aufgabenstellung, die allerdings nicht
mehr linear ist:

n
Zielfunktion:  V(x1,xp,...,%4,5) = Y _s;l"x; — min (4.43)
i—1 Xi,Wi,Si
unter: Vi=1,...,n:
Cw; = af (4.44)
Vi=1,...,N
UminS$; (xl(])> <w 2 < OmaxSi (XZ(] )’7(4.45)
0<x <1 (4.46)
n
0<Y %<1 (447)
i=1
& p L p
Gmin Yo5i () < w < oma Yosi (x))" @49)
i=1 i=1

Zur Ubersicht finden sich in folgender Tabelle die Bedeutungen der ein-
zelnen Variablen — sowohl die Daten des Anwenders (n, N, m, [, C, f, Omin,
Omax, P, &), als auch die Modellierungsvariablen (V, x;, w;, w, s;):
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neN Anzahl Teilstrukturen

N eN Anzahl Stédbe (finiter Elemente)

me€ N Anzahl Freiheitsgrade (Knotenzahl * Raum-
dimension)

le RN Stabldangen

C € RN Geometriematrix / Gleichgewichtsmatrix
(vgl. Anhang C.3.3)

feR™ vordefinierte Last

Omin € R™ physikalische Unterschranke (z.B. Flie3-
grenze)

Omax € RT physikalische Oberschranke (z. B. Fliefsgren-
ze)

p Penalty-Potenz

xe€]0,1]CR Reduzierung der Last

V =V(x,x2,...,%n,59) Volumen als reellwertige Zielfunktion

xi € [0;1)N Stabauswahl

w;, w € RN Reaktionskrifte / Belastungen der einzel-
nen Stiabe

sie RN Stabquerschnitte der i-ten Teilstruktur, Desi-
gnvariablen

Die Reduzierung der Last durch den Parameter « dndert nicht die Topolo-
gie: Division der Gleichung (4.44) durch « liefert

Cw; = f
mit ; = =t Wegen (4.45) gilt fiir @;

e (101)” < 0 < o (20

i i

Also werden bei einer Reduzierung der Last die Stabquerschnitte %, die
die Last f tragen, lediglich zu kleineren Stabquerschnitten s;. Dies dndert
aber nicht die Topologie.

Weiterhin liefert die Summation der Gleichung (4.44)

iji = Ciwi = nuf.
i=1 i=1

Somit hélt ohnehin die Gesamtstruktur das n-fache einer Teilstruktur. Erst
eine extreme Reduzierung der Last durch & < 1 wiirde somit ein anderes
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4.2 Schadenstoleranz durch Redundanz im Fachwerk

Ergebnis liefert. Fiir « > 1 sind daher die Nebenbedingungen (4.48) und
(4.49) uberflissig.

Da also im Besonderen die Topologie unabhingig von dem Parameter «
ist, wird dieser im Folgenden nicht mehr betrachtet oder implizit « = 1
festgelegt.

Falls @ eine Losung von der Standardaufgabenstellung (C.7) im Anhang
C.3.2ist,soist ¥; = %d mit§; = max {4} fiir n = 1 eine Losung von (4.43)-
(4.49). Allerdings wurde bei dieser Formulierung (4.43) der Redundanz
die Linearitdat von (C.7) zunichte gemacht.

4.2.2 Fachwerk mit Redundanz 1 — % als Lineares Programm

Die Linearitdt kann erhalten bleiben, wenn man eine Ganzzahligkeitsbe-
dingung x; € {0;1}" einfiihrt:

n

Zielfunktion:  V(sq,8p,...,54) = ZlTsi — min (4.50)

i—1 Xi,W;,S;

unter: Vi=1,...,n:

Cw; = f (4.51)
OminSmaxXi < W; < OmaxSmaxX;i (4-52)
OminSi < Wi < OmaxSi (4.53)
n

0<) %<1 (4.54)
i—1

N
xi € {0;1} (4.55)

Weiterhin wird nun ein maximaler Stabquerschnitt smax benotigt. Dieser
kann aber in der Praxis so grofs gewahlt werden, dass dieser Wert keine
Einschrankung vorgibt.

In folgender Tabelle finden sich die Bedeutungen der einzelnen Variablen
— sowohl die Daten des Anwenders (1, N, m, [, C, f, Omin, Omax, Smax), als
auch die Modellierungsvariablen (V, x;, w;, s;):

nec N Anzahl Teilstrukturen

N eN Anzahl Stébe (finiter Elemente)

m € N Anzahl Freiheitsgrade (Knotenzahl * Raum-
dimension)

leRN Stablangen
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C € RN Geometriematrix / Gleichgewichtsmatrix

feR™ vordefinierte Last

Smax maximaler Stabquerschnitt

Omin € R™ Unterschranke (z.B. physikalische Flief3-
grenze)

Omax € RT Oberschranke (z. B. physikalische Fliefsgren-
ze)

V(x1,%2,...,x,) € R Volumen als Zielfunktion

x; € {0; 1}V Stabauswahl

w; € RN Reaktionskrifte / Belastungen der einzel-
nen Stdbe

sie R Stabquerschnitte, Designvariablen

Im Falle der Relaxation von (4.50)-(4.55) in der Ganzzahligkeitsbeschran-
kung miissen folgende Bedingungen als Ersatz von (4.55) hinzugenom-
men werden:

Vi=1,2,...,n:0<x<1 (4.56)

Die Aufgabenstellung (4.50)-(4.55) ist wie (C.7) ein lineares Programm.

Dieser Ansatz kann auf einfache Weise auf den mehrfachen Lastfall {iber-
tragen werden. Dazu dienen nun die Hochindizes. Statt also einen Lastfall

f zu betrachten werden nun die n; Lastfille f(1), f(2), ., f(") betrachtet.

Zu jedem Lastfall miissen natiirlich nun auch geeignete Krifte wgk) be-
trachtet werden:

n

Zielfunktion:  V(sy,8,...,5,) = Z ITs; - min (4.57)
i=1 xi,wl(k),si
unter: Vk=1,...,n:Vi=1,...,n:
Cwlt) = £ (4.58)
k
OminSmaxXi < wz( ) < OmaxSmaxX; (4.59)
k

OminSi < wf ) < Omaxsi (4.60)

n
0<) x<1 4.61)

i=1
x € {0;1}"N (4.62)
s>0 (4.63)

66



4.2 Schadenstoleranz durch Redundanz im Fachwerk

Diese Aufgabenstellung (4.57)-(4.63) ist wiederum ein lineares Programm.
Mit x = (xir,sz,...,xZ)T € R"™N,

T T T T T T
o = <wgl> L L L L

und s = (SlT, SZT, ey SZ) T e RN ergibt sich folgende (4.64)-(4.72) zu (4.57)-
(4.63) dquivalente Aufgabenstellung:

Zielfunktion: ~ (I7,17,...,1T)s — min (4.64)
unter:  Gleichung aus Abb. 4.9 (4.65)
Ungleichung aus Abb. 4.10 (4.66)

$1,82,...,5, >0 (4.67)

x e {0;1}"N (4.68)

mit:  Xmin := OminSmax] (4.69)

Xmax ‘= OmaxSmax| (4.70)

Omin = Uminl (4:.71)

Umax = Omax (4.72)

In den Abbildungen 4.9 und 4.10 kann die wesentliche Struktur der Ne-
benbedingungsmatrizen erkannt werden. Die Matrizen sind Sparsematri-
zen und bieten keinerlei weitere Vereinfachungsmaoglichkeiten.
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68

X1
X2
Xn
(1 (1) (1 (2) (2 (2) (m (M)
X1 X .. Xplwy w, wy | w” wy wy wy, S1 Sp ... Sy wy
C wél)
c :
uf)
C 2
Wy
c @)
C W
C ZUS,Z)
C w{"
51
52
Sn
Abbildung 4.9: Gleichungsnebenbedingung zu (4.64)
) : 1 (1) )| 2 (n )
X1 X2 Xn w, w. wy w, wy w, e Wy Sy
Xmin -1
Xmin -1
Xmin
Xmin -1
Xmin -1
Xmin
Xmin -1
Xmin =1
Xmin
Xmin -1
—Xmax I
—Xmax I
—Xmax
—Xmax I
—Xmax I
—Xmax
—Xmax I
—Xmax I
—Xmax
—Xmax !
-1 Tmin
-1 Omin
Omin
=1 Oimin
-1 Oimin
Tmin
-1 Tmin
-1 Tmin
Omin
-1 Timin
I —Oimax
I —Oimax
—Omax
I —Omax
I —Omax
—Oax
1 —Omax
I —Omax
—Omax
I —Oimax
—1 ] —1
T 1 1

Abbildung 4.10: Ungleichungsnebenbedingung zu (4.64)
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4.2 Schadenstoleranz durch Redundanz im Fachwerk

4.2.3 Fachwerk mit Redundanz %

Auf analoge Weise kann auch die Redundanz % modelliert werden: Es fin-
det eine Aufteilung in n > 1 Teilstrukturen® s; statt, wobei jeweils n — 1
zusammen die Aufgabe , Halten” erfiillen sollen.

Dadurch kann fiir n > 2 eine geringere Redundanz und somit eine hohere
Effizienz als in Kapitel 4.2.2 erzielt werden. Fiir n = 2 ergibt sich wegen
1 — J = 1 die gleiche Redundanz in beiden Fallen.

Das ,Halten” von n — 1 Teilstrukturen entspricht dem Ausfall einer Teil-
struktur. Somit konnen die n Fille mit der Gesamtstruktur s = ) ;s;
durch s; = s — s; beschrieben werden. Gleiches ist fiir die Zuordnung der
Stdbe zu den Teilstrukturen durch x; bzw. die Zuordnung der Ausfélle
durch ¥; notwendig. Das ,Halten” der Gesamtstruktur s muss im Gegen-
satz zu Kapitel 4.1.3 nicht explizit gefordert werden, sondern ergibt sich
automatisch, z.B.: w; < OmaxSi < Omax(S; + Si) = Omaxs. Die Stabkrif-
te w; werden nicht nur durch s; gehalten, sondern auch durch s — also
OminS < W; < OmaxS-

Man erhilt:
n
Zielfunktion:  V(sq,8p,...,5,) = ZlTsi — min (4.73)
i—1 Xi,Wi,Si
unter: Vi=1,2,...,n:
Cw;=f (4.74)
OminSmaxX; < W; < OmaxSmaxX; (4-75)
O-mins_i S Wi S Umaxgi (476)

OminSmaxXi < OminSi <

OmaxSi < OmaxSmaxXi (4-77)

n
0<) x<1 (4.78)
i=1
x; € {0; 11N (4.79)
n
mit:  f= ) xj (4.80)
j=1j#i
n
Si= ). s (4.81)
j=1j#

22Fiir n = 1 wire die Redundanz 1 und die Effizienz somit 0. Dies ist natiirlich nicht
moglich.
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Die Bedeutung der verwendeten Variablen findet sich in folgender Tabelle
— sowohl die Daten des Anwenders (1, N, m, I, C, f, Omin, Omax, Smax), als
auch die Modellierungsvariablen (V, x;, X;, w;, s;):

nelN Anzahl Teilstrukturen

N eN Anzahl Stéabe (finiter Elemente)

m € N Anzahl Freiheitsgrade (Knotenzahl * Raum-
dimension)

le RN Stablangen

C € RN Geometriematrix / Gleichgewichtsmatrix

feR" vordefinierte Last

Omin € R™ Unterschranke (z.B. physikalische Flief3-
grenze)

Omax € RT Oberschranke (z. B. physikalische Fliefsgren-
ze)

Smax maximaler Stabquerschnitt

V(x1,%,...,%,) € R Volumen als Zielfunktion

x; € {0; 1}N Stabauswahl der Gesamtstruktur

% e {0, 11V Stabauswahl der Teilstrukturen

w; € RN Reaktionskrifte / Belastungen der einzel-
nen Stdbe

si e RN Stabquerschnitte, Designvariablen

Im Falle der Relaxation von (4.73)-(4.81) in der Ganzzahligkeitsbeschran-
kung (4.79) miissen folgende Bedingungen als Ersatz hinzu genommen
werden.

Vi=1,2,...,n:0<x,% <1 (4.82)

Die Ungleichung (4.77) zerfdllt in mehrere einzelne Bedingungen. Die
mittlere Bedingung 0mins; < 0maxs; ist lediglich eine Anforderung an sinn-
volle Verfahrensparameter 0p,in, < 0max. Die anderen beiden Bedingungen
OminSmaxXi < OminS; UNd OmaxS; < TmaxSmaxX; bedeuten (0min < 0):

Si < SmaxX;

Auch diese Aufgabenstellung (4.73)-(4.81) ist ein lineares Programm. Mit

x = (xlT,sz,...,xZ)T,w = (wlT,sz,...,w,Z)Tunds = (slT,sg,...,sZ)Ter-

gibt sich das zu (4.73)-(4.81) dquivalente Programm (Hierbei wurde (4.82)
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berticksichtigt; im nicht relaxierten Fall sind diese Beschrankungen nicht
falsch, sondern nur tiberfliissig.):

Zielfunktion: (lT, 1T, .., lT) s — min
X,wy,w_,s,h1,ho,N3,hy
X
W
unter: (0 C, —C, 0) =f
s
OminSmax] —1 1 0 0
—OmaxSmax] I —I1 0 0
0 T I Omnl X 0
0 I —I Omaxl Yl < | o
“Smax] 00 I o 0
—1 0 0 0 0
I 0 0 0 1
X, wy,w_,s >0
x e {0, 13N
mit: w=w; —w-—
0 I I I
I 0 1 I
I =
I I 0 1
I I I 0
cC 0 O 0
0O C 0 0
Cn =
0 0O C 0
0 0 C

Diese Problemstellung kann auf einfache Weise auf den mehrfachen Last-
fall tibertragen werden. Dazu dienen nun die Hochindizes. Statt also einen

Lastfall f zu betrachten werden nun die n; Lastfille f(1), f2), ..., f(1) pe-
trachtet. Zu jedem Lastfall miissen natiirlich nun auch geeignete Krafte
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wl(k) betrachtet werden. Es ergibt sich folgendes lineares Programm:
n
Zielfunktion:  V(sq1,82,...,54) = ZlTsi — min (4.83)
i=1 Xi,Wi,S
unter: Vi=1,2,...,n:
Si < SmaxX; (4.84)
Vk = 1,2,...,11[ :
Cwl) = £k (4.85)
OminSmax¥j < wl(k) < OmaxSmax¥i (4.86)
- k -
OminSi < wz( ) < OmaxSi (4.87)
n
0<) x<1 (4.88)
i=1
x e {0;1}"N; s >0 (4.89)
n
mit: X;i = Z x]- (490)
J=Lj#
n
;=) S (4.91)
]':1,]'7&1'

Dieser Ansatz (4.83)-(4.91) ist wiederum ein lineares Programm:

Zielfunktion:  (IT,17,...,1T)s — gcnzér; (4.92)
unter:  Gleichung aus Abb. 4.11 (4.93)
Ungleichung aus Abb. 4.12 (4.94)

$1,82,...,5, >0 (4.95)

x € {0;1}"Y (4.96)

mit: Xmin = TminSmax (4.97)

Xmax = UmaxSmax (4.98)

Den Gleichungen und Ungleichungen in den Abbildungen 4.11 und 4.12
kann die Struktur der Matrizen entnommen werden: Die Sparsematrizen
bieten keinerlei weitere Vereinfachungen.
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X2

Xn
X x X zll of! o] 0" w : Wy { $1_S2 wl1 £
C zuél) £
C : :
w,(ll) f(l)
C w]@ f@

C =

c wgz) f@
: 2
c w? @
c w,(;"') f("l)

$1

S2

Abbildung 4.11: Gleichungen zu (4.92)

4.24 Greedy-Algorithmus

Die Optimierungsprobleme (4.57)-(4.63) fir ,1 — %”-Redundanz und
(4.83)-(4.91) fiir ,,%”-Redundanz sind typische lineare gemischtganzzah-
lige Optimierungsprobleme (vgl. Anhang E), wobei die Ganzzahligkeits-
bedingung binar ist — also x € {0;1}"N. Auf Grund der groflen Anzahl
ganzzahliger Variablen ist der zugehorige Bindrbaum sehr grof3. Eins der
effizientesten Verfahren (vgl. [ ]) fir derartige Problem, das Branch-
and-Bound-Verfahren, braucht also sehr viel Rechenzeit. Um diese wo-
chenlange Rechenzeit zu reduzieren, stellt sich die Frage nach einer ap-
proximativen Losung, die schneller erzielt werden kann.

Der zugehorige Bindrbaum der Tiefe nN, der gemischt ganzzahligen li-
nearen Programme, kann mittels einer Greedy-Heuristik von der Wurzel
bis zu einem zulédssigen Blatt (Tiefensuche) durchlaufen werden. Statt alle
2"N Optimierungsprobleme der Blitter auszuwerten und die Optimalwer-
te zu vergleichen, werden bei dieser Greedy-Heuristik lediglich nN Opti-
mierungsprobleme betrachtet. Sei | := {j € N : j < nN} eine Indexmen-
ge. Fiir die leere Indexmenge I = @ kann das lineare gemischtganzzahlige
Optimierungsproblem (also entweder (4.57)-(4.63) fiir ,,1 — %”—Redundanz

oder (4.83)-(4.91) fiir ,,%”-Redundanz) mit Bindrvariablen durch folgende
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Abbildung 4.12: Ungleichungen zu (4.92)

X1 X2 Xn Zl'l ws wy, Il'l Wy wy, Wy 51 S2 Sn
Yminl  Xminl  Xminl | =1
Xminl  Xminl  Xminl =
Tminl  Xminl  Xmin!
Xmin] Xminl  Xmin!
Xminl Yminl  Xminl
Xminl Xminl  Xminl
Yminl  Xminl  Xminl =
Yminl  Xminl  Xminl -1
Yminl  Xminl  Xminl
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—Xmax] —Xmax] —XmaxI | I
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4.2 Schadenstoleranz durch Redundanz im Fachwerk

Instanz beschrieben werden:

LP(I) : T ( * ) — min
y %

a(y)=
y=>0

Viel:x;=1
ViE]\I:XiE{O,l}

Damit ergibt sich folgender Algorithmus um eine approximative Greedy-
Losung zu finden:

1: setzei =0; [, := O
2: bestimme Losung (%), () von LP(I;)

2:1: falls keine Losung moglich: Heuristik hat versagt; Abbruch.
2:2: sonst:

2:2:1: bestimme nicht-bindre Variablen:
Bi::{je]:0<f](.’)<1
2:2:1:1: falls |B;| > 0:
bestimme geeigneten Index j; € B;;
setze [, = [ U{j;};i=1i+1; gehezu?2
2:2:1:2: sonst: Losung #(), () gefunden

Jede Komponente von x wahlt in 2:2:1:1 einen Stab fiir eine gewisse Teil-
struktur aus. Es ist daher naheliegend, in 2:2:1:1 einen Index auszuwih-
len, der dem volumindsten Stab einer nicht ganzzahligen, bindren Varia-
ble entspricht. Falls nicht in 2:1 abgebrochen wird, fiihrt dieses Vorgehen
trivialerweise zu einer zuldssigen Losung. An Beispielen (vgl. Anhang F)
wurden in Tabelle 4.4 die Zielfunktionswerte der Greedy-Heuristik mit
der vollstindigen Optimumssuche verglichen. Man sieht deutlich die ge-
ringe Abweichung der Greedy-Losung von der Optimallosung.

Auch wenn nun diese Greedy-Heuristik nicht die Optimalldsung liefert,
ist der Aufwand sehr gering. Falls man in der Praxis damit nicht zufrieden
ist, so eignet sich dieser zuldssige Punkt weiterhin fiir das Abschneiden
vieler Aste des Bindrbaums. Im verbleibenden Baum kann dann mittels
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Redundanz % 411 % % —% 1—% 1—}1 1—%
4 Kn., greedy | 700 700 700 700 700
6 St. | Optimum | 700 700 700 700 700 0 0 0
9 Kn., greedy | 600 750 600 600 600 1083
28 St. | Optimum | 512 512 525 600 600 1083 0
16 Kn., greedy | 526 503 554 572 635 936 1563 2233
86 St. | Optimum 446 468 572 572 936 1356 1952
25 Kn., greedy | 414 443 448 558 559 894
200 St. | Optimum 409 444 558 558 888 1228 1609
36 Kn., greedy 396 434 553 553 872
418 St. | Optimum 392 429 553 553 859 1176
49 Kn., greedy 421 552 552 842
748 St. | Optimum 421 551 551 842
64 Kn., greedy 549 567 839
1282 St. | Optimum 417 549 549 834
81 Kn., greedy 420 549 549 835
2040 St. | Optimum 416 548 548 832

Tabelle 4.4: Die Probleme zu unterschiedlichen Diskretisierungen und
unterschiedlichen Graden der Redundanz wurden sowohl mit einem
Greedy-Algorithmus, als auch mit einer vollstandigen Optimumssuche
gelost. Die Zielfunktionswerte (Volumen) der Ergebnisse sind hier in der
Tabelle aufgelistet. Man erkennt deutlich die geringe Abweichung der
Greedy-Losung von der Optimalldsung.

L1

einem Branch-and-Bound-Algorithmus ([
sung gefunden werden.

]) die Optimallo-

Genau dieses kombinierte Vorgehen lieferte auch die optimalen Ergebnis-
se in Kapitel 4.2.5 bzw. im Anhang F. Auf diese Weise konnten Binédrbau-
me mit bis zu 218036 ~ 10°010 Blattern nach der Optimallésung abgesucht
werden - z. B. im Anhang F.2.1 fiir 6212 Stibe, einer Redundanz von 1 — %
und 55908 Unbekannten.

Da (4.57) und (4.83) lineare Programme sind, muss nur in der Wurzel des
Suchbaums eine Startlosung (Ecke) gefunden werden. In weiteren Schrit-
ten erhdlt man durch die Fixierung einer Variable auf 0 oder 1 lediglich
eine Zusatzbedingung, so dass die Losung von davor immer noch dual
zuldssig ist. Somit kann dann mittels eines dualen Simplexalgorithmus in
wenigen Iterationen eine zuldssige Losung gefunden werden, die dann
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mittels eines revidierten primalen Simplexalgorithmus in wenigen Itera-
tionen zu einem neuen Optimum fiihrt. Nur durch dieses Vorgehen ist es
tiberhaupt moglich, den Baum effizient abzusuchen — nur der Simplexal-
gorithmus mit seinen verschiedenen Ausfithrungen ermoglicht die gerin-
gen Anderungen von einem Knoten zum néchsten auszunutzen [ ].
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o

=] o
= o
o o

optimales Volumen
o
4

0.005

1-1/3
1/2=1-1/2
3

10 Grad der Redundanz
Anzahl Staebe (Diskretisierung)

Abbildung 4.13: Vergleich des Grades der Redundanz und der Diskretisie-
rung im Bezug zum Volumen: Die Kugeln stellen gerechnete Beispiele dar.
Zur besseren Vergleichbarkeit wurde eine Flache durch diese Stiitzstellen
gelegt — die Anzahl der Stdbe kann aber natiirlich nicht beliebig gewéhlt
werden, sondern muss zumindest ganzzahlig und positiv sein; analoges
gilt fiir den Grad der Redundanz - also X bzw. 1 — 1, n € N. Fiir die
gerechneten Grade der Redundanz iiberstieg ab einer gewissen Feinheit
der Diskretisierung der technische Rechenaufwand meine Moglichkeiten.
Die ,fehlenden” Ergebnisse fiir hohere Grade der Redundanz bei wenigen
Stdben sind nicht 16sbare Problemstellungen — weil zu wenige Stdbe vor-
handen sind, konnen diese nicht auf die geforderte Anzahl Teilstrukturen
aufgeteilt werden.

4.2.5 Ergebnisse

Die Beispiele aus Anhang F.1 wurden in Abb. 4.13 genutzt, um den Grad
der Redundanz und die Diskretisierungsfeinheit im Bezug zum Volumen
exemplarisch zu untersuchen. Man sieht deutlich das qualitative Verhal-
ten dieser Werte zueinander. Anniherungsweise wie 1 verhalt sich das
Volumen zur Anzahl Stibe und ebenfalls zum Grad der Redundanz. Bei
wenig Freiheiten, also einer groben Diskretisierung, miissen Losungen mit
einem groflen Volumen akzeptiert werden. Eine hohe Redundanz ist bei
zu grober Diskretisierung gar nicht moglich. Bei einer Erhohung der Stab-
zahl dndert sich das Volumen ab einem gewissen Wert kaum noch.
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Redundanz: 0 % 411 %
Volumen: 300 512 512 525

Redundanz: % 1-— % 1-— % 1-— 411
Volumen: 600 600 1083 0

Abbildung 4.14: 2-dimensionales Beispiel eines Fachwerks mit verschie-
denen Graden der Redundanz bei einer Grundstruktur aus 28 Stiben

Ein einfaches 2-dimensionales Beispiel eines Kranarms in einem quadra-
tischen Bauraum findet sich in Abb. 4.14. Hierbei zieht eine Last unten
rechts nach unten, wihrend die linke Seite gelagert ist. Bei einer Wahl von
3 Knoten in horizontale und in vertikale Richtung ergeben sich 28 poten-
tielle Stabe durch die Verbindung von jedem Knoten mit jedem anderen
(vgl. Anhang C.4), wobei Stdbe tiber andere Stibe hinweg nicht betrachtet
werden.

Fiir die Optimallosung ohne Redundanz ist also ein Volumen von 300 no-
tig. Die beiden Grade der Redundanz von % und 1 — % sind nattirlich iden-
tisch, beziehen sich aber auf die beiden verschiedenen Ansitze aus Kapitel
4.2.2 und 4.2.3. Somit konnte damit die Korrektheit der Implementierun-
gen wie folgt bestatigt werden.

Bei dem Grad der Redundanz von % haben beide Teilstrukturen (blau und
griin) ein Volumen von 300 und stellen einzeln betrachtet jeweils eine Op-
timallosung ohne Redundanz dar — dies sind 2 Ecken des Polyeders des
linearen Programms. Da jede einzelne Struktur halten muss, ist dies offen-
sichtlich die beste Losung.
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Redundanz: 0 }1 % %
1<
Volumen: 275 409 444 558
Redundanz: 1-— % 1-— % 1-— }L 1-— %
Volumen: 558 888 1228 1609

Abbildung 4.15: 2-dimensionales Beispiel eines Fachwerks mit verschie-
denen Graden der Redundanz bei einer Grundstruktur aus 200 Stiben

Die Strukturen fiir die Grade der Redundanz von § und 1 — % haben
die gleiche Topologie, jedoch unterschiedliche Stabquerschnitte und Vo-
lumen.

Die Losung zu einem Grad der Redundanz von  ist nur theoretisch ei-
ne Losung. Es kann zwar jede einzelne eingefdrbte Teilstruktur wie ge-
wiinscht ausfallen, aber leider besteht die rote Teilstruktur aus keinem ein-
zigen Stab. Ein Grad der Redundanz von 1 — % oder hoher ist bei dieser
Anzahl der Stidbe nicht moglich.

Bei einer Erhohung der Stabzahl durch 5 Knoten in jede Richtung auf 200
potentielle Stabe erkennt man in Abb. 4.15 deutlich die mangelnde Freiheit
im 2-dimensionalen, wie im folgenden noch weiter diskutiert wird.

Wenn durch den mehrfachen Lastfall (Kraft unten rechts nach unten oder
Kraft oben rechts nach oben) in Abb. 4.16 mehr Lastpfade nétig sind, feh-
len die Freiheiten gleichfalls.

Im 3-dimensionalen sind deutlich mehr Freiheiten in der Ausbildung ver-
schiedener Lastpfade vorhanden. Im Anhang F.2 sind einige Beispiele dar-
gestellt.
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Redundanz: 0 % % 1-— % — %
N N 1 17
4 b b b | SRE
14N § ! / ! § //A‘(V‘A\‘
Volumen: 350 700 850 850
N A ] ] I ~=7
j % j N ) 1 XA
j 1£ 1£< 1.£4< | SN
Volumen: 333 637 780 780 1388

Abbildung 4.16: 2-dimensionales Beispiel eines Fachwerks unter mehrfa-
chen Lastfall mit verschiedenen Graden der Redundanz und verschiede-
nen Diskretisierungen

Als einfaches Beispiel sei hier der einfache Lastfall mit einer Kraft in x-
Richtung bei (0;0,5;1) und der Lagerung in der x-y-Ebene genannt. Bei
3 Knoten in jede Richtung ergeben sich 274 potentielle Stdbe, die nicht in
beiden Knoten gelagert sind.

In Abb. 4.17 sind verschiedene Grade der Redundanz dargestellt. Bei ei-
nem Grad der Redundanz von 0 oder % wird die zusétzliche Freiheit
der dritten Raumdimension nicht benétigt und es ergibt sich eine 2-
dimensionale Struktur. An diesem Beispiel einer Struktur wird auch deut-
lich, dass Redundanz tiiblicherweise keinerlei Robustheit bzgl. Unsicher-
heiten der Kréfte (vgl. [ ]) erzielen muss.

Bei einer Redundanz von % in Abb. 4.17(c) werden nun zusatzlich die nach
vorne verlaufenden griin eingefdarbten Stdbe benotigt, wobei die anderen
Stdbe diinner sein konnen als bei einer Redundanz von % in Abb. 4.17(d).
Dadurch wird ein geringeres Volumen erzielt. Die griinen Stdbe bilden
hier eine Teilstruktur, die offensichtlich alleine nicht halten kann. Bemer-
kenswert ist auch, dass die Gesamtstruktur nicht symmetrisch ist.

Wihrend sich im 2-dimensionalen hiufig fiir eine Redundanz von % und
1 — 1 die gleiche Topologie ergeben hat, ergibt sich hier nun deutlich ei-

ne andere. Fiir 1 — % besteht die Gesamtstruktur in Abb. 4.17(e) aus den
Teilstrukturen in Abb. 4.18.

Die Michtigkeit der in dieser Arbeit entwickelten redundanten Strukturen
zeigt sich sehr eindrucksvoll an dem 3-dimensionalen Beispiel in Abb. 4.19
eines mehrfachen Lastfalls. Die x-y-Ebene ist gelagert und an den Knoten
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(a) () - ©)

@

Abbildung 4.17: Der Boden ist gelagert und oben links in der Mitte wirkt
eine horizontale Last. Gezeigt sind verschiedene Grade der Redundanz:

GradderRedundanz | 0 | 7 | 3 [3=1-3[1—3|1—3
Bild | (a) | (b) | (¢) (d) (e) ()
Volumen | 300 | 433 | 475 600 950 | 1300

(0;0,5;1) bzw. (1;0,5;1) wirken abwechselnd horizontale Kréfte in —x-
bzw. x-Richtung.

Das Auflergewohnliche sind die Teilstrukturen 4.19(b) und 4.19(d). Diese
sind nicht zusammenhdngend und konnen somit erst im Zusammenwir-
ken mit mindestens einer der anderen Teilstrukturen die Aufgabe erfiillen.
Bemerkenswert ist auch, dass die (nur) griine Teilstruktur 4.19(c) die dritte
Raumdimension nutzt.

Die Optimallésung dieser Vorgaben ohne Redundanz kommt mit einem
Volumen von 350 aus. Ein Grad der Redundanz von % kann mit einem

Volumen von 800 erreicht werden. Fiir die Redundanz % in Abb. 4.19 ist
lediglich ein Volumen von 625 nétig.
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(a) S () T (©

Abbildung 4.18: Teilstrukturen von Abb. 4.17(e)

() (b)

© . )

Abbildung 4.19: Der Boden ist gelagert und oben links und rechts wir-
ken abwechselnd Krifte. In (a) ist die Gesamtstruktur mit einem Grad der
Redundanz von % abgebildet und in (b), (c), (d) sind die Einzelstrukturen
dargestellt. Die Volumen der Strukturen ergeben sich zu: 625, 175, 275 und
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5 Schlussbemerkungen

In Kapitel 3 wurde eine neue Definition des Begriffs Redundanz gegeben.
Diese stellt eine Verallgemeinerung sowohl des Begriffs Redundanz aus
der Technik, als auch des Begriffs Redundanz aus der Informations- und
Kodierungstheorie dar. Damit war es nun erstmals moglich in Kapitel 4
Redundanz bereits im Vorentwurf durch die Topologieoptimierung zu er-
zielen. Dies ermoglicht im weiteren Entwicklungsprozess einer Struktur
sowohl fail-safe als auch damage-tolerance.

Der hohe Berechnungsaufwand auf Grund des NP-vollstindigen und
hochdimensionalen Optimierungsproblems fiir die redundante Topolo-
gieoptimierung schreit nach effizienteren Optimierungsverfahren und
leistungsfahigeren Rechnern! Eine momentane Abhilfe stellt das Greedy-
Vorgehen aus Kapitel 4.2.4 dar. Dennoch ist auf diesem Gebiet sicherlich
noch viel Arbeit zu leisten.

Die beiden grundlegenden Ansitze der Redundanz fiir + und 1 — 1 er-
moglichen bereits sehr viele Werte des Grades der Redundanz — vgl. Abb.
4.3.In beiden Ansdtzen werden n Teilstrukturen erstellt, welche allerdings
unterschiedlich verkniipft werden. Wahrend bei dem Grad der Redun-
danz von 1 — % jede der n Teilstrukturen die Aufgabe erfiillen soll, soll

bei dem Grad der Redundanz von % jede Kombination von n — 1 Teil-
strukturen die Aufgabe erfiillen — dies ist gleichbedeutend mit dem Aus-
fall irgendeiner der n Teilstrukturen. Prinzipiell ist auch eine Verallgemei-
nerung denkbar, in der jede mogliche Auswahl von m Teilstrukturen die
Funktionalitét erfiillt. Damit wére jeder beliebige rationale Wert des Gra-
des der Redundanz zwischen einschlieslich 0 und ausschliefdlich 1 mog-
lich. Allerdings erhoht dieses Vorgehen nochmals die Anzahl der Neben-
bedingungen und ist daher extrem aufwendig. Die praktische Notwen-
digkeit fiir diese feine Graduierung des Grades der Redundanz in einem
Vorentwurf halte ich zwar fiir gering, dennoch mochte ich diese theoreti-
sche Erweiterung nicht verschweigen.

Auf Grund des hohen Berechnungsaufwandes wurden hier in dieser Ar-
beit lediglich einfache Fachwerke redundant ausgelegt. Dies reicht, um
das Grundprinzip der Redundanz in der Topologieoptimierung darzu-
stellen. Prinzipiell kann aber der Bauraum mit jedem diskreten Struktu-
relement tiberdeckt werden — z. B. auch mit Balkenelementen. Allerdings
zeigen auch die Stdbe bereits redundante Lastpfade auf und ermoglichen
somit dem Anwender daraufhin eine praxisnahe Struktur zu erstellen, die
die gewtinschte Redundanz aufweist. Damit die Redundanz nicht ver-
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(a) redundant (b) robust

Abbildung 5.1: Vergleich von robuster und von redundanter Topologie-
optimierung. (a) zeigt die redundante Topologieoptimierung anhand des
Beispieles aus 4.17(d) und (b) zeigt die robuste Topologieoptimierung an-
hand des gleichen Beispiels, welches auch in | ] betrachtet wurde.
Die redundante Struktur (a) ist nicht robust und die robuste Struktur (b)
ist nicht redundant.

loren geht, kann und muss im weiteren Optimierungsprozess (z.B. Ge-
staltoptimierung oder Dimensionierung der gewéhlten Teilstrukturen) die
im Vorentwurf (Topologieoptimierung) gewonnene Partitionierung weiter
betrachtet werden. Das hier in dieser Arbeit entwickelte Konzept ermog-
licht mit seiner Allgemeinheit eine triviale Ubertragung auf diese nachfol-
genden Optimierungen und Analysen. In der industriellen Anwendung
wird unter anderem multidisziplindre Optimierung des Gesamtsystems
durchgefiihrt (z. B. [ D.

Die verwendete Matrix-Kraft-Methode (matrix force method) auf einer
Grundstruktur (ground structure) ermdglicht die redundante Topologie-
optimierung als gemischt-ganzzahlige lineare Optimierung. Bei Verwen-
dung einer (klassischen) Finiten Elemente Methode erhoht sich der Auf-
wand exponentiell und iibersteigt damit die heute verfiigbare Rechenka-
pazitét bei praktischen Problemen. Weitere Entwicklungsarbeit auf dem
Gebiet der gemischt-ganzzahligen nichtlinearen Optimierung bei vielen
Freiheitsgraden ist daher angeraten.
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Die heute weitverbreitete Vorgehensweise zur Vermeidung von Schiden
durch die Betrachtung von Unsicherheiten der vorgegebenen Parameter
(z. B. Krifte) fiihrt nach meiner Auffassung stets auf eine robuste Opti-
mierung (vgl. [ |Al 10 ])- Analytisch ist es leicht, die-
ses Vorgehen mit der Redundanz aus der vorliegenden Arbeit zu koppeln.
Die Notwendigkeit hierfiir wird klar, wenn man sich das Beispiel aus Abb.
4.17(d) bzw. Abb. 5.1(a) ansieht: Eine Variation der Kraftrichtung fiihrt
zu einem Totalversagen dieser redundanten Struktur selbst im schadlosen
Zustand. Das selbe Beispiel wird in [ ] betrachtet und robust ge-
gen Storungen der Kraftgrofie /-richtung ausgelegt —in [ ] wird dieses
Beispiel unter Bertiicksichtigung von stochastischen Unsicherheiten in der
Kraft durch ein deterministisches Ersatzproblem?? ebenfalls robust aus-
gelegt. Bei geeigneter Dimensionierung der Stabquerschnitte ist auch bei
robuster Auslegung in [ , Abb. 5(b)] (ebenfalls in Abb. 5.1(b) dar-
gestellt) das Versagen bestimmter Stabe moglich, aber diese notwendige
Dimensionierung ist nicht vorhanden. Also beispielsweise konnte jeder
Stab in der y-z-Ebene ausfallen, wenn die anderen Stdbe durch geeigne-
te Durchmesser die Belastung aushalten. Dies ist allerdings sicherlich bei
der Auslegung des vertikalen Stabes in der y-z-Ebene durch die robuste
Optimierung nicht gegeben. Der aus der y-z-Ebene herausragende Stab
ist sogar bei geeigneten Stabquerschnitten der tibrigen Stibe notwendig,
um ein Totalversagen der Reststruktur zu vermeiden. Erst das Zusammen-
fiihren beider Ansitze, der redundanten und der robusten Optimierung,
schafft Abhilfe.

Auch wenn es sicherlich dufierst ungewohnlich ist, in den Schlusswor-
ten noch neue Formulierungen zu geben, mochte ich hier zeigen, wie ein-
fach diese Ansitze zumindest analytisch zusammengefiihrt werden kon-
nen, wiahrend auf Grund der Komplexitdt (hochdimensional, semi-infinit
und gemischt-ganzzahlig) die praktische Umsetzung eine echte Heraus-
forderung?* darstellt: Robuste redundante Topologieoptimierung soll nun
auf Grundlage von (4.57) und mit den dortigen Bezeichnungen modelliert
werden — hierbei wird also ein Grad der Redundanz von 1 — 1 erreicht.

Der mehrfache Lastfall wird in der Menge F := {f(1), f?) . (1)} zu-
sammengefasst. Nun ist eine Losung gesucht, die robust gegen Storun-
gen dieser Krifte ist. Die Menge aller Stérungen sei F, wobei F C F.
Somit ergibt sich mit der Indexmenge I := {1,2,...,n} folgendes hoch-
dimensionales, semi-infinites und gemischt-ganzzahliges Optimierungs-
problem, mit dessen Formulierung ich meine Arbeit - als Ausblick auf zu-

2Dieses Ersatzproblem wurde durch eine Diskretisierung der Unsicherheiten erreicht.
24Dies wiirde daher den Rahmen der vorliegenden Dissertation sprengen.
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5 Schlussbemerkungen

kiinftige Forschung - abschliefien mochte:

Zielfunktion:

unter:

88

n
V(s1,82,--.,50) = ZlTsi — min
i=1 X;,Wi,S;
VfcE:Viel:
Cwi(f) = f
OminSmaxXi < W; (f) < OmaxSmaxXi
OminSi < wz(f) < UmaxSi
n
0<) x<1
i=1
x e {01}
s>0

(5.1)

(5.2)
(5.3)
(5.4)

(5.5)

(5.6)
(5.7)



A Endlicher Automat

In der Informatik wird haufig ein Algorithmus bzw. eine Problemldsung
durch einen endlichen Automaten dargestellt. In [ , Teil 1V, Kapitel
1.3.2] wird wie folgt definiert:

Ein endlicher Automat A = (S, T, so, Sz, 9) ist gegeben durch die folgenden
Bestandteile:

¢ eine endliche Menge S von Zustidnden,

¢ eine endliche Menge T von Eingangszeichen,
¢ ein Anfangszustand sy € S,

* eine Menge S; C S von Endzustdnden,

e eine Ubergangsfunktion (bzw. -relation) 6 : S x (T U{e}) — P(S).

Dabei stellt P(S) die Potenzmenge von S dar. Sind die Werte der Uber-
gangsfunktion hochstens einelementig und gilt fiir das ausgezeichnete
neutrale Element ¢ die Aussage J(s,¢) C {s} fir alle s € S, so heifit der
Automat deterministisch, sonst nichtdeterministisch.

Die Ubergangsfunktion wird zwar meist ,Funktion” genannt, bedingt
durch fehlende Strukturen in S und T ist dies mathematisch gesehen hadu-
fig nicht richtig. Typischerweise hat man in S bzw. T bestenfalls Gruppen-
strukturen zur Verfiigung.

Sehr tibersichtlich l&dsst sich ein endlicher Automat als Graph darstellen.
Die Elemente der Menge S von Zustédnden bilden die Knoten. Jede Uber-
gangsrelation, die einen Zustand s; € S durch eine Steuerung t € T mit
einem anderen Zustand s; € S\ {s;} in Beziehung setzt, wird als gerichte-
te Kante (s;, s;) dargestellt:

(si,sj) mits; # s; ist Kante <> 3t € T : {s;} € i(s;, )

Dabei ist offensichtlich ¢ # ¢ nicht das neutrale Element. Die Ubergangs-
funktion bzw. -relation kann dann direkt dem Graphen entnommen wer-
den. In Abb. A.1 wird ein Beispiel gezeigt. Auch durch Zustandsdiagram-
me oder -tabellen konnen Automaten dargestellt werden; dies wird hier
allerdings nicht betrachtet.
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A Endlicher Automat

Abbildung A.1: Beispiel eines Automaten als Graph dargestellt

L [ si[s[..]
b | Siyy | Sigy
ta || Siy; | Sipy

Tabelle A.1: Beispiel einer Ubergangstabelle bestehend aus den Zustinden
s; € Sund den Eingangszeichen t; € T

Da die Mengen S und T endlich sind, bietet es sich an, die Ubergangsfunk-
tion 4 tabellarisch als Ubergangstabelle (vgl. Tabelle A.1) zu erfassen; die-
ses Konzept ist allerdings bei Ubergangsrelationen oder vielen Zustinden
bzw. Eingangszeichen nicht mehr so tibersichtlich wie die graphentheore-
tische Interpretation.
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Quelle |—> Codierer Kanal Decodierer'%Empfénger

i
Rauschquelle

Abbildung B.1: Grundproblem der Informations- und Kodierungstheorie

B Informations- und Kodierungstheorie

In der Informationstheorie wird die Kommunikation behandelt. Als zen-
traler Punkt wird Information von einer Quelle tiber einen Kanal zu ei-
nem Empfinger transportiert — vgl. Abb. B.1. In der Kodierungstheorie
beschéftigt man sich mit dem Code an sich. Dieser soll z.B. durch die
Rauschquelle verursachte Storungen im Kanal ausgleichen oder er soll
die Datenmenge reduzieren. Fiir exakte Definitionen und weitergehendes
Verstandnis sei hier auf [ | Jund [ ] verwiesen.

Ein Alphabet F = {fi, f»,..., f} ist eine g-elementige Menge, wobei die
Elemente Buchstaben genannt werden. Die Elemente des Alphabets wer-
den zu Wortern zusammengesetzt. Ein Wort kann also als (endliche) Folge
von Elementen des Alphabetes dargestellt werden. Haufig wird eine der-
artige endliche Folge als Vektor (geordnetes Tupel) dargestellt. Die Menge
aller derartiger Worter sei F.

Eine u-nire Quelle mit den Wortern W = {sq,sp,...,s,} ist ein Stich-
probenraum (W, p) mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p(W) =
(p1,P2,--.,pu)- Der Einfachheit halber soll hier nun dieses Alphabet F
auch den Codewoértern zu Grunde liegen — eine nicht notwendige Ver-
einfachung. Eine Codierung

C:W—F\{0}

ist eine injektive Abbildung, die jeder Nachricht (also jedem Wort aus W)
ein nicht leeres Codewort aus F zuordnet. Hierbei wird mit () das leere

Codewort reprasentiert. Das Bild C(W) heifit Code. Ein Code heifst Block-
code, wenn alle Codewdrter die gleiche Lange haben.

Beispielsweise ist eines der bekanntesten Codeworter die ISBN (Interna-
tional Standard Book Number) auf Biichern. Dem ISBN-Code?, der bis

2Ich beschrénke mich hier auf den alten Code, da diesem wenigstens ein Korper aus 11
Elementen zu Grunde liegt — bei dem seit 2007 zu verwendenden liegt eine 10-elementige
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B Informations- und Kodierungstheorie

2006 tiblich war, liegt das 11-ndre Alphabet {0,1,...,9, X} zu Grunde. Be-
zeichnen wir mit z;, i € {1,2,...,10} den i-ten Buchstaben

[ {01,.,9X} firi=10
! {0,1,...,9} sonst

eines Codewortes, so ergibt sich fiir den letzten Buchstaben

9
Z10 = (Zizi> mod 11,

i=1

wobei beim numerischen Ergebnis 10 das Zeichen X fiir z1o gesetzt wird.
Das letzte Zeichen ist also tiberfliissig und ist eine Priifziffer.

Haufig wird noch nach Quell- und Kanalcodierung unterschieden. Hier-
bei bezieht man sich auf unterschiedliche Aufgaben dieser Codes; wih-
rend eine Quellcodierung moglichst ,effizient” sein soll, soll die Kanalco-
dierung den Stérungen im Kanal entgegenwirken.

Mit einem willkiirlich gewéhlten 1 < a € R ist die mittlere Information
H,(W) einer Quelle

Hi(W) 1= T () logaﬁ

wobei p(s) die Wahrscheinlichkeit der Information s angibt. H,(W) ist ein
Mafs und heifst nach [ ] auch Entropie. Eine beliebige u-nidre Quelle
tiber dem Alphabet F mit den u Wortern W kann keine hohere Entropie
besitzen als:

Hy :=log, u

Dies wird genau dann erreicht, wenn alle Nachrichten gleich wahrschein-
lich sind:

Die Differenz

R := Hy — Hq(W)

Menge vor. Somit kann die Rechenoperation mod durch die entsprechende Rechenope-
ration im Korper ersetzt werden.
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beschreibt, wie eine Quelle die Moglichkeiten durch das Alphabet aus-
nutzt. Man bezeichnet R als (absolute) Redundanz. Die relative Redun-
danz (vgl. D

ist skaliert und es gilt offensichtlich r € [0;1]. Ein Wert von 1 fiir die rela-
tive Redundanz bedeutet aber eine ,, wortlose” Quelle und erscheint selt-
sam. Der Wert

beschreibt ebenfalls die Ausnutzung des Alphabets durch eine Quelle und
heifdt Effizienz. Es gilt:

r+E=1

Wenn man den Ausgang einer Codierung wiederum als Quelle interpre-
tiert, konnen die Begriffe Redundanz und Effizienz direkt auf eine Codie-
rung iibertragen werden.

Durch das unnétige Zeichen im obigen Beispiel des ISBN-Codes ist klar,
dass diese Codierung eine positive Redundanz aufweist. Die Effizienz
muss damit kleiner 1 sein. Man konnte also die Information, die beispiels-
weise ein Buch eindeutig benennt, auch kiirzer mit 9 Zeichen fassen. Aber
das 10-te Zeichen (Priifziffer) ermoglicht das Erkennen von kleinen Uber-
tragungsfehlern. Ein geeigneter Decodierer (z. B. ein Buchhédndler) kann
damit die erneute Ubertragung der Information beim Codierer (z. B. ein
Kunde am Telefon) anfordern und somit den Fehler, der durch Rauschen
(z. B. das durch IP-Telefonie verursachte Echo) verursacht wurde, korrigie-
ren. Mit einer geniigend grofsen Redundanz konnen kleine Fehler durch
die Rauschquelle bei der Ubertragung im Kanal vom Decodierer auch di-
rekt korrigiert werden — man redet hierbei von fehlerkorrigierenden Co-
des.

Eine Codierung, die eine Abbildung von und in strukturlose Menge ist,
muss durch eine Code-Tabelle beschrieben werden. Ein derartiges Vorge-
hen bedeutet fiir einen Codierer bzw. Decodierer ein permanentes Suchen
in der Code-Tabelle. Eine wesentliche Erleichterung bietet eine Struktur in
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B Informations- und Kodierungstheorie

der Urbild- und Bildmenge. Im einfachsten Fall bilden diese Mengen zu-
mindest eine Halbgruppe oder eine Gruppe. Noch mehr Struktur kann er-
reicht werden, in dem diese Mengen mit geeigneten Verkniipfungen end-
liche Korper darstellen. Dieser Spezialfall wird nun genauer betrachtet.

Sei IF, ein endlicher Korper mit g Elementen®. Weiter sei V() := Fy,
n € N ein n-dimensionaler Vektorraum tiber dem endlichen Korper IF,
mit der Hamming-Metrik

0 Va(q) X Va(q) = No, (v, y) = [{i € {1,2,...,n} : x; # yi}].

Die Hamming-Metrik misst also in wievielen Komponenten sich die Vek-
toren x,y € V;,(q) unterscheiden.

Die Elemente des Korpers [F, reprédsentieren ein g-nédres Alphabet. Der
Vektorraum V,,(q) reprasentiert alle Codeworter der Lange 7.

Damit ist ein linearer (1, k)-Code iiber [F, ein k-dimensionaler®” Untervek-
torraum C von V,,(¢q). Offensichtlich ist ein linearer (1, k)-Code ein Block-
code.

Legen wir wieder das Alphabet IF; auch einer u-nédren Quelle mit den k-
Buchstaben-langen Wortern Vi(g) zu Grunde, so bildet eine lineare (1, k)-
Codierung C : Vi(q) — Vi(g) einen k-dimensionalen Vektor (eine Infor-
mation als Wort der Quelle)

)
2)
s; = € Vi(q)

0

y
X

auf ein Vektorraum-Element (ein Codewort)
0
C(si)) = Y s//bj € C C Vu(q)
j=1

ab, wobei B := {by, by, ..., b} eine Basis des Untervektorraums C sei. Mit
der Generatormatrix

Gi=(by|by|...| b ) € Bk

26Dazu muss g eine Potenz einer Primzahl sein und daher g > 2.
Zalso:k e N, k<mn
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kann dies tibersichtlich durch
Gs; € C
bzw.
C={ceVy(g):c=Gs,s e Viq)}

dargestellt werden.

Zum Abschluss dieses Kapitels sei noch das Beispiel des Hamming-Codes
[ ], der einen perfekten linearen fehlerkorrigierenden Blockcode C
tber IFp darstellt, genannt. Er wurde frither zur Fehlerkorrektur im Ar-
beitsspeicher von Grofirechnern verwendet, wurde aber durch ECC er-
setzt. Weiterhin kann dieser Code auch auf Festplatten {ibertragen werden
und fiihrt damit zum RAID 2 [ ], welches heute ebenfalls keine An-
wendung mehr findet. Die Generatormatrix des linearen (7, 4)-Hamming-
Codes lautet:

1000
0100
0010

G=|0001/[ecF
1101
1011
0111

Fiir die technische Anwendung als RAID 2 bedeutet dies, dass man 7k, k
IN Festplatten einsetzt und die Datenkapazitit von 4k Festplatten nutzen
kann. Dies restlichen 3k Festplatten dienen der Redundanz und dienen
zum Speichern der Paritatsinformationen.

Alle Wérter s € Vy(2) = IF3, die gespeichert/codiert werden sollen, sind
gleichwahrscheinlich und werden durch G auf V;(2) = IF; abgebildet. Da-
mit ergibt sich, wegen der linearen Unabhédngigkeit der Spalten von G, die
mittlere Information des Ausgangs der Codierung C, gemessen beziiglich
der Basis 2 = |IF|, zu:

24

:221—411)24:4

H(C(F)) = ¥ plo)log, =

ceC(F4) pl)  H
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B Informations- und Kodierungstheorie

Die maximale Entropie ist
Hy = log,2” =7.
Somit ergibt sich die relative Redundanz

r_HO—Hz(C(ng)) _7-4_3
N Hy 7 7

und die Effizienz

4
E—1—7=2,
=7
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C Topologieoptimierung

In diesem Kapitel des Anhangs werden Standardmodellierungen und -
methoden zur Topologieoptimierung wiedergegeben, damit auch ein hier-
mit nicht vertrauter Leser einen Einblick bekommen kann.

Unter Topologieoptimierung versteht man zunéchst die Suche nach einer
optimalen Topologie einer statischen Struktur. Der Begriff der Topologie
([ ]) bezieht sich hier auf den geometrischen Korper. Eine Kugel und
ein Zylinder haben hierbei die gleiche Topologie — ebenfalls ein Torus und
eine Kaffeetasse; d.h. diese Objekte lassen sich jeweils paarweise durch
gleiche Mengensysteme (Aquivalenzklassen) beschreiben. Bei der Suche
der optimalen Topologie muss daher eine Bewertung zu Grunde gelegt
werden, die das optimale Element aus allen moglichen der selben Aqui-
valenzklasse bewertet. Die Suche nach dem optimalen Element innerhalb
einer Aquivalenzklasse ldsst sich durch Gestaltoptimierung oder Dimen-
sionierung bewerkstelligen. Diese Trennung findet sich beispielsweise bei
[ , bubble method].

Die verbreiteten Bewertungskriterien in der Topologieoptimierung sind
das Volumen und die Steifigkeit (bzw. die umgekehrt proportionale Com-
pliance). Diese Kriterien miissen nun auf die beste Struktur in einer Aqui-
valenzklasse angewendet werden, um diese Menge zu bewerten. Es wird
stets ein linear elastisches Materialverhalten zu Grunde gelegt.

Man unterscheidet 2 grundsétzliche verschiedene Methoden zur Topolo-
gieoptimierung, die fiir diese Arbeit verwendet wurden:

¢ kontinuierliche Topologieoptimierung (vgl. Kapitel C.1 SIMP)

¢ diskrete Topologieoptimierung (vgl. Kapitel C.3 Topologieoptimie-
rung beim Fachwerk)

Diese Unterscheidung erfolgt anhand der physikalischen Bedeutung der
Strukturen. Daher ist hier der Begriff , diskret” nicht beziiglich Optimie-
rung zu verstehen. Die Grundidee, nach der optimalen Topologie zu fra-
gen, ist immer ein diskretes Problem — ndmlich die Suche nach einem ge-
eigneten Mengensystem.

Die kontinuierliche Topologieoptimierung sucht nach einer optimalen
Materialverteilung. Dies findet sich bereits bei [ ]. Die diskrete To-
pologieoptimierung erzeugt die Topologie einer Struktur durch die Wahl
der Dicke gewisser gewdhlter diskreter Teilstrukturen, die den Bauraum
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C Topologieoptimierung

tiberdecken. Im Gegensatz zur Dimensionierung werden explizit auch Di-
cken von 0 zugelassen sind. Dies kann bereits in [ ] gefunden werden.
Diese Teilstrukturen konnen durch eine finite Elemente Methode behan-
delt werden (vgl. Kapitel C.3.1). In Kapitel C.3.2 wird ein andere Ansatz,
namlich mit der Matrix-Kraft-Methode, verwendet.

Waéhrend der Ansatz in Kapitel C.1 bei einem vorgegebenen Volumen die
Compliance minimiert und dadurch die Steifigkeit maximiert, werden in
Kapitel C.3 sowohl die Compliance als auch das Volumen als Bewertungs-
kriterien verwendet.

C.1 SIMP: Solid Isotropic Material with Penalization

Die erfolgreichste Methode der Topologieoptimierung ist die Homogeni-
sierungsmethode mit der Compliance als Zielfunktion. Um nach der Re-
laxation weiterhin eine moglichst diskrete Dichteverteilung zu erhalten
wird der folgende SIMP-Ansatz (vgl. [ ) verwendet. Die Herleitung
der Steifigkeitsmatrix K = K(x) = Y, K,x! als Summe der Elementstei-
tigkeitsmatrizen findet sich in Standardwerken wie [ ] oder | ].
Als wichtige Eigenschaft sei hier genannt, dass K symmetrisch und und
tiir x > 0 positiv definit ist.

Der SIMP-Ansatz wird durch folgendes Optimierungsproblem gestellt:

Zielfunktion:  ¢(x) = u’ f — min (C.1)
X
unter:  |[|x||; <V
mit:  Ku=f

Zur Ubersicht finden sich in folgender Tabelle die Bedeutungen der ein-
zelnen Variablen — sowohl die Daten des Anwenders (n, m, K,, f, V, p), als
auch die Modellierungsvariablen (x, u, ¢, K):

nelN Anzahl finiter Elemente

m € N Anzahl Freiheitsgrade (Knotenzahl *
Raumdimension)

K, € R™*™ Elementsteifigkeitsmatrix des Elemen-
tes e in globalen Koordinaten

feR" vordefinierte Last

VeR" vordefiniertes maximales Volumen

peN Penaltypotenz, Verfahrensparameter
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C.1 SIMP

x = (x1,x,...,x1)T €]0;1]" relative Dichte der einzelnen finiten Ele-
mente, Designvariablen

u=u(x) e R™ Verschiebungen

c=c(x) eR Compliance als Zielfunktion
K = K(x) = Y, Kx! € Steifigkeitsmatrix der Struktur
]Rmxm

Eigentlich sollte x € {0;1}" sein, doch eine Relaxation hat zu x € [0;1]"
gefiihrt. Um trotzdem im Ergebnis moglichst Werte aus {0;1}" zu haben,
wurde die Penaltypotenz p eingefiihrt — damit diese wirkt, muss p > 1
sein.

Wie spéter gezeigt wird, ist fiir p = 1 sowohl die Zielfunktion als auch
der Zuldssigkeitsbereich konvex. Fiir p > 1 ist die Zielfunktion nur noch
ndherungsweise konvex.

Damit das Gleichungssystem Ku = f losbar ist, muss K nicht singuldr
sein. Dies wird durch positive Dichten erreicht — dazu wird ein weiterer
Verfahrensparameter € € R" sowie eine weitere Restriktion an die Desi-
gnvariablen eingefiihrt:

0<e<x<1bzw. x € [¢;1]" mite > 0, wobei € klein ist.

Da €f ~ € und 17 = 1, dndert weder die e-Beschrankung noch die Penal-
typotenz im gewiinschten Optimum die Werte.

Somit stellt Ku = f keine Nebenbedingung dar, sondern ist Teil der Ziel-
funktion (vgl. [ 11 ]). Das Gleichungssystem wird nach u aufge-
16st und damit kann dann die Zielfunktion ausgerechnet werden. Formal
ergibt sich somit die Zielfunktion zu:

e(x) = uf = fK'f

Da dies numerisch das falsche Vorgehen?® ist und diese Beschreibung des
SIMP-Ansatzes auch ungewohnlich wére, bleibe ich hier bei der {iblichen
Konvention.

Offensichtlich definieren die echten Nebenbedingungen ||x||; < V und
xpp < x < 1 eine konvexe Menge: x;;, < x < 1 ist eine Box-Bedingung;
||x|]; < V ist die Begrenzung durch eine Hyperfldche in dieser Box.

ZBNumerisch die Inverse einer n x n-Matrix A zu berechnen erfolgt durch n-malige
Losung eines linearen Gleichungssystems: A = [ < A~'!A = A7l = A~!. Daher ist es
effizienter das Gleichungssystem nur einmal zu losen. Das Berechnen der Inversen einer
Matrix ist eine ,,iiberraschend seltene Aufgabe” [ , Kapitel 4.2].
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C Topologieoptimierung

Damit ist der Zuldssigkeitsbereich sogar ein konvexes, beschréanktes Poly-
eder.

Zur Bestimmung der Ableitungen der Zielfunktion c(x) nach den Design-
variablen x miissen ein paar einfache Identititen nach x, abgeleitet wer-
den:

Die Identitaten
Ku=f
und
K'K=1

werden auf beiden Seiten partiell nach x. abgeleitet:

oK ou
-1
K*K:I::>8K K+K4§5:0
0Xx, 0X,
oK1 10K _ 4
o = KoK (C.3)

Damit ergibt sich die erste Ableitung von c(x) komponentenweise zu einer
nicht positiven Zahl:

ac(x)  ofTu
ox,  0OX,
ou
_ TV"
f 0x,
ou
_ Ty Y%
- Kaxe

I
|
=
=

IA
o
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C.1 SIMP

Fiir die zweite Ableitung von c¢(x) ergibt sich komponentenweise:

9 0 .7 _ Tg—1
0X, aXéf = axe axef f
C3) 1., (0K oK 1 9 (9K
= uk ( axe 0xs u+ ke axe \oxg" Ku
0K 10K 9K 9K _ ;0K
T 1 1
= K~ K~ —K~ K™
f (axe dx;  0x.0x; + 0x; ox ) f
Fall p = 1: Fir p = 1 fallt der gemischte Term agjaKx@ weg. Beidseitige
Multiplikation von der Hessematrix (%Z Z’) mit einem beliebigen Vektor
v # 0 ergibt:
2T 2T
T<—af u)v = ) veaf 00
0XpXp SE oxexe
N N
= L Y KT (KKK + KKK ) K™ foens
e=1é=1
N N
= 2Y Y FTK ! (0:Ks) K1 (veKe) K1 f
e=1é=1

Mit H := Zé\]zl v.K, ergibt sich dann wegen der positiven Definitheit von
K1

2¢T
T<af ”)v = 2fTKIHK 'HK"If

0XeXp

= 2(H1<—1f>T1<—1 (HK'f)
> 0 (C4)

Fir p = 1 ist also ¢(x) konvex und somit (C.1) ein konvexes Optimie-
rungsproblem.

Fall p > 1: Fir p > 1 féllt der gemischte Term aa 5x; hicht weg. Beid-
seitige Multiplikation von der Hessematrix ( ;XJ: = > mit einem beliebigen
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Vektor v # 0 ergibt:

ol (w>v = %Zveazf%vé

0XeXp
— 2 Ly Tr—1 p—1 -1 p—1 -1
= 2p*) Y f'K (véxé Kg)K (vexe KE)K f-

N

p(p—1) Y fTK 12Kl 2K f
e=1

Fiir p > 1 bleibt allerdings eine ndherungsweise Konvexitit im nachste-
henden Sinn: Fiir 2 verschiedene zulidssige Punkte x(!) und x(?) ist mit
0<a<lund

xi=axM 4+ (1—a)x®

die Zwischenstelle x ebenfalls zuldssig. Weiter gilt:

N N
K(x) = YK=Y Ko (axt + (1 - a)x?)
e=1 e=1

= akK (x(l)) +(1—-wa)K (x(z))

Die Verschiebungen seien wie folgt definiert:

-1

K <x(1)> WV = f o 40 =K (x(1)>

f
-1
K <x(2)> u? = f & u? =K (x(2)> f
Kx)u:=f & u:=K(x)f
In grober Ndherung konnen dabei die Inversen der stark diagonaldomi-
nanten Bandmatrizen durch inverse Diagonalmatrizen dargestellt wer-

den. Dazu seien die Diagonalmatrizen S und T mit positiven Diagonal-
elementen?’ definiert:

S:~ K (x(1)>

PWegen der positiven Definitheit miissen die Diagonalelemente ebenfalls positiv sein.
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bzw.
K(x(l))_1 ~: §1
s1 - i
= 52 = %
Und:
T:~ K (x(z))
bzw.
K(x(2)>1 ~ T7!
t - L
— ty — %

Und damit ergibt sich fiir die Zwischenstelle die Ndherung:

K(x)™! = <0¢K (x(1)> +(1—-a)K (x(2)>>_1
~ (aS+(1—a)T)*

asy+ (1 —a)h
— asy; + (1 —a)ty

asy+(1—a)t

asy+(1—a)ty
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Nun gilt fiir die Zielfunktionen
flu = fK >‘1f
Z i as; + (1 — o)t
1
Z ffa + 2 21 —a)

~ zxfTK<x()> f+(1—zx)fTK<x(2)> f
= ochu(l)—l—(l—zx)u(z),

Q

da in den einzelnen Komponenten wegen der positiven Definitheit von K
und damit von S und T gilt:

ocsi—i—(i—oc)ti = (Xsli—}_(l_a)l@
0 < &®it; +a(l—a)t? +a(l—a)s? + (1 —a)?s;t; — s;t;
= <a2+(1—oc)2—1> siti +a(1 —a)s? +a(l — a)t?
= 2a(a —1)s;t; +a(l—a)s? +a(l — a)t?
= a(l—ua) (—Zsiti + 57+ tf)

= a(l—a)(si—t)’ (C.5)

~
-

Weiterhin gilt in mindestens einer Komponente keine Gleichheit, da S -1 #
T fiir 2 verschiedene Punkte x(!) und x(?).

Somit ist fiir p > 1 die Zielfunktion c(x) ndherungsweise konvex.

Die Penalty-Potenz p > 1 wird eingefiihrt, damit jedes x eine Ecke des
zuldssigen konvexen, beschrénktes Polyeder ist — also entweder minimale
Dichte oder maximale Dichte in jeder Komponente x, € {xj;,1} — da Zwi-
schendichten physikalisch nicht interpretierbar, nicht produzierbar und
damit nicht sinnvoll sind. Da allerdings 17 = 1 und xlpb ~ 0 gilt, ist
zumindest in der Nahe eines gewiinschten Optimums die Zielfunktion
auch fiir p > 1 strikt konvex. Vorgehensweisen zur Vermeidung eines
Schachbrettmusters — wie Gradientenbeschrankungen oder lokale Filte-
rungen des Gradienten — verhindern allerdings die gewtinschte komplette
0-1-Belegung.
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Von mir wurde die von O. Sigmund eingefiihrte und in [ ] unter der
Uberschrift ,Filtering the sensitivities” beschriebene Filterung verwen-
det. Dabei wird in jedem Iterationsschritt eines gradientenbasierten Opti-
mierungsalgorithmus der Gradient der Zielfunktion entsprechend seinen
Nachbarelementen gewichtet:

dc 1 N
a_xk = —Z i,kxia_xi

=1
mi Hi,k = ImaxX {O, Tmin — diSt(k, Z)}

Hierbei werden fiir alle Elemente k alle anderen Elemente i betrachtet,
deren Abstand dist(k,i) im Bauraum kleiner als der Verfahrensparameter
Tmin iSt.
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1. 13 25 37 49 21@
2 1 2 3 6
1 6 " 11 165 21
3, 15 27 39 5 63
4 1 2 4 6
5261—;7&2—9;2 41; 5322 65 r r
1 5
o 3'% g 137 194 of CNCH
7. 19 3 43 55 67 r3, T7
8 2 3 -} 5
AP M 56 o raf s
9. 2 33 45 57 69
1 523 174 149 538 o7
1 23 35 47 59 7
1 2 3 4 6 7
(a) Nummerierung aller Elemente (b) Nummerierung eines Elementes

Abbildung C.1: Nummerierung der Elemente

C.2 Nummerierung der Elemente beim SIMP-Ansatz

Wie bei finiten Elemente Methoden miissen auch beim SIMP-Ansatz die
Elemente, Knoten und die Knotenrichtungen nummeriert werden. Im Fol-
genden wird eine explizite Nummerierung angegeben. Dadurch muss
nicht langwierig tiber eine Tabelle wiederholt nachgeschlagen werden,
sondern es kann durch einfache Formeln unmittelbar und somit effizien-
ten auf die gewiinschten Elemente, Knoten oder Knotenrichtungen zuge-
griffen werden. Weiterhin wird mit der im Folgenden gewdhlten Numme-
rierung eine schmale Bandbreite der globalen Steifigkeitsmatrix in globa-
len Koordinaten erzielt. Somit entfillt eine aufwendige Vorsortierung.

C21 2D

In diesem Kapitel werden die 2-dimensionalen Elemente Quadrate geeig-
net nummeriert, um eine schmale Bandbreite der globalen Steifigkeitsma-
trix in globalen Koordinaten zu erzielen.

Dazu werden, wie in Abb. C.1(a) dargestellt, die Elemente e(i, j) Spalten-
weise durchnummeriert. Auf analoge Weise werden die Knotenrichtun-
gen r(i, j) nummeriert. Die Zuordnung kann Abb. C.1(b) entnommen wer-
den.

e(i,j) == (—1)ny+j
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i) 2+ ((my+1) - (i~ 1) +j) —
(i) 2 ((ny +1) - <z—1>+])
ralis ) 2 (i) )

’ r5(i,7) 2- ((ny—l—l) (1—1) +7j+ (ny—i—l))
6(i,]) 2-((ny+1)-(i-1)+j+ (”y+1))
r7(1,7) 2-((ny+1)-(i—1)+j+(ny+1)) +1
rs(i, J) 2-((ny+1)-(i=1)+j+ (ny+1)) +2
2-((ny+1)-(i—-1)+j) -1 1

2. ((ny-l—l) (i—1)4+7j 2
2-((ny+1)-(i—1)+j)+1 3
2-((ny+1)-(i—1)4+j)+2 | B 4

g (y(ny+1) i+j) i)1 AR I

2 ((ny+1)-i+j) 2n, +4
2-((ny+1)-i+j)+1 21, +5

2-((ny+1)-i+j)+2 21, + 6

1 27
2 28
3 29
ny=mny=>5 r(1,1) = 143 ; r(3,2) = 28
14 40
15 41
16 42

In Abb. C.2 wurde die Struktur der Steifigkeitsmatrix angedeutet; nur die
Nicht-Null-Elemente wurden als Fleck gezeichnet.

Es ist also nur belegt (teilweise sind sogar diese Elemente 0):

¢ Hauptdiagonale

untere und obere Nebendiagonale: 1
untere und obere Nebendiagonale: 2
untere und obere Nebendiagonale: 3
untere und obere Nebendiagonale: 21, — 1

untere und obere Nebendiagonale: 21,
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Abbildung C.2: Struktur der Steifigkeitsmatrix bei der Nummerierung
nach Kapitel C.2.1in2 D

* untere und obere Nebendiagonale: 21, + 1
* untere und obere Nebendiagonale: 21, + 2
* untere und obere Nebendiagonale: 21, + 3
* untere und obere Nebendiagonale: 21, + 4

* untere und obere Nebendiagonale: 21, + 5
Also ergibt sich beispielsweise eine Bandmatrix K € R"*"" mit
m = 2(ny +1)(n, +1)
und einer Bandbreite von
=k +ky+1=22n,+5)+1
bzw.
ki = ky =2n, +5
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15 21
13 719
3 714 9 1720

T4
{444716 T2
r17 1o 1723
Ty 710
7’5 11

Abbildung C.3: Nummerierung eines Elementes in der k-ten Ebene, i-ten
Spalte und j-ten Zeile in 3 D

untere und obere Nebendiagonalen. Mittels typischem Bandmatrizenspei-
cherschema®’ kann dies in einer (I x m)-Matrix KB gespeichert werden.

Ny ny K KB Ersparnis

10 10 242 x 242 51 x 242 78.9 %
100 | 100 20402 x 20402 411 x 20402 98.0 %
1000 | 1000 | 2004002 x 2004002 | 4011 x 2004002 | 99.8 %

Bereits fiir n, = n, = 100 bendtigt man auf diese Weise rund 64 MB um KB
als Double®! zu speichern. Wenn man hingegen lediglich die 15 Diagona-
len mit jeweils maximal m Elementen als Double speichert, benotigt man
nur noch rund 2 MB. Allerdings bendtigt man fiir eine Faktorisierung der
Bandmatrix KB — beispielsweise zum Losen eines linearen Gleichungssys-
tems — den Speicherplatz aller Diagonalen, also auch der Nulldiagonalen.

C22 3D

Wie in Kapitel C.2 werden die Elemente ¢(i, j, k) spaltenweise und ebenen-
weise von vorne nach hinten nummeriert. Auf analoge Weise werden die
Knotenrichtungen r(i, j, k) durchnummeriert. Dies ist in Abb. C.3 darge-
stellt.

e(i,j, k) := (i—D)ny + (k— 1)nyny +j

3Oki’]' = kbk1+k”+l+ifj,j fur max(l,j — ku) S i S min(m,j + kl) und ki,j = 0 sonst.

3164 Bit pro Element
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r(i,

my =ny+1;

‘
6]

NN NN N N TN TN T
. TN, TN, N, ™, \VN. Al e )
~
~
R RO R
N N e N e e N N

j k) =

<
—
N
NN AN AN AN N N N N N N N N N
e T N N R R A A N R R
‘\.\x.\\.\\.‘\\.‘\.\x.b\.\x.\\.‘\.\x.\\.\x.\\.
SRR RO RO RO RO RO RO RORORORe
— S S S S

(my(i —1) +j) +3(k — 1)mym, —2

(my(i—1)+j) +3(k —1)mym, — 1

3 (my(i —1) +j) +3(k — 1)mym,

3 (my(i—1)+j) +3(k—1)mymy, + 1

3 (my(i—1)+j) +3(k—1)ymem, +2

3 (my(i—1)+j)+3(k—1)mym, +3

my(i —1) 4+ j+my) + 3(k — 1)myem, — 2
y(i=1) +j+my) +3(k = 1)myemy —1

3
3
3

y(@—=1)+j+my) + (k 1)mxmy+1
my(i —1) +j+my) + 1)mym, + 2
y(i—1)+j+my) + —1 )y, + 3
3 (my(i—1) +])+3kmxmy—2

3 (my(z —1) +j) 4+ 3kmym, — 1

3 (my(i—1) +j) + 3k mym,

3 (my(i—1)+j) +3kmym, +1

3 (my(i—1)+j) +3kmymy, +2

3 (my(i — 1) +j) + 3k mymy + 3
3 (my(i—1) +j+my) +3kmym, —2
3 (my(i—1) +j+my) +3kmym, —1

3 (my (i — 1) +j -+ my) + 3k mym,
3 (my(i—1) +j+my) +3kmym, +1
3 (my(i —1) 4 j +my) + 3k mym, 42
3 (my(i—1)+j+my) + 3kmym, + 3

Die Nicht-Null-Elemente der Steifigkeitsmatrix wurden in Abb. C.4 als
Fleck gezeichnet um die Struktur abzubilden.

Es ist also nur belegt (teilweise sind sogar diese Elemente 0):
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C.2 Nummerierung der Elemente beim SIMP-Ansatz

* 3(ny +
1)—4
* 3(ny +
1) -3
L4 3ny_1 L4 3(nx +
1) -2
* 3ny
® 3(ny +
* 3n,+1 1) -1
1 ° 3ny+2 ° 3(nx +
2 3m,+3 D)
3 ° 3ny+4 * i)gnx 1+
4 [ ] 3ny+5 o B(nx +
5 * 3ny,+6 1)+2
e 3n,+7  *3(nx +
1)+3
* 3n,+38
* 3(ny +
® 3n,+9 1)+4
* 3(ny +
1)+5
(

1)+6

_|_

_|_

3(ny + D(ny + 1) +

3(ny +1)(ny +1) +3ny

3(ny + 1)(ny + 1) +

3ny—|—1

3(ny + 1)(ny, +
3ny + 2

3(ny + 1)(ny, +
3ny, +3

3(ny + 1)(ny +
3ny, +4

3(ny + 1)(ny +
3ny, +5

3(ny + 1)(ny +
3ny, +6

3(ny + 1)(ny +
3ny +7

3(ny + 1)(ny +
3ny, + 8

3(ny + 1)(ny +
3ny, +9

Also ergibt sich beispielsweise eine Bandmatrix K € R"*" mit

m = 3(ny +1)(n, +1)(n; +1)

und einer Bandbreite von

bzw.

1)

+
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untere und obere Nebendiagonalen. Mittels typischem Bandmatrizenspei-
cherschema®? kann dies in einer (I x m)-Matrix KB gespeichert werden.

Ny =Ny =Ny K KB Ersparnis
10 3993 x 3993 562 x 3993 85.9 %
100 3090903 x 3090903 41422 x 3090903 98.7 %
1000 3009009003 x 3009009003 | 4014022 x 3009009003 | 99.9 %

Bereits fiir n, = n, = n, = 100 benotigt man auf diese Weise rund 954
GB um KB als Double® zu speichern. Wenn man hingegen lediglich die
47 Diagonalen mit jeweils maximal m Elementen als Double speichert, be-
notigt man nur noch rund 1 GB. Allerdings benétigt man fiir eine Fakto-
risierung der Bandmatrix KB — beispielsweise zum Losen eines linearen
Gleichungssystems — den Speicherplatz aller Diagonalen, also auch der
Nulldiagonalen.

32](1',]' = kbk[JrkqulJrifj,j fur max(l,j — ku) S i S min(m,]' + kl) und ki,j = 0 sonst.

3364 Bit pro Element
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Abbildung C.4: Struktur der Steifigkeitsmatrix bei der Nummerierung
nach Kapitel C.2.2in 3 D
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C.3 Topologieoptimierung beim Fachwerk
Um durch einen Fachwerkansatz eine Topologieoptimierung zu ermdogli-

chen, wird der Bauraum mit Stidben iiberdeckt. Dieses Vorgehen wird als
Grundstrukturmethode (ground structure method) bezeichnet ([ D.

C.3.1 Topologieoptimierung beim Fachwerk analog zum SIMP-Ansatz

Analog zum SIMP-Ansatz (C.1) aus Anhang C.1 kann auch beim Fach-

werk vorgegangen werden (vgl. [ I [ ]). Eine Herleitung der
Elementsteifigkeitsmatrix bzw. der Steifigkeitsmatrix findet sich in Stan-
dardliteratur wie [ ] oder [ ]. Spéter in diesem Abschnitt wird

die Elementsteifigkeitsmatrix auch explizit angegeben.

Allerdings sind die Designvariablen (Stabvolumen) von vornherein konti-
nuierlich zwischen 0 und einem vorgegebenen maximalen Stabvolumen.
Dieses wird wieder auf 1 skaliert.

Da hierbei also keinerlei Relaxation notwendig ist, besteht auch keine Not-
wendigkeit fiir eine Penalty-Potenz.

Damit ergibt sich die Topologieoptimierung beim Fachwerk als folgendes
Optimierungsproblem:

Zielfunktion:  z(x) = u’ f — min (C.6)
X
unter: Ku = f
Ix[ly =V

Wobei die Variablen folgende Bedeutungen haben — die Daten des Anwen-
ders (n, m, K, f, V), die Modellierungsvariablen (x, u, z, K):

nelN Anzahl Stébe (finiter Elemente)

m € N Anzahl Freiheitsgrade (Knotenzahl *
Raumdimension)

K, € R™*™ Elementsteifigkeitsmatrix des Stabes /

Elementes e in globalen Koordinaten
(vgl. [ , Kapitel 1.3.2], [ , De-

finition 2.5])

feR" vordefinierte Last

VeRT vordefiniertes maximales Volumen

x = (x1,%,...,x,)T €[0;1]" relative Volumen der einzelnen Stibe,
Designvariablen
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u=1u(x)eR" Verschiebungen

z=z(x) €eR Compliance als Zielfunktion

K = K(x) = Y} {Kex, € Steifigkeitsmatrix des Stabwerkes
]RTI’ZXm

Im Gegensatz zu einer Aussage in [ ] ist hier die Zielfunktion als
auch der Zuléssigkeitsbereich konvex — wie im Kapitel C.1 fiir p = 1 ge-
zeigt wurde.

Auch alle weiteren Aussagen aus Anhang C.1 kénnen analog iibernom-
men werden.

Weiterhin wird in [ , Theorem 2.11.1] festgestellt, dass — falls obiges
Optimierungsproblem (C.6) losbar ist mit dem Optimalwert C — ebenfalls
folgendes losbar ist mit dem Optimalwert V aus obiger Nebenbedingung:

Zielfunktion:  v(x) = ||x||; — min
X

unter: Ku=f
ulf<cC

Da bei der kontinuierlichen Topologieoptimierung im Allgemeinen kein
fully stressed design vorliegt, ist dieser Zusammenhang nicht auf den
SIMP-Ansatz (C.1) tibertragbar. (Die Voraussetzung fully stressed design
in [ , Theorem 2.11.1] ist hierbei nicht erftillt.)

Die Steifigkeitsmatrix stellt sich dabei wie folgt dar:

K =

N
x.K,

e=1

Ein Stab zwischen den Knoten (ay,a,) und (by,by,) schliefit mit der x-
Achse den Winkel ¢ ein und hat die Elementsteifigkeitsmatrix

c cs —c* —cs

K, — E[ e s —cs —¢
12| —c2 —cs % s
—cs —s* ¢s  §?
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wobei die Abkiirzungen

¢ = arctan <M>; c = cos (¢); s = sin (¢);

|ay — by

verwendet wurden. Die Stabldnge ist

L=/ (0 = bR+ (ay — by)’

und fir das Elastizititsmodul wurde E = 1000 verwendet.

Die Ableitung der Zielfunktion ergibt sich analog wie beim SIMP-Ansatz
(vgl. Kapitel C.1).

Fiir die Durchfiihrung der Optimierung und die Auswertung der Ablei-
tung der Zielfunktion sind noch einige weitere Ableitungen notwendig,
die hier abschlieffend angegeben werden:

a_cz — i t —|ax_bx|
. = 9a cos | arctan 0= b,|
—2(ay — by)
2 (|a —b |2 1 2
ay,—b = 4 )
| g y| ‘”y—by‘Z
—2(ay — by) |ay — by‘z
2
(|ax—bx|2+|“y_by|2>

a_cz — i CcoS arctan M
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ac
aay

oc?
oby

9s2
0ay

0s?
ob,

— COS

aay

(arctan <—|ax _ bx| ) )
|ay — by|

(307 (B 1)
y y 2

2 |ay

|ay—by|

- bx|2 (”y - by)

<|”x —bel* + [ay — by‘2>2

—— COS

b,

o
E)ay

d0dy S

(arctan <—|ax — bx| ) )
|ay — by]

(arctan (_\ax _ bx‘ ) )
|ay — by|

2(ay — by) 2(ay — by)?

2(ay — by)

2 |”x*bX|2 ) 4 —by|? 2
gy — by | (1=t 4o ot (el
‘ Y y‘ <’ay_by|2 ‘”y y’ <|ay_by|2 +

o (B2

——sin

oby

o
day

(arctan (—|ax _ bx| ) )
|ay — by|

117



C Topologieoptimierung

0s? 0 . |ax - bx|
— = —sin| arctan | ——
day day ‘“y - by|

B 2 |ay — byl 2 |ay — by
pu— 2 -
o |11x bx| a _b (|ﬂx bx| +1>

(ﬂy by) <|ay by|2 +1) (y y) |ay by|2
B 2 |ay — by|* B 2 |ay — by|?
n 2 2)? jax—bs |

(ay —by) <|”x_bx| + [ay = by| > (ay = by)” ({20 41

|ay—by|

a_sz — i S].n (arctan M
_ai
day

dcs 0 |ax — by| , |ay — by|
— = ——cos | arctan | —— sin | arctan | ————
0y 0y |ay —by| |ay — by|

sgn (ay — by) _ 2sgn (ay — by) (ay — by)?

2
ay — by| ( 1u=bl +1> _ (ax b’ )
| g y| (‘“y_byyz |ay by| ‘”y—bﬂz !

aCS a |ax_bx| . |ax_bx|
_— = — cos arctan | ———— sin | arctan | ———
_%

day
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acs 0 ( (|ax—bx|)> . < <|ax—bx|>>
— = —cos | arctan | —— sin | arctan | ——
day day ‘ay - by‘ ay — by|

2|ay —byl’sgn (ay —by) _ |ax—by|sgn (ay — by)

2
x—Dby _ ‘ax bx‘
‘a.‘/ - b}/‘4 <||ZJ b ||2 " 1) ’ay by| (|ay_by|2 " 1)

2 |ax — by|’ sgn (ay — by) _|ax —bx|sgn (ay — by)
_ 2 — 2\2 |‘1x—bx|
<|‘1x ba|" + |ay — by | > jay = by[* (22 1

|ay—by|
% = i Ccos (arctan (M)> sin (arctan <M>>
by by ‘”y - by‘ W - by|

C.3.2 Topologieoptimierung beim Fachwerk als Volumensminimie-
rung (plastic design)

In der Strukturoptimierung von Stabwerken verbreitet, zumindest aber
in der stochastischen Fachwerksoptimierung (vgl. [ , Kapitel 9.2]
[ ]) findet sich bis heute ein Ansatz, der direkt eine Volumensmini-
mierung ermoglicht ([ Al 11 , plastic design]). Das Kraf-
tegleichgewicht Cw = f findet sich bereits in [ , matrix force method]
zusammen mit einer Herleitung der wesentlichen Teile der Geometriema-
trix. Die Geometriematrix wird in Kapitel C.3.3 vollstindig hergeleitet.

Zielfunktion:  V(a) = ITa — min (C.7)

a,w
unter: Cw = f
Omind < W < Omaxd

Die Bedeutungen der Variablen ist in folgender Tabelle {ibersichtlich zu-
sammengestellt: (zuerst die Daten des Anwenders (1, m, [, C, f, 0min, Omax)
und dann die Modellierungsvariablen (V, a, w))
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nelN Anzahl Stébe (finiter Elemente)

m e N Anzahl Freiheitsgrade (Knotenzahl *
Raumdimension)

I eR" Stabldngen

C e R™" Geometriematrix /  Gleichgewichts-
matrix

feR" vordefinierte Last

Omin € R™ physikalische Unterschranke (z.B. Flief3-
grenze bei elastoplastischer Verformung)

OUmax € RT physikalische Oberschranke (z.B. Fliefs-
grenze bei elastoplastischer Verformung)

V(a) e R Volumen als Zielfunktion

a=(ay,ap,.. .,an)T e R Stabquerschnitte, Designvariablen

w e R" Reaktionskrifte / Belastungen der einzel-
nen Stdabe

Omin Und 0max konnten auch Diagonal-Matrizen sein, um jedem einzelnen
Stab unterschiedliche Grenzen zuzuordnen. Als physikalische Grenzen
macht dies natiirlich nur bei verschiedenen Materialien Sinn. Dies miisste
dann auch analog in der Zielfunktion beriicksichtigt werden.

Dieser Ansatz (C.7) ist ein lineares Programm:

Zielfunktion: ITs —  min
a,wy,w_,s1,52
a
0 C —C00O0 w4 é
unter: Oomnl 0 —I I O w_ =1 o
—o0max] I 0 0 I S1 0
$2

a,wy,w—,s182 > 0

C.3.3 Geometriematrix

Die Geometriematrix wird in der Literatur praktisch nicht ausgerechnet.
Daher ist dies hier notig.

Die Geometriematrix beschreibt die Geometrie der Struktur. Dazu be-
trachten wir vorerst einen isolierten Stab im d-Dimensionalen, d € {2,3}.
Die Knoten v1),0(2) € R? werden durch einen Stab der Linge | =

Hv(z) — o) ) ‘2 verbunden. Eine statische Belastung des Stabes wihrend
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C.3 Topologieoptimierung beim Fachwerk

dieser in Ruhe bleibt, entspricht einer Kraftgrofie 4 € R im Stab in Langs-
richtung des Stabes. Die Kopplung der Stiabe im Fachwerk geschieht tiber
Knotenkrifte. Daher wird nun dieser Kraft im Stab eine Kraft f(!) ¢ R?
im Knoten v(!) zugeordnet:

Damit der Stab nun in Ruhe bleibt, muss statisches Gleichgewicht durch
eine Kraft f?) € RY im Knoten v(?), die f(1) entgegenwirkt, gelten:

Dieser Ansatz zeigt auch, dass durch die Knoten nur Krafte in Langsrich-
tung des Stabes eingeleitet werden konnen.>* Daher entstehen auch keine
Drehmomente (also i. B. keine Biege- und Torsionsmomente) im Stab.

Mittels des Geometrievektors 4 € R?? kann dies kompakt geschrieben
werden:

| =
< s
G
| |
< s
)
=

Il
N
-
CRG
~__

Wenn die Lage des Stabes im Raum durch seine Winkel zu den Koordina-
tenachsen gegeben ist, so kann der Geometrievektor ¥ € R?* auch durch
die Winkelfunktionen beschrieben werden. Beispielsweise fiir d = 2 und
einem Winkel ¢ des Stabes zur x-Achse ergibt sich:3

—COoS ¢

-1 ol — o | —sing
T LAY | cose
sin ¢

Da in der Praxis die Knoten gegeben sind, sollte man, um numerische
Rundungsfehler zu vermeiden, nicht aus diesen Koordinaten die Winkel

34Eine Kraft f(1), die orthogonale auf den Stab wirkt, fithrt bei Multiplikation der Glei-
chung f 1) = % (v(l) - v(z)> g mit f(1) zu dem Wert 0 des Skalarproduktes auf der rech-

ten Seite. Daher muss zwangsweise f(1) = 0 gelten.
35Im 3-Dimensionalen benstigt man natiirlich 2 Winkel.

121



C Topologieoptimierung

berechnen, um daraus dann mittels der Winkelfunktionen den Geometrie-
vektor zu bestimmen — dies wire auch viel aufwendiger als obige Defini-
tion. Die bei diesem schlechten Vorgehen resultierenden Fehler sind im
Besonderen im 3-Dimensionalen deutlich.

Im Fachwerk miissen nun mehrere solche Stibe zusammengefasst wer-
den. Dazu werden die 7 Knoten und die n Stdbe global nummeriert. Fiir

den i-ten Stab ergibt sich dann ein Geometrievektor () € R™ in globa-
len Koordinaten und der oben definierte Geometrievektor 7 € R?? in
lokalen Koordinaten. Jede Komponente von (¥ beschreibt nicht nur den
zugeordneten Knoten, sondern auch die zugeordnete Raumrichtung. Fiir
die j-te Komponente gilt:

(i)

¥, falls Knoten j mit dem Stab i inzidiert und

,y(i) _ k der Raumrichtung von j entspricht,
J d.-h:2(i—1)d+k=j
0 sonst

Also falls der Stab i einen Endknoten j besitzt, so ist die Komponente ’y]@

des Geometrievektors in globalen Koordinaten gleich der entsprechenden
Komponente des Geometrievektors 47 in lokalen Koordinaten.

Die Geometriematrix ergibt sich durch Aneinanderreihen der n Geome-
trievektoren:

Ci= (W |[4@ | . |40 ) e R™"
Somit kann das Kriftegleichgewicht mit der Gleichung
Cw=f

in den Stabkrédften w € R" und den Knotenkrdften f € IR™ global
beschrieben werden. Dieses Vorgehen ist als matrix force method (vgl.
[ ]) bekannt.
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C.4 Vernetzung des Bauraums durch Stibe beim Fachwerk

C.4 Vernetzung des Bauraums durch Stibe beim Fachwerk

Prinzipiell ist die Vernetzung beliebig und kann dem Anwender tiberlas-
sen werden. Um grofitmogliche Freiheiten der Topologieoptimierung zu
ermoglichen, kann jeder Knoten mit jedem anderen verbunden werden.
Dabei miissen Stibe, die durch mehrere andere Stibe ersetzt werden kon-
nen, nicht beriicksichtigt werden. Andere Vernetzungen reduzieren die
Freiheiten fiir die Optimierung.

C4.1 2D -jeder mitjedem

Jeder Knoten soll mit jedem Knoten {iber einen Stab verbunden werden.
Stdbe {iber einen anderen Knoten hinweg spielen keine Rolle.

49
200 418 748

Knoten 4 9
Stibe 6 28

Die Knoten werden auf einem Gitter erstellt: 7, Knoten in x-Richtung und
ny in y-Richtung. Dabei sind die Gitterkoordinaten (x,y)T gleichmagig
verteilt: ¢y < x < g1 und g0 < ¥ < gy1. Weiterhin sind die Knoten num-
meriert. Es wird davon ausgegangen, dass der x-Abstand 2-er benachbar-

ter Knoten gleich dem y-Abstand ist; also: gﬁx:glxo — 8178y

nyfl

> firely, =1,2,...,ny

> Knotennummer:
> x-Koordinate: (ely — 1) - g_xnl;glxo

@ @ @ > y-Koordinate: (el, — 1) - %

Nun sollen zwischen diesen Knoten die Stdabe gesetzt werden. Dazu wer-
den fiir jeden Knoten alle anderen Knoten sukzessive betrachtet, um dann
ggf. einen Stab zwischen diesen zu setzen.
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C Topologieoptimierung

> fiir alle Knotenel, = 1,2,...,nyund ely = 1,2,...,ny mitky = el +
ny - (ely —1)
> ry=1lundr, =0
> falls el 4+ ry < ny

> anderer Knoten
ko = (ely +ry) +ny - ((ely +1y) —1) =ely +ny -ely
> (kl,kz) ist Stab (es gilt k1 < k»2)

> firr, = —ely +1,—ely +2,...,—ely + ny und
ryzl,z,...,_ely+ny

> anderer Knoten k, = (el, + 1) +ny - ((elx + 1) — 1)

> falls kein anderer Knoten auf der Strecke zwischen ki und
ko liegt
> (kl,kz) ist Stab

Es bleibt hierbei die Frage, wie man erkennt, dass kein weiterer Knoten
zwischen 2-en liegt. Wir haben also

ki =ely+ny - (ely — 1)
und

ky = (ely +ry) +ny - ((ely +1y) — 1)
mit den Koordinaten

(ely — 1) - 8150
(EZy . 1) . 8y1—8y0

ny—l

und
(el + 1 — 1) S350
Auf Grund der Annahme

3x1 —8&x0  &y1 — &y0
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C.4 Vernetzung des Bauraums durch Stibe beim Fachwerk

ergeben sich die Positionen aus

elx_].

und

€lx+rx_1 _ elx_l + rx
Fiir ry = 0 liegt nur fiir r, = 1 kein weiterer Knoten auf der Verbindung.

X

Fiir ry # 0 und r, > 0 ist die Richtung ( ; entscheidend. Falls ein

weiterer Knoten auf der Verbindung liegt, so existiert ein A > 1 mit

(%)= (%)

wobei |ry|, 1y, |Fx|, 7y € N.

Division beider Gleichungen liefert:

7=l = @ wobei |Fy| < |ry| und 7y <7y

Mit anderen Worten: Falls % echt gekiirzt werden kann, so liegt ein weite-
rer Knoten auf der Verbindung.
Also:

Falls der grofite gemeinsame Teiler®® ggT (|ry|,7,) = 1, so liegt kein wei-
terer Knoten auf der Verbindung.

Mittels dem Euklidischen Algorithmus kann dies effizient tiberpriift bzw.
durchgefiihrt werden.

36vgl. Definition G.1 im Anhang G
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C Topologieoptimierung

Fiir ny Knoten in x-Richtung und 7y in y-Richtung ergibt sich die Ober-
grenze der Anzahl Stdbe zu:

ny—1 My ny My ny My ny—X ny—Y

LYty Y iv) ), X 1

x=1 y=1 x=1y=1 x=1y=1 re=1—x ry=1
7y #0 ggT(rx,ry)zl

ny—1 Ny Ny ny My ny—x—1My—Y
s X ZHZZHZZ L 21

x=1 y=1 x=1y=1 x=1y=1ry=1-x ry,=1

NNy (nxny — ny —ny +1

= (ny —1)ny +nyny + My (1 ZX y 1)
N 2

o ey (neny + 1)
< P Y\TXY
< )i 5

i=1

C4.2 3D -jeder mitjedem

Jeder Knoten soll mit jedem Knoten iiber einen Stab verbunden werden.
Stdbe iiber einen anderen Knoten hinweg spielen keine Rolle.

Knoten 8 125 216
Stibe 28 302 1716 6412 19508 48426

Knoten 512 729 1000
Stabe 108868 220280 415716

Die Knoten werden auf einem Gitter erstellt: 7, Knoten in x-Richtung,
ny in y-Richtung und 7, in z-Richtung. Dabei sind die Gitterkoordinaten
(x,,2)T gleichmaRig verteilt: gxo < x < gx1, g0 <y < gy und g0 <z <
9-1. Weiterhin sind die Knoten nummeriert. Es wird davon ausgegangen,

dass der x-Abstand 2-er benachbarter Knoten gleich dem y-Abstand und

auch gleich dem z-Abstand ist; also: £ 52 = S840 — S8
y 4
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C.4 Vernetzung des Bauraums durch Stibe beim Fachwerk

> furel, =1,2,...,ny

2 > fﬁrelyzl,z,...,ny

> furelz — ].,2,...,”2

N

\ > Knotennummer:

L/
@ > x-Koordinate:

%
&

9 o > y-Koordinaté:
6 (ely — 1) - 250
/ N / y ny,—1

(] -
NN (ely — 1) - 818x

&

_/ > z-Koordinate:
(elz -1)- gizlz;—glzo

Nun sollen zwischen diesen Knoten die Stabe gesetzt werden. Dazu wer-
den alle Knoten durchgegangen und fiir jeden Knoten wieder alle anderen
relevanten.

Dabei miissen ein paar Sonderfélle unterschieden werden:

1:
2:
3:

S AN L

ry = 0,1, = 0, r; = 0: identischer Knoten, kein Stab
rx:O,ry:0,rZ7éO::>rZ:1
ry=0,1y#0,r,=0=r,=1
rx#0,ry=0,r,=0:=r=1

ry # 0,1y #0,r, = 0: analog zu 2 D

ry # 0, ry=0,1; # 0: analog zu2 D

ry =0,7y # 0,7, # 0: analog zu 2 D

: 1y # 0,7y # 0,7, # 0: eigentlicher 3 D Fall

Dies fiihrt nun zu folgendem Algorithmus:

>

fir alle Knoten ely, = 1,2,...,ny, ¢el, = 1,2,...,n, und el;, =
1,2,...,n,
mit ky = el +ny - (ely — 1) +nyny(el, — 1)

> ry=0,7ry=0und r, = 1:fallsel, + r, < n;
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C Topologieoptimierung

> anderer Knoten k; = (ely +1y) +ny - ((ely +71y) —1) +
nyny((el; +r;) — 1)

> (kq,kp) ist Stab (es gilt k1 < k»)

> ry=0,ry=1und r, = 0:fallsel, +r, < ny
> anderer Knoten ky = (el, +ry) +ny, - ((ely +7¢) — 1) +
> (kq,ky) ist Stab (es gilt k1 < k»)

> ry=1,ry =0und r, = 0: falls el +ry < 14
> anderer Knoten k, = (el, +ry) +ny, - ((ely +7¢) — 1) +
> (kl,kz) ist Stab (es gilt k1 < k)

> fuI' rx — _elx+1,_elx+2,...,_elx+nx; ry — 1,2,...,_ely+
nyundr; =0
> anderer Knoten ky = (el, +r,) +ny - ((elx +7x) — 1)) +

> falls ry # 0 und kein anderer Knoten auf der Strecke zwi-
schen k1 und k; liegt

(ggT (rx,1y) = 1)
> (kq,ky) ist Stab
> flir ry = —ely +1,—ely +2,...,—ely +ny;ry = 0und r, =
1,2,...,—el, +n,
> anderer Knoten k = (el, + 1) +ny - ((elx +7¢) — 1)) +
> falls ry # 0 und kein anderer Knoten auf der Strecke zwi-
schen ki und kj liegt

(ggT (ry,12) = 1)
> (kq,kp) ist Stab
> firry = 0;ry = —ely+1,—ely+2,...,—ely +n, und r, =
1,2,...,—el, +n,
> anderer Knoten k, = (el, +ry) +ny, - ((elx +1x) —1)) +
> falls r, # 0 und kein anderer Knoten auf der Strecke zwi-
schen k; und k; liegt

(ggT (ry,7z) = 1)
> (ky,kp) ist Stab
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C.4 Vernetzung des Bauraums durch Stibe beim Fachwerk

> firry = —ely +1,—ely +2,...,—ely +ny;ry = —el, + 1, —el, +
2,...,—ely+nyundr, =1,2,...,—el, +n;

> anderer Knoten ky = (el, + 1) +ny - ((elx +7¢) — 1)) +
nyny((el; +r;) — 1)

> falls ry # 0 # ry und kein anderer Knoten auf der Strecke
zwischen k; und k; liegt

> (kllkZ)

ist Stab

Es bleibt hierbei die Frage, wie man erkennt, dass kein weiterer Knoten
zwischen 2-en liegt. Wir haben also

ki = ely+ny - (ely — 1) + nyny(el, — 1)

und
mit den Koordinaten

(elx _ 1) . 8x1=8x0

- ((ely +1y) = 1) +nyny ((el; +12) — 1)

g,
1~ &y0
(ely — 1) - 8150
(el — 1) - &5
und
(el]/ + ry - 1) M g—};’,lly__glyo
(el, +r,—1)- —g‘ﬁzigfo
Auf Grund der Annahme

Sx1 —8x0 _ &yl —8y0 _ &z1 — 820

le—l

nz_l

ergeben sich die Positionen aus

elx_l
ely—l
el, —1
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und
ely +ry—1 el, —1 Ty
elz+rz_1 elz_l T’Z
Die Falle
L rx - Or

ory,=0 oder

o1, =0

sind bereits durch Analogie zum 2-D-Fall erledigt.

Fiir
o7y #0,7r,#0undr; >0

T'x

ist wieder die Richtung | r, | entscheidend. Falls ein weiterer Knoten
rz

auf der Verbindung liegt, so existiert ein A > 1 mit

|7x] |7x|
( }:y‘ ) )‘( ’§y| )

,72 € IN.

wobei |ry|,

Tyl Tz, |77x| ’ 77y
Mit anderen Worten:
Falls ggT (|rx|,|ry|,rz) = 1, so liegt kein weiterer Knoten auf der Verbin-

dung.

Mittels dem Euklidischen Algorithmus kann effizient der ggT von 2 Zah-
len gefunden werden. Wegen Satz G.1 aus Anhang G gilt:

), 88T (Irx|,72))
) 88T (|ryl.72))

/7))

ggT (|rx|, |ry|,7r2) = ggT 1y
x|, |1y

|7”x|/72)1g8T(|”y
’rx| /Ty );rz)

Ty

I
agQ
&9
=
aQ
aQ
R

I
Q9
QQ
—
N N N
Qa9
aQ
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C.4 Vernetzung des Bauraums durch Stibe beim Fachwerk

Fiir n, Knoten in x-Richtung, 1, in y-Richtung und 7; in z-Richtung ergibt

sich die Anzahl Stdbe zu (bzw. letztlich weniger als n"nynZ(ng nynz +1) Stabe):

ne My ng 2. Fall + 3. Fall + 4. Fall + “
Y Y Y | .5 Fall+6. Fall+7. Fall +~

x=1y=1z=1 8. Fall”
ny My nz—1 ny My~ 1 1z ny—=1 "y n,
R IPIPIEE IR ID MDD ML,
x=1y=1 z=1 x=1 y=1 z=1 x=1 y=1z=1
ny "y ny Ny—X ny—y Nny—z ny—y Nny—z
Y1y | L Y.+ )y 1+ X Y. 1
x=ly=1z=1 re=1—x, ry=1, r.=1, ry=1-y, r.=1,
770 ggT(rx,ry):l ggT(rX,rz):l ry 70 ggT(ry,rz):l
ny "y ng Ny—X Nny—2z
L)L) Y Z Y. 1
r=ly=1z= re=1-x, ry=1-y, r.=1,
ry#0 1y 70 ggT(rx,ry,rZ)zl
ny My ny—1 ny My— 1 1z ny—=1 "y n,
< XX ZHZ )y ZH )3 ZZH
x=1y=1 z=1 x=1 y=1 z=1 x=1 y=1z=1
ny "y ny ny—x—11y—Y Ny—x—1n,—z ny—y—1p,—z
oyl X i+ )y yi+ ) Y
x=1y=1z=1 \ rx=1-x ry=1 re=1—x r,=1 ry=1-y r;=1

ne My ng [ny—x—11y—y—1ln,—z

LYyl L X Xt

x=1 y:l z=1 ry=1—x ryzl_.‘/ rz=1

nnyn, (ny (n, —1)(n, +1)+n,(n, —3)+(15—n
— wtyitz (1 (1ty — 1) (- i y (12 =3) + Z))—nynz—nxnz—nxny

Mxlyltz nxnyhz (nenyng + 1)

< ) i= 5

i=1

Die Qualitdt dieser letzten groben oberen Schranke kann Abb. C.5 entnom-
men werden.
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1
4xO ‘

abgezaehlt

35k Vorhersage: nelx*nely*nelz*(nelx*nely*nelz+1)/2 |

2.5 -

Anzahl Staebe
N
T
|

0.5F -

0 e | | | | |

0 0.5 1 15 2 25 3
Knotenzahl: nelx*nely*nelz x 10

Abbildung C.5: Vergleich der Abschidtzung der Anzahl Stdbe bei dieser
Vernetzung und der exakten Anzahl
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C.5 Entwurfsmethode von Michell

(a) typische Michell-Struktur (b) typische Michell-Struktur
Abbildung C.6: Hier ist eine diskretisierte Losung des Beispiels [ ,

Fig. 1] dargestellt: eine typische Michell-Struktur. Sie wurde mit dem Vor-
gehen aus Kapitel C.3.2 berechnet und besteht aus 346 Stdben. In (b) sind
zusatzlich die 40 - 21 = 840 Knoten der Grundstruktur, die aus 215059

Staben besteht, dargestellt. Rechts aufen bei ( 0,9 0,2625 )T wirkt ei-

ne Kraft nach unten und bei ( 0,2 0,2625 )T ist ein verteiltes Festlager
durch 5 gelagerte Knoten reprasentiert.

C.5 Entwurfsmethode von Michell

Michell stellt in [ ] eine Methode zur Bestimmung einer 6kono-
mischen Materialverteilung in einem ,Fachwerk“?” vor. Dieses prinzi-
pielle Vorgehen wird heute als Entwurfsmethode von Michell (michell
truss theory) bezeichnet und ist leider noch nicht vollstindig verstanden

[ I.

Michell hat sich unendlich viele Stdbe, die unendlich diinn sind, vorge-
stellt. Diese Stdbe miissen dann entlang eines Spannungsfeldes verlaufen.
Dazu senkrechte Stdbe werden vernachldssigt. Als Zielfunktion in seinem
Optimierungsproblem hat er das Volumen gewaéhlt.

Dabei werden Materialeigenschaften unzureichend berticksichtigt (vgl.
[ 11 11 ). Daher liefert diese Entwurfsmethode nur in
einer sehr beschrankten Anzahl an Problemen die Optimallosung [ I

Wenn man die unendlich vielen Stdbe diskretisiert und weitere Bedingun-
gen von Hemp [ ] hinzu nimmt, so kann die Entwurfsmethode von
Michell zu dem linearen Ansatz aus Kapitel C.3.2 weiterentwickelt wer-
den (vgl. [ LI LI LI I; Abb. C.6).

37 Aus heutiger Sicht hat dies allerdings wenig mit einem Fachwerk zu tun.
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C Topologieoptimierung

Die Topologieoptimierung auf Basis der Homogenisierungsmethode (z. B.
numerisch umgesetzt durch SIMP, vgl. Kapitel C.1) liefert bei geeignet
niedrigen relativen Volumina (also geringes Volumen im Verhiltnis zur
Bauraumgrofie) ebenfalls Michell-Strukturen; also das selbe Ergebnis wie
die Entwurfsmethode von Michell (vgl. [ , Kapitel 3.3.3], [ , Kapi-
tel 4.2.3]).

Dazu wird in [ , Kapitel 4.2.3] das Optimierungsproblem von Michell
fiir einen Bauraum () C RR? fiir das Spannungfeld T wie folgt dargestellt:

inf / (Ia| + ||) dx
divt =0in QO
™ = f auf 0Q)

Hierbei sind T7; die Eigenwerte von T und f eine Last auf der Oberfldche.
Die Zielfunktion ist also nicht das Volumen, aber unter gewissen Umstéan-
den zumindest proportional zum Volumen.

Die urspriingliche Zielstellung war zwar die Beschreibung einer optima-
len Struktur. Was aber bis heute an seinen Ergebnissen von Bedeutung ist,
sind genau die Spannungsfelder, die Allaire in [ , Kapitel 4.2.3] als die
Entwurfstheorie von Michell wiedergibt.
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D Stabwerk-Interpretation

Einige Strukturen aus Abb. 4.4 mit unterschiedlichen Redundanzgraden
wurden in Abb. 4.6 als Stabwerk interpretiert. Diese interpretierten Struk-
turen sind nur augenscheinlich vergleichbar. Um konkrete Zahlenwerte
als Maf$ zu finden, wurde die Compliance verschiedener Masseverteilun-
gen berechnet —in jedem der 9 Bildern in Abb. D.1 wurde das gleiche Volu-
men und somit die gleiche Masse eingesetzt. ,vol’ steht fiir gleichmaflige
Volumensverteilung auf jeden einzelnen Stab — ein kurzer Stab hat also
die gleiche Masse wie ein langer Stab. ,dicke’ beschreibt die gleichmaf3i-
ge Dicke aller Stdbe; gleichlange Stdbe haben somit die gleiche Masse. Bei
,opt’ wurde eine Sizing-Optimierung des Fachwerkes durchgefiihrt und -
wie auch im Bild erkennbar — die Masse dementsprechend oberhalb einer
Unterschranke optimal gewahlt.

Man kann deutlich erkennen, dass keinerlei Vergleichbarkeit vorhanden
ist. Bei der optimalen Materialverteilung wird die Redundanz in keinster
Weise mehr berticksichtigt. Bei allen 3 Moglichkeiten der Masseverteilung
werden die schlechten Knotenpositionen ersichtlich.

Eine Optimierung der urspriinglich einzelnen Teilstrukturen liefert auch
keine Vergleichbarkeit:

e Die Optimierung bezieht sich lediglich auf eine Teilstruktur; das Zu-
sammenwirken wird nicht berticksichtigt.

e Die Masseverteilung auf die beiden Teilstrukturen geschieht per An-
nahme zur Hilfte; dafiir gibt es aber keinen Grund.

o Teilweise gibt es Stdbe, die zwangsweise zu mehr als einer Teilstruk-
tur gehoren.
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D Stabwerk-Interpretation

vol 0.00240 0.00257 0.00269
dicke 0.00239 0.00211 0.00178
opt 0.00181 0.00181 0.00155

vol 0.00720 0.00489 0.01178
dicke 0.00739 0.00451 0.00653
opt 0.00720 0.00415 0.00430

vol 0.00337 0.00546 0.00635
dicke 0.00345 0.00540 0.00369
opt 0.00285 0.00329 0.00299

Abbildung D.1: Verschiedene als Stabwerk interpretierte Strukturen in
Abb. 4.6 aus Abb. 4.4 wurden hier mit unterschiedlichen Masseverteilun-
gen optimal ausgelegt.
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E Optimierung unter bindarer Ganzzahligkeits-
bedingung

Das lineare Optimierungsproblem

Zielfunktion: cT ( ; ) — min

X

unter: A(x> =b
Y

wird mit der bindren Ganzzahligkeitsbedingung
y € {0,1}"

zu einem NP-vollstindigen Problem.

Am Beispiel eines allgemeinen Optimierungsproblems

Zielfunktion:  z(x,y) — min
X

unter:  g(x,y) =0
mit der bindren Ganzzahligkeitsbedingung
y € {0,1}"

wird nun die Grundidee eines ,Branch and Bound”-Algorithmus (vgl.
[ ]oder [ ]) erklart. Dazu sei das Optimierungsproblem kurz als
p(Y) mit Y = {0,1}"" bezeichnet. Fiir verschiedene Y ergeben sich damit
verschiedene Instanzen des selben Problems.

Das Aufstellen eines bindren Entscheidungsbaums, also eines Binar-
baums, ermoglicht alle zuldssigen Punkte zu beschreiben. Dazu wird ab
der Wurzel in jedem Knoten i ein Index j; gewdhlt, zu dem y;;, zu 0 oder 1
gewdhlt wird; auf dem Weg von der Wurzel zu einem Blatt werden dabei
alle y; gewdhlt. Alle 2"y Bldtter zusammen beschreiben also alle Moglich-
keiten fiir die Belegung von y mit Werten (vgl. Beispiel in Abb. E.1). Fiir
jedes Blatt kann nun eine entsprechende Instanz p betrachtet werden. Alle
Blétter zu l6sbaren Instanzen beschreiben nun alle Instanzen mit zulédssi-
gen Losungen. Unter diesen kann durch direkten Vergleich der beste Wert
gefunden werden - er stellt die Lésung des Ausgangsproblems p({0,1}")
dar.
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E Optimierung unter bindrer Ganzzahligkeitsbedingung

Abbildung E.1: Beispiel eines vollstindigen Bindrbaums der Tiefe 2

Branch Den gesamten Baum aufzustellen ist natiirlich viel zu aufwen-
dig. Dies geschieht rekursiv durch Losen von Ersatzproblemen in jedem
Knoten, angefangen bei der Wurzel. In der Wurzel wird das ganzzahlige
Optimierungsproblem p({0,1}") relaxiert zu p([0,1]"). In inneren Kno-
ten ergibt der Weg von der Wurzel zu diesem bereits eine Einschrankung
gewisser Komponenten von y; die restlichen bleiben relaxiert im Intervall.
Auf diese Weise wird jedem Knoten rekursiv eine Instanz von p zugewie-
sen.

e Im aktuellen Knoten wird versucht, die zugehorige Instanz zu l9sen:

> Falls eine Losung moglich ist und im Optimalpunkt ein 0 #
y;, # 1 existiert, so kann mit der Wahl 0 oder 1 dieser Kompo-
nente der Baum fortgesetzt werden und 2 weitere Knoten ent-
stehen.

> Falls eine Losung moglich ist und im Optimalpunkt alle Kom-
ponenten y entweder 0 oder 1 sind, so ist eine zulédssige Losung
mit entsprechendem Optimalwert gefunden. Der Baum muss
ab diesem Knoten nicht mehr fortgesetzt werden — entweder es
ist bereits ein Knoten der Tiefe 1, oder es ist bereits der Opti-
malwert aller Blatter des zugehorigen Unterbaums gefunden.

> Falls keine Losung moglich ist, so kann der Baum an diesem
Knoten nicht mehr sinnvoll fortgesetzt werden.

e An einem anderen Knoten wird fortgesetzt.

Der so entstandene unvollstandige Bindrbaum beschreibt mit jedem Blatt
entweder eine unzuldssige Belegung von y oder einen zuldssigen Punkt
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mit eine Optimalwert. Unter diesen kann nun das Optimum gewéhlt wer-
den.

Bound Nachdem mit dem beschriebenen Vorgehen ein zuldssiger Punkt
gefunden wurde, kann der zugehorige Zielfunktionswert im weiteren als
Oberschranke genutzt werden und somit wird der abzusuchende Baum
nochmals verkleinert.

Cut Bei linearen Optimierungsproblemen kann der Baum durch weite-
re Schranken aus Schnittebenen (z. B. die bekannten aber numerisch auf-
wendigen und daher instabilen Gomory-Schnitte nach [ ]) nach je-
dem ldsbaren, relaxierten und unzuldssigen Ersatzproblem weiter redu-
ziert werden.

Aus der Kombination dieser 3 typischen Vorgehensweisen resultieren ef-
fiziente Algorithmen (vgl. [ , GLPK]).
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F Vergleich der Redundanz 1 und 1 — 1 beim
Stabwerk

Im folgenden werden einige Ergebnisse von einfachen Beispielen, die be-
rechnet wurden, wiedergegeben. Diese Beispiele sind leicht nachvollzieh-
bar und ermoglichen somit die Redundanz zu erkennen. Folgende Bilder
reprasentieren die Beispiele:

Als Bauraum wurde jeweils ein 2-dimensionaler bzw. ein 3-dimensionaler
Wiirfel gewdhlt. Blau ist der Bereich gekennzeichnet, der gelagert ist. In
rot wurden die Kréfte eingezeichnet. Mehrere Kraftpfeile stellen einen
mehrfachen Lastfall dar. Auf Grund der Einfachheit dieser Beispiele kann
leicht die Optimalldsung eingesehen werden. Der zweifache Lastfall un-
terscheidet sich wesentlich von der Situation, in der beide Kréfte gleich-
zeitig wirken. Die maximalen Feinheiten der Grundstrukturn wurden an
die verfiigbare Rechenkapazitit angepasst. Trotzdem betridgt die Gesamt-
rechenzeit aller in diesem Anhang F wiedergegebenen Beispiele mehrere
Jahre auf einem CPU-Kern mit 2,4 GHz. Der maximale Arbeitsspeicher-
verbrauch lag bei ca. 50 GB fiir einzelne Beispiele.

E1 2-dim. Strukturen

In der folgenden Tabelle sind verschiedene Ergebnisse aus dem Ansatz
von Kapitel 4.2 zu sehen. Jeweils unten rechts greift eine Last an, die senk-
recht nach unten zieht. Die linke Seite ist gelagert. In der linken Spalte
ist die Diskretisierung angegeben mit nelx. Ein Wert von 2 bedeutet, dass
2 mal 2 Knoten gewédhlt wurden und dazwischen jeder Knoten mit jedem
verbunden wurde. Die verschiedenen Farben stehen fiir verschiedene Teil-
strukturen. Die Gesamtstruktur ist also jeweils die Uberlagerung aller Far-
ben. Unter den Bilder ist jeweils das Volumen angegeben. Fiir einen Ver-
gleich dieser Strukturen untereinander spielt die Einheit bzw. Skalierung
dieses Volumens keine Rolle.
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[474"

Redundanz

nelx=2
4 Kn., 6 St.

nelx=3
9 Kn., 28 St.

nelx=4
16 Kn., 86 St.

nelx=5
25 Kn., 200 St.

nelx=6
36 Kn., 418 St.

nelx=7
49 Kn., 748 St.

Ulj=

[ —

Q=

N[ —

700

700

700

700

700

274

512

1083

1952

392

553

553

551

551

1176

1609

Zuepunpay[ Op YOW[SIA ]

[ pun 7

n_
1

NIoMrI§ WIdq




vl

Redundanz

nelX:S

64 Kn., 1282 St.

nelx=9

81 Kn., 2040 St.

W -

274

273

Q=

N

548

548

UQINPNIG WIP- T



—_
S
=~

In der folgenden Tabelle ist jeweils die Greedy-Losung nach Kapitel 4.2.4 und die nicht-approximative Losung

untereinander dargestellt:

Redundanz 0

Q1=

IS

[ —

NI—

1—

1
5

greedy, nelx=2
4Kn., 6 St.

700

AN

700

700

700

700

nelx=2
300

700

700

700

700

700

greedy, nelx=3
9 Kn., 28 St.

AN

N

600

750

600

600

600

1083

nelx=3
300

512

512

525

600

600

1083

0

Zuepunpay[ Op YOW[SIA ]

[ pun 7

n_
1

NIoMrI§ WIdq




F1 2-dim. Strukturen

2233
1952
1609

1563
1356
1228
1176

o6
>
936
en
2
-
w2
8
559

.
>
572
59
>
=
553
S
553

—y

553
553

s
>
£
558
2
=

—ilen

434
429

s
>
5.
s
2
m

—iI<H

396
392

-
A
-
o
A
0

7/
—Ly |

526
414

>
2

=4

5

25 Kn., 200 St.
6

Redundanz
greedy, nelx
16 Kn., 86 St.
nelx=4
greedy, nelx
greedy, nelx
36 Kn., 418 St.
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Redundanz 0 % }1
greedy, nelx=7
49 Kn., 748 St.
nelx=7 — e ——
274 421 842

Zuepunpay[ Op YOW[SIA ]

u

1

greedy, nelx=8

64 Kn., 1282 St. 839

T pun

n_
1

nelx=8

NIoMrI§ WIdq

greedy, nelx=9
81 Kn., 2040 St.

nelx=9
273 416 548 548 832
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E2 3-dim. Strukturen

In den folgenden 3-dimensionalen Beispielen ist jeweils der Boden gelagert.

F2.1 Redundanz % vgl. 1 — %: kran1x1 lastfalll

In diesen Darstellungen oben links wirkt eine horizontale Kraft.

Redundanz 1—-3 1—3
@ '” % @ @ @
nelx=2
8 Kn., 22 St. 1200
@ @ @ @ @ @
nelx=3
27 Kn., 274 St. 433
@ v.# @ @ @
nelx=4
64 Kn., 1630 St. 283 439

nelx=5 % % %
558 558

125 Kn., 6212 St. 275

1-1 1-1
2200 0
1300

UDIPNIS "WIp-¢ ¢



—_
N
o

F2.2 Redundanz % vgl. 1 — %: kranl1x1 lastfall2

In diesen Darstellungen wirken oben links oder rechts horizontale Krafte abwechselnd.

1 1
2 I-3
nelx=2

8 Kn., 22 St. 350 700 700 1150 1150

800 800

Redundanz 0 411 %

nelx=3

27 Kn., 274 St. 350 625
nelx=4

64 Kn., 1630 St. 333 722 722
nelx=5

125 Kn., 6212 St. 325

Zuepunpay[ Op YOW[SIA ]

[ pun g

n_
1

NIoMrI§ WIdq




6v1

F2.3 Redundanz % vgl. 1 — %: kran1x1 lastfall3

In diesen Darstellungen wirken oben in der Mitte abwechselnd Kriéfte in alle 3 Raumrichtungen.

Redundanz % % 1— %
nelx=2
8 Kn., 22 St. 800 1100 1100
AR
A g
nelx=3
27 Kn., 274 St. 300 546 700 700
nelx=4 |
64 Kn., 1630 St. 311
nelx=5
125 Kn., 6212 St. 300

N

UDIPNIS "WIp-¢ ¢



F Vergleich der Redundanz % und 1 — % beim Stabwerk
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G Trivialitiaten

In diesem Anhang werden ein paar wissenswerte Kleinigkeiten gesam-
melt.

Definition G.1 (Grofiter gemeinsamer Teiler ggT) Seien a; € N, i =
1,2,..., N natiirliche Zahlen mit der Primfaktorzerlegung

M
a; = Hpj'd,ei,j € No,pj € Pfiri=1,2,...,N.
j=1

Dann heifdt
M min,' Ci,]'
ggT (alr az,..., IZN) = H p].
j=1
der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen a;. q

Satz G.1 (ggT von mehreren Zahlen durch ggT von 2 Zahlen) Seien
a,b,c € IN natiirliche Zahlen mit den Primfaktorzerlequngen

M M M
_ €aj, b= €y, _ €, P
‘Z_qu —1—{?’;" C—HPJ' piet
= = =

Dann gilt:
88T (a,b,c) = ggT(g¢T (a,b),88T (a,c))
= ¢9T(g¢T (a,b),88T (b,c
= ¢8T (88T (a,c),g8T (b,c))
88T (g¢T (a,b),c) 0

M i {eajecjen,it
geT (a,b,c) = []p;

I

gq QQ

aq_ a9

=
g3 99 09

Q. O]

= =
/\/\:é\/\
ST 60 & s
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G Trivialitaten

Definition G.2 (Kronecker-Delta §, ;) Fiir Elemente 4, b einer beliebigen
Indexmenge I heifst §, , mit

5 1 fallsa=1b
ab =3 0 sonst

Kronecker-Delta. o

Mehrere Kronecker-Deltas zusammen konnen nicht ohne weiteres zusam-
mengefasst werden. Beispielsweise ist in

1 fallsa=b=c
Oapdac = { 0 sonst

die Gleichheit aller 3 Indizes fiir den Wert 1 notwendig und daher gilt im
Allgemeinen:

511,195&1,0 - 5a,b5b,c 7& (sb,c
Fiir eine beliebige Indexmenge I gilt bei einer Summierung ) .., pda,c,

b,c € I genau bei einem Summanden a2 = b und fiir einen evtl. anderen
Summanden a = c. Somit kann dies zusammengefasst werden:

2 5a,b5a,c - 5b,c

acl
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