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EINLEITUNG.

Den Gegenstand unserer Untersuchung bildet eine Matrix I
n-ten Grades

deren Elemente my; (i,k=1,2, ..., n) einem Rationalititshereich 1
angehoren. Aus diesem sollen alle im folgenden auftretenden Kon-
stanten und Funktionen entnommen sein. Den letzteren wird noch
die Bedingung auferlegt, daR eine Jede von ihnen eine in demsel-
ben Gebiete § der Ebene eindeutige und bis auf isolierte Punkte
tberall in § regulire analytische Funktion der unabhingigen Va-
riablen z zu sein hat?). '

Die Matrix m-ten Grades

0-1 0 0. o
0 0.4 0. o
B 00 010

0 0 0 0. .4
b by by b,...B,

1) Wegen der Definition ecines Rationalitatsbereiches vgl. z. B. meinen
Aufsatz, Uber vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichungen,
Math. Annalen Bd. 62 {1906), S. 90.

®) Hierdurch wird nicht etwa gefordert, daB die Gesamtheit der singu-
laren Stellen, die fiir alle Funktionen aus X in Frage kommen, ein System
isolierter Punkte bilden soll, z. B. definieren die rationalen Funktionen einer
Variablen z einen Rationalititsbereich der gewiinschten Beschaffenheit und

haben jeden Punkt a der Ebene

dic in ihm enthaltenen Funktionen P

zur singuliren Stelle.

1"7
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soll elne 1n der durch M bestimmten Art enthaltene
Begleitmatrix oder kirzer eine Begleitmatrix 8 von
M heiBen, wenn eine Matrix T

Pri Pr2 - - - Pin
P2y P22 -+ + Pon
N, )
&“ Pml Pm'Z A pmn

00‘..(}3
O 0 ...0

n-ten Grades vom Range m mit Elementen p,(i=1,2,..., m;
k=1,2,...,n) aus dem Rationalitatsbereich X existiert, so daB zwi-
schen unseren quadratischen Matrizen die symbolische Gleichung?)

(1) B, % = — P+ PN

besteht; P’ bedeutet dabei diejenige Matrix, die aus R erhalten
wird, wenn man jedes Element p;; von ® durch seinen Differen-
tialquotienten ersetzt. B, ist die aus B durch Zufiigen von Nullen
abgeleitete Matrix n-ten Grades

01 0 0...0 0..0
0 04 0..0 0 ..0
0 0 0 0...0
|

B0 00 0.4 0...0]|.
by by by by... b 0...0
000 0...0 0..0
000 0 0...0 0..0

Der lineare homogene Differentialausdruck

L2y

m—1_ -
Goeen sk b d 1 d”z

dx " dxmt da™

B=bz+b,

1) Uber diese Gleichung vgl. den §10 (Der Artbegrifl bei Matrizenkom-
plexen verschiedenen Grades) in der Arbeit, Uber Malrizen- und Diffe-
rentialkomplexe, Math. Annalen Bd. 78 (1917}, 8. 43 und 44.
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sowie jeﬂer Differentialausdruck

dm-—jlz1 ' dmzl
R P R PO

L dz,
JB = f-bz +]-b dn + .
der sich von B nur um den vorderen Faktor f(x) unterscheidet,
wobel f(a:;) eine beliebige Funktion aus dem Rationalitdatsbereich X
bedeutet, heiBt eine Sequente!) von MM oder des durch M
gegebenen linearen homogenen Differentialsystems.
Das letztere schreiben wir unter Einfiihrung von n unbestimmten

d :
Funktionen yy, ¥s, ..., ¥y, symbolisch?) (d—Z)-[—%m(y) Die Matrix 93

bezeichnen wir auch als die Begleitmatrix des Differentialaus-
druckes B oder fB.

Je nachdem m<n oder fm=n ist, soll B eine subordinierte
oder eine koordinierte Begleitmatrix von I heiflen.

Zu jeder Matrix I% gibt es, wie nuch immer der zugrunde
liegende Rationalitdtsbereich sein moge, Begleitmatrizen, deren
Konstruktion in §1 besprochen wird. Uber diese Begleitmatrizen
soll vorziglich der folgende Fundamentalsatz bewiesen werden:
Besteht der Rationalititsbereich X nicht aus lauter
Konstanten, so gibt es zu jeder Matrix M auch ko-
ordinierte Begleitmatrizen, d. h. Matrizen B, die den hoch-
sten moglichen Grad m=n wirklich erreichen. Nun gilt die folgende
Definition: Zwei Matrizen A und M des gleichen Grades n
heillen von derselben Art oder, noch scharfer, gegen-
seitig von derselben Art, wenn es eine Matrix 2 von
nicht verschwindender Determinante mit Koeffizien-
ten aus dem Rationalitdtsbereich X gibt, so daB die
symbolische Gleichung?)

(2) MO = —Q'+ DA

1) Diese Bezeichnung habe. ich schon in meinem Aufsatz, Uber lineare
homogene Differentialsysteme und ihre Sequenten, Sitzungsberichte der
Heidelberger Akademie, Jahrg. 1913, 17. Abh., verwandt. Vgl. a. a. O. be-
sonders § 4.

2) Vgl. hierzu den zitierten Annalenaufsatz, Bd. 78, Seite 8, §3.

3) Wegen dieser Gleichung vgl. den zitierten Annalenaufsatz, Bd. 78, § 2,
8.5 u. 6. .
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besteht. Mithin kann man den zu beweisenden Satz anch so
aussprechen: Besteht der Rationalititsbereich X nicht
aus lauter Konstanten, so kann zu jeder Matrix I
eine Begleitmatrix 8 des gleichen Grades gefunden
werden, daB M und B gegenseitig von derselben Art
sind. Hat man die Matrix I in eine Begleitmatrix B des gleichen
Grades transformiert, so kann man diese in der nimlichen Weise
weiter behandeln, wie ich es in meinem Aufsatz?) in den Gittinger
Nachrichten allgemein fiir Begleitmatrizen auseinandergesetat habe.

Wesentlich fir das mitgeteilte Resultat ist, daB der Rationali-
tdtsbereich £ nicht aus lauter Konstanten besteht, sondern
wirkliche Funktionen der Variablen x enthilt. Unser Satz gilt
ndmlich nicht, wenn der Rationalitdtsbereich X nur
aus Konstanten besteht. In diesem Falle kann man nicht stets
Begleitmatrizen vom Grade m=n erzielen. Vielmehr ist dann, wor-
auf aber hier nicht niaher eingegangen werden soll, das Maximum fiir
den Grad einer Begleitmatrix B von M durch den Grad der re-
duzierten charakteristischen Funktion von —M bestimmt, und
zwar besteht zwischen den zwei genannten Matrizen der folgende
Zusammenhang: Ist B die Begleitmatrix vom hachsten Grade m,
die unter Zugrundelegung eines Rationalititsbereiches mit kon-
stanten Koelffizienten zu einer Matrix M mit konstanten Koeffi-
zienten gehdrt, so ist bi+byo+by0*+--4b, 0"+ o™ die reduzierte
charakteristische Funktion der Matrix =M, d. h. —M geniigt der
Matrizengleichung

by by (—IR) + by (— )2+ woe £ b, (IR (=)™ - 0

und keiner Gleichung von niedrigerem Grade; die reduzierte charak-
teristische Funktion einer Matrix mit konstanten Koeffizienten
besitzt aber bekanntlich nur unter besonderen Bedingungen den
gleichen Grad wie die vorgelegte Matrix.

Betrachtet man das durch die Matrix I oder duech ihr Iif-

. dy .
ferentialsystem (-d—J)JrW?(y) bestimmte Gleichungssystem
z

') Die Begleitmalrix eines linearen homogenen Differentialausdruckes,
Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen 1917,
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d
“ﬂi‘*‘mu"‘h*‘mw% cee My, Y, =0 -
dx
dyy
(3‘) ‘ e + My Yy + Maalp + - + My, Y, =0

dy,

iYL+ My Y A mnnyn=07
dzx - .

so erhdlt man aus dem mitgeteilten Theorem den folgenden grund-
legenden, bisher noch nicht bewiesenen Satz:

Besteht der Rationalitatsbereich X nicht aus
lauter Konstanten, so existieren in 2 stets » Funk-
tionen pyy, Pigs---» P1s von folgender Beschaffenheit:
Die lineare homogene Differentialgleichung B=0
von der niedrigsten Ordnung mit Koeffizienten aus X,
die durch die aus pyy, pys,-..,py, und aus dem Inte-

gralsystem g, 9,, .. -+ Y, der Gleichungen (3) gebildete
Funktion

(4) =P PraYet P Y,

befriedigt wird, besitzt die Ordnung n. Anders aus-
gedriicki: In einem nicht nur aus Konstanten ge-
bildeten Rationalititsbereich ist ein System von n
linearen homogenen Differentialgleichungen erster
Ordnung mit » unbekannten Funktionen stets einer
linearen homogenen Differentialgleichung n-ter und
nicht niedrigerer Ordnung mit einer unbekannten
Funktion dquivalent.

Durch diesen Satz ist die Behandlung des Differentialglei-
chungssystems (3) auf die Untersuchung einer einzigen gleichwer-
tigen Differentialgleichung B=0 n-ter Ordnung zuriickgefiihrt, der
die Funktion z, geniigt. Durch Differentiation von (4) und Be-
seitigung der rechter Hand auftretenden Abgeleiteten mittels des

dév 0'221
Syst 3) kann man, da nach unserem Satz z,, —~ — ...
ystems (3) . \ B
dar1z dz d? d"z
1 linear unabhingig sind und erst z;, —— ! ‘; e, et
dx"~ T dax? dz”

in Dependenz stehen, eine jede der ]Funktlo‘nen Y, (z,:i, 2,...,n)
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- n—1 _

linear und homogen durch :,. 73 e ! 1 ausdriicken.  Aus
d .- dr”
unserem Resultat folgt z. B., daB die Picarn-Vessiorsche Theorje
der Rationalitédtsgruppe einer einzigen linearen homogenen Diffe-
rentialgleichung n-ter Ordnung unmittelbar auf ein lineares homo-
genes Differentialgleichungssystem mit # Funktionen ithertragen
werden kann.

Anders wieder liegen die Verhiltnisse, wenn das System (3)
konstante Koeffizienten besitzt und ein Rationalititsbereicl, X, der
nur Konstante enthalt, zugrunde gelegt wird. Alsdann kann die
lineare homogene Differentialgleichung niedrigster Ordnung, der
die Funktion (4) geniigt, wie auch immer die Koeffizienten
Pi1s P12y - -+ D1, Qus & gewidhlt werden, niemals eine Ordnung be-
sitzen, die den Grad der reduzierten charakteristischen Funktion
von —IR oder, was das Gleiche ist, von M itherschreitot.

Da es sich bei dem Haupttheorem um einen reinen Matrizon-
satz handelt, soll im folgenden von der Integralexistenz nur im §3
Gebrauch gemacht werden, wo wir von Differentialgleichungen
sprechen. §1ist der Darlegung der Bezichung gewidmet, die zwi-
schen einer belichigen Matrix und ihren Begleitmatrizen oder,

anders ausgedriickt, zwischen einem Differentialsystem (Zy) + M (y)

und seinen Sequenten besteht. § 2 heweist das oben besprochene

Haupttheorem iiber die Existenz koordinierter Begleitmatrizen,

Im § 3 betrachten wir schlieBlich das Differentialgleichungssystem
d

di{ +§U‘E(y)=0 und den Zusammenhang, der zwischen seinen Li-
T

sungen und den Integralen der durch Nullsetzen einer seiner Se-

quenten B entstehenden linearen homogenen Diff erentialgleichung

B=0 stattfindet. Der Inhalt des § 3 1iBt sich auch so ausdriicken:

Er gilt der linearen homogenen Differentialgleichung niedrigster

Ordnung mit Koeffizienten aus X, der ein Ausdruck

(/*) 23 = Pulls + Pl + 0+ Py,

geniigt, wobei py, pp, ..., py, Funktionen aus X sind und Y1y Yay
++1 Yy alle Losungssysteme des Differentialgleichungssystems (3)
o
E-‘?i +M(y)=0 durchlaufen.

z
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§ 1.

Wir beweisen zuniichst den folgenden Doppelsatz, der uns
das Verfahren lehrt, durch das eine jede Begleitmatrix B oder,
was das Gleiche ist, eine jede Sequente B von It gefunden wird:

(@) Pis Prgs-+-1P1y Seien irgend n GréBen aus dem Ra-
tionalititsbereich 2. Aus ihnen bilde man sukzessiv
fiilr t=1,2,...,m die neuen GroBen

S=n

(5) » pw‘+1,k = p:k - Z Pis mg, (k”—"i,z,..., n) H

s=1

wobei p;, die Differentialquotienten der pik bedeu-
ten. Mit Hilfe von »n unbestimmten Funktionen

Yi, Yas -+, Y, konstruiere man die m+1 Linearfunk-
tionen

00 = Pl TPl o Pl
s = Parly T Pesla o Pou Vs

(6): : |

Zm = Pma¥Yr t PualYy + e+ PumnYn s

il = Pt Y1 T Piggo Yo+ o0+ Dyt n Y

und fahre diesen ProzeB so weit, daB, wéahrend
1y 3y - ++y %y linear umnabhidngig sind, 2z, %, ... 21 10
linearer Abhiéngigkeit stehen. Werden die zuletzt
genannten Funktionen durch die Relation '

(7) $181 F Spp+ + 00+ 85,5, + Sm41fmi1 = 0

oder, da s,,,%+ 0 ist, durch

(7*) blz'l+b2zb+"'+,bmz'm+z’m+1 =0

s S . . :
verkniipft, wobei b, = p ' (i=1,2,...,m) ist, so hat man
. m+1

in dem linearen homogenen Differentialausdruck
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d: d> - d"t - amz
B bz +b, -4 h S P Py !
TR g T g "demmt T g

eine Sequente von M oder, anders ausgedrickt, so
ist die zu Beginn des Aufsatzes hingeschriebene
Matrix 8 eine Begleitmatrix von M, d. h. es existiert
eine Matrix § des Ranges m, so daB die Gleichung
besteht (1) B, R =—W+ RM; die Koelfizienten von R
kénnen gleich den eingefithrten GrgBen p,-k(i=‘1,2,...,m;
k=1,2,...,n) gewédhlt werden.

(ﬂ) Durch das in (a) angegebene Verfahren wer-
den alle Begleitmatrizen von M bestimmt. Tst nim-
lich B eine vorgegebene Begleitmatrix von M nach
der zu Anfang dieses Aufsatzes aufgestellten De-
finition, so existieren stets n Funktionen P11y Piay -+ s Pin
des Rationalitidtsbereiches X, dall, wenn man aus
ithnen nach (5) die GréBen pﬂllk(i:i,?‘,...,m;k='1,2‘,,..,‘n.)
bildet und weiter nach (6) die Funktionen 21y Soy
einfihrt, die Relation

Ty Yl

(7%) blsl+b2:2+---+b,,,:,,,,+:m+ﬂ:0

besteht; die GroBen p,—k(i=1,2,...,m;k.=11,2,i..,u), deren
Existenz wir behaupteten, konnen gleich den Ele-
menten p;, der mnach Voraussetzung vorhandenen
Matrix P gewidhlt werden, die der Gleichung (1)
B, P =—P'+ LM geniigt; weiter sind b; (i = 1, 2,...,m) die
in der vorgegebenen Begleitmatrix auftretenden
Elemente; schlieBlich ist

(8) Py = - bypyy — by Poks ooy — b,,,-P,,,k (k:i? 2., n) .

Von den eingefihrten m+1 Funktionen 31y 52,
sind die m ersten linear unabhiangig.

T Yy Vel

Zum Beweis der in Satz (a) enthaltenen Aussagen bemerken
wir zunéchst, daB n+1 Linearfunktionen von Yyy Yay -y I, Stets in
Dependenz stehen. Daher konnen sich unter den durch die Re-
lation (6) definierten Funktionen z,, z,, +++1 %y hochstens m<n un-
abhingige finden. | ‘
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Aus den beim Satz (a) eingefihrten GroBen p; (i=1,2,...,m
k=1,2,...,n) bilden wir die Matrix ,

Pir P12 + -+ Pin

1.021 P22 - - - Pan
P ;”m Pmz -+« Pmn
Q 0o ...0
0 0 0
Diese hat den Rang m, da die Funktionen zl, Zgy ey 2, linear un-

abhiingig sind.

Weiter bilden wir aus den im Satz (a) bel der Relation (7%)
auftretenden GroBen by, b 2 - ., b, die Matrix B,:

0~ 0...0 0...0
0 04 ...0 0...0

|
C:--

P, 0 0 0. 0|
bl bz 'bg . bm 0 ... 0 )
0 0 0. 0 0...0

00 0...0 0...0

Wir komponieren die Matrizen B, und P und beachten fur
die m-te Zeile, daB infolge der Abhamglgkelt der m+1 Fumktmnen
21y Zgy + o+ y gy DACH (6) und (7*) die Gleichungen

bl p]lk + b2p2‘k +oeee 4 bm pmk -+ pm+1,k = 0
oder pm+1,k:_b1p1k“‘b2p2k e""_,bmpmk (k=1,2,._.—,n)

bestehen. Alsdann erhélt man fir die Matrix B, die Darstellung

= P21 — P22 ce- T Pag
— P31 — P32 <+ —Psn

B, P: “Pus1,1 " Pmsr,2 ¢ 00 T Pt
) 0 6 - ... 0

O 0 ... 0
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Die Grolen ])i+1,k(lf=‘l,2,...,rr1; k=1.2,...,n) sind nach den
Aussagen des Satzes (a) durch die Gleichungen (5) definiert. In-
folgedessen. erhdlt .man aus der fiir 8, % gewonnenen Darstellung
unmittelbar die gewtinschte Matrizengleichung (1) 8 8= — VRN,
diese besagt, daB die ans 9B, durch Streichen der Nullen in den
letzten n—m Zeilen und n—m Spalten hervorgehende Matrix B,
wic bewiesen werden soll, eine Begleitmatrix von I ist.

Wir beweisen nunmehr den Inhalt des Satzes (). Fiir ihn ist
B nach Voraussetzung eine Begleitmatrix von M, d. h. es existiert
eine Matrix ' des Ranges m. in deren ersten m Zeilen Elemente
p,-k(izfl, 2, ., my k=12 ..., n,) aus dem Hatim}aﬂimtsImr-«\.iuh =
stehen und deren letzte n—m Zeilen Nullen enthalten, so daB
B, P =—P+PM ist; dabei bedeutet B, die aus B durch Riinde-
rung hervorgehende Matrix, die erhalten wird, wenn man der Ma-
trix B n—m Zeilen und ebensoviel Spalten, die nur Nullon ent-
halten, unten und rechts beifiigt. Zu den n-m GroBen i der
Matrix R fihren wir noch durch Definition die weiteren GrisBlen
Pui,e (E=1,2,....n) ein, die wir festlegen durch die Gleichungen

])rn—!-l,k = - bl I"lk - b?ljgk I bm l)mk (/‘. =: ﬂ~ I-)-- " “) -

Bildet man nun die Matrix B, R, so erhilt man fir dieso genat
dieselbe Darstellung, wie sie oben beim Beweis des Satzes (u) aus-
fiihrlich hingeschrieben wurde. Auf Grund der Aussagen  des
Satzes (/3) besteht nach Voraussetzung, wie schon oben angeliihrt
wurde, die symbolische Gleichung B, =W+ 8. Diese setzt sich,
wenn man den Wert der Matrix B, B beachtet, um in die gewihn-
lichen Gleichungen:

s=n

(5) Pisr gy = ]):k—zphlnsk (i:l,'_)-‘,...,m;/:':-vl,z,....rz) .

s=1
Weiter besagen die auf Grund unserer Definition der GrisBen

Pmi1,s bestehenden Gleichungen

byPis+ boPys+ e+ by Pk + Prosyp =1 (k=1,2,...,n),

daBl, wenn man die Funktionen z,s,,...,z,,, nach (6) einfithrt,
diese durch die Relation (7*) verknupft sind, wie beim Satz (8)
bewiesen werden soll. SchlieBlich ergibt sich aus der Tatsache,
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daB die Matrix P den Rang m hat, die lineare Unabhingigkeit
der Funktion zy,zg, ...,%,. Hiermit ist Satz (f) in seinem ganzen
Inhalt bewiesen.

Die Definition der Begleitmatrix B einer Matrix IR kommt
darauf hinaus, daB die Matrix © in der durch die Matrix I be-
stimmten Art enthalten sein solll); daher gilt der Satz:

Eine Matrix B n-ten Grades von der besonderen
Form -

04 0...0
04 ...0

0 0 0...-

b, b, by... b, |l

ist dann und nur dann Begleitmatrix einer Matrix
M vom n-ten Grade, wenn M von derselben Art ist

mit einer Matrix § n-ten Grades der Form
B0 _
B2 Boz ||

dabel bedeuten {,; und §,, Matrizen mit n—m Zeilen
und m bezw. n—m Spalten.

Wir erinnern noch an die folgende Definition:
~ Eine Matrix M vom rn-ten Grade heiBt reduzibel,
wenn sie mit einer Matrix % n-ten Grades mit Ko-

effizienfo\en aus X von derselben Art ist und % die
Form hat ' '

ryy Ty o-..ry, O 0 ... 0
oy Tee  ...Ty, O 0 ... 0

m . Pt Pz “er Tom 0 0 0

[ -« . ‘ ’ ’
r'm+1, 1 Im+1,2 e rm-}-l,m rm+1,m+1 rm+1,m+2 e rm+1,u ‘
rm+2,1 rm+2,‘2 o rm+2, " rm+2‘,m+1 rm-’!‘—2,m+2 L rm+2in
Twt  Tao S rn,m+1 rn‘,m+2 coe Tyy.

1) Wegen dieser Definition und .des sich anschlieBenden Satzes vgl.
meinen auch oben zitierten Annalenaufsatz, Bd. 78, § 10, S. 44.
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wobei m>1, aber <n ist, also M sich symbolisch
schreiben 148t
?Hu U |

Aus dem angegebenen Satz und der fir die Reduzibilitit
gultigen Definition folgt, daB, wenn man eine Begleitmatrix einer
irreduziblen Matrix nach (a) bildet, diese denselben Grad wie die
urspriingliche Matrix besitzen muB. Anders liegt es bei einer re-
duziblen Matrix M. Diese 14Bt sich stets in eine Matrix

MWy, 0
- 9]321 ?UE?.2 |

transformieren, wobei M, eine irreduzible Matrix ist1). Bestimmt
man nun nach (a) eine Begleitmatrix €, von M,;, so besitzt diese
infolge der Irreduzibilitit von 9%, den gleichen Grad wie M,,, und
M, und €, sind gegenseitig von derselben Art. Alsdann ist die
Matrix I mit einer Matrix

—_~

:ll 0

von derselben Art. Folglich ist nach dem zuletzt angelithrten Satz
die Matrix &, von niedrigerem als n-tem Grade eine Begleit-
matrix von . Eine reduzible Matrix besitzt also stets Begleit-
matrizen niedrigeren Grades. Mithin hat man den Satz:
') Entweder ist die oben angegebene Matrix Wy, irreduzibel oder sonst
kann man sie durch wiederholte Transformation in die Form
F 9]}11 0 i1
: :1 m;zgf
bringen, wobei M, irreduzibel ist. Alsdann ist M von derselben Art mit
einer Matri ;
ner Matrix 'qm:l 0 0 {
Piflgy ;z 0 1
Ry Hog R |
wobei Ry, Ry, Ray aus Ry und Ry, hervorgehen. Die neue Matrix kann man
in der Form des Textes schreiben
mll 0‘
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Eine Matrix ist dann und nur dann irreduzibel,
wenn alle ihre Begleitmatrizen den gleichen Grad
wie sie selbst haben. '

§ 2.

Durch die Betrachtungen des § 1 sind wir zum Beweis des in
der Einleitung angegebenen Satzes vorbereitet. Wir haben ge-
sehen, daB zu jeder Matrix IR Begleitmatrizen existieren, deren
Konstruktion in dem Doppelsatz (o) und (B) gelehrt wurde. Fur
irreduzible Matrizen ist gezeigt, daB alle Begleitmatrizen den Grad
n der urspringlichen Matrix besitzen. Bei reduziblen Matrizen
_ist aber noch nicht bekannt, ob neben Begleitmatrizen niedrigeren
Grades auch noch solche vom Grade n existieren. Wir beweisen:

Enthilt der Rationalitéitsbereich 2 nicht nur
ausschlieBlich Konstante, so besitzt eine jede Ma-
trix M vom n-ten Grade auch eine Begleitmatrix B
des gleichen Grades, d. h. die Matrix I 1st mit einer
Begleitmatrix B gegenseitig von derselben Art.

Da der zu beweisende Satz fur irreduzible Matrizen richtig
ist, konnen wir uns daraul beschrianken, ihn {ir reduzible Ma-
trizen zu beweisen. IR sei eine solche vom n-ten Grade. Wir
transformieren die Matrix M in

!

Mgy My

)

wobei M, eine irreduzible Matrix bedeute. M,, habe den Grad f,
My, den Grad g, f+g=n. Infolge ihrer Irreduzibilitit kann die
Matrix M, in eine Begleitmatrix ©,, vom gleichen Grade f iiber-
gefihrt werden. Da der zu beweisende Satz fiir irreduzible Ma-
trizen zutrifft, wollen wir ihn fir Matrizen von niedrigerem als
n-tem Grade als richtig annehmen. Alsdann haben wir, um ihn
allgemein zu beweisen, nur zu zeigen, dal er auch noch fir Ma-
trizen des n-ten Grades richtig ist. Infolge unserer Annahme laBt
sich die Matrix My, in eine Begleitmatrix Sy vom gleichen Grade g
transformieren. Hiernach existieren Matrizen %, und P, der Grade
f bezw. g von nicht verschwindenden Determinanten mit Koeffi-
zienten aus 2, so daB
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o~
L

Ty o= \]31 \121_1 - Q_IIZUE“‘.E;I

o~

Eop = — EB; 3}2’! + 3:‘\2%222“155 :
1st. Alsdann wird die Matrix

durch die Matrix P

transformiert in eine neue N

latrix € der Form ng_,gg’q—q%m%—i;
dabei hat € die Gestalt

und es ist €, = Lo M, P2

Wir fiithren n unabhingige V
trachten das zu & zugehdrige Dif
Begleitmatrizen sind, schreibt sjc

ariable y,, Y2, -+, Y, 0in und be-
ferentialsystem; da € und &,
h dieses folgendermaBen -

dy, 7 dy, dyf-l d'!/‘;'_L .
da T e T e s s g,
dyf+1

dx TSy F Sie1,2Ya + o0 + Sier, Y — Yssas
%!f—::i TSt Sppayy + oo 2 Sieat ¥ = Ypszy onn,
f_lg;i;:l* TS 1,1 Yy + Strp_12¥p + +-- + Sitemt, Yy — Yssg s
dggg T S1ag,1 Y1 T Stigals +

T Sieg Yt Steatet Yret + Siep 1a Yipo+ oo

+ SH-},',R Yn -
Wir wihlen aus dem Ratio

tionen gy, g, .

)

nalitdtsbereich ¥

irgend f Funk-
*+s 4y und bilden mit ihnen dj

e neue Funktion

SIS MYt Gy e - Gy Yy + Ypyy -

&
) 1

. ‘;L_P?;;vé;;i?LrJ;;(ﬁ‘i;#f‘%YE:‘E;?@@

i,
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Aus z; leiten wir z,, z,,... nach dem im Satz () des §1 beschriebe-
nen Verfahren ab, um auf diese Weise von z; ausgehend eine Se-

L dy .
quente des Differentialsystems —d—;)*i*@(."/) zu gewinnen. Infolge

: . : dy '
der besonderen Form, die das Differentialsystem e +E(y) 0=

wie die durch Gleichung (9) eingefithrte Funktion z; besitzen,
nchmen zy, 75, ..., z,, wic man aus den beim Satz (a) angegebenen
Definitionsgleichungen (5) ersieht, die folgende Gestalt an:

L

{C)

=Yulrt Gl + o T4yt Y,
=Gt T QYo+ TGy Yt Yy,

I

Iy s as 3

Ty

(10 {

=Gl T o2l Gy, + Yise -

Die eingefiihrten Funktionen z, z,, ..., z, sind sicher linear
unabhiingig, da bei ihrer Bildung der Reihe nach die vorher nicht
beniitzten Funktionen y,,,, Yives «+ -y Yy, aultreten. Wir bilden nun

weiter, i wi . Imme ; -
ter, mdem wir uns immer dos gleichen, im Satze (o) des § 1

beschriebenen Verfahrens bedienen:

:., ‘:‘-(' i -'}-(, ol —}—.... E 1 . '
ot T et Y1t Gegg o Yo b b Gy + Doty gt Yrr T+ Gost n Yn s

Tprn = ( Yy F (oo Uy e ooe , . m
“et2 R R Y R N R e Yirr F o+ g w¥n s

“e+h = et 1 Y1t q!-"l‘",? Yot oee qﬂ!+lhl Yi + Gotn i1 Y1 + et Geshyn Un »

ottt = et 1, 1 1M Ggpngr, 2 Yot Goypny Y it Qernit, fr 11 T T Qegiat nYns

mit, (:ier Einfithrung der Funktionen gty Sgazr -0 Sgensn Gehen wir
soweit, dal z, 5,,..., 5,,, lincar unabhingig, hingegen z,, z,, ..., Sgrhit
m Dependenz sind. Zunéchst ist £>0. Weiter ist 2<f; denn hoch-
stens n = f+g lineare homogene Funktionen von v, %3, ..., , kinnen
unabhiingig sein.

Aufler den g+ A unabhingigen Funktionen z,,z,,...,z,,, den-
ken wir uns noch n—(g+.h) weitere lineare homogene Funktionen
Cornrts Copngor o0 Cw VOIU g, Yoo oo, y, Mit Koeffizienten aus 2 ein-
gefiihrt, so daB

[

- - ~ ~ : >
<y ~2y vy Cpdy Sgthdly Sghh42y 2ty oy

Sitzungsberiehte d. Heidelb. Akad., math.-naturw. Ki. A. 1918. 5. Abh.

(S
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insgesamt 7 lincar unabhingige Lincarfunktionen von yy, ya. .0, g,

. - . dy\ -,
sind. Alsdann transformiert sich das Differentialsystem ( / ) < (g/)\
o,
m ein neues mit den Funktionen =y, 25,000, 200 Sopnpnr o0 o s
mit dem alten von derselben Art ist und die Matrix 2 haben
moge. Da z;,%,..., 5., cine Begleitmatrix der Matrix < bestim-

men, hat ¥ die Form

i) 1 i
) %MU v

By 3
L8y, By

L)

=

hierbei wird die Begleitmatrix ¥;; durch das Differentialsystem

oo dz, o odzn iy
b - R e T ek o
dx 2" dz T d d.x e
d3g+1, - - g S e v e D2 z
dx Uerh, 1 ~1 7 Ygrn2=2 " T Yethozth etk

gegeben und die zuletzt eingefiihrten Funktionen v, 4, ¢ 0,000,

v werden durch die Relation

gvh, g+

7 7, -0 - v = - i
Vgam,1 =1 7 Ugyna=a Uorh,gak gk T Sgpper =

geliefert, die zwischen den in Abhiingigkeit befindlichen Funk-
tionen zy, 3y, ..., 3,4,y besteht.

Die zweil Matrizen € und 8B der Form

=. i< D
= . -~ -~
T21 2
und
) i
9% - ’Bm 0 Y
By, Bye |

sind von derselben Art, und £, ist irreduzibel. Alsdann bestehen
nach einem frither von mir bewiesenen Satzl) zwischen den f zum

Differentialsystem E;% +&y4(y) gehorigen Funktionen yy, 4y, .., y,

1) Vgl. den schon oben zitierten Aufsatz in den Math. Annalen Bd, 78, S, 20,
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und den g+% Funktionen zy,55,...,2,,,, die bei dem Differential-
dz | . :
system (Tii) +%,,(z) auftreten, entweder f linear unabhéngige oder
\dzx

iiberhaupt keine linearen homogenen Relationen.

Wir behandeln zunéchst den Fall, daB f Relationen bestehen.
Nach der Gleichung (9) und dem sich ihr anschlieBenden System (10)
sind zy,%,,...,z, lineare homogene Funktionen von iy, y,,..
Mithin lassen sich ‘die f zwischen y;,¥s,..., ¥, und z,z,
bestehenden Relationen in solche zwischen yl,ygl,...,yﬂg, Zgr1r Tgans
«+vy 24y, Uiberfithren. Auch diese Relationen sind unabhéngig; denn
man kann von ihnen zu den f fritheren unabhingigen Relationen
zuriickgelangen, da sich jede der Funktionen y, . (i=1,2;..., )
durch dic Funktionen y,,¥,,...,y, und z (i='11‘ 2, ...,g) ausdriicken
1aBt, wie aus den zur Bildung von z,z,...,z, verwandten Glei-
chungen (9) und (10) unmittelbar hervorgeht. Wire nun k<#, so
konnte man aus den f unabhingigen, zwischen Y1o Yoy -
Zgity Sgyar-- 1 2y DEStehenden Relationen die i Funktionen : -
+++3 5gyy €liminieren und wirde dann f—4>0 Relationen szisclien
den jmngbha_mglgen Funktionen Y1 Yos -+, Yy, erhalten. Da dies
unmiglich ist, muf 2> sein. Es kann aber nur h<f sein. Mit-
hin hat man h=f. Folglich besitzt dic Matrix B,; in dem unter-
suchten Fall den Grad g+h=g+f=n und ist daher mit € von
derselben Art. Nun waren aber die Matrizen MM und & von der-
selben Art. Infolgedessen ist wegen der Transitivitit des Art-
begriffés bei Matrizen gleichen Grades die vorgelegte Matrix IR
mit der Begleitmatrix B,, von derselben Art. Hiermit ist unser
Satz in dem behandelten Falle bewiesen.

oy Y-

ey Zg+h

o Y

SInd Yy, Yoy .. os Y 24y 29, - -, 24y, linear unabhingig, so mub zu-
ndchst £=0 sein. Die Funktionen S1sBgy - -y Bgys DANgen némlich
lincar und homogen von y,,,,...,%, ab und nur hochstens n=f+g
Lincarfunktionen von y,,,,...,%, konnen linear unabhingig sein.
Mithin hat man f4+g+h<n, woraus sich infolge der Gleichung
f+g=n ergibt, daB k=0 ist. Da ¥y, Ya, ., Yp» %45 %95 - -+, Z, IN8GesamMt
n linear unabhingige Funktionen sind, konnen wir das Differen-

: d ‘ .
tialsystem (Iiﬁ) + @(y) durch Einfiithrung der Funktionen z,,2,,...,2,
x *

und Beibehaltung von y,,¥,,...,%; in ein neues Dilferentialsystem
uberfithren. Dieses besitzt dann eine zerfallende Matrix 3

%




hierbei sind £, und ¥,;; Begleitmatrizen,

ALFRED Logwy:

S {)

0 By,

3:

die bestimmt werden

durch die Differentialsysteme

dy, dify di_, d i

—— — . — Y . =Ny, TS Spally o Syl

dx g dx / fdr odr e e

und

le d:z d:'g—l _ ([:L.' Co- - - -
T lg, T g e o e TR T U g

dx dr il du

Unter ¢y, emne

standen, fithren wir

(11)

Funktion des Ratmnalitiitsbereiches X ver-
eine Funktion

W =gyl + 35

ein. Aus u, leiten wir nach dem im Satz («) des § | beschricbenen

Verfahren u,, ug, ...

ab, um auf diese Weise eine Sequente des zu

3 gehorigen Differentialsystems zu gewinnen. Infolge der beson-
deren Form dieses Differentialsvstems und der durch ("H). ein-
gefiihrten Funktion u; nehmen wy, ug, ... die folgende Gestalt an,
wie man aus den beim Satz (a) angegebenen Detinitionsgleichun-
gen (3) ableitet:

Hy = Gorlfs = Yaalfa — %5

= 511 32 ls ~ Gants -

He = g1 Yy — Goalfo = oo T ity = ¢

et = Qear Yy Goag 2 Y2 =0 oy s 3y — T

-
[ ¢

aus der Matrix 3 berechnet man noch nach den Gleichungen (5)
die Werte:

J Giv1,1 =

i1~ GifSn
l ivi,k

=ik T Qik—1 — Gij Sk

(13)

dabei ist voraussetzungsgemil ¢,, =0, wenn b > 1 (I.' =21, ...,f).
Nun sind zwei Falle miglich. namlich erstens: g, ist eine solche
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Funktion aus X, daB u, Uy, -y gy 0 Dependenz stehen, oder
zweitens: fir ¢, ist wenigstens eine derartige Funktion bekannt,
daB uy,1u,,...,u,,, linear unabhingig sind. Angenommen, ¢, sei
eme solche Funktion, fir die der zweite Fall vorliegt. Alsdann
erhdlt man durch Fortsetzen des Verfahrens, das zu den Gleichun-
gen (12) fithrte, ebenso wie bei dem erledigten Fall — bei ihm
handelte es sich um die Funktionen z, z,,..., z,,,, fir die wir hA=f
nachwiesen — f+g Funktionen wy,uy, ..., u,,;, daB diese unabhin-
gig sind und erst uy, Ug, ..., Ugy/s Upypyq 10 linearer Dependenz
stchen, Die zwischen den zuletzt genannten Funktionen be-
stehende Relation mége lauten:

AUy Fhgly + e b Ayl =0

Alsdann ist die Matrix 3 und daher auch die urspringlich vor-
gelegte Matrix M von derselben Art mit der Bpgleltmatmx des
Differentialsystems

dul d Uq : d ”’H—g—i dl’l

— Uy, T =gy .y e ETH ——ie
X d$ 31 s dm uj.}._g) d’E +/1M1+l'~2112+

dx -
+ /‘f+g Upre s
womit unser Satz liir diesen Fall bewiesen ist.
Mithin bleibt nur noch der Fall zu untersuchen, bei dem fiir
¢11 bloB eine solche Funktion aus X bekannt ist, so daB u,, Ry vens
Ugy 0 Dependenz stehen. Wegen der Unabhingigkeit von ,, s,

voosYpy F19%05 00,2, mub die Uy, Uy, ..., U,y verkniipfende Relation
dann lauten:

(M) Ugt Wy + Ugp lly + 2+ + Vol + 15y =0

wie aus (M) und (12) folgt; denn sonst wiirden die Koeffizienten
VON Zy, %y, ..., 3, Nicht einzeln verschwinden. Die Relation (M) wird
ersichtlich nur durch die Matrix 8, bestimmt und ist unabhingig
von der Wahl der Funktion ¢,,.

Aus (14) in Verbindung mit (11) und (12) ergibt sich

l Vet (911 ?]1) + E’ga(%n Y1+ Qoo ?/2) + vg3(Q31 Y1+ Gz ls+ gy L’/a) +

(5
] + Ugg (qgl Y11 Qe Yo ter g,y yi) + (qg+1,n Yi+Gerr o Yottt oy yf) =0.
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Zur Abkiirzung setzen wir

Yi=qu, Yo=go Yy + 22 lss ---s Y. =¢a i~ Ginta v TR ERERR

Yoot = Qeera My = Geer2 ot ey Ul

Hierdurch geht die Gleichung (15) iiber in

(16) U:zl )’.i 'I“ Ug2 }'2 - " ‘— UEC )-L’ - )‘-E-.Ll == ” -
Nun ist
dY{ ’ ’ . ! . ’ o ) F)
S e g T GaaYe e T Qi T Gl il e T i Y
dz
(1! = Yo+ g (= 00) + @ (a—s) = o G (W= 1)
4y, s I +
L gl — T8 Yy = S N b TP .
Giy da Y1 Spa Y //,I,) .

wie sich aus den Gleichungen (13) ergibt.

Wir wenden die Formel (’17) fiir i =1 an und ecrhalten

dY, , . _ . _
__,d4-=Y2+_L1, wobei L, eine lineare homogene Funktion von
T

' ’ 4 dl/f
Yy— Yoy Yo—Ygy o vs Y1 — Y-

dz
dy

Differentiiert man dann (—i—l =Y, + L, weiter und fithrt fir die
€I

S Yy S Yo A Sy Yy bedeutet.

bei den aufeinanderfolgenden Differentiationen rechter Hand der
, dy,;
Reihe nach auftretenden Ableitungen -df-

&I
Formel (17) Y;.; ein, so gewinnt man die folgenden Relationen:

dY ] .
Zunichst, wie schon angegeben, —»d—l =Y, + L;, dann weiter
A

(i =2 3,. ) aus

dzy 'y, dry . o
"J;él" = Y?, + Ly, “&"5;}“ = }'4, + Lg, SRR “-E;;' =} gat T Lg; hierbei

bedeuten Ly, Ls, .-, L, lineare homogene Funktionen von Yi — Ya»
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. : dy; - o
Yo Yo -2 Y ™Up S Y Spp Y o Slf?/[und ithren Ab-
leitungen. Aus der Gleichung (16) ergibt sich nunmehr
l dY, A=Y, dfY,
(18) ] T Vit g e et g
+ Vg by + Ly

£8

L1+ Uga LZ 4o

Wir wihlen die willkiirlichen Funktionen ys, ¥, -..,¥; gleich
i—1

y;,yz,..., Yy, also y; = dx"f‘l ; als«lan_ln geht die rechte Seite von
(18) iiber in eine lincare homogene Funktion des Differentialaus-
druckes

d’y, diy, o dhy,

+ S S —— e + L S e
dx' 1YL e dx 1 g1

und scmer Al)leltungem Unsere Wahl st nimlich S0 getmffen,
dald 1y —Yas Yo —Yas -+ J, —¥; verschwinden.

Zur Abkiirzung setzen wir

‘ dy, Ay, dy

Nunmehr kénnen wir die Relation (18) auch schreiben

d(‘]m Ul) . | dg_l(?n?h) N dg(@'u%)

21 ('Yu ?/1) Tt Ugg T T Uy dzé ! dxt

dx
ds . a's
= oS + iy 1z Tt PP

(19)

dabei ist ¥; = ¢;; ¥, gesctzt und beachtet worden, dafl} die rechte
Seitc cine lincare homogenc Funktion von § und von seinen Ab-
leitungen ist. Wir nehmen nun an, daB der Rationalititsbercich £
nicht aus lauter Konstanten besteht und wihlen fiir ¢, irgend-
eine Funktion f(z) aus =, die keine Konstante ist, und ihre Poten-
zen f2, /%, f¥*'. Alsdann erhdlt man aus (19) die g+1 Gleichungen
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N d(f ’11) ‘ . o< (f.’/l) o dF (f.'l])
Vet ‘(f,lh) T Py dx T b dx! N d xf
g . dsS x d" S
= oo T Mo de SR AY 71 At
- df*mn) A ) A ()
| ° NMOREE ﬁrlgl T e r!’:l:'“'"'l d.r"‘
20
( ) g . dy 1 ‘ (lh S
= Mgy T My (]_) ot s Mgy (fg:i" N
" d(ff:+l i ) | ] st (/wl !/1) | d* ‘(f;z+1 .’/1)
’Ugl’(f”H."/]) + Uy do ot U2g dret N o 1t
‘)" .‘ il S . dh AS
= e F Uy, . SRR dh .

Fir die in (19) rechts auftretenden Grollen (.-U 1,2,. “,h)
die von der Wahl des g¢;; abhiingen, haben wir o, pt;y, - s g,
(i= 0,14, 2, .., k) gesetzt. Die g+1 Gleichungen (20) lassen sich
als emn lmeare% unhomogenes Gleichungssystem fiir die Griflen
By, Uy, - --, Uy, 1 ansehen. Die Determinante lautet

» dfy, Ay Aty
i dx dzst dr? ‘
i
e ffyy ATy APy o
./1 CZJC d L | ’] r I 1
flg+1 dllg dg‘lfgﬂ’ /1 ,lr,fw.-l /8 ;
I ] -
1 dIE dx! dx’ [

diese ist mnach einem bekannten Determinantensatz gleich
g W, 2, ..., 15, wobei W, f%, ..., #71) die WRoNskische
Determlnante dler Funktionen f, 2, ..., {5 bedeutet. Da die Funk-
tionen f, f2, ..., f¢! nicht in linearer Dependenz ¢, f+ cgf*+--
+ €gpq /57 =0 mit konstanten Koeffizienten stehen, verschwindet

(f, f%..., f5%") nicht. Da demnach yf*'W(f, /..., [**") nicht
Null ist, lassen sich aus dem linearen unhomogenen Gleichungs-
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system (20) die g+1 GriBen vy, v, -

7 gg?

Im besonderen findet man fir die letztere

g (P,

f).

d(f @ (fy ds drs

fg gmjl) d(x 1) ‘5‘4'/1"10715’_“'F "+ Mg dr PN

a(f® ) a7 () - ds ars

1=f_2;1/1 S P P umSﬂm PP T Syl
S () ey ds d"s
fé—l“l-'/l deA___x 1), - _d(xg——1 1) ‘U,Og S+‘Iu’1g d:v + e .MM' -&TIA;T

25

1 emd.eutlg bestlmmen

Entwickelt man die aul der rechten Seite im Zahler stehende
Determinante nach den Elementen der letzten Spalte, so erhilt
man eine Gleichung der Form

h

S ) i .
S ) ryfH W 1R )
x N

L ds |
(211) 1= (QOS + 0, d R O

dabei hingen (g, @y, ..

tionen ,k(i-() L2,k k=0,1,2,..., ) von der Funktion f()

und ihren Ablmtungen sowie von der Unbestlmmten y, und ihren

Ableitungen. Bedient man sich der Integralexistenz, so sieht man
die Unméglichkeit der Gleichung (21) folgendermaBen ein:. 5 sei
ein Integral der linearen homogenen Differentialgleichung

di d=t d
Y1 doeee 1 S” _....i'll_ *-/.;1..
dx dx/—! dx’

Setzt man in (21) fir die Unbestimmte y, die Funktion 7,
so verschwindet aufl der rechten Seite der Formel (21) der Zahler,
withrend der Nenner »®*' W(f, f?, ..., f**") ungleich Null ist. Man
erhiilt -mithin die unrichtige Gleichung 1=0. Diese zeigt, daB

unsere Annahme  unmoglich ist. Wahlt man also in ‘(11) far gy

der Reihe nach dic:Funktionen f, 7%, ...,/%*", so kommt man min-
destens ecinmal zu einem Funktionensystem u, u,,. oy gy, das

nicht in linearer Dependenz ist. Da dies dem berelts erledigten

vorigen Fall entspricht, ist unser Satz endgiltig bewiesen.

., @, ganz und rational ab von den Funk-
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Will man die Unmoglichkeit der Gleichung (21) ohne die Inte-
gralexistenz zeigen, so kann dieser Nachweis nach einer freund-
lichen Mitteilung von Herrn Professor A. Hurwitz, dem ich hier-
fiir verbindlichst danke, folgendermaBen gefihrt werden: Die
Gleichung (21) ol fir jede Wahl der Unbestimmten y, richtig
sein, algo anch im besonderen, wenn fiir y; eine ganze ‘ationale
Funktion von x gewdhlt wird. Man setze:

. . 2 . A Ak
Yy = ty + Gxr—d, J7 e o (lf+,rl .

! [ . r | -"*‘h—l
Yy, = g+ 2apr = oo = (fHR) 2 ,

y'{:2(12*:3-2(13:5'*---—-(#:—17) (F=h=1) ey ™=

(l+'x) (f h) s -

Jede der zur Bildung der rechten Seite von (21) verwandten
Funktionen besitzt nach Voraussetzung als Funktion des Ratio-
nalititsbereiches innerhalb ein und desselben Gebictes S der Ebene
nur eine endliche Anzahl von Singularititen, also trifft dies auch
fiir die endliche Gesamtheit der beniitzten Funktionen zu. Unter
den Stellen, an denen alle diese Funktionen gleichzeitig regulér
sind, wihle man eine solche x,, fir die W(f, 7% ..., f**') + O ist.
Da die- genannte Funktion nicht identisch verschwindet, ist dies
moglich. Uber die Konstanten a,, 4y, ..., a,,, verfiige man so, daB
man fir x=x, erhilt y, =wg, y; =w,, Yy =1, ..., Y3 " =w,,,;, unter
Wy, Wy, .., Wy, beliebig gewihlte GroBen verstanden. Durch diese
Bestimmung gehen

' dy, dty,  d'y,
R IE R L TP FE S P
fy I+1,
a5 _ sy, + sy 2L dys o @Y T
P "% iz SRy A I
2 ' i+t +2,
d S (2) +3(2) dy, e s® d™y, . d,f_]m
Y1 : P2 T I
dz dx dzx
h. J+h—1 Ji+k .
4’3 = st +s“')£?!}. ez a7ty ARy
aoh o Yy — Sp2 iz S, ik PP
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iiber in

S =8y, (mo) wy + 8y (@) 0y + -+ + sy(mo) g+, , .

ds o
. 1 ‘ 1)
S o @ () @ (V. . 4w
—;[—2* Sfl (33‘0) W)O e 3/2 (.’1;0) Lﬂl + b + Sff+2 (xo)‘ Wj+1 I“"z )
'S , o
’ i ' X d . ]
da' 510 (o) o + 82 (wa) w0y 4« + 8[74 (%0) piaos + Wy -
x .
Die willkirlichen Unbestimmten wy,w,,,...,w;,, wihle man
- ds d*'s . )
nun derart, da §, —, ..., —— verschwinden. Dann nimmt

de ' dx”
die rechte Seite von (21) fir =z, den Wert 0 an, und man kommt
wiederum zu der unmdéglichen Gleichung 1=0.

§ 3.

Wir kehren zu der Begleitmatrix des § 1 zuriick. B sei eine
Begleitmatrix von I; es bestehe also die zu Anfang des Aufsatzes
in der Einleitung angegebene Relation:

(1) B, R = —F'+PM .

Es sei (y) die spezielle Matrix

11100...0
'y, 00...0

e R el

00...0

=

|
| |

d e '
und entsprechend (E?L) =y die durch Differentiation der Elemente
z

1} Die hicr auftretenden Konstanten 5% (o) gehoren natirlich im all-
gemeinen nicht dem Rationalitatsbereich 2 an. ' " -
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der ersten Spalte aus ihr hervorgehende Matrix. Dann folgt aus
(1) durch rechtshindige Multiplikation mit (y) und Addition von
B(y')=P(y) die Relation

(22) B, R (y) + T y) + BO) =BM(y) + B -

Wir betrachten die ersten m in § 1 unter () angegebenen
Gleichungen

=P P Yo P U
(Zd) :2 = P Y17 P2 I o Doy Uy s
l :'m = Pml [/ﬂ - I'mﬂ l/l e Ilmn .’In .

Wir fiithren die n reihige spezielle Matrix (;),,

3 0 .00

: |
Loz L u!
I ;
bz, 0O 000 .
o0 L0
L |
0 0 ... 0

ein und bezeichnen mit (d) = (z )n die durch Differentiation der
n

Elemente aus ihr hervorgehende Matrix. Dann schreiben sich die
Gleichungen (23) symbolisch (z), = R(y), und die Relation (22)
geht iber in

(24) B, (2), + ()0 = B(MO) + ) 5

dabei wurde beachtet, daB sich aus (z), =¥ (y) durch Differentiation
(Z')n =P (y) + B (y') ergibt.

Wahlt man fir die bisher unbestimmten Funktionen iy, y,,
..~ Yy, Integrale des Differentialsystems M(y)+(y') =0, so geht
(24) tber inr%ﬂ-(z)mﬂL(z')m:‘D. Da sowohl ‘Bn(z)n als auch (z.'),i in
den letzten n—m Zeilen nur Nullen enthalten, kann man statt
%,,(z)‘n+(z')”=0 auch schreiben B (z)+(z')=0, unter (s) und (=)
die aus (z),, und (z,')ﬂ durch Streichen der letzten n—m Zeilen
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hervorgehenden Matrizen verstanden. Die erhaltene Gleichung
B(z)+(z)=0 besagt, daB z,%,...,5, Integrale des Differential-
gleichungssystems ﬂi(z)+ z}=0 sind, wenn %, ¥s,..-, ¥, solche
von I (y) +(y')=0 bedeuten.

Nach den Gleichungen (5) ist

' Sip1 = PigiaY1 7 Pigae¥a T 0t Py Yn
‘ = p:i Iy +P:2’/2+ e +1):'nyn
(25) S'—F" -
= N P (Mg gy MY+ M)
s=1

‘ | N
Geniigen nun Y, Yoy -+ Yy dem Differentialsystem ma(y) + (Ely) =0,
so geht (25) iber in x

Zip1 = Pills F Piale T 0 F Dol T Pix Yy + Pials + 000+ Piy Yo = Z;-

Man hat daher Bip1 =51, wobei 1" die i-te Abgeleitete von z, be-
deutet (zl= 1,2,..., m—ﬂ).

Es MOgen ¥y, Yogs -+ ¥ux (k=1,2, ..., n) Funktionen sein, die,
(i1 gy Yo, -+ Yy gesetzt, das Differentialsystem (S—Z) + M (a/) =0
. !

vollstandig integrieren, d.h, es sel die Determinante n-ten Grades
lyiel (i k=1,2,...,n) ungleich Null. zy, 25, ... z,, seien die
Yy g Yokr oo+ Ynk entsprechenden Funktionen, die sich aus den Glei-
chungen (2‘3) ergeben, wenn man yy, ¥, .., ¥, durch gy o0, 0, Yy
ersetzt. Dann sind, wie bewiesen, ‘e.rstenﬁ 24k Sagy e s Dok (k:ﬂ,Z,...,n)

Integrale des Differentialsystems &N +%(z) =0, zweitens ist
x

S =50y ((=1,2,..., m=1), wobei z{', die i-te Abgeleitete von
%y, bedentet. Bildet man weiter die Matrix

' i . s=n Se=g : s=n

P T D SRS . N,
ISR RIS PR o Prs Ysy 2 Pis Msae oo Lo Prs Ysa

i i Cs=1 s=1 ]

i i
‘ L {os=n s=n s=n
: z - - o LW . A% . A R
(‘36) |21 Sa e Zan = Lo Pas Ya L Pas Ysaee o i Pas Yen |

oo ' iy bs=1 " s=1 s=1

i I i
! I
T ’1 i .
| l [ s=n s=n s=n

~ - - i "l , ) Sy . ~ ‘

[ ml Sm2 v Ay ! ' L‘pmsysl L PunsYso+v 2.. Pis Ysn
‘ =1 s=1 s=1 ;
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so hat diese den Rang m; denn sie ergibt sich durch Komposition
der Matrix

Py Prz2 oo - Pias

Far Paz -+ Paa
pml Pn:‘.! AR ,“mn

vom Range m mit der Matrix [|yl| (. A=1,2,...,n) n-ten Grades
von nicht verschwindender Determinante. Man kann also unter

den Zahlen 1,2,...,n stets m solehe {1, ... L, finden, daB
2113 Zpy v Bmi (l =1, ... l,,,) ein vollstiindiges Losungssystem

von %(z)-'r ~dj =0 bilden. d. h. dalk sie Integrale sind, fir die
ay

die Determinante |z;| (i=12,....m; (=0 ... L) m-ten Grades’

ungleich Null ist. Da s, , =3} ist, sind dann =, 5,00 5

"

ein Fundamentalsystem der durch das Differentialsystom 9 (z) +
dz : . . :

+ i =0 gegebenen linearen homogenen Differentialgleichung

' z

B =0 oder, ausfithrlich geschrieben: §,z; + b,

rm—1 wo_

d" "z  d"z

dxm—l + d:l:m

bestimmt ist.

+ b, =0, der Sequente, die durch die Matrix B

Wir haben daher den Satz:

B sei eine Begleitmatrix einer gegebenen Ma-
trix M. Die zwei Matrizen seien miteinander durch
die Relation (l) B PR =—P+LPM verkniipft. Durch-
laufen dann ¥, ¥s, ..., y, alle Losungen des Dilleren-

, : ken dy; . .
tialgleichungssystems N m,, y,+—— =1 (l, =12, ..., m.),
k=1 o ax ’

symbolisch geschriebhen W(y)dﬁ((i{/-):(), und entnimmt
o

man die Groflen p,—k(i=1,2,...,m" E=1,2,...,n) der Ma-
trix P, so nmfassen die Funktionen

Z2;=PirYr T PiaYa + oo+ Digliy (zl:'.l,?,...,m)
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alle Integrale des Differentialgleichungssystems

dz : :
58(2) -|-(»d)=0 und auch keine anderen Funktionen.

Da B ceine Begleitmatrix ist, lautet das zuletzt
hingeschriebene Differentialgleichungssystem aus-
fahrlich:

d: A « . d:‘"g
;{x’ — 2y =0 (1,: 1.2,..., m,-—i), Eix +b, zl—!—bzzg-%—.:.-%-b,,,zm =0,

und z;, 1st die z-te Abgeleitete von zl(izi,‘Z,_..,m—i).
Weiter liefert die Funktion z; alle Integrale der
linearen homogenen Differentialgleichung

- 2 m-—l..,- W
dz, d’z, "tz d"z

B byzvby owby e by
1~1 2 dx I3 r? ™ d$m_1 dx"

und z, umlaBt auch keine anderen Funktionen als
die Integrale dieser aus der Begleitmatrix 8 her--
vorgehenden Sequente B=0.

Umgekehrt gilt:

Es seien pyy,ps,..-, py, Funktionen des Rationa-
lititshereiches 2y z = py iy + pratg + -+ + Py, yY,, und
Y1, Yg: -2 Yo Integrale des Dilferentialgleichungssy-

k=n d(. .
stems N m Y+ d';"=0' (i=1,2,...,ni) oder, symbolisch
k=1

. dy :
geschrieben, EDE(;I/)+ (—&—‘l—)=0§ Die linecare homogene
x

Differentialgleichung niedrigster Ordnung mit Ko-
effizienten aus X, der die Funktion

S1 =Pt PreYe oo pL Y,

geniigt,1st eine Sequente B von M. Diese Differen-
tialgleichung niedrigster Ordnung findet man auf
folgende Weilse: Man differentiere Zy = Py Yy + Py Yo + -
+ piwy, und beseitige rechter Hand die Abgeleiteten
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] dy. di , )
49, , —---il{'g—, o ‘durch das Differentialgleichungs-
der dx dr ©

‘dy
system I (y) + d'/):(). Das sich dann ergebende
K

Gleichungssystem

1 = P = P12 Y2 T T Pyl
,:,1 ,

d.'l} :1“‘21!11 = Pas i ot l"_’u.’/n:
9

SIS [

dr? = Ps1 U1 + Va2l EARRRR Y LF P/ A
m

i,

&i_m = Pmsta Y1 = Puzr2 W e & Post,n Un

fithre man soweit, dafl die von y,.¥y,. ....y, lincar
; .
dzy  d%z,

und homogen abhingigen Funktionen :, e dat
dax as

dm—l I,

1 . - - . .
;e unabhidngig sind, aber bei Hinzunahme von

i

- i . 1 . . .
——— in Dependenz stehen. Lautet die zwischen ihnen

X

=~

hestehende Gleichung

d :’l 2 :1 dm—ﬁ 3 dm :l
Boobim b, Sy O TR
1~1 2 dr 3 dl.z d_,!_m—l dr™ )

so ist dies die gesuchte lineare homogene Differen-
tialgleichung niedrigster Ordnung, der die Funk-
tion z, geniigt. Bildet man aus B die Begleitmatrix B
und aus den Koeffizienten py (i=1,2,...,m;if:i,‘z,...,n)
der ersten m linear unabhédngigen Gleichungen von

(G) die Matrix P, so ist (1) B, P=—P+FM.
Sind Yy 5 Yagy - oos Yus (k: 1,2,..., n) ein vollstindiges Lisungs-
| dy

system von 93?("'l)+|(ﬁ*~):0. d. h. ein solches von nicht ver-
) ' dx
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schwindender Determinante |y;.!, so hat die lineare homogene
Differentialgleichung niedrigster Ordnung mit Koeffizienten aus

Z, der z, geniigt,

die Funktionen

Zyp = P11 Y1r T PraYor T T PinYur

zu Integralen. Bildet man nun die Matrix

(k=17 277,"75‘ n’)

Z11 L9 Z1n
dZu dzlz dzln
dx dx dx
2 2 2
d” 24 d” 249 d°zy, ’
dz? dx? d z®
dm—‘l z dm—-l z dm—l .
%11 12 Zin
dwm—l dﬂ?m_l dwm——l

so hat diese nach den Gleichungen (G) den Wert

§=ﬂ s=n s=#n
52211 pls ysl 2_;1 pls ysz‘ 2_:[ pls ysn
Zipzs Yer 21 Pas Ysz *** D2 Pas Ysn
§= s= s=1
lems ysl 211 pms ysz -t Z pms ysn
§= ' s= s=1

und mithin den Rang m; denn sie entsteht durch Komposition
der Matrix | 7 7 {
Pi1 P12 ++ - Pin
P2y Paz --+ Pa2n ||»
l mel Pma + -+ Pmn

die infolge der Unabhingigkeit der ersten m Gleichungen von 6)
den Rang m hat, mit der Matrix ||yl (5 #=1,2,...,n) von nicht
verschwindender Determinante. Demnach umfalt z, =py, ¥y, +
+ PioYo+ -+ + PrnYn, Wenn die Funktionen ,,¥,, ...,¥, jedes Inte-

Bitzungsberichte d. Heidelb. Akad., math.-naturw. K. A. 1918, 5. Abh. . 8



34 (A.5) ’ ALFrRED LoEwY:

dy . | :
gralsystem von I (y) - (EE =0 durchlaufen, m linear unabhiingige
Funktionen; folglich muB die lincare homogene Dilferentialglei-
chung niedrigster Ordnung mit Koeffizienten aus 2, der 5, genigt,
mindestens von der Ordnung m sein. Da die aus dem System (G)
durch Elimination hervorgehende lineare homogene Differential-
gleichung die Ordnung m besitzt und of fenbar auch durch
Zy= Py Y+ Pralfa -+ + Pin Y, befriedigt wird, senn die Funktionen
Y1, Ya, - -2y, jedes Integralsystem von M () + (z;/)r 0 durchlaufen,
ergibt sich zunachst, daB die aus (G) durch den Eliminations-
prozeB abgeleitete Gleichung die lineare homogene Differential-
gleichung niedrigster Ordnung mit Koeffizienten aus X ist, der z,
geniigt. Es ist noch zu zeigen, daB diese eine Sequente von I
ist. Zu dem Zweck betrachten wir zuniichst die durch das Glei-
chungssystem (G) eingefiihrten Koeffizienten; diese erfiillen nach
der Art der Bildung von (G), die in Differentiation und in Beseiti-

dy; d:
gung von —d?i" i=1,2,..., n) durch I () -+ (Eg) =0 bestand, die

Relationen

S=n

" Pis Mg (:‘:-1,2....,m; k=1.2,...,n).

7

(5) Piv1,k = P:h -

I\

»
"

Will man nun ausgehend von z, = py ¥+ Pralfat " PinYm
unter ¥y, Y, ..+, Y, willkiirliche Funktionen verstanden, ecine Se-

quente des Differentialsystems 9 (y)+ BE ‘bilden, wie dies in
x

L

§ 1 beschrieben ist, so hat man einfach zu setzen

Zp= P+ PiaYat T Pin Y (i=1,2,...)

und soweit zu gehen, daB zy, . ..., 5, linear unabhingig sind,
24y %, .-y B3y in Dependenz stehen. Werden diese durch dic Re-
lation b, z, + by gy + -+ - + b5 + 51, = 0 verbunden, so ist

dz d=tz,  d's
e AL FE P

g
i
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eine Sequente der Matrix 8. Daher hat die lineare homogene
Differentialgleichung B =0, wie im vorigen Satze bewiesen, alle in
= Py Yy + Pra Y + - + P1uY, enthaltenen Funktionen und auch
keine anderen zu Integralen, wenn ¥, ¥, -.., ¥, Jedes Integral-

system von N (y) + (Z—y =0 durchlaufen. Infolgedessen hat B=0
' x

dieselben Integrale wie die durch Elimination aus dem System (G)
gewonnene Differentialgleichung, und beide miissen mithin identisch
sein, Insbesondere ist daher [=m. Da B eine Sequente von I
ist, besteht auch noch die Relation (1) B, =—F'+PM; dabei
geht B, durch Beifiigen von Nullen aus der durch B definierten
Begleitmatrix 8 hervor und P bedeutet die aus den Elementen
pir (=12, ccymy k=1,2,..., n) gebildete Matrix. Hiermit sind
alle in unserem Satz gemachten Aussagen bewiesen. '

Enthalt der Rationalititsbereich 2 eine wirkliche Funktion
von z, so kann man, wie im § 2 bewiesen wurde, durch geeignete
Wahl der GroBen p, pi, ..., py, eine Begleitmatrix B von M des
hochsten Grades »n und daher auch eine Sequente B der
hochsten Oljdnupg n gewinnen. Verfiigt man iiber pyy, pug ovr Pis
derart, so l)es.ltzt die mit der Sequente B ubereinstimmende lineare
hpmogene Differentialgleichung niedrigster Ordnung mit Koeffi-
z1§nten aus 2, die durch z; = pyy, + py, + - + P1n Yy befriedigt
wird, ebenfalls die hochste Ordnung n. Anders ausgedrickt: Man
kann erreichen, daf z,, ii , f";n_lzl_

dwn-——l

system (G) unabhéngig sind, also die Determinante |p;,| (i, k=1,
2., n) nicht verschwindet?). Hiermit ist auch das zweite in der
Einleitung angegebene Resultat bewiesen.

bei dem Gleichungs-

g v

1) Infolgedessen ist nachgewiesen, daB die von Herrn L. SCHLESINGER,
Vorlesungen iiber lineare Differentialgleichungen, Leipzig und Berlin, 1908,
S. 156 ff. betrachtete Determinante |riz| (i, k=1,2,...,n) nicht fur jede
Wahl der ryq, 712, ..., 71, identisch verschwinden kann, wenn der Rationali-
titsbereich eine Funktion von & enthilt. Ein identisches Verschwinden der
Determinante |rj| (L, k=1,2,..., n) fir jede Wahl der ry,ris, ..., s
kann nur eintreten, wenn der Rationalitatsbereich bloB aus Konstanten
besteht und die reduzierte charakteristische Funktion der Matrix —I [bei
Herrn SCHLESINGER ist die Matrix —M mit 4 =||a:|| (i, k=1,2,...,n)
bezeichnet] einen Grad m < n hat. Auch hier kann nicht zwischen
Y1, ¥, ..., Yn €ine homogene lineare Relation mit Koeffizienten aus dem
Rationalitatsbereich bestehen; denn eine solche wiirde das Verschwinden

3*
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der Determinante yp h=12....» ciner jeden Integralmalrix
nach sich zichen, was nnmiglich it Tant i Fallie des Bationalitits-
bereiches mit konstanten Koeffizienten dive reduzierte chavakboristisehe
Funktion von —WM: by = ho o — by o7 — e b pm=l 7 0L S0 weniigly

Wenn &y, €o, ... £y willkitrliche: Konstante nnd wp g0y Intewrale von

dy\ : o
mt (y) + ——1 = {) b('(h.‘Ul(‘“‘ J"d",' ] ”“l{t]l'lh 1 = ry ,-: ‘”2 e ey _”n (h'l"
dxr

\
gelben festen linearen homogen.n Differentialeleichung

- : =] -
d 1 ’[3 51 d > of 21
byzy+ bs - g e by, L

o= 1
dr d 2 d il oy’

die aus der reduzierten charakteristischen Funktion hervorgehi, Mithin be-
steht zwischen m -1 Elementen sines jeden partikuliiren Losungssystems des

d iy . . .
): 0 cine Relalion mit

i

gegebenen Differentialgleichungssystems Moy ;( ;
auxr

konstanten Koeffizienten, die sich mit der Wahl des Losungssystems indert.
In dicsemn Sinne ist die Angabe bei Herrn SCHLESINGET . a0, 2188, Aeile
16—21 zu prézisieren.




