Lehrstuhl fiur Informatik VII

der Technischen Universitat Miinchen

Grundlagen strukturierten Spezifizierens
mit héheren Netzen

Andreas Heise

Vollsténdiger Abdruck der von der Fakultét fiir Informatik der Technischen Univer-
sitdt Miinchen zur Erlangung des akademischen Grades eines

Doktors der Naturwissenschaften (Dr. rer. nat.)

genehmigten Dissertation.

Vorsitzender: Univ.-Prof. Dr. Tobias Nipkow
Priifer der Dissertation: 1. Univ.-Prof. Dr. Dr. he. Wilfried Brauer

2. Univ.-Prof. Dr. Hartmut Ehrig,
Technische Universitidt Berlin

Die Dissertation wurde am 22.03.2001 bei der Technischen Universitdt Miinchen
eingereicht und durch die Fakultit fiir Informatik am 03.07.2002 angenommen.



il




Abstrakt

Ziel dieser Arbeit ist es, die Grundlagen fiir ein modulares Spezifizieren nebenlaufi-
ger Systeme mit Petrinetzen zu legen und das modulare Analysieren von Systemei-
genschaften zu ermdéglichen. Dabei liegt der Schwerpunkt auf der Entwicklung der
dazu notwendigen Theorie, deren Praxisbezug aber stets erkennbar bleibt. Mit den
Algebraischen High-Level-Netzen erweitern wir eine der fiir praktische Anwendungen
geeignetesten Petrinetzklassen und bringen sie, durch die Einfiihrung von Kompo-
sitions- und Parameterisierungsoperationen, dem Einsatz im Bereich nebenlidufiger
Systeme einen wesentlichen Schritt ndher. Den einheitlichen Rahmen fiir Spezifika-
tionen und deren Semantik bilden Konstruktionen der Kategorientheorie.

Grundlage fiir das Verstehen und Analysieren von Systemen ist die Unterscheidung
zwischen Spezifikationen als abstrakte Beschreibungen notwendiger Eigenschaften
und deren Konkretisierung in Form von Modellen. Dabei sollten alle spezifizierten
Eigenschaften in den Modellen nachweisbar und alle implementierungsbedingten An-
passungen moglich sein. Im Unterschied zu der in der Literatur iiblichen Modellbil-
dung, die zwar eine Variation des Datentypanteils in Form verschiedener Algebren
zuldflt, aber die Netzstruktur unverédndert in jedes Modell {ibernimmt, interpretie-
ren wir beide Teile einer Systemspezifikation lose. Fiir das iibliche asymmetrische
Vorgehen gibt es in der Literatur weder inhaltliche noch anwendungsbezogene Be-
griindungen.

Ob eine Spezifikation das gewiinschte Verhalten beschreibt, ist nur mit Hilfe von Mo-
dellen nachweisbar, die neben den spezifizierten Eigenschaften iiber keine weiteren
verfiigen. Ein derartiges initiales Modell ist im Rahmen unseres Ansatzes fiir jede
Spezifikation konstruierbar. Um eine detaillierte Beschreibung der in einem System
moglichen Abldufe zu erhalten, ordnen wir jedem Spezifikationsmodell eine operatio-
nale Semantik in Form von Prozefltermen zu. Diese kompositionale true concurrency
Semantik stellt das fiir die Petrinetztheorie essentielle Verhiltnis von Nichtdetermi-
nismus und Nebenldufigkeit in den Vordergrund und 148t sich direkt in die iibliche
Prozefldarstellung iibertragen.

Systeme in der Praxis sind meist deutlich komplexer als die im Bereich der Petri-
netztheorie verwendeten Beispiele. Sie erfordern daher, neben einer eindeutigen Spe-
zifikation, Moglichkeiten zur deren strukturierter Erstellung. Die hier eingefiihrten
Kompositions- und Parameterisierungsoperationen, mit ihren bis auf [somorphie ein-
deutigen Ergebnissen, schaffen dafiir die Grundlagen. Thnen stehen entsprechende
Eigenschaften auf Seiten der Modell- und Prozefitermsemantik gegeniiber, ohne die
ihr Nutzen fiir die Praxis stark eingeschrinkt wére.
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Einleitung

Motivation und Zielsetzung

Als die Petrinetztheorie in den 60er Jahren von C.A. Petri [Pet62] begriindet wur-
de, standen vor allem die grundlegenden Aspekte der Beschreibung von Verteiltheit
und Nebenldufigkeit im Vordergrund; der Einsatz dieser Methode bei der Spezifikati-
on realer und damit meist umfangreicher Systeme war nicht aktuell. Diese Situation
hat sich seit dem grundlegend gewandelt. Zum einen hat die vorhandene Hardware
ein Leistungsniveau erreicht, das eine rechnergestiitzte, detaillierte Beschreibung und
Simulation derartiger Systeme ermoglicht, zum anderen gewinnen Netzwerke und ver-
teilte Rechnerarchitekturen immer mehr an Bedeutung. Diese Entwicklungen haben
dazu gefiihrt, dafl Verteiltheit und Nebenldufigkeit in der Praxis eine immer grofiere
Rolle spielen und damit auch die Methoden, diese Aspekte zu modellieren. Dabei
stoB8t die Beschreibung komplexer Systeme allein mit den Mitteln der klassischen
Petrinetztheorie schnell an ihre Grenzen. Die entstehenden Netze werden uniiber-
schaubar.

Inwieweit sich die Petrinetztheorie als Spezifikationsmethode in der Praxis neben
den prozeBalgebraischen Spezifikationssprachen, wie CCS ([Mil80]), CSP ([BHR84))
und LOTOS ([Int87]) bewihren kann, ist nicht zuletzt von ihrer Handhabbarkeit bei
der Spezifikation realer und damit in der Regel komplexer Systeme abhéngig. Ein we-
sentlicher Aspekt dabei ist die Moglichkeit zu einer modularen Vorgehensweise, die es
erlaubt, ein System aus iiberschaubaren, separat spezifizierten Subsystemen zusam-
menzusetzen und die Eigenschaften des komplexen Systems aus den Eigenschaften
der Subsysteme abzuleiten.

Im Gegensatz zu CCS, CSP und LOTOS, die Systeme mit Hilfe von ,atomaren*
Aktionen ,bottom-up“ zusammensetzen und damit prinzipiell Grundziige von Kom-
positionaliiit aufweisen, mufl diese den petrinetzbasierten Ansétzen hinzugefiigt wer-
den. Entsprechende Mechanismen existieren zumeist nur fiir ,,hdhere Netze“, d.h.
fiir Netze mit individuellen Token. Doch auch fiir diese Netzklasse, die ja vor allem
unter Anwendungsgesichtspunkten entwickelt wurde, werden Kompositionsoperatio-
nen oft nur am Rande betrachtet oder durch technische Einschrinkungen in ihrem
Strukturierungspotential gemindert. So konnen Netze hiufig nur iiber gleichnamige
Netzknoten verkniipft werden ([Jen92, Jen94], [BDCMS88, BCMLOI1|, [BGI1]), was
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unter Umsténden kiinstliche Systemabgrenzungen zur Folge hat.! In anderen Fillen
muf entweder der Datentyp- oder der Netzanteil fix sein ([Lil91]), oder die zugrun-
deliegenden Netze sind von vornherein in ihrer Struktur beschrankt, z.B. auf ,state
machines* ([BDCM88, BCML9I1]). Ein weiteres Manko vieler Formalismen, die eine
Komposition von Netzen ermdglichen, ist das Fehlen einer Semantik der Kompositi-
onsoperationen ([DHP91], [Lil91, Lil95]), ohne die aber weder Eigenschaften von den
Komponenten auf das Ergebnis, noch in umgekehrter Richtung iibertragen werden
konnen.

Zwei Klassen von Eigenschaften lassen sich allen Systemen zuordnen, einmal die not-
wendigen FEigenschaften, ohne die sie ihre Aufgabe nicht erfiillen, und Eigenschaf-
ten, die durch ihre Konkretisierung entweder als mathematisches-, als reales- oder
als implementiertes Objekt entstehen. Diese fiir das Verstehen und Analysieren von
Systemen wichtige Unterscheidung macht eine Trennung zwischen Spezifikation als
abstrakte Beschreibung der notwendigen Eigenschaften und deren Konkretisierung in
Form von Modellen notwendig. Dabei sollten alle spezifizierten Eigenschaften in den
Modellen nachweisbar und alle implementierungsbedingten Anderungen méglich sein.
Vorbild in dieser Hinsicht ist die Theorie abstrakter Datentypen mit loser Semantik.
Vergleichbare Anséitze im Bereich der Petrinetztheorie, bei denen die angesprochene
Differenzierung fiir alle Systemaspekte moglich ist, d.h. sowohl fiir die Ereignisabfolge
als auch fiir die daraus entstehenden Zustinde, gibt es bisher nicht.

Viele Systeme wie Maschinen, Kommunikationseinrichtungen oder Prozesteuerun-
gen sind von vornherein dafiir vorgesehen, mit leichten Modifikationen in unterschied-
lichen Umgebungen zu funktionieren. Um sie nicht in jedem Kontext neu beschreiben
und als korrekt beweisen zu miissen, braucht man Mechanismen, mit deren Hilfe um-
gebungsabhéngige Spezifikationsteile ausgezeichnet und ersetzt werden kénnen. Dabei
miissen sich die Effekte moglicher Anpassungen in die Analyse der Systemeigenschaf-
ten einbeziehen lassen. Diese Anforderungen werden im Rahmen der Spezifikation
sequentieller Systeme, z.B. in der Theorie abstrakter Datentypen, durch , Paramete-
risierung” und die ,, Parameteribergabe* erfiillt. Fiir petrinetzbasierte Spezifikations-
ansétze fehlen derartige Mechanismen bisher.

Ziel dieser Arbeit ist es, die Grundlagen fiir ein modulares Spezifizieren nebenldufiger
Systeme mit Petrinetzen zu legen und das modulare Analysieren von Systemeigen-
schaften zu ermdoglichen. Dabei liegt der Schwerpunkt auf der Entwicklung der dazu
notwendigen Theorie, deren Praxisbezug aber erkennbar bleibt, d.h. am Ende steht
kein fertiges, am ingenieurmifligen Einsatz orientiertes Spezifikationswerkzeug, es
werden aber auch keine praxisfernen Einschrinkungen verwendet. Die vorgestellten
Objekte und Operationen — Systemspezifikationen mit loser Semantik, Komposition,
Parameterisierung und Parameteriibergabe mit entsprechender Semantik — lassen
sich direkt anwenden oder in bestehende Petrinetzwerkzeuge integrieren.

17.B. in Fillen, in denen die Komponenten iiber Teilsysteme zusammenhiingen und ihr Verhalten
erst in Zusammenhang mit diesen Systemen verstanden werden kann
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Als Orientierung dienten uns die Konzepte zum modularen Aufbau komplexer Sys-
teme, die sich im Bereich der algebraischen Datentypspezifikationen ([EM85, EM90])
bewidhrt haben. Sie sind ausreichend abstrakt und méchtig, um auf verschiedene Ob-
jekte, z.B. Netze, Daten und Prozesse, iibertragbar zu sein, und stellen eine breite
Palette von Ergebnissen und Methoden (Parameterisierung, Module, Spezifikations-
logik) zur Verfiigung.

Einbettung und Abgrenzung

Der Anspruch, grofiere Systeme auf Petrinetzbasis strukturiert zu beschreiben, fiihrt
fast zwangsldufig zur Verwendung ,,héherer Petrinetze“. Bei diesem Netztyp werden
die Objekte eines Systems, z.B. Daten, Werkzeuge oder Prozessoren, separat spezi-
fiziert und nicht in die Graphstruktur des Netzes kodiert. Die daraus entstehenden
Systembeschreibungen sind, gegeniiber den klassischen Petrinetzen, kompakter und
verstindlicher, da Objekte und Objektflufl mit den dafiir jeweils am besten geeigneten
Mitteln beschrieben werden kénnen.

Bei den héheren Petrinetzen lassen sich zwei Klassen unterscheiden; zum einen Netze,
denen sich ohne weitere Interpretation ein operationales Verhalten zuordnen lafit; zum
anderen abstrakte Petrinetze, bei denen erst die zugeordneten Modelle ein Verhalten
haben. Der namhafteste Vertreter der ersten Klasse sind die ,, Coloured Nets“ von
Kurt Jensen, bei denen die Datentypen iiber Mengen und Funktionen ([Jen81]) bzw.
iiber programmiersprachliche Konstrukte ([Jen90]) beschrieben werden. Die dieser
Klasse fehlende Differenzierung zwischen Spezifikationen als abstrakten Beschreibun-
gen notwendiger Eigenschaften und deren Konkretisierungen macht eine Abgrenzung
von Systemeigenschaften und Implementierungsdetails unmoglich.

Die Kombination aus abstrakter Datentypspezifikation zur Beschreibung der Objekt-
eigenschaften und abstraktem Petrinetz zur Beschreibung von Konflikten, kausalen
Zusammenh#ngen und Nebenldufigkeit, kennzeichnet die zweite Klasse von hoheren
Petrinetzen. Sie ist Gegenstand einer Reihe von Arbeiten ([Vau86], [Hei88], [DHP90],
[Rei91], [Lil91, Lil95], [Pad96]) und bildet die Grundlage der hier vorgestellten Sys-
temspezifikationen.

Im Unterschied zu der in der Literatur iiblichen Modellbildung, die eine Variation
des Datentypanteils in Form verschiedener Algebren zulédfit, aber die Netzstruktur
unverdndert in jedes Modell iibernimmt, interpretieren wir beide Teile einer System-
spezifikation ,,lose“. Das heif}t, auch die Netzstruktur unterliegt einer kontrollierten
Modifikation beim Ubergang von der Spezifikation zu den Modellen. Dabei bleiben
die essentiellen Systemeigenschaften erhalten. Aspekte, die aus der Notwendigkeit
entstanden sind, die Spezifikation in eine syntaktische Form zu bringen oder die in
irgendeiner Form implementationsabhéngig sind, kénnen dagegen modifiziert oder
ergdnzt werden.

Die Gleichbehandlung beider Aspekte einer Systemspezifikation bei der Konstruktion
ihrer Semantik entspricht ihrer gleichgewichtigen Bedeutung und ist Voraussetzung
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fiir Vergleiche von Spezifikationen mit bereits vorhandenen Systemen, bei denen die
Reprisentation von Daten und Nebenldufigkeit vom initialen Modell abweicht. Fiir
das iibliche asymmetrische Vorgehen gibt es dagegen in der Literatur weder inhaltliche
noch anwendungsbezogene Begriindungen.

Die im Rahmen unserer Modellbildung zugelassenen Modelle einer Systemspezifika-
tion bilden die Objekte einer Modellkategorie, die mit dem initialen ein bis auf Iso-
morphie eindeutiges, ,,minimales Modell“ enthélt, das genau das spezifizierte System-
verhalten aufweist. Dariiber hinaus erlaubt eine Generalisierung der Modellmorphis-
men mit Hilfe eigenschaftserhaltender Abbildungen zwischen den Spezifikationen eine
Strukturierung der Menge aller Modelle innerhalb einer globalen Modellkategorie. In
Darstellung und Funktionalitit sind die Modelle mit den Coloured Nets von Kurt
Jensen vergleichbar, bieten aber durch die formale Beschreibung der verwendeten
Datentypen entscheidendende Vorteile beim Beweisen von Systemeigenschaften.

Um eine detaillierte Beschreibung der in einem System mdoglichen Abldufe zu erhalten,
ordnen wir jedem Spezifikationsmodell eine operationale Semantik in Form von Pro-
zeBtermen zu. Dabei steht jeder ProzeBterm fiir die Aquivalenzklasse von Prozessen
im herkdmmlichen Sinn (— [Rei85]), die sich aus der Abstraktion von der Reihenfolge
ergibt, in der mit ununterscheidbaren Token verfahren wird. Eine derartige ,,true con-
currency* Semantik war, mit Ausnahme der ,, strikt monoidalen Petrinetzkategorien*
in [Lil95], fiir hohere Petrinetze bisher nicht verfiigbar. Im Unterschied zu den strikt
monoidalen Petrinetzkategorien, deren grundlegend andere Konstruktion auf rein ab-
strakt algebraischer Ebene erfolgt, stellt unsere Semantikkonstruktion das fiir die
Petrinetztheorie essentielle Verhéltnis von Nichtdeterminismus und Nebenldufigkeit
in den Vordergrund.

Die Verwendung hoherer Petrinetze allein reicht zur Beschreibung komplexer Systeme
nicht aus. Die vorliegende Arbeit sieht daher zwei Operationen vor, die ein struktu-
riertes Erstellen grofler Spezifikationen unterstiitzen. Zum einen die Komposition,
mit deren Hilfe sich Spezifikationen iiber Schnittstellen? zusammenfiigen lassen und
zum anderen die Parameterisierung zusammen mit der Parameteraktualisierung, die
eine Anpassung an unterschiedliche Kontexte erlaubt. Beide Operationen haben ihre
Entsprechungen auf der Semantikebene.

Kompositionen in der von uns verwendeten Form stellen, aufgrund der allgemeine-
ren Morphismen, eine Erweiterung der , Unions“ aus [Pad96] und der entsprech-
enden Diagramme aus [Lil95] dar, deren Nutzen anhand von praxisnahen Beispie-
len (— Kapitel 4) belegt wird. Der wesentlichere Unterschied liegt jedoch darin, dafl
hier der Komposition als Operation eine Semantik zugeordnet wird. Mit deren Hilfe
148t sich jedes Modell und jeder Modellmorphismus einer komponierten Spezifikati-
on eindeutig auf Modelle bzw. Modellmorphismen der Komponenten projizieren und
als Komposition dieser Projektionen darstellen. Umgekehrt existiert zu jeder Aus-
wahl aus miteinander vertriglichen Komponentmodellen ein entsprechendes Modell

2im Unterschied zu [Jen92, Jen94], [BDCMS88, BCML91], [BG91] handelt es sich dabei um kom-
plette Spezifikationen
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der komponierten Spezifikation. Dessen strukturelle Eigenschaften und operationales
Verhalten sind aus den Eigenschaften bzw. dem Verhalten der Komponentmodelle
berechenbar.

Parameterisierung und Parameteraktualisierung orientieren sich in an entsprechenden
Konstruktionen aus dem Bereich algebraischer Datentypspezifikationen (— [EMS85]).
Vergleichbare Ansétze fiir Petrinetze fehlten bisher, obwohl sie zumindest bei den For-
malismen, die neben den Daten auch die Netzstruktur in eine algebraische Spezifika-
tion abbilden, z.B. [BDCMS88, BCMLI1] oder [Kra87, Sch88|, prinzipiell naheliegend
waren.

Auf der Modellebene wird die Parameterisierung durch eine Semantik erginzt, die
den Effekt aller moglichen Aktualisierungen des Parameters wiedergibt. Dazu wird
jeder parameterisierten Spezifikation ein Funktor zwischen der Kategorie der Para-
metermodelle, die insbesondere die relevanten Teile der initialen Modelle zukiinftiger
Aktualisierungen beinhaltet, und der Modellkategorie der Gesamtspezifikation zu-
geordnet. Diese Abbildung ist beziiglich der Projektion der Spezifikations- auf die
Parametermodelle , frer konstruiert”. Das schliefit Nebeneffekte der Aktualisierung
auf den Spezifikationsrumpf aus und erlaubt es, Eigenschaften zu bestimmen, die
unter allen Aktualisierungen erhalten bleiben.

Gliederung

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in zwei Teile. IThren Kern bildet der erste Teil
mit den Kapiteln 1-4, in denen Systemspezifkationen und Modelle sowie Opera-
tionen zu deren Komposition und Parameterisierung eingefiihrt werden. Der zweite
Teil schafft die theoretischen Grundlagen in den Bereichen Kategorientheorie, freie
abelsche Gruppen und algebraische Spezifikationen. Trotz der inhaltlichen Beziige
zwischen erstem und zweiten Teil ist es m6glich und beabsichtigt sich allein mit Hilfe
des ersten Teils einen Uberblick iiber die wesentlichen Inhalte dieser Arbeit zu ver-
schaffen. Alternativ zu dieser und der normalen sequentiellen Leseweise, ist es aber
auch moglich mit dem zweiten Teil zu beginnen und die Arbeit damit , bottom up*
zu lesen.

Mit den ,, Coloured-Place/Transition-Nets“ (kurz CP/T-Netze), einer Erweiterung
der Stellen/Transitions-Netze (— [Rei85]) um individuelle Marken, legen wir im er-
sten Kapitel die Grundlagen fiir die Beschreibung der Nebenldufigkeitsaspekte in
Systemspezifikationen und deren Modellen. Die Menge der CP/T-Netze wird durch
Abbildungen (CP/T-Netzmorphismen) strukturiert, die sowohl die Eigenschaften der
Marken als auch die Abhéngigkeiten und Konflikte der méglichen Ereignisse bewah-
ren. Sie sind ein wesentlicher Bestandteil von Diagrammen, iiber die CP/T-Netze
komponiert werden konnen. Als Semantik ordnen wir CP/T-Netzen und Morphismen
Prozeterme bzw. strukturerhaltenden Abbildungen zwischen diesen Termen zu.

In Kapitel 2 fithren wir ,, A N-Spezifikationen*, bestehend aus einer algebraischen Spe-
zifikation der vorhandenen Objekte und einer Beschreibung des Objektflusses in Form
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eines CP/T-Netzes, als Spezifikation nebenldufiger Systeme ein. Die Modelle dieser
Systemspezifikationen entstehen durch Interpretation des Datentypanteils in Form
einer Algebra und durch Interpretation des Netzanteils durch ein CP/T-Netz mit der
Algebra als Markenbereich. Anstelle von Funktionen bei Coloured Nets stehen Ter-
me mit Variablen iiber der Algebra an den Kanten der Modelle. Aus den Belegungen
dieser Variablen mit Werten der Algebra ergeben sich die Schaltmodi und Schalteffek-
te des Modells. Mit Hilfe der Schaltmodi 148t sich das Modell in ein CP/T-Netz ent-
falten, dessen operationale Semantik (Prozefiterme) das Modellverhalten beschreibt.

Inhalt von Kapitel 3 sind Operationen zum strukturierten Erzeugen von System-
spezifikationen und deren Semantik. Dazu werden zunéchst eigenschaftserhaltende
Abbildungen (Spezifikationsmorphismen) zwischen Systemspezifikationen eingefiihrt.
Als deren Semantik definieren wir ,, Vergifffunktoren zwischen den Modellkategorien
von Bild und Urbild des jeweiligen Spezifikationsmorphismus. Mit den anschlieend
eingefiihrten Kompositionen lassen sich Systemspezifikationen iiber Schnittstellen zu-
sammenfiigen. Grundlage dafiir sind ,, Kompositionsdiagramme* in der Kategorie der
Systemspezifikationen und deren Colimites. Uber die Modellsemantik der Kompositi-
on lassen sich alle Modelle und Modellmorphismen komponierter Spezifikationen als
Komposition von Modellen und Modellmorphismen der Komponentspezifikationen
darstellen.

Ein weiteres Mittel zur Strukturierung komplexer Spezifikationen wird mit der Pa-
rameterisierung und der Parameteraktualisierung eingefiihrt. Dabei werden parame-
terisierte Spezifikationen durch Inklusionsmorphismen zwischen dem Parameter und
dem Spezifikationsrumpf reprisentiert. Im Rahmen der Parameterersetzung, bei der
ein passender aktueller Parameter durch Angabe eines vom Parameter ausgehenden
Spezifikationsmorphismus ausgewéhlt wird, ergibt sich die aktualisierte Spezifikation
als Komposition von Spezifikationsrumpf und aktuellem Parameter. Auf der Seman-
tikebene wird die Parameterisierung durch die Zuordnung einer ., freien Konstruktion*
von den Parametermodellen in die Rumpfmodelle ergénzt.

Anhand der schrittweisen Spezifikation eines ,, Flexiblen Fertigungssystems® veran-
schaulichen wir in Kapitel 4 die Verwendung von Systemspezifikationen und der dar-
auf definierten Operationen sowie deren Semantik. Diese aus Maschinen zur spanen-
den Bearbeitung von Metallteilen, automatischen Férderverbindungen und Spann-
pliatzen als Schnittstelle zu den menschlichen Operateuren bestehenden komplexen
Systeme werden unter anderem im Automobilbau eingesetzt und zeichnen sich durch
ein hohes Maf§ an nebenliufig ausfithrbaren Aktionen aus.

Kapitel 5 bietet zunéchst eine kurze Einfiilhrung in einige Aspekte der Kategorien-
theorie. Anschliefend werden freie abelsche Gruppen und lineare Abbildungen, die
wesentlichen Anteil an Definition und Eigenschaften von CP/T-Netzen haben, be-
trachtet. Zuséitzliche Eigenschaften einiger linearer Abbildungen, wie ,, Monotonie*
oder ihre | freie Erzeugbarkeit aus Funktionen, zeichnen wichtige Unterkategorien
innerhalb der Kategorie der freien abelschen Gruppen aus. Dariiber hinaus werden
Einschrinkungen fiir Diagramme untersucht, die die Existenz von Colimites sicher-
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stellen. Der letzte Abschnitt von Kapitel 5 befafit sich mit dem Zusammenhang von
Spezifikationen und Modellen auf kategorieller Grundlage.

Die Beschreibung, der in den Systemspezifikationen vorkommenden Datentypen, er-
folgt durch algebraische Spezifikationen im Stil von H. Ehrig/B. Mahr [EM85]. Die
im Rahmen dieser Arbeit wichtigen Definitionen aus diesem Bereich finden sich in
Kapitel 6. Sie werden ergénzt durch die Definition von Spezifikationen und Algebren
mit Variablen. Diese Erweiterungen entstehen durch hinzufiigen einer Variablenmen-
ge als zusétzliche Konstanten zu den Spezifikationen und durch Abbildung von deren
Algebren mittels der freien Konstruktion, die vom Zusammenhang der urspriinglichen
mit der erweiterten Spezifikation induziert wird.
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Kapitel 1

P /T-Netze mit individuellen Marken

Bei der Beschreibung von Systemen unterscheiden wir zwei Aspekte; zum einen die
Objekte, die wihrend eines Ablaufs im System erzeugt und manipuliert werden, zum
anderen die Konflikte und kausalen Zusammenhéinge der Ereignisse, durch die diese
Verénderungen bewirkt werden. In diesem Kapitel gehen wir davon aus, dafl die Struk-
tur der Objekte und die Operationen zu deren Manipulation in Form einer Algebra
gegeben sind. Die Eigenschaften dieser Algebren werden in den folgenden Kapiteln
durch algebraische Spezifikationen (— Kapitel 6) festgelegt. Die Beschreibung der in
einem System moglichen Ereignisse und ihrer Abhéngigkeiten untereinander in Form
von ,, Colored-Place/ Transition-Netzen* (kurz ,, CP/T-Netze) sind Inhalt dieses Ka-
pitels.

Die im weiteren eingefiihrten CP/T-Netze bilden eine Erweiterung der aus der klassi-
schen Petrinetztheorie bekannten Stellen/Transitions-Netze (— [Rei85]). Dabei treten
Elemente aus den Trigermengen einer Algebra an die Stelle von ununterscheidbaren
Marken. Wie bei den Stellen/Transitions-Netzen, die sich als Spezialfall der CP/T-
Netze darstellen lassen, konnen beim Eintreten von Ereignissen mehrere identische
Objekte von den betroffenen Stellen abgezogen bzw. ihnen hinzugefiigt werden. Im
Unterschied zu der wohl bekanntesten Erweiterung der Stellen/Transitions-Netze,
den ,, Colored Nets“ von K. Jensen (— [HJS90]), bei denen der Effekt eines Ereignis-
ses von dem Modus' abhingt, in dem es eintritt, ist dieser Zusammenhang bei den
CP/T-Netzen konstant. Die Menge aller CP/T-Netze wird durch Abbildungen, die
» CP/T-Netzmorphismen*, strukturiert. Diese bewahren sowohl die in der Algebra
festgelegten Eigenschaften der Marken, als auch die in der Netzstruktur kodierten
Abhéngigkeiten und Konflikte der moglichen Ereignisse.

CP/T-Netze und CP/T-Netzmorphismen werden in Abschnitt 1.1 definiert. Die Ei-
genschaft von CP/T-Netzmorphismen, in ihren Zielen vollstindige Unternetze aus-
zuzeichnen, wird in Abschnitt 1.2 zur Definition von CP/T-Netz-Kompositionen und
-Zerlegungen genutzt. Im Fall der Komposition beschreiben die Unternetze Schnitt-
stellen in den Komponenten, iiber denen die Verbindung erfolgt. Die Zerlegung sepa-
riert das vom Morphismus ausgezeichnete Unternetz von seiner Umgebung.

In Abschnitt 1.3 wird den CP/T-Netzen eine operationale Semantik in Form von
Prozefitermen zugeordnet. Dabei handelt es sich um eine algebraische Form der Pro-
zeBsemantik fiir Petrinetze (— [Rei85]), basierend auf der von P. Degano, J. Meseguer
und U. Montanari in [DMM89] vorgeschlagenen Axiomatisierung von Abldufen auf
Stellen/Transitions-Netzen. Sie stellt mit der sequentiellen - und der nebenldufigen

Ld.h. der entsprechenden Variablenbelegung
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Komposition zwei Operationen zur Verfiigung iiber die jeder Prozeflterm aus ,,atoma-
ren“ Termen zusammengesetzt werden kann. Den CP/T-Netzmorphismen entspre-
chen auf Seiten der operationalen Semantik Abbildungen zwischen Prozefitermen.
Diese Abbildungen bewahren die Struktur der atomaren Terme und sind mit den
Kompositionsoperatoren kompatibel.

1.1 CP/T-Netze und -Morphismen

Die Standardnotation fiir Petrinetze (— [BF86], [Rei85]) ist direkt aus deren gra-
phischer Reprisentation als bipartite, kantenbeschriftete Graphen abgeleitet. Diese
intuitiv erscheinende Beschreibung hat einige Nachteile. Zum einen ist sie aus ma-
thematischer Sicht schwerfillig, da sie mit Mengen, Relationen, Projektionen und
Abbildungen von Relationen auf natiirlichen Zahlen (bei Stellen/Transitions-Netzen)
eine ganze Reihe mathematischer Objekte mit unterschiedlichen Eigenschaften ver-
wendet, zum anderen mufl der wesentliche Aspekt der Netze, ihr Verhalten, relativ
umsténdlich aus der statischen Graphstruktur errechnet werden.

Unsere Notation fiir CP/T-Netze, die deren Verhalten in den Vordergrund stellt,
basiert auf den Arbeiten von G. Winskel ([Win87]) und J. Meseguer/U. Montanari
([MM90]) iiber Stellen/Transitions-Netze. Dabei lassen sich mit nur einem Konzept,
den freien abelschen Gruppen? und ihren linearen monotonen Abbildungen, die Netze,
deren Zustinde, das Schaltverhalten und die Netzabbildungen beschreiben. Zudem
handelt es sich bei den freien abelschen Gruppen um eine gut untersuchte Struktur
mit einer Vielzahl von Eigenschaften. Zwischen dieser Notation und der gewohnten
Représentation der Netze als Graphen besteht ein eindeutiger Zusammenhang.

Um im Rahmen der CP/T-Netze mit ihren individuellen Marken iiber den Einfluf}
von Transitionen auf Markierungen reden zu konnen, miissen die Stellen im Netz mit
dem Wertebereich der Marken verkniipft werden. Da im weiteren anstatt einzelner
Stellen allgemeiner Stellensummen und damit Elemente der freien abelschen Gruppe
iiber den Stellen betrachten werden und die Individuenbereiche der Marken in Form
von Algebren gegeben sind, verkniipft die nachfolgend definierte Abbildung ,,®“ freie
abelsche Gruppen mit Algebren. Die aus dieser Verkniipfung resultierenden freien
abelschen Gruppen liefern die Markierungen der CP/T-Netze.

Notation: Wir notieren die freie abelsche Gruppe iiber einer ,, Basis“ genannten
Menge A (— 5.2.1) durch A® deren Elemente als formale Summen der Form

@xa*a mit z, € Z firalle ac A

a€A

2In [Win87]/[MM90] werden anstelle von freien abelschen Gruppen, freie abelsche Monoide ver-
wendet. Der Vorteil von Gruppen liegt darin, daBl durch das Vorhandensein von Inversen, auch
Summen mit negativen Eintrdgen behandelt werden kénnen, wie sie z.B. bei Invarianten auftreten.
Freie abelsche Gruppen werden in Abschnitt 5.2 definiert.
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und die Kategorie der freien abelschen Gruppen mit monotonen Morphismen? durch
AG,, (= Abschnitt 5.2). Um auszudriicken, wie oft ein Basiselement a in einer Summe
v aus A® enthalten ist (z,), benutzen wir die Funktionsschreibweise v(a).*

Wenn im weiteren von Algebren die Rede ist, beziehen wir uns immer auf mehrsor-
tige Algebren, denen eine als ,, Signatur® bezeichnete Struktur zugrunde liegt. Deren
y,oo0rten’ legen die Tragermengen fest, wihrend ,, Operationssymbole Wertigkeit und
Zielmenge der Algebraoperationen beschreiben. Die Gesamtheit aller Algebren bildet
zusammen mit den zwischen ihnen verkehrenden strukturerhaltenden Abbildungen,
den ,,generalisierten Algebramorphismen® ®, die Kategorie GSTG—ALG. Als Modelle
von Signaturen bzw. von Spezifikationen, werden Algebren in Kapitel 6 ausfiihrlich
behandelt. Fiir weiterfiihrende Betrachtungen verweisen wir auf [EM85] und [EBO91].

1.1.1 Definition (Verbindung von Stellen und Algebren):

Sei AG,, die Kategorie der freien abelschen Gruppen mit monotonen Morphis-
men, GSZG—ALG die Kategorie der Algebren mit generalisierten Morphismen
und || _|| der Vergififunktor von Algebren in Mengen (— 6.1.14). Wir definieren die
Abbildung

®: AG,, x GSIG-ALG — AG,,

fiir alle AG,,-Morphismen f:G1® — G5,® und generalisierten Algebramorphismen
k: Ay — A, durch:

def

®(f k) E f @k (Gux || AL = (Gax || A2 [1)°

mit £ ®k(g,0) Y ) f(9)(g) * (¢, k(@) °©

g'€Gy

fiir alle G;-Elemente g und || A, [|-Elemente a.”
O

Ein wesentliches Merkmal der aus Gruppen- und Algebramorphismen zusammenge-
setzten Morphismen in 1.1.1 ist die allein vom Gruppenmorphismus bestimmte addi-
tive Struktur der formalen Summen ihrer Bilder. So entsteht beispielsweise aus einem
Gruppenmorphismus f mit f(p) = ¢ @ 2r und einem Algebramorphismus k, ein Mor-
phismus der fiir ein Algebraelement a die Zuordnung (p, a) — (g, k(a)) & 2 = (r, k(a))
enthilt. Dagegen kann die Summe (q,b) ® 2 * (r,0') mit b # V' nie in einem Bild von

3Lineare Abbildungen, die Basiselemente auf Summen aus Basiselementen (ohne deren Inverse)
abbilden (— 5.2.4).

“Die Elemente von freien abelschen Gruppen konnen auch als Abbildungen von den Basisele-
menten nach Z betrachtet werden.

bestehend aus einer Abbildung zwischen den Signaturen und einer Familie von, die Sorten und
Stelligkeit der Operationen bewahrenden, Abbildungen zwischen den Trégermengen der Algebren

9e@® = Jo= O wyrd = [9)=ay

9'€G2

"der Effekt von ® auf Gruppen und Algebren ergibt sich aus dem Effekt auf die entsprechenden

Identititen, d.h. G ® A = dom(idg ® ida) = (Gx || A|))®.
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(p, a) unter f®k liegen. Motivation fiir diese Einschrinkung ist die Trennung zwischen
der Netz- und der Markenstruktur. Sie entspricht den unterschiedlichen Aspekten —
Kausalitét, Nichtdeterminismus und Nebenldufigkeit beim Netz und Eigenschaften
der erreichbaren Zusténde bei den Marken — die damit beschrieben werden.

Die Abbildung ® bewahrt die Struktur der Kategorien AG,, und GSZG—ALG. Da-
durch kénnen die Morphismenkomposition und die Identitdten im Bild von ® auf die
entsprechenden Konstruktionen in AG; und GSZG—ALG zuriickgefiihrt werden.

1.1.2 Lemma (Funktoreigenschaft):
Die Abbildung ®: AG,, x GSITG—-ALG — AG,, ist ein Funktor.

(Beweis — Anhang S. 185)

Notation: Im Sinne einer intuitiveren Notation bezeichnen wir das Bild einer Gruppe
G® und einer Algebra A unter ® & mit G® ® A.

CP/T-Netze bestehen aus fiinf Komponenten:

— einer freien abelschen Gruppe iiber einer Menge 7' von Transitionen, genannt
LSchaltvektoren®, ®

— einer freien abelschen Gruppe iiber einer Menge P von Stellen, genannt ,Stellen-
vektoren“,

— einer Algebra als Individuenbereich der ,Marken“ und

— zwei monotonen linearen Abbildungen ,, Pre®, ,, Post* von den Schaltvektoren in
die Markierungen.

Die Markierungen eines CP/T-Netzes ergeben sich aus der Verkniipfung der Stellen-
vektoren mit den Marken iiber ® und definieren die moglichen Gesamtzustinde des
Netzes. Pre und Post beschreiben den Effekt von Schaltvektoren als die Markierung,
die von einem Zustand abgezogen (Pre) bzw. ihm hinzugefiigt (Post) wird.'® Aus der

Linearitdt dieser Morphismen folgen fiir jeden Schaltschritt € x; x ¢ die Gleichungen
teT

Pre(@xt * t) = @xt x Pre(t) und Post(@xt * t) = @xt x Post(t).
teT teT teT teT

Damit reicht es aus, Pre und Post auf der Menge der Transitionen anzugeben, um
sie fiir ihren gesamten Definitionsbereich festzulegen.

8genauer unter der von ® generierten Objektabbildung (— 117)
9%in der Literatur oft als ,Schaltschritte“ bezeichnet
10Zwei Morphismen sind notwendig weil wir ,,Schlingen“ im Netz zulassen.
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1.1.3 Definition (CP/T-Netz):
Ein CP/T-Netz ist ein Quintupel (T®, P®, A, Pre, Post) fiir das gilt:

(I) T® ist eine freie abelsche Gruppe,
(IT) P® ist eine freie abelsche Gruppe,
(IIT) A ist eine Algebra aus GSTG—ALG,

(IV) Pre:T® — P® ® A ist ein monotoner Morphismus in den freien abelschen
Gruppen und

(V) Post:T® — P® ® A ist ein monotoner Morphismus in den freien abelschen
Gruppen.
O

Notation: Im folgenden werden wir CP/T-Netze wahlweise als Quintupel oder als

Diagramme der Form:
Pre

TP ——= PP A
Post
notieren. Entsprechend der in der Literatur iiblichen graphischen Notation, symbo-
lisieren wir Transitionen durch Quadrate, Stellen durch Kreise, und die Algebraele-
mente als Kantenan- bzw. als Stelleninschriften. Pre und Post fassen wir unter der
Bezeichnung ,, Markenflufgmorphismen® zusammen, aus ihnen ergeben sich in der gra-

phischen Netzrepriasentation die Kanten. Danach verlduft eine Kante

— von einer Stelle p in eine Transition ¢, wenn es im Bild von ¢t unter Pre ein Paar
gibt, dessen erste Komponente p ist und

— von einer Transition ¢ in einer Stelle p, wenn es das Bild von ¢ unter Post ein Paar
enthilt, dessen erste Komponente p ist.

Die jeweils zweiten Komponenten im Bild von ¢ werden aufsummiert den Kanten als
Anschrift hinzugefiigt (— 1.1.5).

In der Literatur (— z.B. [Rei85], [Jen81], [Rei91]) wird zu Petrinetzen iiblicherweise
eine ,, Schaltregel” angegeben, die festgelegt, unter welchen Bedingungen ein Ereignis
eintreten kann und welche Auswirkungen es auf den Systemzustand hat. Diese prinzi-
piell in den Bereich der (operationalen) Semantik gehorende Regel, wird {iblicherwei-
se separat beschrieben und bildet damit ein weder zur Struktur noch zur Semantik
eines Petrinetzes gehorendes Element. Im Rahmen unseres Formalismus wurde die
Schaltregel in die operationale CP/T-Netz-Semantik integriert. Sie entspricht der fiir
Stellen/Transitions-Netze iiblichen Regel und 1a8t sich, wie in Abschnitt 1.3 (— S. 15)
gezeigt, ohne weiteres aus der dort eingefiihrten operationalen Netzsemantik extra-
hieren .

CP/T-Netze mit vergleichbarem Verhalten (— Abschnitt 1.3) stehen iiber ,CP/T-
Netzmorphismen® miteinander in Beziehung. Diese nachfolgend definierten Morphis-
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men bestehen aus je einer strukturerhaltenden Abbildung fiir die drei CP/T-Netz-
Komponenten Transitions-/Stellengruppe und Algebra; wobei wir uns mit dem Begriff
yotruktur® hier zum einen auf die additive Struktur der freien abelschen Gruppen
und zum anderen auf die Sorten- und Operationsstruktur der Algebren beziehen.
Neben dem Erhalt der Struktur durch die Komponenten ist deren Vertriglichkeit
mit den MarkenfluBmorphismen der ausschlaggebende Faktor fiir die Bewahrung des
Netzverhaltens durch die CP/T-Netzmorphismen.

1.1.4 Definition (CP/T-Netzmorphismen):

Seien N; = (T®, P®, A;, Pre;, Post;) i = 1,2 CP/T-Netze, dann bildet ein Tripel
(fT, fF, f*) einen CP/T-Netzmorphismus f: N; — N, wenn gilt:

(1) fT:T® — TP ist ein monotoner Morphismus in den freien abelschen Grup-
pen,

(IT) f¥: P® — P2 ist ein monotoner Morphismus in den freien abelschen Grup-
pen,

(III) f4: A; — A, ist ein generalisierter Algebramorphismus und

(IV) die beiden folgenden Diagramme kommutieren.

e __Prei | peg 4, re __Posti | peg 4
fr 3 ffef fr ) ffe
3 Pres PP ® A 3 Post, PP ® A,

1.1.5 Beispiel (CP/T-Netze und CP/T-Netzmorphismus):
Abbildung 1.1 zeigt die CP/T-Netze

Ny = ({t1}%, {p1,p2}%, ({8},0), Pre;: t1 — 2 (p1, ), Posty: t1+ 2% (pa, )
Ny = ({t}, t1,t2}°, {p1, b, 15, 3,24}, ({e},0),
Prey: )+ (py,e), Posty: th — (ph,e)
tf — (p1, o) tf = (P, o)
ta > (p3, @) ty = 2% (p1,0) © (ps, ®))

in der iiblichen graphischen Notation, verbunden durch den CP/T-Netzmorphismus

f:<th1'—>tll®tlll, fPZp1|—>p1 R Zd)
D2 Py ® 1y

Die schraffierten Stellen/Transitionen in N, kennzeichnen das Bild von N; unter f.
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Ny
P1
2e
t1 f
20
P2

Abbildung 1.1: Ein CP/T-Netzmorphismus

Formale Summen, wie sie z.B. in den Bildern der Markenfluimorphismen vorkommen,
konnen auch als Funktionen von der Basismenge, der entsprechenden freien abelschen
Gruppe in die ganzen Zahlen aufgefafit werden. Das ist dann von Nutzen, wenn
hervorgehoben werden soll, ob und wie oft eine Marke von einer Stelle abgezogen bzw.
ihr hinzugefiigt wird. So beschreibt beispielweise der Ausdruck Posts (t2) (p1,) = 2
das hinzufiigen von zwei Marken des Typs e auf die Stelle p; beim Schalten von ts.

|

CP/T-Netze bilden zusammen mit den CP/T-Netzmorphismen eine Kategorie, die
wir mit CPTN bezeichnen. Deren Identititen ergeben sich aus den Identititen der
Netzkomponenten, die jeweils selbst Objekte einer Kategorie (AG,,, GSTG—ALQG)
sind. Entsprechend wird die Komposition von Morphismen komponentweise in den
jeweiligen Kategorien durchgefiihrt.

1.1.6 Definition (Kategorie der CP/T-Netze):
Wir definieren eine Kategorie CPTN mit

(I) den CP/T-Netzen als Objekten,
(IT) den CP/T-Netzmorphismen als Morphismen,

(ITIT) den Morphismen (id;e, idpe,ids): N — N mit N = (T®, P®, A, Pre, Post)
als Identitdten und

(IV) der komponentweisen Komposition
(f2 o fi s f3 o f f3' o fih)

fiir alle komponierbaren CP/T-Netzmorphismen f; = (fI, fF, f)i=1,2.
(|
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1.2 CP/T-Netz-Komposition und -Zerlegung

Im folgenden Abschnitt stellen wir Konstruktionen vor, mit deren Hilfe CP/T-Netze
aus Teilnetzen komponiert, oder in Teilnetze zerlegt werden kénnen. Die Auszeich-
nung der Teilnetze erfolgt jeweils durch CP/T-Netzmorphismen. Sowohl Komposition
und Zerlegung als auch die nachfolgend definierte Projektion von CP/T-Netzen und
CP/T-Netzmorphismen auf ihren Algebraanteil, spielen eine wichtige Rolle in den
folgenden Kapiteln.

CP/T-Netze und CP/T-Netzmorphismen enthalten Algebren und Algebramorphis-
men als separate Teile, die von der Projektion P# als Ergebnis geliefert werden. Die
Funktoreigenschaft der Projektion folgt direkt aus der komponentweisen Verkniipfung
der CP/T-Netzmorphismen und der Definition der Identititen in CPTN (— 1.1.6).
Damit geniigt es, wie bei Funktoren iiblich, P4 auf Morphismen zu definieren; die
Bilder der Objekte ergeben sich aus der Abbildung der jeweiligen Identitaten.

1.2.1 Definition (Projektion):

Wir definieren die Projektion von den CP/T-Netzen und CP/T-Netzmorphismen
auf deren Algebraanteil als Funktor P4:CPTN — GSIG—ALG durch:

PA((f7, 17, 54) = £

fiir alle CP/T-Netzmorphismen (fT, fF, f4).
O

Die Komposition von CP/T-Netzen realisieren wir mit einem vielseitigen und méchti-
gen Instrument der Kategorientheorie, den ,, Colimites* iiber Diagrammen. Dabei wer-
den die fiir die Komposition mafigeblichen Zusammenhénge zwischen den Objekten
durch Morphismen beschrieben. Formal verstehen wir unter einem Diagramm einen
Funktor, von einer die Form des Diagramms beschreibenden, endlichen Kategorie
S ! in die Kategorie, iiber der das Diagramm interpretiert werden soll, z.B. AG,,,
GSZTG—ALG oder CPTN. Dabei wird S zumeist durch den zugrundeliegenden Gra-
phen charakterisiert, in dem die Identitdten und alle durch Komposition erzeugbaren
Morphismen weggelassen sind.

Ein Beispiel fiir die Charakterisierung von Kompositionen mit Hilfe von Morphismen
sind die im weiteren hiufig verwendeten Diagramme der Form

Obj, ~ Schnittstelle — 22— Obj,

mit einer durch den Graphen s; <— sy — s, generierten Kategorie S. Interpretiert in
CPTN, beschreiben sie die Vereinigung zweier CP/T-Netze iiber die Teilnetze, die
durch das Bild des jeweiligen CP/T-Netzmorphismus ausgezeichnet werden. Dabei
sorgt der gemeinsame Ursprung der Morphismen dafiir, dafl die Teilnetze miteinander

yon ,,Shape“-Kategorie
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kompatibel sind, d.h. alle Eigenschaften gemeinsam haben, die fiir das CPTN im
Ursprung der Morphismen gelten und von CP/T-Netzmorphismen bewahrt werden.

Der Colimes eines Diagramms D mit Codoméne C besteht aus einem C-Objekt C' und
einer Familie von Morphismen (¢,)scop; (s) mit jeweils einem Diagrammobjekt D(s)
als Doméne und C' als Codoméne. Diese Morphismen miissen mit den Diagrammor-
phismen vertréiglich sein, d.h. fiir jeden S-Morphismus m: s — s" muf}

D(s)_ 2 py
)
C

kommutieren. Unter diesen als ,, Senken* bezeichneten Paaren ((c¢,)scow;(s), C) zeich-
nen sich Colimites dadurch aus, dafl von ihnen in jedes andere Objekt einer Sen-
ke genau ein'? mit den (¢;)seop;(s) vertriglicher Morphismus existiert. Eine kurze
Einfiihrung zu diesem Thema findet sich zusammen mit den Definitionen von Dia-
gramm und Colimites in Abschnitt 5.1, ausfiihrlich wird es in [HS73] oder [BW90]
behandelt.

CP/T-Netze sind relativ komplexe Objekte, daher erscheint es zun#chst schwierig,
sie zu komponieren, d.h. Colimites zu Diagrammen in CPTN zu bilden. Hier hilft
uns die Gliederung der CP/T-Netzmorphismen in drei, voneinander unabhéngige,
das Bild eines CP/T-Netzes vollstindig determinierende Komponenten'®. Aufgrund
dieser Zusammenhénge kénnen wir im folgenden die Komposition von CP/T-Netzen
auf die Komposition ihrer Komponenten, der freien abelschen Gruppen und Algebren,
zuriickfiihren und damit wesentlich vereinfachen. Unter welchen Bedingungen Colimi-
tes in den entsprechenden Kategorien existieren und wie sie gebildet werden, wird fiir
die freien abelschen Gruppen in Abschnitt 5.2 und fiir die Algebren in Abschnitt 6.2
erlautert.

1.2.2 Lemma (Komponentweise Konstruktion von Colimites):

Sei § eine endliche Kategorie

DT: S — AG,, ein Funktor mit Colimes ((c!)ses, T?),

c

T
DP: S — AG,, ein Funktor mit Colimes ((cf)ses, P®),
DA S — GSIG—-ALG ein Funktor mit Colimes ((¢2)es, Ac)

und D: S — CPTN ein Funktor mit

D(m) = (D*(m), D" (m), D" (m))

12hig auf Isomorphie

13sowohl ihre Domiinen als auch ihre Codomiinen sind paarweise disjunkt und entsprechen den
Dominen/Codoménen der MarkenfluBmorphismen, deren Bilder damit (— 1.1.4 (IV)) festgelegt
sind.
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fiir jeden Morphismus m in S, dann ergibt sich der Colimes von D in CPTN zu

Pre.
((CsTa Cf, CsA)seObj (S)> T?::P? (59 AC>.

Post.

Die MarkenfluBmorphismen Pre. und Post. ergeben sich eindeutig als kommuta-
tive Ergdnzungen der nachfolgenden Diagramme, in denen fiir alle Objekte s in
S, Pres; und Posts die MarkenfluBmorphismen in D(s) bezeichnen.

el el
Pre, 3 Pre, Post, 3 Post,
PSB@AS cf@cf P(C®®AC PSB@AS Cf@cf P(C@®AC O

(Beweis — Anhang S. 186)

Mit Hilfe von Morphismen lassen sich CP/T-Netze nicht nur komponieren, sie kénnen
auch zu deren Zerlegung dienen. Definition 1.1.4 stellt sicher, da} die Bilder von
CP/T-Netzmorphismen wieder, iiber einer Menge von Stellen mit ihrer Umgebung
verbundene, CP/T-Netze sind'*. Diese Kontaktstellen bilden, fiir sich und zusammen
mit der Umgebung des Bildes, ein CP/T-Netz, so daf§ durch einen CP/T-Netzmor-
phismus drei Teilnetze ausgezeichnet werden: sein Bild, dessen Komplement zusam-
men mit den Kontaktstellen und die Kontakstellen selbst. Bei der nachfolgend defi-
nierten, auf dieser Eigenschaft der CP/T-Netzmorphismen basierenden Zerlegung,
wird die Algebra im Zielnetz des CP/T-Netzmorphismus vollstindig in alle drei
CP/T-Netze des Resultats iibernommen. Die Griinde hierfiir liegen in den Alge-
bren, die sich aufgrund der Abschlufleigenschaft ihrer Trigermengen beziiglich der
enthaltenen Operationen nicht den Teilnetzen entsprechend zerlegen lassen.

Wir geben die Zerlegung eines CP/T-Netzes als Diagramm an, bei dem das von
den Kontaktstellen gebildete Teilnetz jeweils iiber einen Inklusionsmorphismus mit
dem Bild und mit dessen Umgebung verbunden ist. Der Vorteil dieser Darstellung
liegt in der Verfiighbarkeit von sowohl den einzelnen Teilnetzen als Bilder des Dia-
grammfunktors als auch der gesamten Struktur. Letztere kann z.B. als Grundlage fiir
Diagrammoperation wie der Colimesbildung genutzt werden (— 1.2.5).

1.2.3 Definition (Zerlegung von CP/T-Netzen):
Sei § die durch den Graphen , jm-~——is —co “ generierte Kategorie und
f = (fT,fP,fA)INl — N2 mit Nz = (Tf@, Pi@, Ai; PT’GZ', POStZ’), 1= ]_,2

ein CP/T-Netzmorphismus. Wir definieren die Zerlegung von Ny iiber f als Funk-
tor DCy: S — CPTN durch:

'4d.h. die Bilder von CP/T-Netzmorphismen sind immer , stellenberandet®
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Preim .
——= PP ® Ay mit

Postim

(I) DCs(im) = T

im

Tom={teT |3t e€Ty: fT{')(t) >0}
Pm={pePy|3pehP:fPp)p) >0}

Pre;,, = Pre,

®

m

Post;,, = Postg‘j@ ,

(I1) DC(co) = TE =22 P2 © A, mit

0Slco

Tco:TZ\T;m
PCOZ(PQ\]DZ'm)U{pEPQ|3t€Tco,aEA2§
Pres(t)(p,a) > 0V Posty(t)(p,a) >0}

Pre., = Pres ®

co

Post ., = Posty

TS

(TIT) DC(is) = ) ——=(P;n N Pp)® ® Ay und

(IV) fiir alle m:s — &' in S durch: DCx(m) = (e 10, > po po, ida,).

1.2.4 Beispiel (Dekomposition):
Der CP/T-Netzmorphismus in Abbildung 1.1 fiihrt unter Verwendung von Defini-

tion 1.2.3 zu der in Abbildung 1.2 gezeigten Zerlegung. Das Netz N, kann durch
Colimesbildung (— 1.2.2) aus seiner Zerlegung zuriickgewonnen werden.

|

Die Zerlegung eines CP/T-Netzes iiber einen CP/T-Netzmorphismus bildet ein Dia~
gramm mit dem Ausgangsnetz Colimesobjekt, d.h. bei Zerlegung von CP/T-Netzen
in der beschriebenen Weise werden weder Teile weggelassen noch hinzugefiigt.

1.2.5 Lemma (Zerlegungen bewahren die Netzstruktur):
Sei DCy die Zerlegung eines CP/T-Netzes N iiber einen CP/T-Netzmorphismus
f, dann bildet ((—, <, id)scon(s), IN) einen Colimes zu DCy.
O
(Beweis — Anhang S. 188)
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DC(is) DC(co)

—

P yz

Abbildung 1.2: Zerlegung von Ny durch f.

1.3 CP/T-Netz-Semantik

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels ordnen wir den CP/T-Netzen ein Verhalten in
Form der moglichen Ereignisabfolgen zu und geben eine Transformation der CP/T-
Netzmorphismen in Abbildungen zwischen diesen Verhaltensbeschreibungen an. Die
dadurch definierte Semantik umfaflt alle wichtigen Petrinetzeigenschaften wie Kau-
salitiat, Nebenldufigkeit, Konflikte und Nichtdeterminismus. Diese lassen sich direkt
aus der Verhaltensbeschreibung ablesen und werden von den transformierten CP/T-
Netzmorphismen bewahrt.

Fiir die klassischen Petrinetze, speziell fiir B/E-Systeme, existiert mit der Zuord-
nung von ,, Prozessen® zu Netzen (vergl. [Rei85]) eine gut untersuchte Semantik mit
den eingangs beschriebenen Eigenschaften. Aufgrund der damit verbundenen expli-
ziten Unterscheidung von Nichtdeterminismus und Nebenl&ufigkeit, fillt sie in die
Klasse der sogenannten , True-Concurrency-Semantiken“. Diese Verhaltensbeschrei-
bung wurde in den Arbeiten von P. Degano, J. Meseguer und U. Montanari [MM90],
[DMM89] in eine algebraische Form gebracht und auf Stellen/Transitions-Netze er-
weitert. Dabei werden Prozesse als Terme dargestellt, die sich iiber zwei Operatoren
sequentiell (Symbol ,, ; “) und nebenliufig (Symbol ,, || “)'* komponieren lassen. Auf
diese Weise 1:8t sich jeder ,, Prozefiterm® aus ,,atomaren Termen*“'® zusammensetzen.
Das Verhéltnis der Operatoren zueinander ist ein wichtiges Ergebnis der zitierten Ar-
beiten und findet in der Gleichung

(03 ) [ (w; w') = (v [ w); (" [ w)

seinen Ausdruck.'” In ihrem Kontext interpretiert besagt diese Gleichung, daf§ bei
der nebeldufigen Komposition zweier sequentieller Prozesse die Ereignisse des einen

'5In den Originalarbeiten durch wird die nebenliufige Verkniipfung durch ,®“ symbolisiert.

16Terme, die nur ein Ereignis enthalten

17Sje ist nur unter der Voraussetzung, daf die sequentiellen Verkniipfungen der linken Seite defi-
niert sind, von rechts nach links anwendbar. ,, ; “ ist assoziativ und “ || “ ist assoziativ und kommu-
tativ.
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- in keinem kausalen Zusammenhang zu den Ereignissen des anderen Prozesses ste-
hen. Neben dem modularen Aufbau der Prozeterme, liegt ein weiterer Vorzug dieser
Prozefibeschreibung in seiner Variabilitéit. Zu jedem Prozefl im klassischen Sinn exis-
tiert eine Aquivalenzklasse von ProzeBtermen, die es erlaubt, je nach Anwendung
Markierungen'® ganz oder teilweise auszublenden.

Die im folgenden beschriebene operationale Semantik fiir CP/T-Netze, basiert auf der
algebraischen Prozefbeschreibung von P. Degano, J. Meseguer und U. Montanari. Als
ersten Schritt in diese Richtung definieren wir eine eingeschrénkte Form der Prozef3-
terme, die ,, Schrittsequenzen®. Damit lassen sich Prozesse beschreiben, die aus der
sequentiellen Verkniipfung gleichzeitig eintretender Ereignisse!® bestehen. Die Menge
der Schrittfolgen zu einem CP/T-Netz wird iiber eine Aquivalenzrelation in Klassen
zerlegt. Dabei werden diejenigen Sequenzen zusammengefafit, die ausgehend von der
selben Anfangsmarkierung, die gleichen unabhéngigen Ereignisse in unterschiedlicher
Reihenfolge enthalten. Die Abfolge der Ereignisse in diesen Sequenzen ist nicht kausal
bedingt, sie stellt vielmehr eine mogliche, d.h. die kausalen Abhéngigkeiten respek-
tierende Sequenzialisierung der Ereignisse dar. Demgemif existiert zu jedem Prozef
im herkémmlichen Sinne eine Klasse von Schrittsequenzen. Die Kausalordnung der
Ereignisse im Prozef§ ist in der entsprechenden Ordnung auf der Schrittsequenz ent-
halten und beide Verhaltensdarstellungen verfiigen iiber die gleichen Anfangs- und
Endmarkierungen.

Fiir ein gegebenes CP/T-Netz, bilden die Aquivalenzklassen iiber dessen Schrittse-
quenzen, zusammen mit den mdoglichen Markierungen eine Kategorie. Dabei werden
zwei Markierungen m und m' durch einen Morphismus [v] verbunden, wenn im Netz
ein Schritt v existiert, der m von den Stellen abzieht (Pre(v) = m) und m’ hinzufiigt
(Post(v) = m'). Jede Markierung, als Objekt der Kategorie, definiert gleichzeitig
ihren Identitdtsmorphismus und die Komposition von Morphismen entspricht der
sequentielle Verkniipfung von Schritten.

1.3.1 Definition (Schrittsequenzsemantik):
Sei N = (T®, P®, A, Pre, Post) ein CP/T-Netz,

(I) Mor die kleinste Menge fiir die gilt:
(a) m € PP® A = m:m — m € Mor,
(b) v € T® = v: Pre(v) — Post(v) € Mor,

(c) f, g€ (TU(Px|A|)°
= f® g: dom(f) ® dom(g) — cod(f) & cod(g) € Mor und

(d) f, g € Mor A cod(f) = dom(g) = f; g: dom(f) — cod(g) € Mor;

18Markierungen werden in diesem Zusammenhang als Ereignisse ohne Effekt dargestellt; sie bilden
die neutralen Elemente bzgl. der sequentiellen Komposition ,,;“
19d.h. formale Summen iiber den Transitionen eines Netzes, siehe 1.1
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(IT)  C Mor x Mor ist der reflexive, symmetrische und transitive Abschluf}
der Relation ~ C Mor x Mor gegeben durch:

(a) v @ w~v@® dom(w); wd cod(v) fiir alle v @ w in Mor und
(b) v; w~v; w, wenn v; win Mor, v ~ v' und w ~ w';
dann bezeichnen wir die Kategorie STy mit

(ITT) den Elementen aus P® ® A als Objekten,

(IV) den Aquivalenzklassen aus Mor/., als Morphismen mit

dom([f]s) = dom(f) und  cod([f].) = cod(f)

fiir alle Morphismen [f].,
(V) den Morphismen [m],, mit m in P® ® A als Identitéiten und
(VI) der Komposition ,, o “ definiert durch:
[wly o vy = [v; wlk,s
fiir alle komponierbaren Morphismen [v]., [w].,

als ,, Schrittsequenzsemantik zu N* (kurz , N-Schrittsequenzsemantik*).
|

Schrittsequenzen stehen in einem engen Zusammenhang zur {iblichen Schrittseman-
tik fiir Petrinetze (— [BF86]). Jeder Morphismus in STy und dementsprechend jede
Klasse von Schrittsequenzen, 148t sich dquivalent als Komposition von Morphismen
der Form:

[my] o [vn] 0 [mp_1]0 -+ o[my] o [v1] o [my]

darstellen, in der die [m;] Identititen und die v; Schaltvektoren? bezeichnen. Sie
entspricht der Schrittfolge:

mo [vr > my - mp_q [V, > my,
in der iiblichen Schreibweise.

Die Entsprechung von Schrittsequenzen und Schrittfolgen gilt nur in der angegebe-
nen Richtung, da die Schritte in den Schrittsequenzen immer die gesamte Markierung
,konsumieren® unter der sie aktiviert sind. Als Konsequenz daraus miissen Teile einer

20Summe von Transitionen
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Markierung, die von einem Schaltschritt unberiihrt bleiben, diesem in der Schrittse-
quenz explizit in Form des entsprechenden Identitdtsmorphismus hinzugefiigt werden
(— 1.3.2). Das heif}t, im allgemeinen entspricht die folgende Schrittsequenz

[my] o [vp, ® mi] o [my_1]o -+ o[mq]o vy & mfi]o[me]

mit m; = m, & m] und m;_; = m! & m) | fir i = 1,...,n, der zuvor gezeigten
Schrittfolge.

Notation: Um zu einer, im Sinne der Verhaltensbeschreibung, intuitiveren Darstel-
lung der Komposition von Schrittsequenzklassen zu gelangen, bringen wir deren Ope-
randen in die ihrer sequentiellen Abfolge entsprechende Reihenfolge. Zu diesem Zweck
notieren wir die Komposition [g] o [f] zweier Morphismen in STy durch [f]; [¢]. Da-
raus ergibt sich fiir die Schrittsequenz aus dem vorangehenden Absatz die Darstellung:

[mol; [vi]; Tmals -+ 5 [mnals [vnl s [ma]

die sich nur noch durch die Verkniipfungssymbole von der entsprechenden Schrittfolge
in der herkémmlichen Notation unterscheidet.

Aus den Zusammenhidngen zwischen Schritten und Markierungen in den Schritt-
sequenzsemantiken der CP/T-Netze, 148t sich eine , Schaltregel* im iiblichen Sinn
(— [Rei85], [BF86]) extrahieren. Die Aktivierungsbedingung fiir einen Schaltvektor v
unter einer Markierung m (notiert ,m[v >*), ergibt sich danach zu

m[v> <= Pre(v)<m 2!

und der Folgezustand m' beziiglich des Schaltens von v unter m (notiert ,m [v > m'*)
zu
mlv>m' = m' =meo Pre(v) ® Post(v). *

Diese Bedingungen entsprechen der fiir Petrinetze iiblichen Schaltregel®®. Fiir CP/T-
Netze sind sie obsolet, da deren Verhaltensbeschreibung ohne sie auskommt.

1.3.2 Beispiel (Equivalente Schrittsequenzen):

Abbildung 1.3 zeigt ein CP/T-Netz mit einer einelementigen Algebra (({e}, 0)) und
der Anfangsmarkierung 3(pl, ¢) @ 2(p2, o).

Die Schrittsequenzsemantik zu diesem Netz enthilt den Morphismus

[t 2(pl,e) @ (p2,e); 2t © (p3,e)]:3(pl, @) B 2(p2,e) — 2(p2,e) B 3(p3,e),

AP roxa< Puyarxa < VacAx,<y,
a€EA a€A
@ e (@ e ) = @ u v
acA a€A a€EA
23, B. in [Rei85], [Jen81], [BFS6], [Reid1]
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D2

Abbildung 1.3: Netz mit drei mo6glichen Abléufen.

dessen Bezeichner (]...]) die drei in diesem Netz moglichen Ereignisabfolgen — ¢
gefolgt von t nebenlaufig zu ¢, ¢t gefolgt von ¢ gefolgt von ¢ und ¢ nebenldufig zu ¢
gefolgt von ¢ — zusammenfaf}t, d.h.

t®2(pl,e) ® (p2,0); 2t ® (p3,e)
~tD2(pl,e) ® (p2,0);tD (pl,e) D (p2,0) O (p3,0); t D (p2,) O 2(p3, o)
~2tD (pl,e); t D (p2,e) D 2(p3, ).

Mit der Konvention, die Komposition mit vertauschten Operanden und dem Opera-
tionssymbol ,, ; “ zu notieren, folgt daraus:

[t ®2(pl,e) @ (p2,0)]; [2t D (3, e)]
=[t@2(pl,e) D (p2,0)]; [t D (pl,0) D (p2,0) D (p3,0)]; [t © (p2,®) D 2(p3, 0)]
=[2t @ (pl,e)]; [t D (p2, ) ® 2(p3, @)]

O

Petrinetzprozesse im iiblichen Sinn (— [Rei85]) lassen sich als Ergebnis von sequen-
tiellen und nebenldufigen Verkniipfungen kausaler Ereignissequenzen betrachten. Um
entsprechende Terme, im weiteren als ,, Prozeffiterme* bezeichnet, erzeugen zu kénnen,
fehlt bis jetzt eine Moglichkeit zur nebenldufigen Komposition von Schrittsequenzen.
Sie wird zu jedem CP/T-Netz N durch die Definition eines Funktors von STy X STy
nach STy erginzt. Dieser Funktor kann als zweistelliger Operator auf den Schritt-
sequenzklassen aufgefaflt werden und gestattet die Abbildung von Prozefitermen auf
Schrittsequenzen (— 1.3.4).

1.3.3 Definition (Paralleloperator auf Schrittsequenzsemantiken):

Sei STy die Schrittsequenzsemantik eines CP/T-Netzes N. Wir definieren eine
Abbildung ||x: STx x STy — STy durch

el fr9 € (T U (Px||A)
b (1 11) = { v (172 ) o I (I7119). F=F5 5 ng='s g

fiir jedes Morphismenpaar [f], [g] aus ST .
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Notation: Um die Lesbarkeit der Prozefiterme erh6hen, verwenden wir den Funktor
||y in Infixnotation und lassen den Index weg, wenn dieser aus dem Kontext hervor-
geht, d.h. wir schreiben [v] || [w] fiir |5 ([v], [w]). Dariiber hinaus nehmen wir an, daf
die parallele Verkniipfung , || stérker bindet als die sequentielle Verkniipfung ,, ; .

1.3.4 Beispiel (Von Prozetermen zu Prozessen):

Die folgenden Terme der Schrittsequenzsemantik zu Ny aus Abbildung 1.1,

[(p3,@)]5 [ta]; [(Pa, ®)] || [(p1, @) 5 215 (D5, @)] [| [(p1, )5 115 (P, )],

[ta] 5 [ (I [(pas @)1,

lassen sich unter Verwendung von 1.3.1 (II) und 1.3.3 zur Schrittsequenz
[t25 11 ® 1] ® (pa, )]

auswerten. Sie entspricht dem Prozefl in Abbildung 1.4.

Abbildung 1.4: Der Prozefl zum Term [ty ; t| &t} © (p4, e)].

a
1.3.5 Lemma (Eigenschaften des Paralleloperators):
Sei STy die Schrittsequenzsemantik eines CP/T-Netzes N, dann
(I) ist ||nv: STw x STy — STy ein Funktor und
(IT) fiir alle S7y-Morphismen [f], [g] gilt: [|lx ([f], [9]) = Ilv (lg], [f])-
O

(Beweis — Anhang S. 190)

Als Funktor ist der von einem CP/T-Netz N generierte Paralleloperator ||y mit der
Komposition der Morphismen innerhalb der N-Schrittsequenzsemantik vertréglich.
Betrachtet man CP/T-Netze als Beschreibungen nebenléufiger Systeme und die zu-
gehorigen Schrittsequenzsemantiken als mogliche Ereignisabfolgen in diesen Syste-
men, dann entspricht diese Eigenschaft einem grundsétzlichen Zusammenhang zwi-
schen Nebenldufigkeit und Kausalitit von Ereignissen. Dieser Zusammenhang 1483t
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sich fiir Ereignisse vy, vy, wq, ws in Form von Gleichungen folgendermaflen ausdriicken

(vi; v2) || (w5 w2) = (vr [[ wi) 5 (v2 || we)
— (Ul || Z.ddom(wl)); (UZ || wl); (w2 || Z.dCOd(’UQ)) 2
- (wl || Z.ddom(vl)); (Ul || w2); (UZ || Z.dcod(wz))
und besagt zum einen, daf§ kausal abhéngige Ereignisse (z.B. vy, v3) in jedem Fall
nacheinander stattfinden und zum anderen, dafl Ereignisse die in keinem kausalen Zu-
sammenhang stehen (z.B. v;, wy) entweder nebenldufig oder in beliebiger sequentieller
Reihenfolge auftreten konnen. Die Identitédten innerhalb der Gleichungen kénnen da-

hingehen interpretiert werden, dafl die den zugehorigen Markierungen entsprechenden
Ressourcen im Zuge des jeweiligen Ereignisses unangetastet bleiben.

1.3.6 Beispiel (Umformung von Schrittsequenzen):
Die Gleichung
[t ®2(pl,e) @ (p2,0)]; [2t ® (p3,0)] = 2t B (pL, @)]; [t B (p2,0) © 2(p3, )]
iiber Schrittsequenzen zum CP/T-Netz aus Abbildung 1.3, li8t sich mit Hilfe der im
vorangehenden Absatz gezeigten Gleichungen folgendermafen herleiten:
[t @ 2(p1, ) & (p2,9)]; [2t @ (p3, )
= [t® (pL, )] || [(p1,®) @ (b2, @)] [t (03,9)] || 1]
= (ite w1 o @3, >1) | ([1,9) @ (v2,0)]: 11])
= (it® w15 @ @3,)) | (i (2,0
=[t@ (L] || [ [t® p3,)] | [(12,9) @
=[2t ® (pl,e)]; [t ® (p2,e) B 2(p3,e)].

—~

|

Mit Hilfe der Schrittsequenzsemantiken und den darauf aufbauenden Prozefitermen,
in denen sich alle wichtigen Netzeigenschaften widerspiegeln, 148t sich unsere Behaup-
tung, die CP/T-Netzmorphismen wiirden diese Netzeigenschaften bewahren, belegen.
Zu diesem Zweck konstruieren wir zu jedem CP/T-Netzmorphismus f einen Funktor
STy zwischen den Schrittsequenzsemantiken der jeweiligen Netze mit den Eigenschaf-
ten

STy([ol; [w]) = ST;([v]); STy ([w])

**In jeder Kategorie gilt bzgl. jedes Morphismus f, f = f o0 idgom(s) = idcoq(s) © f- Bezogen auf
STN folgt daraus f = idgom(s); f = f; idcod(y)
Bidgom () 3 [t = [8]; ideoa()



1.3 CP/T-Netz-Semantik

19

und

STi([w] | [w]) = STy([v]) [| ST;([w]).

Da alle elementaren Morphismen einer Schrittsequenzsemantik, d.h. alle Morphis-
men die sich nicht als Ergebnis von Kompositionen darstellen lassen, aus Markierun-
gen und Schaltschritten des zugrundeliegenden CP/T-Netzes zusammengesetzt sind,
konnen sie direkt mit den dafiir zustindigen CP/T-Netzmorphismus-Komponenten
fT resp. f¥ ® f4 abgebildet werden. Die Bilder aller {ibrigen Morphismen lassen
sich aus der Komposition der Bilder ihrer elementaren Bestandteile gewinnen. Damit
ist gleichzeitig die Vertréiglichkeit von S7; mit der sequentiellen Verkniipfung ,, ;“
sichergestellt.

1.3.7 Definition (Abbildung zwischen Schrittsequenzsemantiken):
Sei f=(fT, fF, f): N; = Ny ein CP/T-Netzmorphismus und
Fr (T U (P A1) = (To U (Pox [ A ])°
ein Morphismus in den freien abelschen Gruppen mit
~ T (v), veT;
f(U) — { P( ) N 1 .
f ®f (U), UEPIX“AIH’
fiir alle v aus (T3 U (Pyx || Ay ||)). Wir definieren die Abbildung 87 von den STy, -
in die STx,-Morphismen durch:
F)], ke (T u (Pox ]| A1)
ST (1K) =
STy ([ha1) 0 STy (1)), k= s b

fiir jeden STy,-Morphismus [k].
]

Die parallele Verkniipfung von Schrittsequenzklassen 148t sich auf die Gruppenopera-
tion ,®“ und die Morphismenkompositon zuriickfiithren (— 1.3.3). Die Gruppenope-
ration wird von dem Gruppenmorphismus f bewahrt, auf dem ST in allen Féllen
aufbaut, in denen die Definition des Paralleloperators || die Operation ,,®* verwen-
det. Zusammen mit der Bewahrung der Morphismenkomposition ergibt sich daraus
die Vertréglichkeit von STy mit der parallelen Komposition.

1.3.8 Lemma (Eigenschaften der Schrittsemantikabbildung):
Fiir jeden CP/T-Netzmorphismus f: N; — N, gilt:

(I) 8Ty STn, — ST, ist ein Funktor und
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(IT) das folgende Diagramm kommutiert:

ST, x STy, — M 5770

STy x ST 3 STy

S TN2 xS TN2 S TN2

||N2
(Beweis — Anhang S. 192)

1.3.9 Beispiel (Von Morphismen zu Abbildungen zwischen Prozefitermen):

Der CP/T-Netzmorphismus f in Abbildung 1.1 generiert den Funktor ST, mit
dessen Hilfe sich die Prozefiterme von /Ny in Prozeterme zu N, iibertragen lassen,
z.B.

STi([2# (p1,0) ;5 ti; (2, 0)]) = STy ([(p2,®)]) 0 STy ([t1]) © ST4([2 * (p1, 0)))
(P, @) ® (p3, )] o [t} B tY] 0 [2 (p1, @)]

2% (pr,@)]; [ty @ t1]; [(ph, @) © (p5, @)]
a1l 875 (03, @)] || [(p3, )]

s (P @] I 5 (93, @)]

(p1, @) t15 (Ph @] [| [(p1, @) 215 (p3, @)]-

[
[
[
[
[

Das ergibt in der graphischen Prozefinotation den in Abbildung 1.5 dargestellten
Zusammenhang.

oD W o®
U
) B @

Abbildung 1.5: Die Abbildung eines Prozesses von N; aus Abb. 1.1.

O

Die Definitionen 1.3.1, 1.3.3 ordnen jedem CP/T-Netz seine Schrittsequenzseman-
tik und einen Operator zu deren nebenldufiger Komposition zu. Zusammen mit der
Algebra des jeweiligen CP/T-Netzes ergibt sich daraus dessen , erweiterte Prozef-
termsemantik*. Diese Erweiterung um die Algebren ist notwendig, da sonst die In-
formationen iiber die Operationen der in den Netzen enthaltenen Algebren in deren
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Semantik nicht mehr enthalten wéiren. Wir dehnen die erweiterte Prozefitermseman-
tik auf die CP/T-Netzmorphismen aus, in dem wir jedem CP/T-Netzmorphismus
ein Paar, bestehend aus seiner Algebrakomponente und dem von ihm generierten
Schrittsequenzsemantikfunktor, zuordnen und erhalten damit eine, zu CPTN kor-
respondierende, Semantikkategorie. Im weiteren werden wir, abgesehen von Fillen
in denen wir die Algebrakomponente besonders hervorheben wollen, die erweiterte
Prozefitermsemantik der CP/T-Netze und CP/T-Netzmorphismen einfach als deren
,» Prozefitermsemantik* bezeichnen.

1.3.10 Definition (Erweiterte ProzeStermsemantik):
Wir definieren PTS als die kleinste Kategorie, die

(I) fiir jedes CP/T-Netz N ein Tripel (PA(N), STw, ||x) als Objekt,

(I) fiir jeden CP/T-Netzmorphismus f: Ny — N ein Tupel (PA(f),ST;) als
Morphismus mit

dom((PA(f) , ST7)) = (PA(N), STy, |In,)
cod((PA() , 8T7)) = (PA(Na), ST, [Ins),

(I1T) die Paare (P4 (idy),idsr,) fiir jedes CP/T-Netz N als Identititen und

(IV) die komponentweise Komposition als Kompositionsoperator enthélt.
(|

Die Schrittsequenzsemantik eines CP/T-Netzes N enthilt, bis auf die Operationen
der Algebra, alle Informationen von N und ist allein dadurch vollstindig determiniert.
Damit existiert zu jedem CP/T-Netz genau ein Tripel aus Algebra, Schrittsequenz-
semantik und Kompositionsoperator. Das Entsprechende gilt fiir jeden CP/T-Netz-
morphismus und dem ihm als Semantik zugeordneten Paar. Aus der Verkniipfung
beider Eigenschaften ergibt sich die Isomorphie von CPTN und PTS.

1.3.11 Korollar (Semantikfunktor):
Die Abbildung

def

PC:CPTN — PTS mit PC(f) = (PA(f),ST;)

fiir jeden CP/T-Netzmorphismus f, ist ein bijektiver Funktor.
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Kapitel
Systemspezifikationen

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels stellen wir ein formales Beschreibungsmittel fiir
nebenldufige Systeme, die ,, Algebraischen Netzspezifikationen® (kurz ,, A N-Spezifika-
tionen*) vor. Abschnitt 2.2 fithrt eine denotationelle Semantik in Form von Modellen
fiir AN-Spezifikationen ein und Abschnitt 2.3 ordnet jedem Modell eine operationale
Semantik in Form von halbgeordneten Abldufen zu.

Unter einem nebenldufigen System soll hier eine endliche Menge aktiver Kompo-
nenten! verstanden werden, die voneinander unabhiingig agieren und iiber passive
Komponenten verkniipft sein kénnen. Diese Verkniipfung ist statisch, d.h. sie ist in
jedem Systemzustand gleich. Selbstmodifizierende Systeme, wie sie z.B. mit Hilfe
von R. Milners ,,m-Kalkil“ ([Mil95]) oder R. Valks , Self-Modifying Nets* ([Val81])
beschrieben werden konnen, lassen sich mit AN-Spezifikationen nur indirekt erfassen,
indem die sich dndernde Struktur in die von den aktiven Komponenten verbrauchten
bzw. erzeugten Ressourcen kodiert wird. Sequentielle Systeme konnen, als Spezi-
alfille nebenlédufiger Systeme, bei denen nie mehr als eine Komponente gleichzeitig
agiert, mit AN-Spezifikationen beschrieben werden. Fiir diese Systemklasse existiert
allerdings eine Reihe bewihrter Beschreibungsmethoden, die méchtiger oder bei ver-
gleichbaren Eigenschaften einfacher zu handhaben sind.

Die Aktionen in nebenldufigen Systemen erfolgen asynchron, d.h. ein globaler Takt
wird nicht vorausgesetzt. Kommunikation und Synchronisation werden iiber das Be-
reitstellen und Abziehen von Ressourcen auf den passiven Komponenten realisiert.
Typische Vertreter nebenliufiger Systeme sind: Telekommunikationsanlagen, Ferti-
gungssysteme, verteilte Datenbanken, Prozeisteuerungen und Rechnernetze. Diese
Systeme sind in der Regel sehr komplexer Natur, so daf} ein dafiir angemessenes Be-
schreibungsmittel {iber ausreichend méchtige Strukturierungmechanismen verfiigen
sollte. Eine hiufig angewandte, unter dem Schlagwort ,, Objektorientierung® bekann-
te Moglichkeit zur Strukturierung der Beschreibung komplexer Systeme, die Verwen-
dung von Datentypen, kommt in diesem Kapitel bei der Beschreibung der Ressourcen
zum Einsatz. Komposition und Parameterisierung als weitere Mechanismen sind In-
halt von Kapitel 3.

Um formale Systembeschreibungen von informellen abzugrenzen, verwenden wir dafiir
im weiteren den Begriff |, Systemspezifikation®, wohl wissend, dal auch diese Bezeich-
nung in der Literatur zum Teil fiir nicht oder nur in Teilen formale Beschreibungen

ldas schlieft nicht aus, daf unendlich viele verschiedene Aktionen ausgefiihrt werden kénnen,
da jede Komponente in verschiedenen Modi arbeiten kann, vergl. dazu Definition der operationalen
Semantik in Abschnitt 2.3
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verwendet wird.? Neben der in allen Punkten festgelegten Syntax, unterscheiden sich
Systemspezifikationen vorallem durch das Vorhandensein einer eindeutigen Semantik
von informellen Systembeschreibungen.

Semantiken, ob denotationell oder operational, treten hauptsichlich in zwei Formen
auf: entweder als ,,lose Semantik®, die oft auch als ,,klassische Semantik* bezeichnet
wird oder als ,initiale Semantik“3. Erstere bezeichnet eine Menge von Modellen,
die die spezifizierten Eigenschaften erfiillen. Diese Modelle konnen dariiber hinaus
Eigenschaften besitzen, die sich nicht aus der Spezifikation ableiten lassen. Typisch
sind lose Semantiken fiir Spezifikationen von Objekten der klassischen Mathematik,
z.B. Mengen, Halbgruppen, Gruppen, Relationen und Ordnungen. So ist z.B. jede
Gruppe auch eine Halbgruppe. Ein loser Zusammenhang zwischen Spezifikation und
Modellen ist aber auch in anderen Bereichen iiblich, so legt z.B. ein Pflichtenheft
bei der Auftragserteilung nur die erwiinschten Eigenschaften eines Produkts fest, ein
erweiterter Funktionsumfang oder die Verwendung von Hilfsoperationen ist damit
aber nicht ausgeschlossen. Lose Semantiken im allgemeinen haben den Nachteil, daf}
nicht von vornherein klar ist, ob es iiberhaupt Modelle zur Spezifikation gibt.

Initiale Semantiken zeichnen sich dadurch aus, daf§ zu jeder Spezifikation genau ein
Modell existiert. In den meisten Fillen kann es direkt aus der Spezifikation generiert
werden. Beispiele dafiir sind die , Herbrand-Modelle* fiir Pradikatenlogiken erster
Stufe oder die ,, Quotiententermalgebra“ (— [EM85]) als initiales Modell einer alge-
braischen Spezifikation. Mit Hilfe von initialen Modellen kann durch direkten Ver-
gleich getestet werden, ob eine Spezifikation wirklich das Objekt beschreibt, z.B. die
Natiirlichen Zahlen oder ein Telefonsystem, das dem Spezifikateur oder dem spéteren
Nutzer vorschwebte. Initiale Semantiken sind dagegen wenig geeignet, Objekte zu
klassifizieren oder Implementierungsschritte, mit den dazu notwendigen Umgebungs-
anpassungen zu validieren.

Bei den in Abschnitt 2.2 und Abschnitt 2.3 eingefiihrten Semantiken fiir Systemspezi-
fikationen handelt es sich um lose Semantiken mit initialen Modellen. Sie vereinen
die Vorteile beider Semantikformen. Dabei spielen die initialen Modelle die Rolle von
Referenzobjekten.

2.1 Algebraische Netzspezifikationen

Wie die meisten ,, High- Level-Spezifikationen* nebenldufiger Systeme (z.B. [Vau86],
[Rei91], [Jen81], [Jen90], [ISO83] ) bestehen die im folgenden vorgestellten AN-Spezi-
fikationen im wesentlichen aus zwei Teilen: einer Datentypspezifikation zur Beschrei-
bung der systemrelevanten Objekte und einer Spezifikation der im System moglichen
Ereignisse und ihrer Abhéngigkeiten, die wir im weiteren als ,, Nebenldufigkeitstruk-
tur® bezeichnen. Der Datentypenanteil wird mit Hilfe algebraischer Spezifikationen

27.B. fiir FluBdiagramme
3es existiert mit der ,,terminalen Semantik“ noch eine dritte Form, die aber selten benutzt wird
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im Stil von [EM85] und [EBO91] beschrieben. Dabei werden die Operationen zum
Erzeugen und Manipulieren der Objekte mit Hilfe von Gleichungen spezifiziert. Eine
kurze Einfiihrung dazu, mit Beispielen, sowie die im weiteren verwendeten Defini-
tionen und Satze sind in Kapitel 6 zusammengefafit.

Die Vorteile der algebraischen Datentypspezifikation, z.B. gegeniiber der in Jensen
[Jen81] und [Jen90] gewihlten Beschreibung, mit Hilfe von Mengen und Funktionen
oder des in einigen kommerziellen Spezifikationswerkzeugen ([JCHH91|) implemen-
tierten Beschreibungsverfahrens mittels programmiersprachlicher Konstrukte, liegen
einmal in der Verfiigharkeit eines Beweiskalkiils fiir Datentypeigenschaften (vergl.
[EMS85]) und zum anderen in den Strukturierungsmoglichkeiten {iber Kompositi-
on und Parameterisierung. Dariiber hinaus eréffnen vorhandene Termersetzungsver-
fahren ([EWO91]) die Moglichkeit, Terme algorithmisch zu manipulieren und damit
fiir rechnergestiitzte Werkzeuge handhabbar zu machen.

Die Nebenldufigkeitsstruktur der Ereignisse wird in Form von , héheren Petrinet-
zen* (— CP/T-Netze, Kapitel 1.1) angegeben. Neben der intuitiven graphischen Dar-
stellung sprechen vor allem die fiir hohere Netze vorhandenen bzw. auf sie iiber-
tragbaren Beweismethoden wie z.B der , Invariantenkalkil* oder , Deadlock-/Trap-
Figenschaften®. Ein weiterer wesentlicher Grund ist die fiir klassische Petrinetze
entwickelte Halbordnungssemantik, die in Abschnitt 2.3 auf hohere Netze {ibertra-
gen wird. Im Gegensatz zu ,, Interleaving-Semantiken® bei prozeBalgebrabasierten
Ansitzen wie ,,CCS* ([Mil80]) und ,, TCSP“ ([BHR84|) bei denen Ereignisse, zu-
néichst nach ihrem Eintreten und bei Nebenlidufigkeit zufillig, totalgeordnet werden,
148t die Halbordnungssemantik eine Unterscheidung zwischen Nichtdeterminismus
und Nebenlidufigkeit zu. Damit wird das Beweisen von Systemeigenschaften erleich-
tert, da sich aus den halbgeordneten Abldufen direkt Systemzustinde ablesen lassen,
die im Zuge einer ,kiinstlichen“ Totalordnung der Ereignisse nicht mehr darstell-
bar sind (— [Rei92],[DGK*92]) und damit im Rahmen einer Systemanalyse nicht
mehr zur Verfiigung stehen. Dariiber hinaus lassen sich mit Hilfe von halbgeordneten
Abldufen Aussagen iiber den Grad an Parallelismus in Systemen treffen, um daraus
beispielsweise auf deren Effizienz zu schlieflen.

AN-Spezifikationen enthalten neben der Datentypspezifikation und dem die Neben-
laufigkeitsstruktur beschreibenden CP/T-Netz, eine Menge von Gleichungen zu jeder
Transition im Netz. Die darin auftretenden Variablen finden sich in den Termen wie-
der, mit denen die Kanten des Netzes beschriftet sind. Diese Terme entstammen der
Termalgebra zu einer Erweiterung der Datentypspezifikation um eine Variablenfa-
milie* als zusitzliche nullstellige Operationen. Sie erlauben es Objekte, die im Zuge
eines Ereignisses entstehen oder verbraucht werden, zu Gruppen zusammen zu fassen.
Diese Gruppen lassen sich durch die Gleichungsmengen einschrinken. Da das Auf-
treten von Ereignissen vom Vorhandensein der Objekte abhéingt, die vom Ereignis

“Die hinzu gefiigten Variablen sind im wesentlichen fiir alle Spezifikationen gleich. Sie haben eine
grundsitzlich andere Funktion als die Variablen der zur Datentypspezifikation gehorenden Gleichun-
gen (— 6.2.1).
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verbraucht werden, schréinken die Gleichungen gleichzeitig die in einem Systemzu-
stand moglichen Ereignisse ein.

Um die technischen Konstruktionen zu vereinfachen, nehmen wir im folgenden an,
daf die Variablenmenge X fiir alle Signaturen im wesentlichen gleich ist. Wir erhalten
ein derartiges X, indem wir von einer festen Variablenmenge Xy;, ausgehen, die mit
den Sorten SO der jeweiligen Signatur indiziert wird, d.h. X = Xy;; x SO. Aufgrund
dieser globalen Definition der Variablen kénnen wir auf eine individuelle Festlegung
als zusétzliche AN-Spezifikations-Komponente verzichten.

Mit Hilfe von X kann jede Spezifikation Spec zu Spec(X) erweitert werden, indem
wir die Variablen als zusétzliche Konstanten den Operationen von Spec hinzufiigen
(— 6.3.4). Diese Erweiterung 148t sich kanonisch auf Spezifikationsmorphismen iiber-
tragen. Ein dermafien von h: Spec — Spec’ zu h®: Spec(X) — Spec'(X) erweiterter
Morphismus verhélt sich auf den Sorten und Operationen aus Spec wie h und auf X
wie die Identitéit. Analog zu Spezifikationen kénnen auch Algebren mit X erweitert
werden. Fiir eine Spec-Algebra A notieren wir die so erweiterte Algebra mit A(X).
Dabei handelt es sich um eine A-Quotiententermalgebra (— 6.2.15) zu Spec(X), die
beziiglich der Inklusion von Spec in Spec(X) frei iiber A erzeugt ist (— 6.2.17).

Wir definieren nachfolgend fiir jedes CP/T-Netz die Menge der Variablen in der
Umgebung jeder Transition. Darunter fallen alle Variablen, die in den Termen an den
Kanten einer Transition vorkommen, d.h. alle Variablen im Bild der Transition unter
Pre/ Post.

2.1.1 Definition (Variablen in der Umgebung von Transitionen):

Gegeben ein CP/T-Netz (T®, P®, A(X), Pre, Post), dann definieren wir

(T) die Abbildung env: T — 2P*IM qurch:

env () &< { (p,a) € Px || A(X)] ‘ Pre(t)(p,a) > 0V Post(t)(p,a) > 0 }

(IT) und die Abbildung var: T — 2% durch:

var(t) o U var(a)

(p,a)€enu(t)

dabei bezeichnet var: || A(X)||— 2% die Abbildung von A(X)-Termen auf
ihre Variablen (— 6.3.1).
|
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2.1.2 Definition (Variablen in Gleichungsmengen):

Gegeben eine algebraische Spezifikation Spec und die Menge EQ g, aller Glei-
chungen zur Spec-Signatur mit Variablen aus X, dann definieren wir die Abbil-
dung var: 2%9sre< — 2X fiir alle Teilmengen E aus EQ g, durch:

var (E) & U X'

(X',l,r)eE

2.1.3 Definition (Algebraische Netzspezifikationen):
Eine ,, Algebraische Netzspezifikation (kurz ,, AN-Spezifikation®) ist ein Tripel

(Spec, Cond, N)
mit den folgenden Eigenschaften:

(I) Spec ist eine algebraische Spezifikation,

(IT) N ist ein CP/T-Netz mit endlicher Stellen- und Transitionsmenge, das die
Gleichung:
PAN) =Topx) °

erfiillt, wobei Top(x) die Termalgebra zur Spec-Erweiterung Spec(X) be-
zeichnet,

(IIT) Cond:T — 2"9se= ist eine Abbildung von der Menge der N-Transitionen
in die Menge aller Gleichungen zur Spec-Signatur mit Variablen aus X und

(IV) fiir alle Transitionen ¢ und Variablen z, yy aus var(t) U var(Cond(t)) gilt:

s#ts =ax#y

wobei s, s’ die jeweiligen Sorten der Variablen bezeichnen.
O

Im Unterschied zu vergleichbaren Definitionen von Netzen mit algebraisch spezifi-
zierten Tokentypen, z.B. bei [Vau86] oder in [Rei91], wird bei AN-Sperzifikationen
auf die Sortentreue der Stellen verzichtet, d.h. Transitionen kénnen Terme zu ver-
schiedenen Sorten von einer Stelle abziehen oder ihr hinzufiigen. Sortentreue ist zwar
eine haufig gestellte und vom Standpunkt des Software-Engineering auch sinnvolle
Zusatzforderung, fiir die mathematische Behandlung von Systemspezifikationen und
deren Semantik aber ohne Bedeutung®. Aus diesem Grunde wurde sie zu Gunsten
einer mathematisch einfacheren Handhabbarkeit der Theorie weggelassen.

>PA (= 1.2.1) ist die Projektion der CP/T-Netze auf ihre Algebrakomponente.
6Sollte die Sortentreue einzelner Stellen fiir den Beweis von Systemeigenschaften notwendig sein,
kann sie durch eine entsprechende Gestaltung der Terme in deren Umgebung sichergestellt werden.
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2.1.4 Beispiel (Die Spezifikation eines , Alternating-Bit-Protokolls“):

In Abbildung 2.1 wird ein Kommunikationsprotokoll, das in der Literatur unter dem
Namen ,, Alternating-Bit-Protokoll“” bekannt ist, als AN-Spezifikation beschrieben.
Das Protokoll soll das im folgenden kurz skizzierte Problem 16sen: Ein Sender und
ein Empfénger sind iiber einen méoglicherweise fehlerhaften Kanal miteinander ver-
bunden. Der Sender verschickt Mitteilungen an den Empfinger und erwartet von
diesem eine Empfangsbestitigung. Solange die Empfangsbestitigung nicht eingetrof-
fen ist, geht der Sender davon aus, dal die Mitteilung nicht empfangen wurde und
wiederholt das Versenden in gewissen Zeitabstinden. Da Sender und Empféanger nicht
synchronisiert sind und sich auch nicht synchronisieren kénnen (oder wollen), kann es
vorkommen, daf} sich das Versenden von Mitteilung und Bestétigung iiberschneiden.
Auflerdem wird davon ausgegangen, dafl sowohl Mitteilungen als auch Bestitigungen
im Kanal verloren gehen kénnen.

Das Alternating-Bit-Protokoll stellt sicher, daf} jede Mitteilung solange gesendet wird,
bis sie empfangen wurde und eine Bestéitigung dafiir beim Sender vorliegt. Den Mit-
teilungen sind Typen zugeordnet, und es kénnen mehrere Mitteilungen unterschied-
lichen Typs unabhéngig von einander versendet werden. Ein wesentliches Merkmal
dieses Protokolls ist die konstante Linge der Kontrollinformation, die den Mittei-
lungen hinzugefiigt wird. Diese Lénge ist nur von der Anzahl der Mitteilungstypen
abhéngig und nicht von der Anzahl der notwendigen Sendeversuche.

Fiir die Protokollspezifikation gehen wir davon aus, dafl die Variablenmenge X die
Variablen ,m“ zur Sorte ,,Message“ und ,,c¢* zur Sorte ,,Control“ enthélt. Die Abbil-
dung von Transitionen in Gleichungsmengen haben wir in die graphischen Darstellung
des zur Spezifikation gehérenden CP/T-Netzes integriert.® Darin gehéren die Stellen
und Transitionen auf der linken Seite des Netzgraphen zum Sender und die Stellen
und Transitionen auf der rechten Seite zum Empfinger. Verbunden sind sie durch
die, den Kanal symbolisierenden, Stellen ,, chan,,* und ,, chan,*.

Die Stelle ,,to_send“ enthilt alle zu versendenden Mitteilungen. Abgesendete Mittei-
lungen werden auf der Stelle ,,buf“ kopiert, um im Bedarfsfall, d.h. wenn die Emp-
fangsbestétigung ausbleibt, durch die Transition ,¢,,“ erneut verschickt werden zu
konnen. Bestédtigungen, die nicht das korrekte Kontrollbit enthalten, werden von der
Transition ,, clear” aus dem Kanal entfernt. Korrekte Bestédtigungen werden durch
die Transition ,rec,“ dem Kanal entnommen und fiihren zu einer Umstellung des
aktuellen Kontrollbits fiir diesen Mitteilungstyp.

Beim Empfianger werden die Kontrollbits der eintreffenden Mitteilungen iiberpriift
(Transition , rec,,“). Mitteilungen mit korrektem Kontrollbit landen ohne Kontroll-
bit auf der Stelle ,,recvd“. Die Transition , send,,* ist fiir das Versenden der Bestiti-
gungen zustindig. Durch verloren gegangene Bestédtigungen koénnen Mitteilungen mit

"genaugenommen firmieren zahlreiche Protokollvarianten unter diesem Namen

8die entsprechende Zeile ist durch eine Linie mit der zugehdrenden Transition senden,, verbunden
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Alternating-Bit-Protocol =

{{Message, Control, MessContr},
{-. - : Message, Control— MessContr,

cont: Message — Control,
|| : Control — Control,
— : Control — Control }
{|eont(n)| = cont(n)
| — cont(n)| = cont(n)
—(=z) =ax}}
to_send  send chan,, reCm, recvd

rec, chan, send,

Abbildung 2.1: Ein Alternating-Bit-Protokoll.

falschen Kontrollbits entstehen. Sie werden von der Transition ,,repl“ dem Kanal ent-
nommen. Das Ablegen des Kontrollbits dieser Mitteilungen auf der Pufferstelle des
Empfingers (,sp“) erlaubt es; die entsprechende Bestéitigung erneut zu verschicken.

Auf den Stellen ,,sbit“ beim Sender und , rbit“ beim Empfinger liegt fiir jeden Mit-
teilungstyp jeweils das aktuelle Kontrollbit (Wert von , cont“), das vom Sender den
Mitteilungen hinzugefiigt und vom Empfénger iiberpriift wird. Jedes korrekte Emp-
fangen von Mitteilungen beim Empfinger und Bestéitigungen beim Sender fiihrt zur
Umstellung des Kontrollbits fiir den jeweiligen Mitteilungstyp. Vor dem Start des
Protokolls miissen die Stellen , sbit“ und ,,rbit*“ mit den Kontrollbits fiir alle Mittei-
lungstypen initialisiert werden und zwar so, daf fiir jeden Mitteilungstyp jeweils ein
gleichwertiges Kontrollbit auf beiden Stellen vorhanden ist. Die n-fache Umstellung
eines Kontrollbits ergibt fiir gerade n wieder das urspriingliche Bit. Diese fiir die
Funktion des Protokolls wesentliche Datentypeigenschaft ist in den Gleichungen der
Datentypspezifikation festgelegt.

O

Die Sperzifikation des Alternating-Bit-Protokolls (— 2.1.4) enthélt getrennte Kanile
fiir Mitteilungen und Bestétigungen. Fiir diese Designentscheidung gibt es keine Not-
wendigkeit im Protokoll, sie wurde vielmehr aus Griinden der Ubersichtlichkeit ge-
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troffen. Dariiber hinaus werden die potentiellen Fehler im Kanal nicht mitspezifiziert.
Zum einen gibt es verschiedene Fehlermdoglichkeiten, die sich nicht alle gleichzeitig er-
fassen lassen, z.B Storungen bei getrennten Kanilen, die nur einen Kanal betreffen
oder Signale, die dem Kanal hinzugefiigt werden, zum anderen 1488t sich das Proto-
koll auch auf stabile Kanéle anwenden. Sowohl die Beschaffenheit der Kanile (ein
oder zwei Kanéle) als auch die Art der mdoglichen Fehler finden sich in den verschie-
denen Modellen (— 2.2, 2.3) zur Protokollspezifikation wieder, die wir im folgenden
Abschnitt einfiihren. Hier lassen sich, im Rahmen der von der Spezifikation gesetzten
Grenzen, alle Anpassungen an konkrete Systeme vornehmen und deren Auswirkungen
untersuchen.

2.2 Algebraische Netze

Bei der im folgenden vorgestellten Modellsemantik fiir AN-Spezifikationen, handelt
es sich um eine lose Semantik mit initialen Modellen®. Im Unterschied zu den bekann-
ten Semantiken fiir hohere,'® petrinetzbasierte Systemspezifikationen, z.B. [Vau86],
[DHP90] und [Rei91], die bei der Modellbildung eine Variation des Datentypanteils
in Form verschiedener Algebren zulassen, aber die Netzstruktur der Spezifikation
unverdndert in jedes Modell iibernehmen, interpretieren wir beide Teile einer Sys-
temspezifikation lose. Das heif3t, auch die Netzstruktur unterliegt einer kontrollierten
Modifikation beim Ubergang von der Spezifikation zu den Modellen. Dabei bleiben
die essentiellen Eigenschaften der Systemspezifkation, wie der Effekt der Operationen
beim Datentypanteil und Kausalitit, Nebenldufigkeit und Konflikte beim Netzan-
teil, erhalten. Dagegen konnen Aspekte, die aus der Notwendigkeit entstanden sind,
die Spezifikation in eine syntaktische Form zu bringen, in irgend einer Form imple-
mentationsabhingig!! sind oder aufierhalb der Sicht der Systemspezifikation liegen,
modifiziert werden. Dazu zihlen wir generell die Namensgebung einzelner Kompo-
nenten sowie beim Datentypanteil die Menge der Objekte und bei der Netzstruktur
die Menge der moglichen Ereignisse sowie die Synchronie des Markenflusses, d.h. das
Zusammenfassen von Markierungen auf Stellen.

Die Modelle einer AN-Spezifikation, die wir als ,, Algebraische Netze“ oder kurz als
,A-Netze* bezeichnen, bestehen neben der Spezifikation zu der sie gehoren, aus einem
Datentypspezifikationsmorphismus mit der Datentypkomponente der AN-Spezifika-
tion als Doméne, einer Algebra zur Codomine des Datentypspezifikationsmorphis-
mus, einem CP/T-Netz, das nicht mit dem in der Spezifikation enthaltenen Netz
identisch sein mufl und einem CP/T-Netzmorphismus. Letzterer beschreibt den not-
wendigen Zusammenhang beider Netze. Durch diese, gegeniiber der iiblicherweise
erzwungenen Identitit, lose Koppelung der Netze in Spezifikation und Modell, sind

9Es existieren zu jeder Spezifikation mehrere initiale Modelle, die sich aber nur durch die Benen-
nung der Komponenten unterscheiden.

104 h. mit individuellen Token arbeitende

1 der Begriff der Implementation wird hier im Sinne von Verfeinerung verstanden und bezieht sich
nicht auf die Transformation auf eine konkrete Hardware
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sowohl Anderungen als auch Ergéinzungen der Graphstruktur (— 1.1.4) bei der Mo-
dellbildung moglich.

In einem weiteren Aspekt, dessen Charakter allerdings weniger grundlegend ist als
der vorangehend diskutierte, verallgemeinern Algebraische Netze die iibliche Modell-
bildung hoherer Petrinetze mit algebraisch spezifizierten Tokentypen. Bei A-Netzen
ist nicht die enthaltene Algebra, sondern nur ihr Vergifibild beziiglich eines in der
Definition enthaltenen Spezifikationsmorphismus (— 6.1.11), eine Algebra zur Daten-
typkomponente der Systemspezifikation. Handelt es sich bei dem enthaltenen Spezi-
fikationsmorphismus um die Identitdt, wie in allen Beispielen dieses Kapitels, sind
Vergifibild und Algebra gleich und man erhélt den iiblichen Zusammenhang.

Durch die vergleichsweise lose Anbindung der Algebrakomponente eines A-Netzes
an die Datentypkomponente der zugehorigen Systemspezifikation, kann die Algebra
Operationen und Trigermengen enthalten die keine Entsprechung in der Datentyp-
komponente haben. Dariiber hinaus verfiigt sie aber iiber alle in der Datentypkom-
ponente der Systemsperzifikation beschriebenen Eigenschaften. Zum Tragen kommen
die Erweiterungsmoglichkeiten der Algebra hauptséchlich in Kapitel 3, wo sie eine
Voraussetzung fiir die Vergiifunktorkonstruktion (— 3.1.4) und die Vertréglichkeit
der Komposition von Systemspezifikationen mit deren Semantiken (— 3.3.7) bildet.

Die nachfolgend definierten Algebraischen Netze sind mit den aus der Literatur be-
kannten ,, Colored Nets“ vergleichbar. Dabei {ibernehmen Terme mit Variablen {iber
der Algebra des A-Netzes die Rolle der Funktionen an den Kanten der Netzstruktur
in [Jen81] bzw. die der ,ML“-sperzifizierten Operationen in [HJS90].

2.2.1 Definition (Algebraisches Netz):
Ein ,, Algebraisches Netz* (kurz ,,A-Netz“) ist ein Quintupel
(ANS, g, A, N°, eval)
mit den folgenden Eigenschaften:

(I) ANS = (Spec, Cond, N) ist eine AN-Spezifikation,
(IT) g: Spec — Spec’ ist ein Spezifikationsmorphismus,
(ITT) A ist eine Spec’-Algebra,

(IV) N° ist ein CP/T-Netz mit einer endlichen Stellen- und Transitionsmenge,
das die Gleichung:
PAN®) = A(X)

erfiillt, in der A(X) die beziiglich der Inklusion Spec’ C Spec’(X) frei kon-
struierte A-Quotiententermalgebra bezeichnet (— 6.2.17),
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(V) eval: N — N ist ein CP/T-Netzmorphismus mit
PA(eval) = (g%, evalya(xy)): Topxy = A(X),

wobei ¢*: Spec(X) — Spec'(X) (— 6.3.4, g¥ = T*(g)) die kanonische Er-
weiterung von g bezeichnet und evalya(x)) den Evaluierungsmorphismus
der Signaturalgebren zu Spec(X),

(VI) fiir alle Transitionen ¢, " aus N und ¢ aus N° gilt:
eval” (') (t) > 0 A eval™ (") (t) > 0 = ¢*(Cond(t')) = g*(Cond(t")),

wobei ¢g* die kanonische Fortsetzung der g-generierten Abbildung zwischen
Gleichungen (— 6.2.3) auf Gleichungsmengen und eval” die Transitions-
komponente von eval bezeichnet

(VII) und fiir alle Transitionen ¢ aus N° und Variablen z;, yy aus var(t) gilt:

s#s = xH#y

wobei s, s’ die jeweiligen Sorten der Variablen bezeichnen.
O

In Analogie zu den generierten Elementen einer Algebra im Rahmen von algebraischen
Spezifikationen'? bezeichnen wir die Stellen und Transitionen im Bild der Evaluie-
rungsfunktion eval als generiert.

2.2.2 Beispiel (Ein Modell der Alternating-Bit-Protokoll-Spezifikation):

Das A-Netz in Abbildung 2.2 ist ein Modell'* der AN-Spezifikation in Abbildung
2.1. Es gibt 10" verschiedene Mitteilungen, die mit den Werten aus —10",...,10" als
Kontrollbits versehen werden. Nach dem Empfang einer korrekt markierten Mittei-
lung durch den Empfinger bzw. dem Empfang einer korrekt markierten Bestéitigung
durch den Sender, &ndert sich das Vorzeichen des jeweiligen Kontrollbits.

Die Netzstruktur des Modells weist zwei wesentliche Unterschiede gegeniiber der
Struktur der Spezifikation auf. Erstens existiert nur ein Kanal, der sowohl fiir den
Transport von Mitteilungen als auch von Bestédtigungen dient. Der zweite Unter-
schied ist von groflerer Bedeutung: Mitteilungen und Bestéitigungen konnen verloren
gehen.!'! Die Existenz von Modellen, die in dieser Weise fehlerbehaftet arbeiten, ist
die Motivation von groflen Teilen des spezifizierten Protokolls.

O

12die im Bild der jeweiligen Evaluierungsfunktion liegen

13Die Reihenfolge der Beispielkomponenten entspricht hier, wie in allen iibrigen Beispielen, dem
in Definition 2.2.1 angegebenen Quintupel.

14in diesem Fall durch das Schalten der Transitionen ,err,,“ und err,
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ABP-Modell 1: Alternating-Bit-Protokoll, id,
{{{messq, ..., messign}, {—10", ..., 10"},
{messo, ..., messon} x {=10",...,10"}}
{],4, A, £ mit
mlz=(m,x),lm;i=1i, Ar=2*/z,+2=—1xx}}

hole,

hole,
id, ef:chanys — chan evalyxy:m.c s ap(m,c)
chang. +— chan cod(m) — mc(m)
Ly || — ab(c)

—c — cg(c)

Abbildung 2.2: Modell des Alternating-Bit Protokolls mit fehlerhaftem Kanal.

Die Menge der Modelle einer Systemspezifikation wird durch Abbildungen, die wir
als ,, A-Netzmorphismen® bezeichnen, strukturiert. Dabei handelt es sich um Paare,
bestehend aus einem Algebra- und einem CP/T-Netzmorphismus. Beide Bestandteile
bewahren die Eigenschaften ihrer jeweiligen Doméne, d.h. der Algebra-Morphismus
ist kompatibel mit den Algebraoperationen (— 6.2.4), wihrend der CP/T-Netzmor-
phismus den Effekt, die Unabhéingigkeit und den kausalen Zusammenhang von Tran-
sitionen bewahrt (— 1.1.4).

A-Netzmorphismen erfiillen im weiteren eine Reihe von Funktionen, mit ihrer Hilfe
lassen sich die initialen Modelle einer Systemspezifikation (— 2.2.6) bestimmen, sie
konnen ein A-Netz als Modell einer Systemspezifikation auszeichnen und sie spielen
als Teile generalisierter Morphismen in Kapitel 3 eine zentrale Rolle bei der Definition
der Semantiken fiir die Komposition und Parameterisierung von Systemspezifikatio-
nen.
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Wie schon bei den AN-Spezifikationen und den A-Netzen, wird der Zusammenhang
von Datentyp- und Netzabbildung bei A-Netzmorphismen (— 2.2.3) mit Hilfe der
Projektion P# (- 2.2.3 IIT) beschrieben. Um die Existenz initialer Modelle'> zu
ermoglichen, miissen die A-Netzmorphismen mit den Evaluierungsmorphismen der
A-Netze, d.h. den CP/T-Netzmorphismen, die den Zusammenhang der Netzstruktu-
ren in Systemspezifikation und Modell beschreiben, vertréglich sein (— 2.2.3 IV). Fiir
den Algebra-Teil eines A-Netzmorphismus ist diese Forderung immer erfiillt, da fiir
jeden Algebramorphismus f: A — B gilt: evaly o f = evalp (— 6.1.1, 6.1.9)).

2.2.3 Definition (A-Netzmorphismus):

Gegeben zwei A-Netze AN; = (ANS;, g;, A;, N2, eval;). Ein Paar (¢, f) bildet
einen A-Netzmorphismus

(f9 fN): AN, — AN ,,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
(I) f& A; — A, ist ein generalisierter Algebramorphismus,
(TIT) fN: Ny — NY ist ein CP/T-Netzmorphismus,
(TIT) fiir die Projektion von fV auf den Algebraanteil gilt:
PASY) = TAF9): Al(X) = Ay(X),

wobei T4 (= 6.3.9) die Transformation von generalisierten Algebramor-
phismen in generalisierte Morphismen zwischen Algebren mit Variablen
bezeichnet,

(IV) £~ o eval; = evaly und
(V) fiir die Einschréinkung von f& auf DC .yq, (co) gilt:
N DC vty (c0) € MoT (CPTN) [DC epur, (¢0), DC eyar, (c0)].
|

Bedingung 2.2.3.V erzwingt die Abbildung nichtgenerierter Elemente aus der Doméne
eines A-Netzmorphismus auf nichtgenerierte Elemente seiner Codoméne. Notwendig
wird diese Einschrinkung fiir die Definition von Vergiflifunktoren in Abschnitt 3.2.
Diese Funktoren bilden zwischen Modellkategorien unterschiedlicher Systemspezifika-
tionen ab und ,vergessen“ dabei Teile der generierten Modellstruktur (— 3.1.4).

15deren Datentyp und Netzstruktur vollstindig generiert sind
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2.2.4 Beispiel (Ein weiteres Modell des Alternating-Bit-Protokolls):

Das A-Netz in Abbildung 2.3 zeigt ein weiteres Modell des Alternating-Bit-Protokolls
(— 2.1). Im Unterschied zu dem strukturell dhnlichen Modell in Beispiel 2.2 sind die
Stellen dieses Modells vollstédndig von seiner Evaluierungsfunktion iiberdeckt, d.h. sie
liegen im Bild der Netzstruktur zur Spezifikation.

ABP Modell 2: Alternating-Bit Protokoll, ,
{{String, Z, String x Z}
{],4 A, £ mit

m|x=(m,zx), Ar=12*/z, +tr=—-1%zx
ls= 0, s=0;
1§ %256 + ascii(a), s=saq;
to_send  sendp, €rTm T€Cm recvd

rec, errg send,

id, ef:chanys — chan evalyxy:m.c s ap(m,c)
chang. +— chan cod(m) — mc(m)
Ly || — ab(c)
—c — cg(c)
Abbildung 2.3: Ein Modell, das falsche Mitteilungen produzieren kann.

Die strukturellen Unterschiede zwischen den Modellen 1 und 2 schlagen sich auch in
deren Verhalten nieder. Wahrend in Modell 1 lediglich Nachrichten verloren gehen
konnen, was aufgrund des speziell dafiir ausgelegten Protokolls (— 2.1.4) solange nicht
tragisch ist wie iiberhaupt noch Nachrichten durchkommen, kénnen dariiber hinaus in
Modell 2 Nachrichten und Bestitigungen in den Kanal gelangen'®, die vom Absender
bzw. vom Empfianger nie versendet wurden. Dieser Fall wurde bei der Spezifikation
nicht beriicksichtigt und kann in ungiinstigen Féllen, d.h. wenn z.B. zufillig bekannte
Kontrollbits durch , err,“ in den Kanal gelangen, die Kommunikation v6llig aus dem
Takt bringen.

8durch , err,,“ oder , err,“ bei denen die Variabel § beliebig belegt werden kann
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Aufgrund von Bedingung 2.2.3.V kann es vom Modell 1 in das Modell 2 keinen A-
Netzmorphismus geben, da die Stellen , hole,,“ und , hole,“ in Modell 1 nicht gene-
riert sind, nichtgenerierte Stellen wieder auf nichtgenerierte Stellen abgebildet werden
miissen und in Modell 2 alle Stellen generiert sind.

4

Auch in umgekehrter Richtung, also von Modell 2 in das Modell 1 kann es keinen
A-Netzmorphismus geben. Grund dafiir sind die Transitionen , err,,“ und ,q.",
die in Modell 2 beide mit der gleichen, den Kanal simulierende Stelle, in Modell 1
aber mit unterschiedlichen Stellen verbunden sind. Jeder A-Netzmorphismus, der
die Transition ,t,,“ auf die gleichnamige Transition im Modell 1 abbildet, muf}, da
seine Netzkomponente mit den MarkenfluBmorphismen vertriglich ist, auch die den
Kanal simulierende Stelle wieder auf die entsprechende Stelle in Modell 1 abbilden.
Diese Abbildung ist mit dem Effekt der Transition ,,err,,“ als Bild der gleichnamigen
Transition aus Modell 2 unvertréglich. Der Versuch die Transition ,¢,,;“ oder , err,,*
auf andere Transitionen im Modell 1 abzubilden scheitert aus den selben Griinden.

O

Die Modelle und Modellmorphismen einer Systemspezifikation lassen sich zu einer
Modellkategorie zusammenfassen. Identitdten und die Komposition von Morphismen
werden dabei komponentenweise gebildet, d.h. separat auf der Algebra- und der Netz-
komponente.

2.2.5 Korollar (Modellkategorien):

Gegeben eine AN-Spezifikation ANS, dann bilden die A-Netze mit ANS als er-
ster Komponente zusammen mit den dazwischen verkehrenden A-Netzmorphis-
men eine Kategorie (genannt MOD(ANS)). Die Identitédten und die Kompositi-
on von Morphismen werden komponentenweise in den Kategorien der jeweiligen
Komponenten gebildet.

O

Jede Modellkategorie einer Systemspezifikation enthilt ein initiales Modell.'” Es wird
aus dem initialen Modell der Datentypspezifikation (— [EMS85] 2.4-2.9), der Quotien-
tentermalgebra und der Netzstruktur der Systemsperzifikation gebildet, indem in der
Netzstruktur alle Terme an den Kanten durch die entsprechenden Aquivalenzklassen
ersetzt werden. Die Evaluierungsfunktion von der Netzstruktur der Systemspezifika-
tion in die Netzstruktur des initialen Modells besteht dementsprechend aus den Iden-
titdten als Transistions- und Stellenmorphismen sowie aus der Evaluierungsfunktion
von der Termalgebra als initialem Objekt des Datentyps in die Quotiententermalge-
bra.!®

17das initiale Modell ist nur bis auf Isomorphie eindeutig, d.h. es existiert genaugenommen eine
Menge isomorpher initialer Modelle
18jede Algebra zu einer Spezifikation ist gleichzeitig eine Algebra zu deren Signatur
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Entsprechend der Definition initialer Objekte in Kategorien, (— 5.1.9) existiert vom
initialen Modell einer Systemspezifikation in jedes andere Modell genau ein Modell-
morphismus. Dessen Transitions- und Stellenkomponente ist durch die entsprechende
Abbildung der Evaluierungsfunktion des Zielmodells (— 2.2.1) gegeben, als Algebra-
komponente dient der, aus dem Spezifikationsmorphismus des Zielmodells und der
Evaluierungsfunktion von der Quotiententermalgebra in die Algebra des Zielmodells
gebildete, generalisierte Morphismus. Aus der Eindeutigkeit der Algebramorphismen
mit der Quotiententermalgebra als Doméne ergibt sich, zusammen mit Bedingung
(ITT) der A-Netzmorphismus-Definition (— 2.2.3), die Eindeutigkeit der Modellmor-
phismen vom initialen in jedes andere Modell einer AN-Spezifikation, d.h. ,Es kann
nur einen geben!“!?

Notation: Im folgenden notieren wir an allen Stellen wo ein generalisierter Alge-
bramorphismus erwartet wird, generalisierte Morphismen mit Identitdten als erster
Komponente durch ihre zweite Komponente, d.h. wir notieren (idgpe., f*) durch f4.

2.2.6 Satz (Initiale Modelle):
Gegeben eine AN-Spezifikation

ANS = (Spec, Cond, T®£:P®® TOP(X)>,

Post

dann ist das A-Netz

i ® Prey ®
(ANS, ZdSpeCa TSpeCa I"—=r"e® TSpec(X)a evall)

Postr

mit evalr = (idse, idpe, evalr,,, ) und

def .
Pre; = idpe @ evalTSpec , 0 Pre

(x

Post; def idpe ® evalTSpec , 0 Post

(x

das initiale Modell der Kategorie MOD(ANS).

(Beweis — Anhang S. 197)

197itat aus dem Film ,Der Highlander“
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2.3 Operationale A-Netz-Semantik

Im folgenden Abschnitt ordnen wir jedem A-Netz ein Verhalten in Form seiner
Ablaufe zu. Unter Abldufen verstehen wir in diesem Zusammenhang Prozefiterme,
die als Semantik der CP/T-Netze (— 1.3) eingefiihrt wurden. Dabei handelt es sich
um eine algebraische Form der urspriinglich fiir B/E-Systeme eingefiihrten und spéter
auf Stellen/Transitions-Netze erweiterten Prozesse,?® basierend auf Konstruktionen?!
von P. Degano, J. Messeguere und U. Montanari ([DMMS89]). Diese, aus Sicht der
A-Netze initiale Semantik, definiert eine lose Semantik fiir die in 2.1 eingefiihrten
Systemspezifikationen.

Der wesentliche Schritt beim Erzeugen der operationalen Semantik fiir A-Netze be-
steht in deren Entfaltung. Dabei wird jede Transition in eine Menge von Paaren,
bestehend aus dem Transitionsnamen und einer Belegung der Variablen ihrer Um-
gebung iibersetzt. Diese Belegungen miissen mit den Gleichungen derjenigen Tran-
sitionen der Systemspezifikation vertriglich sein, die auf die Transition im Modell
abgebildet werden.

Eine Besonderheit bei der Auswahl zuléssiger Variablenbelegungen im Vergleich zum
iiblichen Vorgehen bei Entfaltungen hoherer Netze (vergl. [Hum89], [Vau86], [Rei91])
besteht darin, daf§ als Belegungen nicht nur Elemente der Algebra des A-Netzes in
Frage kommen, sondern auch Terme mit Variablen iiber den Operationen der Algebra.
Dadurch erhilt man abstrakte Belegungen und im weiteren abstrakte Ablaufe, die
fiir eine Menge von konkreten, ebenfalls in der operationalen Semantik vorhandenen,
Ablédufen stehen. Das erlaubt zum einen eine kompakte Darstellung von erwiinschtem
oder unerwiinschtem Verhalten, zum anderen erhilt man damit eine Grundlage fiir
die Reduzierung des Zustandsraumes bei der Verifikation?? von Systemeigenschaften.

Den A-Netzmorphismen wird auf Seiten der Semantik eine Transformation der Ab-
ldufe des Ursprungsnetzes in die Ablaufe des Zielnetzes zugeordnet. Diese Transfor-
mationen werden durch Funktoren zwischen den Semantikkategorien beschrieben und
erhalten sowohl die sequentielle Abfolge der Schaltschritte sowie deren Halbordnung.
In Abschnitt 3.2 wird die hier gegebene Definition auf generalisierte A-Netzmorphis-
men erweitert und damit die Moglichkeit geschaffen, Abldufe von A-Netzen, auch
iiber Grenzen der Semantik einzelner Systemspezifikationen hinweg, in Beziehung zu
setzen.

Wir definieren nachfolgend fiir jede Transition eines A-Netzes, die Menge der zul#ssi-
gen Belegungen ihrer Variablen. Zu diesen Variablen zdhlen neben den Variablen in
den Beschriftungen der mit der Transition verbunden Kanten, bei generierten Tran-
sitionen?® auch die Variablen aus den Gleichungsmengen Cond zu Transitionen der
AN-Spezifikation, die durch die Evaluierungsfunktion auf die Transition abgebildet

20Beispiel 1.3.4 veranschaulicht die Umwandlung von Prozeftermen in Prozesse im iiblichen Sinn
217[N] u. C-Prozesse

2Zetwa durch ,,Model-Checking®

23 Transitionen im Bild der Evaluierungsfunktion des A-Netzes
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werden. Letztere sind in der Praxis zumeinst in ersteren enthalten und schrinken
damit deren mogliche Belegungen ein, es gibt aber sinnvolle Ausnahmen, z.B. wenn
Variablen dazu benutzt werden, die Gemeinsamkeiten zuléssiger Belegungen anderer
Variablen auszudriicken.?*

Um zu entscheiden, ob eine Belegung zuléssig ist, wird zunéchst festgestellt, ob die
betreffende Transition generiert ist. Ist das nicht der Fall, kann die Transition uneinge-
schrankt schalten; es werden alle moglichen Belegungen zugelassen. Andernfalls sind
nur die Belegungen der Variablen einer Transition mdoglich, die jede der Gleichungen
zu den Transitionen der AN-Spezifikation erfiillen, die von der Evaluierungsfunktion
auf die Transition abgebildet werden.

2.3.1 Definition (Variablenbelegungen):

Sei ((Spec, Cond, N), g, A, N°, eval) ein A-Netz, T° die Transitionsmenge von
N°, Spec’ die Codoméne von g und EQ g, die Menge aller Gleichungen zur Spec'-
Signatur mit Variablen aus X, dann definieren wir

(I) die Abbildung Cond®: T° — 2"9s=' fiir alle ¢ aus T° durch:

Cond®(t) = U g*(Cond(t"))

t'eN | evalT (t')(£)>0

wobei ¢g* die Fortsetzung der g-generierten Abbildung zwischen Gleichungen
(— 6.2.3) auf Gleichungsmengen und eval” die Transitionskomponente von
eval bezeichnet und

(IT) die Abbildung

Ass: T —s U 2[var(t)Uvar(C’ond"(t))*)A(X)}
teTe

fiir alle ¢t aus 7° durch:

Ass(t) = { ass: var(t) Uvar(Cond’(t)) — A(X) |
V(X' 1,r) € Cond’(t): eval®™ (1) = eval®™ (r) },

wobei eval™ (— 6.1.9) die Evaluierungsfunktion mit Variablenbelegung von
der Spec’-Termalgebra mit Variablen nach A(X) bezeichnet.
]

Aus jedem Algebra-Morphismus 148t sich eine Transformation aller moglichen Bele-
gungen der Variablen seiner Ursprungsalgebra in Belegungen seiner Zielalgebra ge-
winnen. Dazu werden Urbild (Variablenmenge) und Bild (Algebra) der Belegungen
mit Hilfe des Algebramorphismus abgebildet.

24Die Variable ,m" in den Gleichungen zur Transition ,,em*“ der Transportspezifikation (— S. 93)
bildet ein Beispiel hierfiir.
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Als letzten Schritt auf dem Weg zu einer operationalen Semantik verkniipfen wir die
Transitionen mit ihren Variablenbelegungen zu freien abelschen Gruppen und Tran-
sitionsmorphismen mit den, sich aus ihrer Algebrakomponente ergebenden, Trans-
formationen zu Gruppenmorphismen. In Analogie zu der in Abschnitt 1.1 eingefiihr-
ten Verkniipfung ,,®“ notieren wir diese Verkniipfung in Operatorschreibweise, d.h.
,Gruppe ® Belegungen“ und ,,Morphismus ® Transformation“. Der dadurch impli-
zierte Zusammenhang zwischen den Operationen rechtfertigt sich zum einen durch
deren analoge Verwendung, zum anderen durch die Ahnlichkeit ihrer Definitionen.
Abgesehen von der Tatsache, dal einmal Algebren und zum anderen Funktionen mit
freien abelschen Gruppen verkniipft werden, bestehen die Unterschiede darin, daf
, © ¢ nur partiell definiert ist, d.h. nur eine Teilmenge des kartesischen Produkts:
, Transitionen x Variablenbelegungen® zur Generierung der freien abelschen Gruppe
benutzt. Diese Unterschiede sind der Grund dafiir, daf} die Operation ® im Gegen-
satz zu @ nicht als Funktor definiert wird, obwohl sie ebenfalls die Identitdten und
die Komposition von Morphismen bewahrt.

2.3.2 Definition (Verkniipfung von Transistionen mit Belegungen):
Gegeben ein MOD(ANS)-Morphismus

(7514, (747, £9%)): AN = AN,
und AN; = (ANS, g, A;, (T®, P®, A;(X), Pre;, Post;), eval;), dann definieren

WIr':

(I) eine freie abelsche Gruppe T® ® Ass; durch:
TP ® Assi o {(t,ass) [t €Ty A ass € Assi(t) }°,

(IT) eine Abbildung
fAs: U Assi(t) — U Assa(t),

teTy teTs

die fiir alle Variablenbelegungen ass aus dom(f“*) das nachfolgende Dia-
gramm kommutativ ergédnzt

X' {.foSO(S) | Ts EXI} 26
ass D) ngs(ass)

fox

wobei f9¢ die Sortenabbildung von f° bezeichnet und

(IIT) einen monotonen Morphismus in den freien abelschen Gruppen
ff o foxT® O Ass; = TP O Assy

durch: fT ® f9%(t, ass) o @ FE) * (¢, f4%(ass))

t'eTy
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fiir all Paare (¢, ass) in TP © Ass;.
|

Mit Hilfe der vorangegangenen Definitionen 148t sich den A-Netzen und A-Netzmor-
phismen in zwei Schritten eine Semantik zuordnen. Zunéchst wird jedes A-Netz in
ein CP/T-Netz entfaltet und jeder A-Netzmorphismus in ein CP/T-Netzmorphismus
zwischen den Entfaltungen seiner A-Netze transformiert. Im zweiten Schritt wer-
den die so entstandenen CP/T-Netze auf die Kategorie ihrer Prozesse abgebildet
(— 1.3.1, 1.3.3) und die CP/T-Netzmorphismen auf Funktoren zwischen Prozefikate-
gorien (— 1.3.7).

Bei der Entfaltung eines A-Netzes werden die Transitionen seiner Netzstruktur mit
den zuléssigen Variablenbelegungen verkniipft. Die Anschriften an den Kanten der
daraus entstandenen Transitionen (Paare der Form (Transitionsname, Belegung)),
ergeben sich aus der Belegung der Variablen in den Termen der entsprechenden Kan-
ten im A-Netz. Stellen und die um X erweiterte Algebra des A-Netzes werden in die
Entfaltung iibernommen.

2.3.3 Definition (A-Netz-Entfaltung):
Sei

AN = (ANS, g, A, TP=——"= P® @ A(X), eval)

Post

ein A-Netz, dann definieren wir dessen ,, CP/T-Netz-Entfaltung“

e Pre,,
UF v €T 0 ASS?P@@) A(X)
durch: Pre,(t, ass) id® ass(Pre(t))

Post,(t, ass) ©id® ass(Post(t))

fiir alle Paare (¢, ass) in T® ® Ass, wobei ass die kanonische Erweiterung von ass
auf Terme mit Variablen bezeichnet (— 6.3.2).
|

2.3.4 Beispiel (Ein Prozefiterm zum Modell des AB-Protokolls in Abbildung 2.2):

Der ,abstrakte* Prozefiterm in Abbildung 2.4 ist Teil der Semantik des A-Netzes in
Abbildung 2.2. Wir bezeichnen ihn als abstrakt, weil er die Variable ,m* enthélt,
die mit einer Mitteilung substituiert einen konkreten Ablauf des Modells ergibt. Auf
diese Weise lassen sich alle Kommunikationszyklen, die fehlerfrei und ohne Mehr-
fachversendung von Informationen auskommen, aus dem angegebenen Prozeffterm
erzeugen. Diese konkreten Prozefiterme sind ebenfalls alle in der Semantik des A-
Netzes enthalten. Wie sich diese Prozefiterme in die fiir Petrinetze iibliche graphische
Prozefldarstellung iibertragen lassen, wird exemplarisch im Beispiel 1.3.4 gezeigt.

26der Isomorphismus existiert aufgrund von 2.2.1(VII)
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Stellen, die in Spalten mit dem Operator ,,®“ zusammengefaf3t sind, bilden erreich-
bare Markierungen des Prozesses. Durch die sequentielle Verkniipfung ,,; “ (— S. 15)
sind sie mit Paaren bestehend aus einer Transition und einer Variablenbelegung ver-
bunden. Diese Bezeichner fiir Transitionen der A-Netz-Entfaltung iiberfiihren jeweils
die links von ihnen stehende Markierung in die rechts stehende. Aus Platzgriinden
muflte der Prozeflterm in Abbildung 2.4 iiber mehrere Zeilen gefaltet werden.

(to_seegd, m) (chan, ap(m, mc(m)))
(sbit, me(m)) | ;5 [(sendm, ass: ¢ — me(m))] ; (rbit, mc(m)) ;
(rbit, me(m)) (buf, ap(m, mc(m)))
(recud, m)
{(mm’ ass 2: %E%;)] ; (sp, nzc(m)) ;

(buf, ap(m, me(m)))

(chan, mc(m))

Sen ass: c mcim b
(oo s ety | i catmetom) |

(buf, ap(m, me(m)))

' v me(m))] [(sbit, cgegmc(m))]
v ' ’ (rbit, cg(me(m))

Abbildung 2.4: Prozeiterm zum A-Netz in Abb. 2.2. 0

Die Abbildung von A-Netzmorphismen auf CP/T-Netzmorphismen ergibt sich un-
mittelbar aus der Entfaltung der A-Netze. Von den drei fiir die CP/T-Netzmorphis-
men relevanten Netzkomponenten dndert sich nur die Transitionskomponente und die
dabei neu hinzukommenden Variablenbelegungen lassen sich mit Hilfe der Algebra-
komponente der A-Netzmorphismen abbilden.

2.3.5 Definition (A-Netzmorphismen — CP/T-Netzmorphismen):
Gegeben eine AN-Spezifikation ANS, dann definieren wir eine Abbildung

UFans: Mor (MOD(ANS)) — Mor (CPTN)
durch: UFans (f) € (fT @ fOx, fP, f9%): UF gy, = UF an,

fir alle MOD(ANS)-Morphismen f = (f9, (T, fF, f¢%)): AN; — AN,.
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Die Semantik von Objekten spiegelt deren Eigenschaften wieder. Liegen die Objekte
als Kategorie vor, d.h. werden sie von eigenschaftserhaltenden Abbildungen struktu-
riert, muf} eine sinnvoll gewéhlte Semantik diese Struktur bewahren. Lemma 2.3.6
zeigt dies fiir den Ubergang von A-Netzen in ihre Entfaltungen. Die Funktoreigen-
schaften des zweiten Schritts bei der Semantikbildung von den CP/T-Netzen in die
Prozefitermkategorien wurden schon in Lemma 1.3.11 gezeigt, sodafl die Kombination
beider Schritte in 2.3.7 ebenfalls einen Funktor ergibt.

2.3.6 Lemma (Eigenschaft der Entfaltungen):

Fiir jede AN-Spezifikation ANS bildet UF,ys einen Funktor von MOD(ANS)

nach CPTN.
O

Beweis: Die Behauptung ergibt sich als Spezialfall (Einschréinkung auf generalisierte

Morphismen zwischen den Objekten einer Modellkategorie) aus Definition 3.2.4 und
Lemma 3.2.6.

2.3.7 Definition (Operationale Semantik fiir AN-Spezifikationen):
Wir definieren die operationale Semantik einer AN-Spezifikation ANS als Funktor
OS ans: MOD(ANS) — PTS durch:

OS ans L PC o UFyns.

Dabei bezeichnet PC:CPTN — PTS den Semantikfunktor von den CP/T-
Netzen in die erweiterte Prozefitermsemantik (— 1.3.11).
O

Indem wir den A-Netz-Modellen einer Systemspezifikation die Kategorie ihrer Pro-
zesse und den A-Netzmorphismen Funktoren zwischen ProzeBkategorien als (initiale)
Semantik zugeordnet haben, ergibt sich aus der Kombination von Modellbildung und
Prozefisemantik der Modelle die (lose) operationale Semantik der Systemspezifikatio-
nen. Mit den Entfaltungen der A-Netze liefle sich noch eine Semantikebene zwischen
die Modelle und deren Prozesse legen. Da die Entfaltungen aber weder den Vorteil
einer kompakten Représentation bieten, wie die A-Netze, noch deren nebenliufiges
Verhalten in der Weise veranschaulichen konnen wie die Prozesse, sind sie fiir sich
genommen von geringem Interesse.
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Kapitel

Operationen auf Spezifikationen

In den vorangehenden Kapiteln haben wir Systemspezifikationen, deren Modelle und
operationale Semantik eingefiihrt. Damit sind wir in der Lage, kleinere nebenléufige
Systeme zu beschreiben und deren Eigenschaften zu ermitteln. Spezifikationen von
realen und damit in aller Regel komplexen Systemen allein mit diesen Mitteln, werden
dagegen sehr schnell uniiberschaubar.

Strukturierungsmoglichkeiten, die Abhilfe schaffen konnten, existieren zwar fiir jede
der beiden Komponenten einer Systemspezifikation: Operationen zur Komposition
und Parameterisierung bei der Datentypbeschreibung (z.B. [EM85]) und Komposition
iiber Diagramme fiir die Netzstruktur, es fehlen aber sowohl Regeln zu deren Kombi-
nation, als auch korrespondierende Operationen auf der Semantikebene. Dabei kommt
gerade dem zweiten Punkt grole Bedeutung zu. Der Weg iiber eine rein syntaktische
Strukturierung, wie er mit der Zerlegung des Netzgraphen in einigen rechnergestiitz-
ten Spezifikationswerkzeugen gegangen wird (z.B. in [HJS90, JCHH91)), fiithrt zwar zu
einer notationellen Erleichterung und — eine sinnvolle Separierung vorausgesetzt —
auch zu mehr konzeptioneller Klarheit, Eigenschaften und Systemverhalten miissen
jedoch auf der ,flachen® Spezifikation ermittelt werden. Eine Reduktion der Beschrei-
bung durch Faltung des Netzgraphen kommt ebenfalls nicht ernsthaft in Betracht.
Einmal ist der dadurch erzielbare Effekt durch die ,,Uniformitét® der Netzstruktur
beschriinkt.! Auf der anderen Seite sollte die Beschreibung eines Systems allein von
dessen Komponenten und deren Eigenschaften abhéngen. Andernfalls leidet nicht nur
ihre Versténdlichkeit, sondern auch die Flexibilitit in Bezug auf Systeménderungen.

Im aktuellen Kapitel wollen wir mit der Komposition von AN-Spezifikationen und
deren Parameterisierung, Mdoglichkeiten zur strukturierten Spezifikation grofier Sys-
teme schaffen. Dabei erlaubt die Komposition, {iber Schnittstellen (ausgezeichnete
Subspezifikationen), das Zusammensetzen von Systemspezifikationen aus iiberschau-
baren Einheiten, wihrend die Parameterisierung eine Anpassung vorhandener Spezi-
fikationen an unterschiedliche Kontexte ermdoglicht. Beide Konstruktionen haben ihre
Entsprechungen, sowohl in der Modell-, als auch in der operationalen Semantik und
ermoglichen dadurch die Transformation von lokalen in globale Systemeigenschaften.

Komposition und Parameterisierung von Systemspezifikationen in der im weiteren
vorgestellten Form, verstehen wir eher als eine exemplarische Anwendung der im

!Die Transitionen in den Modellen einer Spezifikation, bewegen in jedem ihrer Schaltmodi die
gleiche Anzahl von Token. Damit lassen sich nur die Transitionen aufeinanderfalten, die mit den
selben Stellen verbunden sind und bei denen entsprechende Kanten die gleiche Anzahl von Termen
in ihrer Beschriftung aufweisen.
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Rahmen dieser Arbeit gelegten Basis — ohne damit deren Verwendbarkeit in Frage
stellen zu wollen — denn als deren endgiiltige praktische Ausprigung. Eine zukiinftige
Weiterentwicklung in Hinblick auf die Erfordernisse des Softwareengenering liegt im
Rahmen dieses Ansatzes. Ein Beispiel in dieser Richtung ist die Datentypbeschreibung
mit Hilfe von ,, Spezifikationsmodulen®, wie sie in [EM90] eingefiihrt wurde.

Das folgende Kapitel gliedert sich in vier Abschnitte: Abschnitt 3.1 schafft mit der
Definition von semantikvertriglichen Abbildungen zwischen AN-Spezifikationen, der
Konstruktion von Colimites zu den dariiber gebildeten Diagrammen und der Zu-
ordnung von Vergififunktoren zwischen Modellkategorien zu diesen Abbildungen, die
Grundlagen der Komposition und Parameterisierung auf der Spezifikationsebene. Mit
der Erweiterung der Modellmorphismen (— 2.2.3) zu die Grenzen der Modellkategori-
en iiberschreitenden Abbildungen, der Konstruktion von Colimites zu entsprechenden
Diagrammen und der Anpassung der operationalen Semantik an diese Erweiterung,
schaffen wir im Abschnitt 3.2 die semantischen Grundlagen der folgenden Abschnit-
te. Syntax und Semantik der Komposition von Systemspezifikationen sind Inhalt von
Abschnitt 3.3. Die entsprechenden Definitionen fiir die Parameterisierung und Para-
meteriibergabe schlieflen sich in Abschnitt 3.4 an.

3.1 Systemspezifikationsmorphismen

Eine Voraussetzung fiir die Komposition und Parameterisierung von AN-Spezifika-
tionen, ist die Moglichkeit sie in Beziehung zu setzen, z.B. um Schnittstellen oder
Parameter auszuzeichnen. Zu diesem Zweck fiihren wir in diesem Abschnitt Abbil-
dungen zwischen AN-Spezifikationen, die ,, A N-Spezifikationsmorphismen®, ein.

Entsprechend der beiden grundlegenden Komponenten, algebraische Datentypspezi-
fikation und Ablaufbeschreibung in Form eines CP/T-Netzes, aus denen sich die AN-
Spezifikationen zusammensetzen, besteht jeder AN-Spezifikationsmorphismus aus ei-
nem Datentypsperzifikations- und einem CP/T-Netzmorphismus. Sie miissen als Paar
so gewahlt werden, dafl sowohl der iiber die Algebrakomponente der Netzabbildung
gegebene Zusammenhang (— 2.1.1) zwischen beiden Komponenten, als auch die in
Form von Gleichungsmengen zu Transitionen spezifizierten Einschrinkungen im Sy-
stemverhalten gewahrt bleiben.

Notation: Sei h¥: Spec, — Spec, ein Datentypspezifikationsmorphismus, dann notie-
ren wir im folgenden dessen Transformation 7 (h%): Spec,(X) — Specy(X) (— 6.3.4)
auf die mit der Variablenfamilie X als zusétzliche Konstanten erweiterten Spezifika-
tionen mit h%.
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3.1.1 Definition (AN-Spezifikationsmorphismen):

Seien ANS; = (Spec;, Cond;, N;), i = 1,2, AN-Spezifikationen, dann bildet ein
Paar (h°,hY) einen , Algebraischen Netzspezifikationsmorphismus® (kurz ,, AN-
Spezifikationsmorphismus“) mit Doméne ANS; und Codoméne ANS,, notiert

(h%,hN): ANS; — ANS,,
wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(I) h®: Spec, — Spec, ist ein Spezifikationsmorphismus,
(IT) hN: Ny — N, ist ein CP/T-Netzmorphismus mit
PARN) = (B, hY): Top,(x) = Toryx),
wobei Top,(x) die Termalgebra zu Spec;(X) bezeichnet;

(ITI) fiir alle Transitionen #; in Ny und 5 in No
hT(tl)(tg) >0 = hs*(CO’ﬂdl(tl)) = COndQ(tg),

wobei AT die Transitionskomponente von A" bezeichnet und h%" die ka-
nonische Fortsetzung der h°-generierten Abbildung zwischen Gleichungen
(— 6.2.3) auf Gleichungsmengen.

O

Jede der beiden Komponenten eines AN-Spezifikationsmorphismus bewahrt die we-
sentlichen Eigenschaften der Systemkomponente, die sie abbildet (— 6.2, 1.1). Diese
Eigenschaften legen ihrerseits, zusammen mit den ebenfalls bewahrten Beschrinkun-
gen durch die Gleichungsmengen, Systemeigenschaften wie den funktionalen Zusam-
menhang der Objekte, die méglichen Ereignisse und deren Nebenldufigkeit bzw. deren
Nichtdeterminismus fest, sodafl diese Eigenschaften von den Spezifikationsmorphis-
men bewahrt werden. Dagegen konnen kausale Abhingigkeiten von Ereignissen in der
Doméne eines Spezifikationsmorphismus, in dessen Codoméne, verloren gehen. Diese
Moglichkeit besteht, wenn Systemstrukturen mit Hilfe von AN-Spezifikationsmor-
phismen in gréflere Zusammenhénge eingebettet werden. Dabei kénnen die Voraus-
setzungen fiir das Eintreten von Ereignissen, die in der Doméne des Spezifikationsmor-
phismus von einem Ereignis abhédngen, in dessen Codomine durch unterschiedliche
Ereignisse geschaffen werden.

3.1.2 Beispiel (Ein AN-Spezifikationsmorphismus):

Abbildung 3.1 zeigt zwei AN-Spezifikationen verbunden durch den AN-Spezifikations-
morphismus h, dessen Bild durch die markierten Stellen und Transitionen in ANS,
hervorgehoben ist. Die Gleichungsmengen zu den Transitionen sind in die graphische
Représentation der Netzkomponenten integriert.
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({81}; ({82783};
{c ' —sy, {d : —so,
Op1: S1—751, e : —>s3,
opa: S1—81 }, op3: S22 },
0) 0)
h
D1 —>
3z
t

om(z) =

op,(7) ® op,(z)

D2

Abbildung 3.1: Ein AN-Spezifikationsmorphismus A

h ist durch seine Datentypkomponente h° = (b9 h9F), die Transitionskomponente
h™ und die Stellenkomponente h” seiner Netzabbildung eindeutig beschrieben. Der
generalisierte Algebramorphismus (h%, h') von Top, (x) nach Top,(x) als Algebrakom-
ponente der Netzabbildung, ergibt sich durch: A% = T5(h®) = (b9 hOF) (- 6.3.4)

mit
;ope X
hO%(op) = 3 Vop,
h°F(op) ; sonst

fiir alle Operationen op aus Spec, (X) und

h'(op(ty, .- tn)) = hO%(op) (A" (t1),. .., h' (t,)))

(— 3.1.1) fiir alle Terme op(t1,...,t,) in Top,(x)-

R0 51 59, RO ¢ —d ATty s o, hY: pr—ps D pa
0py = 03 P2+ Ps
0Py = 0P3
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3.1.3 Korollar (Die Kategorie der AN-Spezifikationen):

Die AN-Spezifikationen bilden zusammen mit ihren Morphismen, den komponent-
weise erzeugten Identitdten und der komponentweisen Komposition von Morphis-

men eine Kategorie (bezeichnet mit AHLN-SPEC).
O

Kapitel 2 beschreibt die Semantik von AN-Spezifikationen in Form von Modellka-
tegorien. Die im folgenden eingefiihrte Semantik der AN-Spezifikationsmorphismen
setzt diese Kategorien in Beziehung, indem sie jedem Modell und jedem Morphismus
zur Zielspezifikation eines AN-Spezifikationsmorphismus ein Modell bzw. einen Mor-
phismus seiner Ursprungsspezifikation zuordnet. Der wesentliche Schritt dieser Zu-
ordnung besteht in einer Reduktion auf den fiir die Ursprungsspezifikation relevanten
Anteil. In diesem Sinne verhélt sie sich analog zu den in [EMB85] betrachteten Ver-
gififunktoren (— 6.1.11), die von Spezifikationsmorphismen generiert, zwischen den
Modellkategorien der Datentypspezifikationen abbilden.

In Bezug auf einen AN-Spezifikationsmorphismus h: ANS; — ANS,, 148t sich jedes
ANS z-Modell in drei Teile zerlegen. Zum einen in den vom ANS;-Bild unter h ge-
nerierten Teil. Dieser erfiillt alle in ANS; spezifizierten Systemeigenschaften, da sie
sowohl von h, als auch von der Modellbildung (bzgl. ANS3) bewahrt werden. Ein wei-
terer Teil ist von der Umgebung des ANS ;-Bildes generiert, er ist ANS 5-spezifisch
und steht in keiner Beziehung zu ANS ;. Den dritten Teil bilden die nicht generier-
ten Modellelemente. Sie sind spezifikationsunabhéngig und beschreiben modellspezi-
fische Aspekte. Diese Unterteilung, die sowohl fiir den Datentypanteil als auch fiir die
Netzstrukturen gilt, bildet die Grundlage der im folgenden definierten Reduktion von
ANS 5- auf ANS ;-Modelle. Dabei beschreibt der vom ANS';-Bild generierte - und der
nicht generierte Teil zusammengenommen, alle Aspekte eines ANS ;-Modells, der ver-
bleibende Teil wird beim Ubergang vom ANS,- zum entsprechenden ANS ;,-Modell
entfernt.

3.1.4 Definition (Modellreduktion):
Gegeben ist ein AN-Spezifikationsmorphismus
h = (h%,hN): ANS; — ANS, mit A" = (h" A" 1Y)

und zwei Projektionen P” und P” die CP/T-Netze auf ihre Transitions- bzw. auf
ihre Stellenmenge abbilden. Wir definieren zu jedem ANS 2-Modell

AN = (ANS,, g, A, N°, eval)
dessen h-Redukt durch:

ANy, © (ANS;, go h’, A, N2, evaly).

Das darin enthaltene CP/T-Netz
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ergibt sich mit Hilfe der Zerlegungen von N° {iber die CP/T-Netzmorphismen
eval, eval o h™ (— 1.2.3)

(1) Ty = PT(DCopgtons (im)) UPT (DC oyt (c0)),

def

(H) Py, = PP(DCevalohN (zm)) U PP(DCemz(CO));

(I1I) Prey < Pre

1 und
v

(IV) Posty & Post

9

v

wobei Pre/Post die MarkenfluBmorphismen von N° bezeichnen. Der Evaluierungs-
morphismus evaly, ist gegeben durch:

def
evaly = <eT % nt, el

P\())B (@) hP, (Ts(g (@) hS), evalV(A(X))) ) 2

wobei €T, e” die Transitions- bzw. Stellenkomponente von eval bezeichnen.
|

Der generierte Teil des beziiglich h: ANS; — ANS, reduzierten ANS,-Modells AN
gibt dessen ANS ;-Eigenschaften wieder. Dem entsprechend enthélt der Algebraan-
teil seiner MarkenfluBmorphismen nur Elemente, die in direktem Bezug zur ANS ;-
Datentypkomponente stehen. Dieser Zusammenhang 148t sich durch den von der h-
Datentypkomponente h°¢ generiertem Vergififunktor V,s, (— 6.1.11) zum Ausdruck
bringen, d.h. die besagten Algebraelemente liegen im Bild der A N-Algebra unter Vs,
und stehen iiber die Evaluierungsfunktion

evalv(A(X)): TOPl(X) — VTS(gth)(A(X))
mit der Termalgebra zur erweiterten ANS' ;-Datentypspezifikation in Verbindung.

Dem gegeniiber kann der modellspezifische Teil des h-Redukts von AN beliebige Ele-
mente der AN-Algebrakomponente enthalten. Aus diesem Grund mufl die Algebra
komplett in das reduzierte Modell iibernommen werden. Da darin auch die Elemente
ihres Vergifibildes unter Vs enthalten sind, beschreibt sie die Algebrakomponente
des gesamten h-Redukts.

Die Reduktionen der Modellmorphismen zur Zielspezifikation eines AN-Spezifika-
tionsmorphismus, ergeben sich direkt aus den entsprechenden Reduktionen ihrer

’Der Funktor 7° (- 6.3.4) bildet Spezifikationsmorphismen auf Spezifikationsmorphismen
zwischen den um die Variablenfamilie X als zusétzliche Konstanten erweiterten Spezifikationen
ab.
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Doménen bzw. Codoménen. Dem entsprechend wird der enthaltene Algebramorphis-
mus jeweils unveridndert iibernommen und die Stellen- bzw. die Transitionskompo-
nente auf die Untergruppen eingeschréinkt, die sich aus der Reduktion ihrer Doméne
bzw. ihrer Codoméne ergeben.

3.1.5 Definition (Morphismenreduktion):

Sei h: ANS; — ANS, ein AN-Sperzifikationsmorphismus, dann definieren wir fiir
jeden ANS »-Modellmorphismus

F=(f% (f7, 7, f9x)): AN — AN'
dessen h-Redukt fy, durch
T/@
Tz®7 fP

fo: ANy, = ANy, (56, (7 Fo 1))

wobei T,°/T1,® und P,®/P.® die Transitionen bzw. Stellen in der Netzstruktur
von V;,(AN)/V,(AN') bezeichnen.
|

Im Zuge der Modellreduktion beziiglich nicht surjektiver AN-Spezifikationsmorphis-
men werden generierte Stellen und Transitionen der Modelle weggelassen. Aus diesem
Grund erzwingt die Definition der Modellmorphismen (— 2.2.3), da§ die Bilder von
nichtgenerierten Bestandteilen eines A-Netzes keine generierten Stellen bzw. Tran-
sitionen enthalten diirfen. Alle nichtgenerierten Netzteile werden in das reduzierte
Modell iibernommen, die generierten Stellen und Transitionen dagegen nur zum Teil,
sodaf ein Fehlen dieser Einschrinkung zu undefinierten Reduktionen der Modellmor-
phismen fiihren wiirde.

3.1.6 Beispiel (Vergififunktor V, zwischen Modellkategorien):

Die rechten Seite von Abbildung 3.2 zeigt AN, ein Modell der Spezifikation ANS» aus
Beispiel 3.1.2. Das von h: ANS; — ANS, generierte AN-Redukt ANy, ist im linken
Teil von Abbildung 3.2 wiedergegeben.

Die markierten Stellen und Transitionen in beiden A-Netzen zeichnen deren generier-
ten Teil aus, d.h sie liegen im Bild der jeweiligen Evaluierungsmorphismen, die durch
ihre Komponenten e’ e, e bzw. el;, el e;) gegeben sind. Die generierte Stelle po
und die generierten Transitionen ¢, 7 werden bei der Reduktion von AN auf ANy,
,vergessen‘.

|

Die von einem AN-Spezifikationsmorphismus generierten Reduktionen der Modell-
morphismen (— 3.1.5) erhalten die Identitéten und sind mit der Morphismenkompo-
sition vertriglich. Zusammen mit der in 3.1.4 definierten Modellreduktion lassen sie
sich zu einem Funktor vereinigen, der es ermoglicht Modelle und Modellmorphismen
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ANy,: ANS;, h¥, AN: ANS,, id,
({a,d,...}s,, ({a,d,...}s,,
{6}537 {6}837
{da = a, {da=aq,
ops4:a —a ops4:a —a
a —a}l) a v a}l)

Ps Ps

144

eT:th—>t4
ty — tg Dty
€ p3trpr
D4 — P7
DPs = Py
Ds — P10
et x> (1]
d — |al
e €]
e

Abbildung 3.2: h-generierte Reduktion (— Abb. 3.1) des ANS2-Modell AN.



3.1 Systemspezifikationsmorphismen

93

zu unterschiedlichen AN-Spezifikationen in Beziehung zu setzen. Diese ,, Vergifsfunkto-
ren” bilden die Grundlage fiir den iiberwiegenden Teil der folgenden Konstruktionen.

3.1.7 Lemma (Vergiifunktor):
Sei h: ANS; — ANS, ein AN-Sperzifikationsmorphismus, dann ist die Abbildung
Vi: MOD(ANS3) - MOD(ANS ), gegeben durch:

def

Vi(f) = fv,

fiir jeden ANS o-Modellmorphismus f ein Funktor.
(Beweis — Anhang S. 202)

Die Zuordnung von Vergififunktoren zu AN-Spezifikationsmorphismen erginzt als
deren Semantik die Modellsemantik der AN-Spezifikationen zu einer Semantik der
gesamten Kategorie AHLN —-SPEC. Die Bewahrung von Identititen und Kompo-
sitionen im Rahmen dieser Zuordnung, bildet eine notwendige Voraussetzung fiir
die Definition der generalisierten Morphismen im néchsten Abschnitt. Sie erlaubt
es die AHLN-SPEC-Semantik als kontravarianten, d.h. die Richtung der Morphis-
men umkehrenden, Funktor in die Kategorie der (kleinen) Kategorien® aufzufassen.
Kombiniert man diesen Funktor mit seiner Domiine, der Kategorie AHLN-SPEC,
ergibt sich daraus ein ,, Spezifikationsrahmen® (— 5.3.1), der Syntax und Semantik der
Systemspezifikationen zusammenfafit.

3.1.8 Lemma (Spezifikationsrahmen):

Das Paar (AHLN-SPEC, MOD) mit MOD: AHLN-SPEC? — CATCAT ge-

geben durch:
def

MOD(h) =V,
fiir alle AN-Spezifikationsmorphismen h, bildet einen ,, Spezifikationsrahmen®.
O

(Beweis — Anhang S. 208)

3Die Morphismen zwischen jeweils zwei Objekten bilden Mengen, im Gegensatz zu Klassen bei
Kategorien, die nicht klein sind.
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3.2 Generalisierte Modellmorphismen

Die im letzten Abschnitt eingefiihrten AN-Spezifikationsmorphismen, bewahren wich-
tige Systemeigenschaften, wie die nebenléufige Ausfiihrbarkeit von Ereignissen, Nicht-
determinismus bei deren Auswahl und die Funktionalitéit der Operationen, mit denen
die Objekte im System manipuliert werden. Diese Eigenschaften bleiben, erzwungen
durch die entsprechenden Definitionen (—2.2.1, 2.2.3), auch bei der Modellbildung er-
halten. Es liegt daher nahe, Modelle und -morphismen von Systemspezifikationen, die
durch einen AN-Spezifikationsmorphismus verbunden sind, in Beziehung zu setzen.

Wir schaffen die Zusammenhénge von Modellen unterschiedlicher Spezifikationen,
durch die Definition , generalisierter Morphismen®, die im Unterschied zu den , nor-
malen“ Modellmorphismen die Grenzen der Modellkategorien iiberschreiten kénnen.
Mit Hilfe dieser Morphismen lassen sich die Modelle aller Systemspezifikationen in ei-
ner Struktur, der Kategorie GAHLNETS, zusammenfassen, die dariiber hinaus alle
in 2.2.3 definierten Modellmorphismen als Spezialfille enthélt. Die darin ausdriick-
baren Modellbeziehungen und die Moglichkeit in Beziehung stehende Modelle iiber
Diagramme miteinander zu verkniipfen, bildet die Grundlage der Modellsemantik fiir
die Komposition (— 3.3) und Parameterisierung (— 3.4) von Systemspezifikationen.

Generalisierte Modellmorphismen sind Paare, bestehend aus einem Spezifikations-
und einem Modellmorphismus. Ersterer setzt die Spezifikationen der Modelle in Be-
ziehung, wihrend der Modellmorphismus das Modell im Ursprung des generalisier-
ten Morphismus mit dem vom Spezifikationsmorphismus generierten Vergifibild des
Zielmodells verkniipft, d.h. er geh6rt zur Modellkategorie der Doméne des Spezifika-
tionsmorphismus. Diese Konstruktion erlaubt zum einen die Riickfiihrung generali-
sierter Morphismen auf die schon bekannten Spezifikations- und Modellmorphismen,
zum anderen enthélt das Vergifibild des Zielmodells, alle fiir das Ursprungsmodell re-
levanten Teile, sodaf es fiir die Festlegung des Zusammenhangs zwischen Ursprungs-
und Zielmodell des generalisierten Morphismus ausreicht.

Das Diagramm in Abbildung 3.3 veranschaulicht die Zusammenhinge von Spezifika-
tions- und Modellkomponente generalisierter Morphismen ((hy, f1), (he, f2)) sowie
deren Komposition.

Dabei werden die enthaltenen Spezifikationsmorphismen h, ho auf die iibliche Weise
komponiert. Der Modellmorphismus f; mufl dagegen zunéchst durch den Vergififunk-
tor Vy, in einen ANS ;-Modellmorphismus abgebildet werden, bevor eine Komposition
mit f; in der Kategorie der ANS ;-Modelle moglich ist.

Eine derartige Komposition setzt voraus, dafl bei der Konstruktion der Vergififunkto-
ren die Komposition der Spezifikationsmorphismen bewahrt wird. Bezogen auf unser
Beispiel bedeutet das, die Gleichung

Vh2°h1 (AN3) = Vh1 (Vh.e (AN3))

gilt. Die Erfiillung dieser Forderung folgt ebenso wie die Existenz der Identititen in
GAHLNETS, aus dem im Spezifikationsrahmen (AHLN-SPEC, MOD) (— 3.1.8)
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ANS, hy ANS, hy ANS 5

Vhoohi

. y y R
MOD(ANS )~ MOD(ANS ) ~Yh2 MOD(ANS)

(hg o hiy, Vi, (f2) 0 f1)
( R
AN1 (hlafl) ANQ (h27f2) ANg

fi f2
vhl(}wg) Vi, (AN 3)
Vi, (f2)
vhzohléANg)

Abbildung 3.3: Komposition generalisierter Morphismen.

festgelegten funktoriellen Zusammenhang von Systemspezifikationen und Modellse-
mantik. Einige weiterfithrende Betrachtungen und Ergebnisse zu diesem Thema, sowie
die formalen Definitionen von Spezifikationsrahmen und der sich daraus ergebenden
generalisierten Modellkategorien enthélt Abschnitt 5.3.

Neben generalisierten Morphismen mit initialen Modellen als Ursprung, spielen im
weiteren zwei Arten von generalisierten Morphismen eine gesonderte Rolle. Das sind
zum einen die Entsprechungen der Morphismen aus den Modellkategorien, die wir als
»einfach® bezeichnen, erkennbar an den Identitéiten als erster Komponente und zum
anderen Morphismen der Form (h,id4y) vom Vergifibild V},(AN) eines Modells AN
nach AN. Letztere bezeichnen wir als ,,modellidentisch*. Mit den Funktoreigenschaf-
ten der Vergiflifunktorkonstruktion folgt aus der Kompositionsregel fiir generalisierte
Morphismen, daf} sich, wie im folgenden Diagramm veranschaulicht, jeder generali-
sierte Modellmorphismus in einen einfachen und einen modellidentischen Morphismus
zerlegen 1483t.

AN, (h, f) AN,

(id, f) 2 (h,id)
Vi(AN )

Die mittels generalisierter Modellmorphismen beschriebenen Modellbeziehungen, las-
sen sich in Morphismen zwischen deren Netzstrukturen umsetzen. Das Ergebnis dieser
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als ,, Projektion* bezeichneten Abbildung sind CP/T-Netzmorphismen, die die Netz-
komponenten von Doméne und Codoméne des generalisierten Netzmorphismus direkt
verbinden. Dabei komponiert man die Projektion eines generalisierten Modellmor-
phismus aus den Projektionen seines einfachen und seines modellidentischen Anteils.
Ersterer ist mit dem enthaltenen Modellmorphismus identisch, wihrend die Projek-
tion des modellidentischen Anteils einen Inklusionsmorphismus ergibt.

3.2.1 Definition (Projektionen generalisierter Morphismen):
Wir definieren die Abbildung

PN.GAHL-NETS — CPTN
fiir alle GAHL-NET S-Morphismen (h, (f¢, fV)): AN, — AN , durch:
PY((h, (£9,FY))): N7 = N§ = (<19, 10,18, 10 id) o [
wobei N? die Netzkomponente von AN ; bezeichnet und 75, /P, die Transitions-/

Stellenmenge der Netzkomponente in V,(AN ).
a

3.2.2 Lemma (Eigenschaften der Projektion):

(I) Die Projektion P¥ ist ein Funktor von GAHL-NETS nach CPTN.

(IT) Sei ((h%,h™), f): AN; — AN, ein generalisierter Modellmorphismus, dann
kommutiert das nachfolgende Diagramm in CPTN:

N, h" N,
evaly 3 evalsy
PN(AN PN(AN

AN gy PN

wobei eval; die Evaluierungsfunktion aus AN ; bezeichnet.

(Beweis — Anhang S. 211)

Wie Colimites zu Diagrammen in CPTN (- 1.2), lassen sich auch die Colimites in
GAHLNETS komponentenweise bilden, d.h. wenn die Colimites der A-Netzkompo-
nenten: Systemspezifikation, Algebra und CP/T-Netz, gegeben sind, 148t sich daraus
der Colimes des Diagramms in GAHL-NETS konstruieren. Fiir die iibrigen Kompo-
nenten (Datentypsperzifikations- und Evaluierungsmorphismus) braucht die Existenz
entsprechender Colimites nicht vorausgesetzt zu werden, sie ergeben sich aus den
Colimites ihrer Doménen und Codoménen.
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Dafl wir bisher noch keine Konstruktion fiir Colimites zu Diagrammen in der Sys-
temspezifikationskategorie angegeben haben?, bildet fiir die Colimeskonstruktion in
GAHL-NETS kein Hindernis. Neben der Existenz eines entsprechenden Colimes
setzen wir nur noch dessen komponentweise Konstruktion voraus, alles {ibrige ergibt
sich aus den couniversellen Eigenschaften von Colimites (— 5.1.15).

3.2.3 Lemma (Komponentweise Colimites):
Sei S eine endliche Kategorie, D: S — GAHL-NETS ein Funktor,

D%: S — SPEC ein Funktor mit Colimes
DN.S — CPTN ein Funktor mit Colimes

((c)ses, Spec,),
((
DAS: S — AHLN-SPEC ein Funktor mit Colimes ((c
((
((

CL]gV)SESa C)a
SS N)sESa ANS)

) S

D4 S — GSPEC—ALG ein Funktor mit Colimes
PN oD:S — CPTN ein Funktor mit Colimes

dss ;4)5687 AC) )

)
05)8637 No)

und es gelte:
D4%(m) = (D*(m), DN (m)),
D(m) = (D*¥(m), (D*(m), f)),
PAey) = TH(d7,d))) °

fiir alle Objekte s und Morphismen m in §. Dann ergibt sich der Colimes von D

7u (((Cs ), ((dS,d), dév)>ses’ ANC>
mit

(1) AN, % (ANS,, g., A, N?

2, eval,),

(IT) g. als eindeutige kommutative Ergénzung der nachfolgenden Diagramme
fiir alle m:s = ¢ in S

Spec Spec’,

\ dd

D5 (m) N) Spec ........ .Spec'c D fs’l

VERN

Spec . Spec’,

worin f5 die Spezifikationskomponente von D4(m) und g,/gy den Spezi-
fikationsmorphismus in D(s)/D(s") bezeichnet,

“wird in Abschnitt 3.3 nachgeholt



58

Operationen auf Spezifikationen

(ITT) ewval. als eindeutige kommutative Erginzung der nachfolgenden Diagramme
fiir alle m:s — ' in S

worin evals/evaly den Evaluierungsmorphismus in D(s)/D(s") bezeichnet

(IV) und fiir alle Objekte s in S, ergibt sich sich dY eindeutig als kommutative
Ergénzung des folgenden Diagramms

éN
N ——s , N?

O
APV, ), id)

v
Ng
worin N?, die Netzstruktur in Vs .vy(AN.) bezeichnet.

(Beweis — Anhang S. 213)

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir Modellmorphismen in Funktoren zwischen
Prozekategorien transformiert (— 2.3.5) und damit den strukturellen Zusammen-
hang der Modelle in einen operationalen Zusammenhang der Modellabldufe iibersetzt.
Generalisierte Modellmorphismen verallgemeinern die strukturellen Zusammenhénge
Modellkategorie iibergreifend. Diese Verallgemeinerung wollen im weiteren auf die
Ebene der ProzeBkategorien und Funktoren fortsetzen.

Die Umsetzung von Modellen und Modellmorphismen in Prozelkategorien und Funk-
toren erfolgte in zwei Schritten: zunéichst wurde durch Entfaltung ein CP/T-Netz
bzw. CP/T-Netzmorphismus erzeugt, dem dann mit Hilfe des Funktors PC (— 1.3.11)
eine Prozelkategorie bzw. ein Funktor zwischen Prozelkategorien zugeordnet wurde.
Aufgrund dieser Aufteilung mufl nur die Entfaltung verallgemeinert werden, mit den
daraus resultierenden CP/T-Netzen und Morphismen kann wie zuvor verfahren wer-
den.

5PA (= 1.2.1) bildet CP/T-Netzmorphismen auf ihre Algebrakomponente ab und 74 (— 6.3.9)
erweitert generalisierte Algebramorphismen auf generalisierte Algebramorphismen zwischen Alge-
bren mit Variablen.
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Da sich jeder generalisierte Morphismus als Komposition eines einfachen und eines
modellidentischen Morphismus darstellen 148t (— S. 55), bei der nur letzterer die
Grenzen der Modellkategorie iiberschreitet, konnen wir uns im wesentlichen darauf
beschrénken, die Entfaltung fiir Morphismen dieser Form anzugeben. Alle {ibrigen
Entfaltungen ergeben sich entweder direkt aus der urspriinglichen Definition oder
konnen durch Komposition erzeugt werden.

Modellidentische Morphismen verbinden das Vergifbild eines Modells mit dem Mo-
dell. Dabei sind Stellen und Transitionen des Vergifibildes in den entsprechenden
Mengen des Modells enthalten, die Algebren sind in beiden Féllen identisch. Aus
diesen Zusammenhéngen 148t sich der entsprechende Morphismus zwischen den Ent-
faltungen konstruieren.

3.2.4 Definition (Erweiterung der A-Netz-Entfaltungen):

Wir fassen die separat fiir jede AN-Spezifikation ANS definierten Funktoren
UFrns: MOD(ANS) — CPTN © zu einer Abbildung

UF:GAHL-NETS = CPTN
zusammen und erweitern sie durch
UF((h,idy,(an) = (= @id, >, id): UFomn) (Va(AN)) = U eoan (AN)
fiir alle AN-Spezifikationsmorphismen A und cod(h)-Modelle AN durch

UF((h, ) L UF((h, idy, an.))) 0 UFiomny (f)

fiir alle Morphismen (h, f): AN; — AN, in GAHL—NETS, auf generalisierte

Modellmorphismen.
O

3.2.5 Definition (Erweiterung der operationalen Semantik):

Wir fassen die separat fiir jede AN-Spezifikation ANS definierten Funktoren
OS8 sns: MOD(ANS) — PTS 7 zu einer Abbildung

OS:GAHL-NETS — PTS

zusammen und erweitern sie durch

0S Y pcour

auf generalisierte Modellmorphismen.

6siehe 2.3.3, 2.3.5
"siehe 2.3.7
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3.2.6 Lemma (Eigenschaften der erweiterten operationalen Semantik):
(I) Die Abbildung UF ist ein Funktor.
(IT) Die Abbildung OS ist ein Funktor.

(Beweis — Anhang S. 229)

3.3 Komposition von Systemspezifikationen

Kompositionsoperationen ermoglichen das Zusammensetzen umfangreicher Spezifika-
tionen aus iiberschaubaren Teilen. Damit wird eine Standardvorgehensweise bei der
Beschreibung komplexer Systeme, das Separieren von logisch zusammenh#ngenden
Einheiten und deren Verkniipfung iiber Schnittstellen, im Rahmen unseres Spezifi-
kationsansatzes unterstiitzt. Neben dem damit verbundenen Strukturierungsaspekt,
ist die Erleichterung der Analyse von Systemeigenschaften aufgrund der geringeren
Komplexitiat der Teilspezifikationen, ein weiterer Vorteil komponierter Spezifikatio-
nen. Grundvoraussetzung in beiden Fillen ist die Semantikvertréglichkeit der Kom-
positionsoperationen, d.h. die Existenz korrespondierender Operationen auf Seman-
tikebene.

Kompositionen sind partielle Operationen auf Systemspezifikationen. Wir bezeich-
nen deren Operanden im weiteren als ,, Komponenten“ und das Ergebnis als ,,kom-
ponierte Spezifikation®. Damit zwei oder mehr Spezifikationen komponiert werden
konnen, miissen sie jeweils miteinander vertréigliche, als ,, Schnittstellen* bezeichnete
Unterspezifikationen enthalten. Da wir uns mit der Vertrédglichkeit nur auf Eigen-
schaften nicht aber auf deren Reprisentation beziehen wollen, werden sie in Form
einer ,, Musterschnittstelle* als eigenstindige Systemspezifikation beschrieben. Davon
ausgehend, zeichnen Spezifikationsmorphismen die entsprechenden Strukturen in den
Komponenten aus. Auf diese Weise wird den an einer Komposition beteiligten Spe-
zifikationen eine spezifische Schnittstellensicht ermdoglicht, was deren Integration in
unterschiedliche Kontexte erleichtert.

Stelligkeit und Operanden der Kompositionsoperationen werden durch ,, Kompositi-
onsdiagramme* festgelegt. Wie alle im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Diagram-
me, sind Kompositionsdiagramme Funktoren. Deren Doméne bestimmt den Kompo-
sitionstyp, d.h. Anzahl und Verkniipfung der Komponenten, wihrend die zu kompo-
nierenden AN-Spezifikationen und die Auszeichnung ihrer Schnittstellen durch das
Bild des Funktors erfolgt. Dabei schrinken wir uns auf Kategorien der Form

VAN

als Doméne ein, die wir als ,, Kompositionsmuster® bezeichnen.
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Der Wert einer Komposition ergibt sich aus der Verschmelzung der Komponenten
iiber deren Schnittstellen. Diese Spezifikationsanteile sind im Ergebnis nur noch als
eine Struktur vorhanden, die iibrigen Teile der Komponenten werden unveréndert
iibernommen. Ein entsprechender Effekt wird durch die Bildung des Colimes zum
Kompositionsdiagramm erreicht, der dariiber hinaus mit Hilfe der Colimesmorphis-
men jede Komponente mit der resultierenden AN-Spezifikation in Beziehung setzt
und sicherstellt, daf diese Spezifikation die kleinste ist, die alle (durch die Morphis-
men bewahrten) Eigenschaften der Komponenten umfaft.

Wie in den vorangegangenen Colimeskonstruktionen (— 1.2.2, 3.2.3), lassen sich auch
die Colimites zu Diagrammen in AHLN-SPEC komponentweise, d.h. aus den Co-
limites der enthaltenen Datentypspezifikationen und Netzstrukturen, erzeugen. Die
Objekte dieser Colimites bilden die entsprechenden Bestandteile der AN-Spezifikation
im Colimes eines AHLN-SPEC-Diagramms. Die Zuordnung von Gleichungsmengen
zu Transitionen als drittem Spezifikationsbestandteil, ergibt sich aus der Transforma-
tion der Zuordnungen in den Diagrammobjekten mit Hilfe der Morphismen aus dem
Datentypspezifikations- und dem Netzcolimes.

3.3.1 Lemma (Komponentweise Colimites in AHLN-SPEC):
Sei S eine endliche Kategorie, D: S — AHLN-SPEC Funktor,

D%: 8 — SPEC ein Funktor mit Colimes ((¢f)se 0y (s), Spec,),
DN:S — CPTN ein Funktor mit Colimes ((¢))seopj (s), Ne)

und seien fiir alle Objekte s und Morphismen m in § die folgenden Bedingungen
erfiillt:

D(m) = (D%(m), D (m)),
PAcY) = (T5(cF), c): Tor,(x) = Toru(x),

dann ist der Colimes von D in AHLN—-SPEC gegeben durch:

(3 e))ses. (Spece, Cond,, No))

mit
Cond.() = | U & (Condy(t)) ®

SEObj (s) t'eTs:cT(t)(t)>0

fiir alle Transitionen ¢ aus N,, wobei T die Transitionsmenge in D(s) bezeichnet,
cI' die Transitionskomponente von ¢ und ¢J* die c5-generierte Transformation
von Gleichungsmengen (— 6.2.3).

O

(Beweis — Anhang S. 237)

8Die Gleichungsmengen sind wohldefiniert, da jede Transition im Colimes eine Entsprechung in
einer der Diagammspezifikationen hat.
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Um jeder Komposition eine bis auf Isomorphie eindeutige AN-Spezifikation als Wert
zuordnen zu kénnen, miissen die zugrunde liegenden Diagramme die zu verschmel-
zenden Elemente eindeutig festlegen. Diese Bedingung wird verletzt, wenn eine Stelle
oder eine Transition der Schnittstellenspezifikation, von mehr als einem Diagram-
morphismus auf eine Summe von Stellen bzw. von Transitionen abgebildet wird. In
diesen Féllen existiert, wie das nachfolgende Beispiel (— 3.3.2) zeigt, mehr als eine
Moglichkeit die Elemente dem Diagramm entsprechend zu verschmelzen, mit jeweils
unterschiedlichen Ergebnissen. Dieser Mangel an Eindeutigkeit aus Anwendersicht hat
im Fehlen der entsprechenden Colimites fiir die Stellen- bzw. fiir die Transitionskom-
ponente (— 5.1.17, 5.2.7, 5.2.20) seine Entsprechung auf Seiten der mathematischen
Konstruktion. Da sich mehrdeutige Diagramme in Hinblick auf jedes ihrer méglichen
Ergebnisse dergestalt verdndern lassen, dafl sie diesen Wert eindeutig beschreiben
(— 3.3.2), konnen wir sie ohne an Ausdrucksméchtigkeit zu verlieren als Kompositio-
nen ausschlieflen.

3.3.2 Beispiel (Mehrdeutige Komposition):

Das nachfolgende Diagramm (— Abb. 3.4) iiber die vom Graphen , e~—e—e “ gene-

rierte Musterkategorie ist mehrdeutig, da die Stelle ,,p“ der Schnittstellenspezifikation
von beiden Diagrammorphismen auf Summen (,,p; @ p2“ in der links stehenden bzw.
»D3 @ ps“ in der rechts stehenden Diagrammkomponente) abgebildet wird.

{{s}, o5, 0},
0,
Qp

(Zd, (‘—>,p — P1 @pQ,Zd)) (Zdv ((_>7p — P3 EBpﬁbld))

{{s}, e:5, 0}, {{s}, e:s,0},

0, 0,
p1 P2 P3 P4
° ° 3e 20
t 2 t3 21

Abbildung 3.4: Mehrdeutige Kompositon

Fiir die Verschmelzung der Schnittstellen, die im Fall der linken Spezifikation aus den
Stellen p; und p, und im Fall der rechten Spezifikation aus den Stellen p3 und p4 beste-
hen, gibt es zwei gleichwertige Alternativen: zum einen die Verbindung von p; mit p3
und von p, mit py, zum anderen die Verbindung von p; mit ps und von p, mit p3. Die
Netzkomponenten der daraus resultierenden Spezifikationen in Abb. 3.5 sind deutlich
verschieden und damit auch die durch sie beschriebenen Systemeigenschaften.
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Abbildung 3.5: Mogliche Resultate der Kompositon in Abb. 3.4

Um eine der beiden moglichen Resultate des obigen Diagramms eindeutig zu beschrei-
ben, muf} die Netzkomponente der Schnittstellenspezifikation zwei Stellen enthalten,
wie in Abb. 3.6 gezeigt. In diesem Fall bildet die linke der beiden AN-Spezifikationen
in Abb. 3.5 das Ergebnis der Kompositon.

{{s}, e:5, 0},
0,

O°'CF
. D= p3 .
(id, (%,g,ii,iy W (= ,_>p34,zd))

{{s}, ®:s, 0}, {{s}, ®:s, 0},

0, 0,
p1 P2 P3 P4
° ° 3e 20
t 2 t3 21

Abbildung 3.6: Eindeutige Kompositon

|

Morphismen in den freien abelschen Gruppen, die frei iiber einer Funktion zwischen
ihren Basismengen erzeugt sind, bezeichnen wir als funktionsgeneriert (— 5.2.5). Un-
ter funktionsgenerierten Morphismen werden Basiselemente immer auf Basiselemente
abgebildet. Da in der Kategorie der Mengen und Funktionen (SET) zu jedem endli-
chen Diagramm ein Colimes existiert und die ,, Freie Konstruktion® von den Mengen
in die freien abelschen Gruppen Colimites bewahrt, existiert auch in AG; zu jedem
Diagramm, dessen Morphismen funktionsgeneriert sind ein Colimes.

3.3.3 Definition (Komposition):

(I) Eine endliche Kategorie § ist ein , Kompositionsmuster®, wenn gilt:

Js € 0bj (S), Vs' € 0bj (S), Vm € Mor (S):
(dom(m) = sV m=id) A Mor (S) [s,s'] # 0
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(IT) Ein ,Kompositionsdiagramm® (kurz eine ,Komposition®) ist ein Funktor
CP von einem Kompositionsmuster S nach AHLN-SPEC, fiir den unter
der Annahme CP(m) = (cp2 , cpX) fiir alle Morphismen m in S gilt:

(a) fiir alle Morphismen m in S ist die Transitionskomponente von cp’’
funktionsgeneriert oder es existiert hochstens ein Morphismus m in S,
fiir den die Transitionskomponente von ¢p’¥ nicht funktionsgeneriert ist
und fiir alle anderen Morphismen m’ ist die Transitionskomponente von
cpX, von einer injektiven Funktion generiert;

(b) fiir alle Morphismen m in S ist die Stellenkomponente von cp? funk-
tionsgeneriert oder es existiert hochstens ein Morphismus m in S fiir
den die Stellenkomponente von c¢p? nicht funktionsgeneriert ist und fiir
alle anderen Morphismen m' ist die Stellenkomponente von ¢p?, von
einer injektiven Funktion generiert.

(ITIT) Der , Wert einer Komposition® ist ihr Colimes in AHLN—-SPEC.

3.3.4 Satz (Kompositionsdiagramme):

Jedes Kompositionsdiagramm hat einen Wert.
(Beweis — Anhang S. 241)

Notation: Alle im weiteren verwendeten Kompositionen beziehen sich auf eine mit
S.p bezeichnete Kategorie als Kompositionsmuster. Damit stehen Doméne und Codo-
miéne fest und wir notieren Kompositionen CP:S,, - AHLN-SPEC einfach durch
CP.

3.3.5 Beispiel (Eine strukturierte Sperzifikation des Alternating-Bit Protokolls):

Vor die Aufgabe gestellt, ein Protokoll fiir die Kommunikation iiber eine unsiche-
re Verbindung zu spezifizieren (— 2.1.4), bietet es sich an, das Problem in einen
sender- und einen empfingerspezifischen Teil zu gliedern. Dabei fungiert die System-
komponente, auf die beide Teile Zugriff haben, die Kommunikationsverbindung als
Schnittstelle. Mit Hilfe dieser Gliederung wollen wir unsere Protokollspezifikation
aus Abbildung 2.1 neu entwerfen und im Anschlufl durch einen Initialisierungsschritt
erweitern.

Die Gliederung unserer Spezifikation erstreckt sich auf jede der drei AN-Spezifika-
tionskomponenten (— 2.1.3). So fehlen, gegeniiber der urspriinglichen Spezifikation
in der Datentypspezifikation des Empféngers (— Abb. 3.8) die Operationen , cont*
und ,,|_|“?, die nur vom Sender (— Abb. 3.7) ben&tigt werden. Netzstruktur und Glei-
chungsmengen sind ebenfalls auf die fiir den Empfinger notwendige Funktionalitit
reduziert.

9 cont“ ordnet jeder Nachricht eine Kontrollinformation zu, ,,|-|* ordnet jeder durch Anwendung

der Operation ,,—* manipulierten Kontrollinformation ihren urspriinglichen Wert zu
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ABP-Sender =

{{Message, Control, MessContr},
{_._ : Message, Control—MessContr,
cont: Message — Control,
|-| : Control — Control,
— : Control — Control }
{|cont(n)| = cont(n),
| — cont(n)| = cont(n),

—(=2) =a}}

to_send  send

rec,

Abbildung 3.7: Alternating-Bit Protokoll / Sender.

ABP-Empfinger =

{{Message, Control, MessContr},
{-. 2t Message, Control— MessContr,
— : Control — Control }

{=(=2) == }}

chan, T€Cm, recvd

rbit

chan, send,

Abbildung 3.8: Alternating-Bit Protokoll / Empfinger.
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ABP-Kommunikation =

{{Message, Control, MessContr},
{-. 2t Message, Control— MessContr,
— : Control — Control },

0}

m-ch a-ch

O

Abbildung 3.9: Alternating-Bit Protokoll / Kommunikationsverbindung.

Dariiber hinaus haben Sender und Empfanger eine unterschiedliche Sicht der Schnitt-
stelle, wihrend der Sender von einem gemeinsamen Kanal fiir Nachrichten und Be-
statigungen ausgeht, arbeitet das Empfingerprotokoll mit getrennten Kanilen. Un-
terschiede dieser Art konnen z.B. auftreten, wenn die Komponenten von unterschied-
lichen Personen innerhalb eines Teams oder zu verschiedenen Zeitpunkten (z.B. bei
der Integration von Standardkomponenten) spezifiziert wurden. Solange die Eigen-
schaften der Schnittstellen vertriglich sind, wie im vorliegenden Fall, konnen diese
Unterschiede mit Hilfe der Schnittstellenspezifikation ausgeglichen werden.

Sender- und Empfingerteil des Protokolls sind iiber die Kommunikationsverbindung
miteinander verkniipft. Deren AN-Spezifikation , ABP-Kommunikation®“ beschreibt
den ,kleinsten gemeinsamen Nenner“, d.h. die detaillierteste Beschreibung, der ver-
schiedenen Sichten dieser Schnittstelle in den beiden Komponenten.

Die Komposition von Sender- und Empfiangerspezifikation iiber deren Kommunikati-
onsverbindung, wird durch das Kompositionsdiagramm

ABP-Kommunikation

m_ch — channel N
(=, (%’a_ch — channel ’ )

ABP-Sender ABP-Empfianger

beschrieben. Als Ergebnis der Komposition erhalten wir eine Protokollspezifikation,
die bis auf den zu einer Stelle verschmolzenen Kommunikationskanal der Spezifikation
in Abbildung 2.1 entspricht.

Um unsere Protokollspezifikation zu vervollstdndigen, fiihren wir einen Initialisie-
rungsschritt ein (— Abb. 3.10), der fiir jede Nachrichtenklasse!® ein Kontrollbit auf
der Stelle ,, cbit* erzeugt. Die Spezifikation verfiigt iiber zwei Stellen, ,,sbit“ fiir den
Sender und ,,rbit“ fiir den Empfianger, auf denen die Kontrollbits abgelegt sind. Hinter

10Die Nachrichten sind in Klassen eingeteilt. Nur innerhalb einer Nachrichtenklasse wird die Rei-
henfolge der Nachrichten bewahrt, Nachrichten verschiedener Klassen kénnen parallel verschickt
werden.
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ABP-Initialisierung =

{{Message, Control, MessContr},
{-. - : Message, Control— MessContr,

cont: Message — Control},
0}
mess_cl m inat cod(m) c_bit

Abbildung 3.10: Alternating-Bit Protokoll / Protokollinitialisierung.

ABP Kontrollbits =
({ Message, Control, MessContr}, (), 0)

chit

Abbildung 3.11: Alternating-Bit Protokoll / Kontrollstellen.

dieser Verteilung steht die Annahme, dafl Sender und Empfianger an verschiedenen,
moglicherweise weit voneinander entfernten Orten angesiedelt sind und daher der
Zugriff auf eine globale Kontrollinformation nicht moglich ist. Als Konsequenz aus
dieser Designentscheidung muf} dafiir gesorgt werden, dafl vor der ersten Kommuni-
kation beide Stellen mit den gleiche Werten belegt sind. Wir stellen diese Protokoll-
eigenschaft sicher, indem wir die Initialisierung fiir einen Platz (,,cbit“ in Abb. 3.10)
spezifizieren und diesen Platz mit den damit verbundenen Kanten bei der Komposi-
tion duplizieren. Dieser Effekt wird durch die Abbildung von ,cbit* auf die Summe
,sbit @ rbit” im Kompositionsdiagramm erreicht.

ABP-Kontrollbits

< (<>, (cbit — sbit & rbit), <)

ABP-Protokoll ABP-Initialialisierung

Im Ergebnis der Komposition (— Abb. 3.12) sind dann anstelle von ,, cbit* die zwei
lokalen Stellen ,, sbit“, ,rbit* enthalten und die in ,,cbit“ miindende Kante ist aufge-
splittet.

Die Namensgebung von Sorten, Operationen, Stellen und Transitionen im Ergebnis
unserer Kompositionen, dient der Veranschaulichung von Zusammenhéngen. Sie ist
insofern willkiirlich als die Ergebnisspezifikation nur bis auf Isomorphie eindeutig ist,
d.h. die Systemeigenschaften liegen fest, nicht aber deren Représentation.

O
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Alternating-Bit Protokoll 4+ Init =

{{Message, Control, MessContr},
{_._ : Message, Control—MessContr,

cont: Message — Control,

|-| : Control — Control,

— : Control — Control }
{|cont(n)| = cont(n),

| — cont(n)| = cont(n),
—(=2) =a}}

to_send  send,,

reCm, recvd
m

mess_cl

Abbildung 3.12: Alternating-Bit Protokoll mit Initialisierung.
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Uber Kompositionsmuster lassen sich neben AN-Spezifikationen auch deren Modelle
verkniipfen, sofern sie iiber Morphismen in GAHL-NETS miteinander in Bezie-
hung stehen. Voraussetzung dafiir ist zum einen, dafl der Spezifikationskomponente
eines derartigen Diagramms ein Wert zugeordnet werden kann, d.h. daf} es sich dabei
um ein Kompositionsdiagramm handelt, zum anderen muf, aus den selben Griinden
wie bei den Spezifikationen, die Verkniipfung der Netzkomponenten der Modelle ein-
deutig sein. Diese Form der Modellkomposition ist grundlegend fiir die im folgenden
eingefiihrte Modellsemantik der Komposition und der Parameterisierung von System-
spezifikationen.

3.3.6 Satz (Kompositionsmuster und Colimites):
Sei CP ein Kompositionsdiagramm und D: S, - GAHL-NETS ein Funktor mit

D(m) = (CP(m), (£5, £Y))
fiir alle Morphismen m in S,, und es gilt:

(T) fiir alle Morphismen m in S, ist die Transitionskomponente von f2 funk-
tionsgeneriert oder es existiert hochstens ein Morphismus m in S, fiir den
die Transitionskomponente von f~ nicht funktionsgeneriert ist und fiir alle
anderen Morphismen m’ ist die Transitionskomponente von fY, von einer
injektiven Funktion generiert;

(IT) fiir alle Morphismen m in S, ist die Stellenkomponente von f funktions-
generiert oder es existiert hochstens ein Morphismus m in S, fiir den die
Stellenkomponente von f~ nicht funktionsgeneriert ist und fiir alle ande-
ren Morphismen m/ ist die Stellenkomponente von f2, von einer injektiven
Funktion generiert,

dann hat D einen Colimes.

(Beweis — Anhang S. 242)

Das Zusammensetzen grofler Systemspezifikationen aus Komponenten erleichtert die
Spezifikation und Analyse komplexer Systeme nur dann wirkungsvoll, wenn die Ge-
samtheit der fiir die Komponentspezifikationen geltende Systemeigenschaften genau
die Eigenschaften der komponierten Spezifikation ausmacht. Gehen Eigenschaften
verloren oder kommen sie kompositionsbedingt hinzu, muf} fiir die Analyse und den
Vergleich von Spezifikationen mit moéglichen Modellen auf die Gesamtspezifikation
zuriickgegriffen werden, von der man wegen ihrer Grofle und der damit verbundenen
Uniibersichtlichkeit wegkommen wollte.

Im Rahmen unserer Modellsemantik lassen sich daraus zwei Forderungen ableiten:
zum einen muf} zu jeder Auswahl aus miteinander vertraglichen Modellen der Kom-
ponentspezifikationen ein Modell der komponierten Spezifikation existieren, daf sich
genau aus diesen Modellen zusammensetzt, zum anderen muf} sich jedes Modell der
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komponierten Spezifikation eindeutig in Modelle der Komponentspezifikationen de-
komponieren lassen. Die Einschrinkung auf miteinander vertrigliche Modelle, dar-
unter verstehen wir Modelle, deren Vergifibilder in der Kategorie der Schnittstel-
lenmodelle gleich sind, ist notwendig um zu gewéhrleisten, dafl sich diese Modelle
unverdndert im korrespondierenden Modell der komponierten Spezifikation wieder-
finden lassen.!! Im nachfolgenden Satz verwenden wir dquivalent zur Gleichheit der
Vergifibilder die Existenz von modellidentischen Morphismen (— S. 55) vom Schnitt-
stellenmodell in die Komponentmodelle, um deren Vertriglichkeit zu gewihrleisten.

3.3.7 Satz (Vertriglichkeit von Komposition und Modellsemantik):
Sei CP eine Komposition mit Wert ((c,)ses,,, ANS) und

D: S, — GAHL-NETS
ein Funktor mit D(m) = (CP(m), id), dann
(I) hat D einen Colimes in GAHL-NETS, fiir dessen Objekt AN gilt:

Vs € Obj (S.,): V..(AN) = D(s)

(IT) und fiir alle ANS-Modelle AN gilt:

(vs € 0bj (S.): Ve, (AN) = D(s)) — AN = AN.

(Beweis — Anhang S. 244)

Die Eigenschaften: Existenz und Eindeutigkeit von komponierten Objekten und deren
eindeutige Dekomponierbarkeit, lassen sich von den Modellen auf die Modellmorphis-
men fortsetzen.'? Damit 148t sich die gesamte Modellkategorie einer komponierten
Systemspezifikaton in Modellkategorien zu den Komponentspezifikationen dekompo-
nieren. Setzt man dagegen die Modellkategorien der Komponenten voraus, so ergibt
sich die Modellkategorie der komponierten Spezifikation als Limes des Diagramms das
entsteht, wenn man im Kompositionsdiagramm die Spezifikationen durch ihre Mo-
dellkategorien und Spezifikationsmorphismen durch die generierten Vergififunktoren
ersetzt.

Die praktische Bedeutung von Satz 3.3.7 liegt vorallem in der eindeutigen Dekompo-
nierbarkeit von Modellen komponierter Spezifikationen. Auf dieser Grundlage kann
z.B. der Aufwand von Analysewerkzeugen wie ,Modellpriifern* erheblich gesenkt wer-
den, indem man Eigenschaften auf den gegeniiber dem Gesamtmodell viel kleineren

1Tn vielen Fillen existiert auch zu unvertriiglichen Modellen ein korrespondierendes Modell der
komponierten Spezifikation, aber in diesem Modell sind die von der Schnittstelle generierten Mo-
dellteile vereinheitlicht und das bedeutet, im Fall von unvertriglichen Modellen, verdndert.

12Gatz 3.3.7 impliziert eine Amalgamierung im Sinne von [EBO91].
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Modellkomponenten berechnet. Selbst wenn dabei nacheinander alle Komponenten
eines Modells betrachtet werden miifiten, wiirde man aufgrund der hyperlinearen
Komplexitit dieser Aufgabe immernoch gewinnen. Im Rahmen von Simulationswerk-
zeugen ergeben sich aus der Modelldekomposition auf Systemteile bezogene lokale
Darstellungen von Modellabldufen, die z.B. die Fehlererkennung erheblich vereinfa-
chen.

3.3.8 Beispiel (Dekomposition eines Modells zum Alternating-Bit Protokoll):

Im vorangehenden Beispiel (— 3.3.5) haben wir eine Spezifikation des Alternating-Bit-
Protokolls mit Initialisierung (— Abb. 3.12) aus Teilspezifikationen (— Abb. 3.7-3.10)
komponiert.

M: Alternating-Bit Protokoll + Init, id,
{{{messq, ..., messign}, {—10",..., 10"},
{messg,...,messjgn} x {=10",...,10"}}
{],4, A, £ mit

mlz=(mx),lm =i Az=2"/r, £r=-1xz}}

hole,

m
to_send  sendp, ETTm TeCm recvd
OZ “r N e =0

c m | c out rep

m +c
m
shit " ‘ mlc p ‘ sp rbit

e
m]c clr m c
+e +c
I c c

rec, €TTq send,
cod(m) D m C ‘ C m D cod(m)

it cl hole, cl, init,
el init_cont — init_s ® init_r e’ :mess_cl— cl_s ® cl_r evalA(X)m

— : —

Abbildung 3.13: Ein Modell des Alternating-Bit Protokolls aus Abb. 3.12.

Yentspricht eval 4(x) in Abb.2.2
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Das A-Netz in Abbildung 3.13 ist ein Modell dieser Spezifikation und kann nach
Satz 3.3.7 eindeutig in Modelle zu den Komponentspezifikationen zerlegt werden. In
den Abb. 3.14-3.16 zeigen wir einige dieser Modellreduktionen. Die Modelle zu den

Ve, (M): ABP-Initialisierung, c5,
{{{messo, ..., messign}, {—10",... 10"},
{messqg, ..., messign } x {=10",...,10"}}
{],4, A, £ mit

m|z=(m,x), lm;=1i, Ax=2*/x, +z=—1xx}}

hole,

sbit ETTm rbit
cod(m) cod(m)

nit, channel mnit,
m m

cl, errg cl,

hole,

e’ :init_cont — init_s ® init_r e’ :mess_cl — cl_s ® clr  eval a(x)
> : >

Abbildung 3.14: Projektion des Modell aus Abb. 3.13 auf den Initialisierungsteil.

jeweiligen Schnittstellenspezifikationen und das Modell zum Alternating-Bit Protokoll
ohne Initialisierung'* wurden weggelassen. Wir nehmen in diesem Zusammenhang an,
daB ,,¢;“ (i = 1,2) den Morphismus von der jeweiligen Spezifikationskomponente in
das Kompositionsergebnis und ,¢7“ dessen Datentypkomponente bezeichnet.

Im Modell M sind die Transitionen , err,,”, ,err, und die Stellen ,hole,,”, , hole,*
nicht generiert, d.h. es existieren keine Entsprechungen in der Netzstruktur der Spe-
zifikation. Das hat zur Folge, dafl diese Stellen und Transitionen sowie die Stelle
»channel* in allen Modellreduktionen prisent sind (— 3.1.4). Die generierte Stel-
le ,,channel* wird hinzugenommen, weil sie mit den nichtgenerierten Transitionen
verbunden ist und Dekompositionen von CP/T-Netzen (— 1.2.3) als Teil der Modell-
reduktion immer zu vollstédndigen Teilnetzen fiihren.

HMentspricht dem Modell in Abb. 2.2
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V., (M): ABP-Sender, c7,
{{{messo, ..., messign}, {—10",...,10"},
{messy, ..., messon} x {=10",...,10"}}
{], 4 A, £ mit

mlz=(m,x), L mi=1i Ax=2%/v, o =—1xz}}

to_send  send

channel

recg

((_>7 —, GU(ZZA(X))

Abbildung 3.15: Projektion des Modell aus Abb. 3.13 auf den Senderteil.

V.,(M): ABP-Empfiinger, cj,
{{{messo, ..., messign}, {—10",...,10"},
{messy, ..., messon} x {=10",...,10"}}
{], 4 A, £ mit

m|z=(m,x), lm;=1i, Ax=2*/x, +x=—1xx}}

reC, recvd

channel rbit

send,

((_>7 —, GU(ZZA(X))

Abbildung 3.16: Projektion des Modell aus Abb. 3.13 auf den Empféngerteil.
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Mit den Modellen zur Initialisierung, zur Kontrollstellenspezifikation und zum Al-
ternating-Bit Protokoll ohne Initialisierung, von denen hier nur das erste Modell
gezeigt ist, endet der erste der beiden Zerlegungschritte. Die weitere Zerlegung des
Modells zum Alternating-Bit Protokoll ohne Initialisierung (entspricht dem A-Netz
in Abb. 2.2) fiihrt zu den A-Netzen in Abb. 3.15 und 3.16.

O

Die operationale Semantik von Systemspezifikationen leitet sich aus deren Modellse-
mantik ab (— 2.3.7). Dariiber hinaus 148t sich auch generalisierten Modellmorphismen
eine Beziehung zwischen den operationellen Semantiken der entsprechenden Model-
le zuordnen. Mit Hilfe des Umwegs iiber die Modelle sind wir damit in der Lage,
die operationalen Semantiken der Komponenten und des Wertes einer Komposition
ebenso in Beziehung zu setzen, wie deren Modellsemantiken.

Es ist aber nicht in jedem Fall notig, dafl zu den Modellen der Komponenten korres-
pondierende Modell der komponierten Spezifikation zu erzeugen. Dessen operationale
Semantik enthélt fiir jeden Zustand und jeden Ablauf aus einer der Komponentmo-
dellsemantiken eine Entsprechung, sodaf} sich bestimmte Fragestellungen, wie die
Erreichbarkeit von Systemzustinden oder die Existenz von Abldufen, schon auf den
operationalen Semantiken der Komponentmodelle kldren lassen.

3.3.9 Korollar (Operationale Semantik und Komposition):

Sei CP eine Komposition mit Wert ((¢s)ses,,, ANS), D:Sep = GAHL-NETS ein
Funktor mit

D(m) = (CP(m),id)

fiir alle Morphismen m in S., und AN das ANS-Modell im Colimes zu D, dann
gilt fiir alle Objekte s in S,,:

O8((cy,id)): OS(D(s)) — OS(AN)

ist ein Morphismus in PTS.

3.4 Parameterisierung von Systemspezifikationen

Viele Systeme, wie Maschinen, Kommunikationseinrichtungen oder Prozesteuerun-
gen, sind von vornherein dafiir vorgesehen, mit leichten Modifikationen in unter-
schiedlichen Umgebungen zu arbeiten. Um sie nicht jedesmal neu beschreiben und
als korrekt beweisen zu miissen, braucht man Mechanismen mit deren Hilfe um-
gebungsabhéngige Spezifikationsteile ausgezeichnet und ersetzt werden kénnen. Der
Effekt dieser Anpassungen mufy auf die Semantik iibertragbar sein. Diese Anforde-
rungen werden im Rahmen der AN-Spezifikationen, durch die ,Parameterisierung
und die ,Parameteribergabe erfiillt.
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Parameterisierte Spezifikationen werden durch Inklusionsmorphismen reprisentiert.
Deren Ursprung bezeichnet den ,Parameter®, der durch die Inklusion in den ,Spezi-
fikationsrumpf“ eingebettet ist. Der Parameter wird bei der Anpassung an eine Um-
gebung durch eine passende Systemsperzifikation ersetzt. Diesen Vorgang bezeichnen
wir als ,Parameteriibergabe“ und die eingesetzte Spezifikation als ,Aktualisierung®.
Damit Parameteriibergaben wirklich zu Anpassungen fithren und nicht zu Spezifi-
kationen mit vollig anderen Eigenschaften, miissen die im Parameter festgelegten
Systemeigenschaften auch in der Aktualisierung gelten. Dieser Zusammenhang wird,
als Teil der Parameteriibergabe, durch einen Spezifikationsmorphismus zwischen Pa-
rameter und Aktualisierung sichergestellt.

3.4.1 Definition (Parameterisierte AN-Spezifikation):
Seien ANS und PAR AN-Spezifikationen, dann bezeichnet ANS(PAR) eine pa-

rameterisierte Spezifikation, wenn die Inklusion
—: PAR — ANS

ein Morphismus in AHLN-SPEC ist.
O

Parameterisierte Spezifikationen werden mit Hilfe von Parameteriibergaben an die
gewiinschten Umgebungen angepafit. Das Ergebnis einer Parameteriibergabe, die ak-
tualisierte Spezifikation, ergibt sich aus der Komposition der Aktualisierung mit der
parameterisierten Spezifikation iiber den Parameter als Schnittstelle. Dabei entsteht
in Folge der Inklusionsbeziehung von Parameter und parameterisierter Spezifikation,
eine Inklusion zwischen Aktualisierung und aktualisierter Spezifikation.

3.4.2 Definition (Parameteriibergabe):

Sei ANS(PAR) eine parameterisierte AN-Spezifikation und ACT eine AN-Spezi-
fikation, dann bezeichnen wir:

(I) einen AN-Spezifikationsmorphismus
h: PAR — ACT

als ,, Parameteriibergabemorphismus® und

(IT) die AN-Sperzifikation ANS;,(ACT) im Pushout'®
PAR ——+ ANS

h (PO) c1

ACT —&~ ANS,(ACT)

als Ergebnis der von h induzierten Parameteriibergabe.

15Pushouts sind eine Kombination aus Diagramm und Colimes (— 5.1.18)
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Die Semantik parameterisierter Spezifikationen, mufl den Effekt aller im Rahmen von
Parameteriibergaben moglichen Umgebungsanpassungen einer Systembeschreibung
erfassen. Auf der Modellebene 1483t sich das erreichen, indem man die Modellkate-
gorie des Parameters mit der Modellkategorie des Rumpfes einer parameterisierten
Spezifikation in Beziehung setzt. Der Parameter steht {iber die Parameteriibergabe-
morphismen mit allen Aktualisierungen in Verbindung, wihrend der Spezifikations-
rumpf seinerseits iiber Morphismen mit allen aktualisierten Spezifikationen verbun-
den ist. Dadurch enthélt die Modellkategorie des Parameters die Vergifbilder aller
Aktualisierungsmodelle und die Modellkategorie der Rumpfspezifikation die Vergif3-
bilder aller Modelle aktualisierter Spezifikationen. Die Vergifibilder haben beziiglich
der von der Aktualisierung betroffenen Modellteile die gleichen Eigenschaften wie die
urspriinglichen Modelle, sodaB ihre Betrachtung ausreicht um die Ubertragung von
Eigenschaften der Aktualisierungen in die aktualisierten Spezifikationen zu beschrei-
ben.

Im Zuge einer Parameteriibergabe, verandert sich in Abhéngigkeit von der gewéhlten
Aktualisierung jeweils nur der vom Parameter ausgezeichnete Teil einer parameteri-
sierten Spezifikation. Um diesen Effekt auf die Modellsemantik zu iibertragen, ordnen
wir jedem Parametermodell das Modell der Rumpfspezifikation zu das entsteht, wenn
man den vom Parameter generierter Teil des initialen Rumpfmodells durch das Pa-
rametermodell ersetzt. Realisiert wird diese Ersetzung durch eine Modellkomposition
(— 3.2.3) des initialen Rumpfmodells mit dem Parametermodell. Als Schnittstellen-
beschreibung fungiert das initiale Parametermodell, das iiber generalisierte Modell-
morphismen mit den beiden Komponenten in Beziehung steht.

3.4.3 Definition (Modelltransformation):

Sei ANS(PAR) eine parameterisierte AN-Spezifikation, I4ys das initiale ANS-
Modell und Ipsg das initiale PAR-Modell, dann definieren wir fiir jedes PAR-
Modell AN ein ANS-Modell T, (AN) durch den Pushout

Ipar (=, eval) Tans
(id, eval) (PO) (id, eval)
AN ((_>, UAN) Tt—> (AN)

in GAHL-NETS.
]

Notation: Wenn sich die parameterisierte Spezifikation und der damit verbundene
Inklusionsmorphismus zwischen Parameter und Rumpf auf die sich eine Transfor-
mation bzw. ein Vergififunktor beziehen vom Kontext her klar sind, lassen wir den
Inklusionsmorphismus als Index weg und schreiben einfach T(AN) fiir T, (AN) bzw.
V fir V..
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Eine wesentliche Anforderung, die man allgemein an Parameterisierungen stellt, ist
die Vermeidung von Nebeneffekten bei der Parameteriibergabe. Ubertragen auf unse-
re Modellsemantik bedeutet das, die Modelltransformationen diirfen aufler den not-
wendigen Anpassungen an der Schnittstelle zwischen Rumpf- und Parametermodell
keine weiteren Verdnderungen bewirken, insbesondere keine Verdnderungen der Mo-
delleigenschaften. Letztere manifestierten sich in den von den Modellen ausgehenden
Morphismen. So existieren z.B. vom initialen Modell (— 2.2.6), das genau die spezifi-
zierten Eigenschaften reprisentiert, Morphismen in alle anderen Modelle der Modell-
kategorie, wihrend das Hinzufiigen von Struktur und damit von Eigenschaften die
Anzahl der Morphismen reduziert. Daher kann das Auftreten von Nebeneffekten in
Bezug auf die Modelleigenschaften anhand der vom betreffenden Modell ausgehenden
Morphismen nachgewiesen werden. Unsere Modelltransformation ist danach frei von
Nebeneffekten, wenn sie die von den Modellen ausgehenden Morphismen bewahrt
und keine weiteren hinzufiigt.

Beim Nachweis dieser Eigenschaft helfen die von den AN-Sperzifikationen generier-
ten Vergififunktoren. Sie erlauben es, die Bilder von Modelltransformationen in die
Ursprungskategorie abzubilden. Dabei werden die Verdnderungen deutlich, die im
Zuge der Transformation am Modell vorgenommen wurden. Zwischen einem Mo-
dell AN und dem Bild seiner Transformation V(T(AN)) existiert definitionsgeméf
(— 3.4.3) der Morphismus u,y, d.h. die Modelleigenschaften werden von unserer
Transformation zumindest bewahrt. Wenn dariiber hinaus keine Eigenschaften hin-
zukommen und die Eigenschaften der Umgebung, in die die Transformation die Mo-
delle eingebettet, erhalten werden, spricht man von , frei konstruierten Modellen*
[HS73, EM85, EBO91].

Das Bild T(AN) eines Modells AN unter der von der Inklusion des Parameters in den
Rumpf generierten Modelltransformation ist beziiglich des vom gleichen Morphismus
generierten Vergiflifunktors V , frei konstruiert, wenn zu jedem von AN ausgehen-
den Morphismus f ein Morphismus f’ in der Modellkategorie des Rumpfes existiert,
dessen Vergifibild das folgende Diagramm eindeutig kommutativ ergénzt.

AN HAN_ Y(T(AN)) T(AN)

O / !
N A

V(AN') AN’

3.4.4 Satz (Freie Konstruktion):

(I) Fiir jede parameterisierte AN-Spezifikation ANS(PAR) und jedes
PAR-Modell AN ist
Foo(AN) = T, (AN)
beziiglich des Vergiifunktors V., frei konstruiert, mit universeller Abbil-
dung ugn: AN =V, o F.,(AN) (— 3.4.3).
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(I) Ist dariiber hinaus die Datententypspezifikation Spec, aus PAR eine volle
Unterspezifikation von Spec, der Datententypspezifikation aus ANS, d.h.

Vs € SOp, op € OPs, eq € EQ,: op € OP,, Neq € EQ,,

dann gilt:

Uay = ((L»,id% (id,id,(u»,id))).

(Beweis — Anhang S. 250)

Freie Konstruktionen kénnen mit Hilfe der universellen Abbildungen zu Funktoren
erweitert werden. Dabei ergibt sich das Bild eines Morphismus f, aufgrund der fiir
freie Konstruktionen geltenden Eigenschaften, eindeutig aus der kommutativen Er-
ginzung des folgenden Diagramms

AN, f AN,
UAN, ) UAN,
V(F(AN,)) CYEFT V(F(AN )

Im Unterschied zur Parameterisierung, die alle moglichen Aktualisierungen des Pa-
rameters beriicksichtigen muf}, steht die Aktualisierung bei der Parameteriibergabe
fest (— 3.4.2). Deren Semantik ergibt sich, mit Hilfe der Ergebnisse des vorange-
henden Abschnitts (— 3.3.7, 3.3.9), aus der Semantik der Komposition iiber die die
aktualisierte Spezifikation erzeugt wird. Interpretiert man diese Ergebnisse im Rah-
men von Parameteriibergaben folgt daraus, dafl sich jedes Modell einer aktualisierten
Spezifikation eindeutig aus einem Modell der Aktualisierung und einem Modell der
parameterisierten Spezifikation zusammensetzt. Damit ist die Semantik der Parame-
teriibergabe mit der Semantik der Parameterisierung vertréglich.

Parameterisierte Spezifikationen sind nur dann sinnvoll einsetzbar, wenn die in Pa-
rameter und Spezifikationsrumpf festgelegten Systemeigenschaften auf alle aktuali-
sierten Spezifikationen iibertragbar sind. Andernfalls wiirden parameterisierte Spe-
zifikationen als Komponenten eines Gesamtsystems, eine Berechnung von dessen Ei-
genschaften in Hinblick auf spitere Umgebungsanpassungen durch Parameteraktua-
lisierung unmoglich machen. Fiir die operationale Semantik ergibt sich daraus die
Forderung nach der Ubertragbarkeit von Abliufen der Parametermodelle in Abliufe
der frei dariiber konstruierten Rumpfmodelle. Da Ablaufe und erreichbare Markierun-
gen eine Kategorie (die ProzeSkategorie) bilden, bedeutet Ubertragbarkeit in diesem
Fall die Existenz eines Funktors zwischen den Prozeflkategorien. Dieser 148t sich mit
Hilfe des Semantikfunktors OS (— 3.2.5), aus den generalisierten Morphismen der
Parametermodelle in ihre Bilder unter der freien Konstruktion gewinnen.
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3.4.5 Satz (Operationale Semantik der Parameterisierung):

Sei ANS(PAR) eine parameterisierte AN-Spezifikation, Ipag, Iays die initialen
Modelle vom Parameter bzw. vom Spezifikationsrumpf und AN ein Modell des
Parameters, dann:

(I) kommutiert das folgende Diagramm in PTS:

OS(Ipan) OS (<, eval) O8(Luws)
OS(eval) V) OS(eval)
OS(AN) Oy OS(F(AN))

wobei — die Einbettung von PAR in ANS bezeichnet.

(II) Ist dariiber hinaus die Datententypspezifikation Spec, aus PAR eine volle
Unterspezifikation von Spec, der Datententypspezifikation aus ANS, d.h.

Vs € SOp, op € OPs, eq € EQ,: op € OP,, ANeq € EQ,,

dann ist OS(AN) eine volle Unterkategorie von OS(V o F(AN)), und fiir
alle Morphismen v: m — m’ in OS(V o F(AN)) gilt:

v € OS(AN) oder v =idp,.

(Beweis — Anhang S. 255)
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Kapitel

Spezifikation eines ,,FFS*

sFlexible Fertigungssysteme* (kurz ,FFS) fiir die Bohr- und Frisbearbeitung pris-
matischer Werkstiicke sind unabhéngige logistische Einheiten, in denen mehrere,
sich voll ersetzende , Bearbeitungszentren® und eine , Werkstick-Ein/Ausgabestation
mit Hilfe einer automatischen Werkstiickversorgung zu einem Gesamtsystem verbun-
den sind. Dessen iibergeordnete Steuerungs- und Dispositionsaufgaben werden durch
einen ins System integrierten Leitrechner ibernommen.

Die einzelnen Komponenten eines FFS sind konstruktiv und funktional aufeinan-
der abgestimmt. Neben den schon erwihnten Bearbeitungszentren (kurz ,BAZY),
der Ein/Ausgabestation (kurz ,E/A-Station“), dem Werkstiicktransportsystem und
der Systemsteuerung, verfiigen flexible Fertigungssysteme zumeist iiber einen , Werk-
stiickspeicher®. Gegebenenfalls kommen als Zusatzeinrichtungen eine automatische
Werkzeugversorgung, Waschmaschinen und automatische Mefeinrichtungen dazu.

Das Bedienpersonal arbeitet an der Schnittstelle des FFS zur Umgebung und ist
weitestgehend vom Arbeitstakt der Maschinen entkoppelt. Grundlage dafiir ist die
Speicherung von Werkstiicktragern mit in Vorrichtungen gespannten Roh- und Fertig-
teilen auf Abstellplidtzen, die entlang des Fahrweges des Werkstiicktransportsystems
angeordnet sind. Diese Plitze werden in ihrer Gesamtheit als Werkstiickspeicher be-
zeichnet. Die Hauptaufgabe des Bedienpersonals besteht im Auf- und Abspannen von
Roh- bzw. Fertigteilen auf genormte Werkstiicktréager. Zu diesem Zweck verfiigt die
E/A-Station iiber einen oder mehrere Spannplitze.

Der Werkstiicktransport erfolgt mit Hilfe von schienengebundenen oder induktiv ge-
steuerten Transportfahrzeugen.! Sie beférdern die auf Werkstiicktrigern gespannten
Teile zwischen den Bearbeitungszentren, dem Werkstiickspeicher und den Spann- und
Abstellpléatzen.

Die Systemsteuerung koordiniert, steuert und iiberwacht alle Funktionen des automa-
tischen Produktions- und Versorgungsablaufs in einem Fertigungssystem. Ihre Haupt-
aufgabe ist die zeitgerechte Versorgung der angeschlossenen Bearbeitungszentren und
Sondermaschinen mit Werkstiicken, Werkzeugen und NC-Programmen?.

Die Anschaffung eines flexiblen Fertigungssystems stellt eine erhebliche Investition®
dar, die sich nur rechnet, wenn das System im tatsdchlichen Betrieb reibungslos funk-
tioniert und gut ausgelastet wird. Um dies zu gewéhrleisten miissen schon in der

lin kleineren Systemen werden zum Teil auch Portalférdersysteme eingesetzt
2NC = Numeric Control
3in der Regel zwischen einer und mehreren Millionen DM
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Planungsphase eine vielzahl von Faktoren beriicksichtigt werden, die je nach Ferti-
gungssituation, d.h. nach Anzahl der zu fertigenden Teile, der ben6tigten Werkzeuge
und der Berarbeitungszeiten in unterschiedlichem Mafle den Durchsatz und die Ko-
sten des Systems beeinflussen. Die wichtigsten Einfluigréfien sind

— die Anzahl der Bearbeitungszentren und die Gréfle ihrer Werkzeugmagazine,
— Typ und Anzahl der Transporteinrichtungen,

— die Anzahl der Werkzeuge im System,

— die Anzahl der Werkstiicktréiger,

— die Anzahl der Werkstiickspeicherpléitze,

— die Anzahl der Spann- und Ablageplitze und

— die Anzahl des Bedienpersonals.

Aufgrund der hohen Komplexitét flexibler Fertigungssysteme ist eine detailierte Be-
wertung der in Frage kommenden Systemkonfigurationen durch analytische Berech-
nungsmethoden? in der Regel nicht méglich, so daf§ in diesem Bereich verstéirkt rech-
nergestiitzte Simulationsmethoden (— [Vie85], [Chm85]) zum Einsatz kommen. Vor-
aussetzung dafiir ist eine formal eindeutige Systembeschreibung. Da diese Beschrei-
bung im Idealfall eine wesentliche Rolle bei der Kommunikation zwischen Anwender
und Produzent spielt, sollte sie anschaulich und {iberschaubar sein.

Im Rahmen dieser Arbeit dient die im weiteren schrittweise konstruierte Spezifikation
eines flexiblen Fertigungssystems zur Veranschaulichung der in den vorangegangenen
Kapiteln eingefiihrten Methoden anhand eines realitdtsnahen Beispiels. Mit diesem
Hintergrund wurden die folgenden vereinfachenden Annahmen getroffen:

— die vorhandenen Bearbeitungszentren konnen alle anfallenden Bearbeitungsauf-
trage ausfithren, d.h. es existieren keine Sondermaschinen,

— die gesamte Bearbeitung eines Werkstiicks kann ohne Unterbrechung, d.h. ohne
zwischenzeitliches Waschen oder Vermessen, an einem Bearbeitungszentrum aus-
gefiihrt werden,

— von der Werkstiickwechseleinrichtung der Bearbeitungszentren wird abstrahiert,
d.h. die Fahrzeuge kénnen die Werkstiicktriger direkt an das Maschinenbett iiber-
geben,

— die in der Regel vorhandene automatische Werkzeugversorgung der Bearbeitungs-
zentren bleibt unberiicksichtigt und

— es wird von allen zeitlichen Aspekten wie Bearbeitungsdauer, Werkzeugstandzeit
und Transportdauer abstrahiert.

4Warteschlangenmodelle o.4.
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Die Gliederung dieses Kapitels folgt seiner Funktion als Anwendungsbeispiel. Im er-
sten Abschnitt spezifizieren wir die Bearbeitungszentren und beschreiben anhand

der Schrittsemantik des initialen und ausgewé&hlter anderer Modelle die wichtigsten
Ablaufe.

Anschliefflend wird im zweiten Abschnitt die Spezifikation der Bearbeitungszentren
mit den Spezifikationen der {ibrigen Systemkomponenten zu einer ersten FFS-Spezi-
fikation komponiert. Der entgegengesetzte Vorgang, die Dekomposition eines FFS-
Modells, veranschaulicht die Semantik der Komposition.

Im dritten und letzten Abschnitt betrachten wir die FFS-Spezifikation als paramete-
risierte Spezifikation mit der BAZ-Spezifikation als formalem Parameter und zeigen,
wie sich mit Hilfe der freien Konstruktion als Semantik der Parameterisierung, die
Modelle des ersten Abschnitts in FFS-Modelle einbetten lassen. Eine, in ihrer Funktio-
nalitidt erweiterte und mit einem Werkzeugmagazin komponierte BAZ-Spezifikation
ersetzt bei der Aktualisierung der FFS-Spezifikation den formalen Parameter. Im Un-
terschied zur Komposition im vorangehenden Abschnitt, enthélt die Schnittstelle bei
dieser Komposition ein komplettes Netz.

4.1 Bearbeitungszentren

Die Bearbeitung der Werkstiicke erfolgt an numerisch gesteuerten Werkzeugmaschi-
nen, den Bearbeitungszentren, deren , Arbeitsspindeln® mit unterschiedlichen Werk-
zeugen bestiickt werden konnen. Diese, mit einem maschinenseitig normierten An-
schlufl versehenen Werkzeuge, sind zwischen den Bearbeitungszentren austauschbar.
Eine ,, Werkzeugwechselvorrichtung* erlaubt den Austausch, des in der Spindel befind-
lichen, mit dem fiir die néchste Operation benotigten Werkzeug. Zu diesem Zweck
muf} die Spindel in die ,, Werkzeugiibergabeposition® verfahren werden.

Die auszufiihrenden Bearbeitungsschritte werden der Maschine in Form von Program-
men iibermittelt. Sie enthalten fiir jede Operation die Nummer des ben6tigten Werk-
zeugs und die auf die Achsen der Arbeitsspindel bezogenen Vortriebsdaten; wobei
letztere bei der von uns gewéhlten Abstraktionsebene keine Rolle spielen. Wesentlich
ist dagegen die Werkzeugnummer. Befindet sich das entsprechende Werkzeug nicht in
der Spindel, wird die Bearbeitung unterbrochen und die Spindel in die Werkzeugiiber-
gabeposition verfahren.

Als ersten Schritt zur Spezifikation der Bearbeitungszentren definieren wir die ver-
wendeten Datentypen. Dabei setzen wir die algebraischen Spezifikationen

— Nat (natiirlichen Zahlen) (— 6.2.5),
— Bool (boolsche Algebra) (— 6.2.5),

— Data (formaler Parameter der durch jede Spezifikation aktualisiert werden kann)
und
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— Liste(Data) (Listen mit beliebigen Eintrigen deren Typ durch Aktualisierung des
formalen Parameters festgelegt wird)

als gegeben voraus. Diese konnen ebenso wie alle weiteren Datentypspezifikationen
mit Hilfe zweier Operationen, der Vereinigung bzw. der disjunkten Vereinigung, zu
neuen Spezifikationen verkniipft werden. Das Ergebnis ergibt sich in beiden Fillen
aus der entsprechenden Vereinigung der Spezifikationskomponenten. Abschlielend
erginzen wir die Liste der Standarddatentypen durch die parameterisierte Spezifika-
tion beliebiger Paare

Paar(Data W Data) = Data ™ Data U
sorts PR;

opns (, ): DATAL, DATA2 — PR.

Im folgenden notieren wir das Ergebnis der Aktualisierung einer parameterisier-
ten Spezifikation Spec(Par) mit Hilfe einer Spezifikation Akt und eines Spezifika-
tionsmorphismus h: Par — Akt durch Spec, (Akt). Ist der Spezifikationsmorphismus
durch die Wahl der Aktualisierung bis auf Umbenennung festgelegt, im Fall von
Paar(Data W Data) etwa dadurch, dafl Akt nur eine Sorte enthilt, kann er weggelas-
sen werden. Ausfiihrlichere Betrachtungen zu parameterisierten Datentypspezifika-
tion finden sich im Abschnitt 6.2 bzw. in [EMS85].

Drei Objekttypen sind fiir die Beschreibung von Bearbeitungzentren auf dem von uns
gewihlten Abstraktionsniveau von Bedeutung: Werkstiicke, Bearbeitungsoperationen
(kurz Operationen) und Werkzeuge. Der bei deren Spezifikation gewéhlte Detaillie-
rungsgrad ist speziell auf die Erfordernisse der Bearbeitungszentren ausgerichtet. Es
besteht an dieser Stelle keine Notwendigkeit, Anforderungen zu beriicksichtigen, die
andere Teile eines FFS, beispielsweise die E/A-Stationen (— S. 96), in Bezug auf
Operationen und Eigenschaften an die Datentypen stellen.

Die (Berarbeitungs-)Operationen werden in der gleichnamigen Spezifikation beschrie-
ben.
Operation(Data) = Data U Nat U

sorts OPN;
opns i :NAT, DATA — OPN.

Deren einzige Operation ,, > “ dient dem Erzeugen einer Bearbeitungsoperation aus
einer natiirlichen Zahl, der Werkzeugnummer, und einem DATA-Element stellvertre-
tend fiir die {ibrigen Daten der Operation. Da bei der hier gew#hlten Betrachtung
nur die Nummer des verwendeten Werkzeugs von Interesse ist, wurde der formale
Parameter Data, der durch jede Spezifikation ersetzt werden kann, als Platzhalter
fiir alle weiteren Operationsparameter® eingesetzt.

5Vortriebsdaten fiir die Spindelachsen, Spindeldrehzahl etc.
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Aus der Sicht der Bearbeitungszentren ist die als néchstes auszufiithrende Bearbei-
tungsoperation der wesentliche Aspekt der Werkstiicke, reprisentiert durch die Spe-
zifikation Werkstickg.

Werkstickg = Operation U

sorts WKST;

opns —+:WKsT, OPN — WKST.

Mit Hilfe der Operation ,+* 148t sich jedes Werkstiick w, dessen Bearbeitung noch
nicht abgeschlossen ist, durch den Term w' + o darstellen. Der darin enthaltene Ope-
rand o legt die nichste Bearbeitungsoperation fest.

Dariiber hinaus sind in Werkstickp keine weiteren Operationen, insbesondere kei-
ne erzeugenden, enthalten; so dafl die initiale Werkstick g-Algebra keine Elemen-
te zur Sorte WKST enthilt. Damit wird der Tatsache Rechnung getragen, daf} die
Werkstiicke in der E/A-Station eines FFS gebildet werden und die Berarbeitungs-
zentren ohne die dort getroffenen Vorbereitungen nicht arbeiten konnen. An anderer
Stelle dieses Abschnitts werden wir zeigen, wie sich im Rahmen der Modellbildung
durch die Verwendung von Algebren zu der um die Variablenmenge X (— S. 26 ff)
erweiterten Spezifikation (— 2.2), trotzdem Abldufe erzeugen lassen.

Beim Datentyp Werkzeug interessiert uns hier nur die Zuordnung von Nummern zu
Werkzeugen. Sie manifestiert sich in der Operation ,,V* der nachfolgenden Spezifika-
tion.

Werkzeug = Nat U
sorts WKz;

opns V:NAT — WKZ.

Da alle Bearbeitungszentren die gleiche Funktionalitdt haben, kann eine endliche
Menge von ihnen in einer Spezifikation zusammengefafit werden. Zu diesem Zweck
werden anstelle von Werkstiicken, Werkzeugen und Werkzeugnummern Paare ver-
wendet, deren erste Komponente die Nummer der betreffenden Maschine angibt.
Spezifiziert werden diese Paare, in dem Nat zusammen mit der jeweiligen Objektspe-
zifikation als Aktualisierung der Spezifikation Paar eingesetzt wird. Da die Zuordnung
der beiden Sorten des formalen Parameters zu den Sorten der Aktualisierung im Fall
der aus Werkstiicken und Werkzeugen gebildeten Paare nicht eindeutig ist, muf} sie
durch einen Spezifikationsmorphismus festgelegt werden.

so .
f: Data W Data — Nat U Werkstiicky, = (f : DATAL — NAT : @)
DATA2 — WKST 6

50 .
g: Data W Data — Nat U Werkzeug = (g : DATAL 1 NaT ) @)

DATA2 — WKZ
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BAZ =

Paary(Nat U Werkstiickp) U
Paar,(Nat U Werkzeug) U
Paar(Nat) ,

Condp: ba ()
st + (x =n) = False

of =0,

Abbildung 4.1: Ein Berarbeitungszentrum ohne lokalen Werkzeugvorrat.

Die Netzkomponente der AN-Spezifikation BAZ in Abbildung 4.1 enthélt drei Tran-
sitionen. Davon ist ,ba“ fiir die Bearbeitung eines auf dem Maschinenbett (,,mb*)
befindlichen Werkstiicks (w+ (n > d)) zustéindig, sofern noch eine Operation (n < d)
vorgesehen ist, sich das dafiir notwendige Werkzeug (Vn) in der Spindel (,,sp*) und
diese sich in Arbeitsposition befindet.

Stimmt die Nummer (z) des in der Spindel befindlichen Werkzeugs nicht mit der
Nummer (n) des benotigten Werkzeugs iiberein, d.h. die ,, st“ zugeordnete Gleichung
(z = n) = False™ liefert auf beiden Seiten den boolschen Wert ,, False®,® dann schal-
tet st. Dadurch wird die Spindel in die Ubergabeposition (,up“) gebracht und die
Nummer des benstigten Werkzeugs (n) auf der Stelle ,nb“ angezeigt.

Nach dem Schalten von st bleibt das Bearbeitungszentrum passiv bis das Werkzeug in
der Spindel gegen das benotigt Werkzeug ausgetauscht wird. Dieser Austausch muf

6da Dataw Data keine Operationen enthélt bleibt die zweite Komponente der Spezifikationsmor-
phismen f, g leer

"das erste Gleichheitszeichen bezeichnet eine Operation auf natiirlichen Zahlen mit einem bool-
schen Wert als Ergebnis und gehort nicht zur Gleichung!

8die Ungleichheit zweier Variablen 148t sich nur {iber Gleichungen spezifizieren
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von auflerhalb erfolgen und ist daher nicht mit spezifiziert. Anschliefend schaltet ,, vf “
und bringt die Spindel wieder in seine Arbeitsposition.

Abbildung 4.2 zeigt eine Schrittsequenz (— 1.3.1) des initialen BAZ-Modells.? Um
die Darstellung kompakt zu halten, wurde die Operation ,@“ der freien abelschen
Gruppe weggelassen und die Operanden stattdessen iibereinander notiert

(p,t)] -

[(p,t)® (P, 1)] = [(p,,t,)

Die erste Operation n; > g; des Werkstiicks (w + ng < ¢g2) + ny 1 ¢g; auf BAZ m
kann ausgefiihrt werden, da sich das dafiir ben6tigte Werkzeug Vn; in der Spindel
befindet. Fiir die anschliefende Operation wird dagegen das Werkzeug Vnsy benétigt,
so daBl die Gleichung (z = n) = False unter der Variablenbelegung = = ny, n = ny
und p = w erfiillt (— 2.3.1) ist. Damit sind wiederum die Vorbedingungen fiir die
Kombination von st mit dieser Belegung in der Entfaltung (— 2.3.3) des initialen
Modells erfiillt und es existiert ein entsprechender Schaltschritt der operationalen
Semantik. Ausgehend von der daraus resultierenden Markierung ist kein weiterer
Schaltschritt mehr moglich.

<mb, (m, <w+ &2) + &)) ba, ass: n— ny o
g2 9 ; P w—+ g

(sp, (m, Vny)) 92

Y

N ) mb, | m, w (&
e ) e
T (nb, (m, ny))

Abbildung 4.2: Schrittsequenz zum initialen BAZ-Modell.

Um die Spezifikation der Berarbeitungszentren in Form zweier Modelle aus dem Be-

reich der Automobilindustrie zu konkretisieren, gehen wir im folgenden davon aus,
daf

— Tl = {Motorblock, Zylinderkopf, Nockenwelle} die zu bearbeitenden Motorenteile
bezeichnet,

— dafiir die Werkzeuge Wz = { Bohrer, Gewindebohrer, Frise} bendtigt werden,

— die von den Bearbeitungszentren ausfithrbaren Operationsparameter in der Menge
OpPar festgelegt sind,

%genau genommen existieren undendlich viele initiale Modelle, die sich aber alle bis auf Umbe-
nennung gleichen
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— Op = N x OpPar gilt und

— OpT die kleinste Menge ist, die alle Op-Elemente, das Element ,, | “ und fiir jedes
Paar aus einem Op-Element ,0“ und einem OpT-Element ,t“ das Element ,,0.t“
enthélt.

Auflerdem nehmen wir die folgenden Funktionen als gegeben an

Bohrer, n mod 3 = 1;
O:N— Wz mit On = { Gewindebohrer, n mod 3 = 2;
Frase, n mod 3 = 0;

+—:Nx OpPar — Op mit L = (n,b)
b

. . _J (o), =1
--:Tlx OpT x Op = TUx OpT mit  (t,0).0= { (,0.), sonst;

und bilden zusammen mit den vorher definierten Mengen die Algebren!®

OpMotor = NU (OpPar, 0) U (Op, <) € ALG(Operation) ™
MotorWkst = OpMotor U (Tl x OpT, -._) € ALG(Werkstickpg)
MotorWkz = NU (Wz, &) € ALG(Werkzeug)

MNr_Motor Wkst = NW Motor Wkst & (N x Tl x OpT, (, ))
MNr_MotorWhkz = N& MotorWhkz & (N < Wz, (,) )
MNr_WNr = N (N xN, (, )).

In der AN-Spezifikation BAZ sind die Minimalanforderungen festgelegt, die wir an
die Bearbeitungszentren stellen. Demgegeniiber verfiigen diese Anlagen in der Praxis
zumeist iiber einige Erweiterungen, wie automatische Werkzeugwechselvorrichtun-
gen oder einen lokalen Werkzeugvorrat in Form von Ketten- oder Palettenmagazi-
nen. Abbildung 4.3 zeigt ein derartiges, gegeniiber der Spezifikation in Abb. 4.1 um
eine Werkzeugwechselvorrichtung (,, ww*) mit Verriegelung (,,mv*) und einen Werk-
zeugiibergabeplatz (,,mu*) erweitertes Modell. Bei Bearbeitungszentren diesen Typs
kann ein Werkzeug per Hand oder durch eine automatische Transportvorrichtung in
einen dafiir vorgesehenen Platz abgelegt werden. Nach Freigabe dieser Position, er-
faBBt die Werkzeugwechselvorrichtung in Form eines mechanischen Doppelgreifers das
iibergebene Werkzeug und das Werkzeug in der Spindel'? und tauscht sie gegenein-
ander aus.

10N bezeichnet hier sowohl die Menge der natiirlichen Zahlen als auch die entsprechende Algebra
mit den Standardoperation ,,+¢, ,,—¢, , %%, ,, = ¢ etc.
die Vereinigung von Algebren erfolgt wie die Vereinigung von Spezifikationen komponentweise

2(ie sich dafiir in der Ubergabeposition befinden muf}
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BAZ_WW: BAZ, id,
MNr_MotorWkst U MNr_MotorWkz U MNr_WNr

muv

(=, =, (id, eval))

Abbildung 4.3: Ein Berarbeitungszentrum mit Werkzeugwechsler.

prssna I SO Lok

t =< , ,
(mu, (m, Onsy)) m

(nb, (m, ny))
(up, (m, Onsy))

mb, (m, w. 2
()] ( <Sp<,(m,<>g>> ¢
(ma, (m, om))

Abbildung 4.4: Schrittsequenz des BAZ-Modells BAZ _WW.
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Das initiale BAZ-Modell und das Modell in Abbildung 4.3 sind durch den Modellmor-
phismus eval verkniipft.!®> Damit lifit sich die Schrittsequenz zum initialen Modell
aus Abbildung 4.2, im folgenden mit ,s“ bezeichnet, mit Hilfe des von der Spezifi-
kation generierten Semantikfunktors OSpaz(eval) (— 2.3.7) in eine Schrittsequenz
zum Modell in Abbildung 4.3 transformieren. Dabei werden in diesem Fall lediglich
die Operationen umbenannt.

Die Schrittsequenz (— Abb. 4.4) zum BAZ-Modell in Abbildung 4.3 enthélt neben der
transformierten Schrittsequenz aus Abbildung 4.2, das fiir die zweite Bearbeitungs-
operation notwendige Werkzeug <ny auf dem Werkzeugiibergabeplatz (mu) und die
Freigabe dieser Position (mwv). Der nach Ablauf von OS gz (eval)(s) aktivierte Werk-
zeugwechsler (ww) kann daraufhin das in der Spindel befindliche Werkzeug <$ny gegen
Ony tauschen. Nachdem anschlieflend die Spindel in eine Arbeitsposition verfahren
wurde (vf), kann die Bearbeitung des Werkstiicks in der hier nicht weiter ausgefiihr-
ten Sequenz , s’ fortgesetzt werden.

Neben einer automatischen Werkzeugwechselvorrichtung verfiigt das BAZ-Modell in
Abbildung 4.5 iiber ein Werkzeugmagazin. Der darin gespeicherte Werkzeugvorrat
ermoglicht eine in der Regel'* bedienerfreie und, abgesehen von Positionier- und
Ubergabezeiten unterbrechungsfreie Bearbeitung von Werkstiicken. Das gilt insbeson-
dere auch fiir Werkstiicke zu deren Bearbeitung mehrere unterschiedliche Werkzeuge
benétigt werden.

Im Unterschied zum Modell in Abbildung 4.3, das das initiale Modell lediglich ergénzt,
unterscheidet sich die Netzstruktur in Abbildung 4.5 auch im von der Spezifikation
generierten Teil. Die Stelle nb, die die Nummer des nichsten benétigten Werkzeugs
enthélt, wurde im Modell ,, BAZ _Mag* dupliziert. Zum einen wird diese Information
wie in den anderen Modellen dazu verwendet, um festzustellen, ob die Spindel in eine
Arbeitsposition verfahren und die Bearbeitung fortgesetzt werden kann (nb), zum
anderen wird sie vom Magazin zur Bereitstellung des Werkzeugs gebraucht (,ma*).

Aus Sicht der Sperifikation kommt der Zusammenhang von nb mit der Stellen-
summe nb @ ma in BAZ _Mag in der Stellenkomponente der Evaluierungsfunktion
(— Abb. 4.5) des Modells zum Ausdruck. Dariiber hinaus ist er Teil des Modellmor-

phismus

h = (—,h" id): BAZWW — BAZ_Mag mit h": nb nb® ma,

der die beiden Modelle des Bearbeitungszentrums miteinander in Beziehung setzt.

13yom initialen Modell existiert ein derartiger Morphismus in jedes andere Modell der Spezifikation

(—2.2)
abgesehen von Werkzeugbruch und Verschleifl



4.2 Komposition des FFS

91

BAZ _Mag: BAZ, id,
MNr_MotorWkst U MNr_MotorWkz U MNr_WNr

muw

(eP: nb — nb ® ma, —, (id, eval))

Abbildung 4.5: Ein Berarbeitungszentrum mit Werkzeugmagazin.

4.2 Komposition des FFS

Die im letzten Abschnitt eingefiihrten Bearbeitungszentren bilden nur eine Kom-
ponente flexibler Fertigungssysteme. Die iibrigen im Rahmen dieses Beispiels re-
levanten Komponenten Werkstiicktransportsystem, Werkstiickablagepldtze und die
Ein/Ausgabestation werden, mit Ausnahme der rein passiven Ablageplitze, die wir
als Teil des Transports behandeln, in diesem Abschnitt separat spezifiziert und an-
schliefend zu dem Gesamtsystem FFS verkniipft.

Mit Hilfe des Werkstiicktransportsystems entsteht aus den Einzelkomponenten eines
FFS eine logistische Einheit. Die Steuerung dieses Systems macht einen wesentlichen
Teil der Systemsteuerung aus und ist eng mit der Disposition des Werkstiickflusses
verbunden. Zu diesem Zweck muf} sie den Belegungszustand der Systemkomponen-
ten erfassen und laufend aktualisieren. Die algebraische Spezifikation Systemzustand
liefert die Datengrundlage dafiir.

Abgesehen von der Konstanten , 1“, die einen Dummy-Wert erzeugt, setzen sich
die Operationsnamen der Spezifikation Systemzustand aus einem die Komponen-
te bezeichnenden Prifix und einen den Zustand bezeichnenden Suffix zusammen.
Dabei steht ,M*“ (Machine) fiir ein Bearbeitungszentrum, ,B“ (Buffer) fiir einen
Ablageplatz, ,,S“ (Station) fiir einen Platz der E/A-Station, ,fr*(free) fiir frei und
,oc“(occupied) fiir belegt. Der Operationsparameter bezeichnet die Nummer der je-
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weiligen Komponente.

Systemzustand =
sorts SYSZ;

opns 1 : — Sysz
Mfr: NAT — Sysz
Moc: NAT — SYSz
Bfr : NAT — Svsz
Boc: NAT — Sysz
Sfr : NAT — Svysz
Soc : NAT — SYSZ.

Um die werkzeugbedingten Wartezeiten gering zu halten, besteht bei einigen Bear-
beitungszentren die Md&glichkeit, das Bearbeitungsprogramm dem Werkstiick voraus
zu schicken. Damit haben Bearbeitungszentren, die iiber einen lokalen Werkzeugvor-
rat verfiigen, die Moglichkeit, das fiir die erste Bearbeitungsoperation notwendige
Werkzeug noch wihrend des Werkstiicktransports einzuwechseln. Die Spezifikation
Werkstiick 7, eine Erweiterung unserer bisherigen Werkstiickspezifikation (— S. 85),
enthélt zu diesem Zweck die Operation ,, Prg“, die zu jedem Werkstiick das Bearbei-
tungsprogramm in Form einer Operationsliste liefert.

Werksticky = Werkstickp U Liste(Operation) U
opns Prg: WKST — LST;
eqns  w : WKST; o : OPN;

Prg(w + o) = Prg(w) +o.

Fahrtauftrag und Zustand (beladen oder unbeladen) sind die, im Zusammenhang mit
den Transporteinheiten, relevanten Informationen. Die Form des Transports, d.h.
schienengebunden, fahrerlos oder als Portal, spielt dagegen auf der hier gewihlten
Beschreibungsebene keine Rolle. Dementsprechend werden die Transporteinheiten in
der Spezifikation ,, Transportsystem* durch eine Konstante (,, Tp“) generiert. Dariiber
hinaus existiert auf den Transporteinheiten nur die Operation , Load“, die den Uber-
gang von unbeladenen zu beladenen Einheiten ermdéglicht. Dabei wird mit Hilfe der

15das ,,+“ auf der rechten Seite der Gleichung bezeichnet die Listenoperation die Elemente an
eine bestehende Liste abhéngt
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Operationen ,,— M (Ziel ist ein Bearbeitungszentrum), ,—B* (Ziel ist ein Ablage-
platz) und ,,—S*“ (Ziel ist eine Ein/Ausgabestation) das Ziel der Lastfahrt festgelegt.

Transportsystem = Werksticky U

sorts DsT, TPs;

opns Tp : — T'PS
—M : NAT — DsT
—B : NAT — DsT
—S :NaAT — DsT

Load: Tps, WKsT, DsT — TPs.

Damit die Transportsteuerung ihre Aufgabe wahrnehmen kann, muf fiir jede Kompo-
nente die Anzahl der im FFS vorhandenen Einheiten bekannt sein. Die Spezifikationen
mengenméfig unterschiedlich ausgelegter Systeme unterscheiden sich dariiber hinaus
jedoch nicht, so dafl wir diese Werte als numerische Konstanten festlegen konnen. In
diesem Zusammenhang steht

- ,,q“ fiir die Anzahl der Bearbeitungszentren,
— ,r* fiir die Anzahl der Plitze der Ein/Ausgabestation und

— ,,s“ fiir die Anzahl der Werkstiickablageplitze.

Jeder Transport 148t sich in die Abschnitte Leerfahrt und Lastfahrt untergliedern.
Dabei fallen die Dispositionsaufgaben fast ausschliellich zu Beginn der Leerfahrt an.
Bereits zu diesem Zeitpunkt werden sowohl Quelle als auch Ziel der anschlieBenden
Lastfahrt festgelegt, wobei das Ziel zusitzlich reserviert wird. Mit der Ubernahme
des Werkstiicks von der Quelle endet die Leerfahrt und die Lastfahrt beginnt.

Die Gliederung in Leer- und Lastfahrt findet sich in der Transport-Spezifikation
(— Abb. 4.6) wieder. Darin steuern die Transitionen (,em*, ep“, ,es*) der linken
Hiilfte die Leerfahrten, untergliedert nach deren Ziel (Bearbeitungszentrum, Ablage-

platz oder E/A-Station), wihrend die rechts stehenden Transitionen (,am*, ,ap“,
»as®) fiir die Lastfahrten, ebenfalls nach ihrem Ziel untergliedert, zusténdig sind.

Die Festlegung von Quelle und Ziel eines Transports erfolgt in den Gleichungen der
fiir die Leerfahrten zustindigen Transitionen. Dabei liegen die folgenden Regeln zu-
grunde:

— ein Fahrtauftrag ,— M,,,“ von einer E/A-Station zum Bearbeitungszentrum m

wird generiert (— es), wenn das Werkstiick p auf der E/A-Station noch bearbeitet
werden mufl (Prg(p) # () und das Bearbeitungszentrum in der Steuerung , ss“
als frei (so = Mfr(m)) eingetragen ist,

— ein Fahrtauftrag ,—B,,“ von einer E/A-Station zum Ablageplatz m wird generiert
(— es), wenn das Werkstiick auf der E/A-Station noch bearbeitet werden muff und
alle Bearbeitungszentren als belegt eingetragen sind (A!_, s, = Moc(i)),
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— ein Fahrtauftrag ,,— M,,“ von einem Ablageplatz zum Bearbeitungszentrum m
wird generiert (— ep), wenn das Werkstiick auf dem Ablageplatz noch bearbeitet
werden mufl und das Bearbeitungszentrum als frei eingetragen ist,

— ein Fahrtauftrag ,,—S,,“ von einem Ablageplatz zur E/A-Station m wird generiert
(— ep), wenn die Bearbeitung des Werkstiicks abgeschlossen ist (Prg(p) = 0)) und
die E/A-Station als frei eingetragen ist (so = Sfr(m)),

— ein Fahrtauftrag ,,—S,,“ von einem Bearbeitungszentrum zur E/A-Station m wird
generiert (— em), wenn die Bearbeitung des Werkstiicks abgeschlossen ist und die
E/A-Station als frei eingetragen ist und

— ein Fahrtauftrag ,— B,,“ von einem Bearbeitungszentrum zum Ablageplatz m
wird generiert (— em), wenn die Bearbeitung des Werkstiicks abgeschlossen ist
und alle E/A-Stationen als belegt eingetragen sind (A_, s; = Soc(i)).

Zusammen mit der Generierung des Fahrtauftrages wird die Leerfahrt ausgefiihrt.
Sie iiberfiihrt eine bis dahin passive und unbeladene (,pf*) in eine aktive beladene
Transporteinheit (,af“). Handelt es sich bei dem Ziel der Leerfahrt um ein Bear-
beitungszentrum, wird parallel zum Transport das Bearbeitungsprogramm an die
entsprechende Maschine iibertragen. Im Zuge der sich an eine Leerfahrt anschlieflen-
den Lastfahrt, wird die aktive Transporteinheit an ihrem Ziel entladen und in eine
passive Einheit umgewandelt.

Ein/Ausgabestationen bilden die Schnittstelle eines FFS zu seinem Fertigungsumfeld
und sind gleichzeitig die einzige Komponente, die im normalen Betrieb ein menschli-
ches Eingreifen erfordert. Hier werden die zu bearbeitenden Teile auf Werkstiicktréiger
gespannt und mit den notwendigen Bearbeitungsprogrammen zu einer systemweit
handhabbaren logistischen Einheit verbunden. Auflerdem werden an dieser Stelle die
fertig bearbeiteten Teile von den Werkstiicktrigern getrennt und verlassen das Sys-
tem.

In Bezug auf die E/A-Station ist als Systemzustand nur die Belegung der E/A-Plétze
von Bedeutung, daher geniigt hier die folgende Spezifikation

Systemzustand g =
sorts SYSZ;

opns Sfr: NAT — Sysz
Soc: NAT — SYSZ.

Werkstiicktriger erlauben es, Teile unterschiedlicher Geometrie zu transportieren und
zu bearbeiten, ohne Transportsysteme und Bearbeitungszentren auf das jeweilige Teil
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Transport =

Systemzustand U Transportsystem U
Paarg(Nat U Werkstiickr) U Paarg(Nat U Liste(Operation))

Condry: em— { Prg(p) =0,
(so = Sfr(m) A sp41 = Soc(m) ANd =—S,, A Ny si= L)V
(so = Bfr(m) A s,41 = Boc(m) ANd =—B,,, A
Ni_y si = Soc(i)) = True}
ep — { (Prg(p) =0 A sy = Sfr(z) A sy = Soc(z) ANd =—S; Am =0)V
(Prg(p) # 0 A sy = Mfr(m) A s, = Moc(m) A d =—M,,)
= True}

es — { Prg(p) # 0,
(so = Mfr(m) A sgp1 = Moc(m) Nd =—My, AN N_; si= 1)V
(so = Bfr(x) A sg41 = Boc(x) Nd =—By; Am =0 A
! s = Moc(i)) = True}

EE s
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ElE (n,p) (n,p)
; em ’L\ am
—
\ mb
(n.p) (n.p)
ep ap
Jud
(n.p) (n.p)
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Ls

€s ] ] as
” 8 ps

r+

i=0 Si
1
1 5i
Mfr(n) & &

q+

Soc(n) ® @
Sfr(n) & @

q

Moc(n) ® @

Bfr(n) & s1
Boc(n) @ s2

Load(t,p,d) Load(t,p,—S,)

Load(t,p,d) Load(t,p. —DB,,)

Load(t,p,d) /)\a_f/K Load(t,p, —M,,)

Abbildung 4.6: Transportspezifikation
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umriisten zu miissen.

Werkstiicktrager =
sorts WKTR;

opns mm: — WKTR.

An den zu bearbeitenden Teilen interessieren uns im Rahmen dieses Beispiels nur die
auszufithrenden Werkzeugoperationen. Sie werden geordnet nach ihrer Ausfiihrungs-
reihenfolge in Listen zusammengestellt. Die Zuordnung von Bearbeitungsprogram-
men zu diesen Teilen erfolgt in der nachfolgenden Datentypspezifikation durch die
Operation ,, Prg“, die aufgrund ihrer Parameter- und Ergebnissorte eindeutig von der
gleichnamigen Werkstickp-Operation unterscheidbar ist.

Teil = Liste(Operation) U
sorts TL;

opns Prg: TL — LST.

Fiir die E/A-Station wird der Datentyp Werkstick noch einmal erweitert. Hinzu kom-
men die Spezifikationen der Werkstiicktrager und Teile sowie die Operation ,,— “, die
dem zusammenfiigen dieser Komponenten mit den Bearbeitungsprogrammen dient.

Werkstick s = Werkstiuckr U Teil U Werkst cktrager U
opns —:TrL, WKTR, LST — WKST;
eqns t:Twy; [ : LsT;

Prg(L1) =1.

Die AN-Spezifikation der Ein/Ausgabestation in Abbildung 4.7 kommt mit je einer
Transition fiir das Aufspannen (,us“) und Abspannen (,,bs*) der Teile aus. Dabei
wird die Information iiber den gefinderten Belegungszustand der Ein/Ausgabeplétze
an die Systemsteuerung (ss) weitergegeben.

Um die bisher separat beschriebenen FFS-Komponenten, Bearbeitungszentren, Werk-
stiicktransport und Ein/Ausgabestation, zu einem System zu verkniipfen, miissen
zunichst deren Schnittstellen festgelegt werden. Derartige Beriihrungspunkte existie-
ren einmal in Form der Maschinenbetten zwischen Bearbeitungszentren und Trans-
port, zum anderen in Form der E/A-Plitze und des Systemzustands zwischen dem
Transport und den E/A-Stationen. Da diese Schnittstellen voneinander verschieden
sind, muf} die Komposition in zwei Schritten erfolgen.

Die Spezifikationen der Bearbeitungszentren und des Transports verfiigen beide iiber
eine die Maschinenbetten repréisentierende Stelle mb und {iber Paare aus Maschinen-
nummer und Werkstiick als Objekttypen, iiber die auf diese Stelle zugegriffen wird.



4.2 Komposition des FFS

97

Ein/Ausgabestation =
Paarp(Nat U Werksticks) U Systemzustandsg

Conds : us+— 10
bs — ()

Abbildung 4.7: Ein/Ausgabestation

Diese Gemeinsamkeiten sind in der Schnittstellenspezifikation
Mb = ( Paar¢(Nat U Werkstickg), 0, (0, {mb}, Top, 0, 0))

formalisiert. Dabei wurde die Werkstiickspezifikation der Bearbeitungszentren ver-
wendet, weil sie in der Werkstiickspezifikation des Transports enthalten ist und damit
den kleinsten gemeinsamen Nenner beider Systeme bildet.

Mit Hilfe des Kompositionsdiagramms
BAZ < Mb < Transport

konnen die Sperzifikation der Bearbeitungszentren und die des Werkstiicktransports
miteinander verschmolzen werden. Die resultierende Spezifikation ANS bildet ein
Zwischenergebnis auf dem Weg zur FFS-Spezifikation in Abbildung 4.8, die wir durch
Komposition von ANS mit der Spezifikation der Ein/Ausgabestationen (— Abb. 4.7)
erzeugen.

Wie bei der vorangegangenen Komposition besteht die Schnittstelle

EAp = ( Paar;(Nat U Werkstickp) U Systemzustand g, 0,
((ba {pS, 33}7 TOP7 Q)a Q)))

bei der Verkniipfung der Spezifikationen ANS und FEin/Ausgabestation nur aus Stel-
len. Das liegt vor allem daran, dafl bei dem hier gewéhlten Abstraktionsniveau die
Werkstiickplitze als rein passive Komponenten betrachten werden.!® Der Datentyp-
anteil entspricht dem Schnitt der Datentypkomponenten von ANS und Ein/Ausgabe-
station.

6Der nichste Abschnitt enthélt unter anderem eine Komposition deren Schnittstelle von einer
aktiven Komponente gebildet wird und dementsprechend ein ,normales“ CP/T-Netz beinhaltet.
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FFS =

Systemzustand U Transportsystem U

Paary(Nat U Werkstiick) U Paar,(Nat U Werkzeug) U
Paary(Nat U Liste(Operation)) U Paar(Nat)

Condg U Condr U Condg
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t t
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Abbildung 4.8: AN-Sperzifikation eines FF'S
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Die Komposition
ANS < EAp — Fin/Ausgabestation

fiihrt in ihrem Ergebnis'” zur Spezifikation in Abbildung 4.8 und beschreibt damit
die grundlegenden Funktionen eines kompletten FFS.

Die durch die Komposition bis auf Isomorphie, d.h. in diesem Fall bis auf Umbe-
nennung, eindeutig festgelegte Spezifikation FFS, vereinigt in sich die Netzstruktu-
ren der drei von uns unterschiedenen FFS-Komponenten und deren Datentypspezi-
fikationen. Da die Schnittstellen der zugrundeliegenden Kompositionen in beiden
Féllen durch Inklusionen mit den Komponenten verbunden sind, &ndern sich weder
deren Netzstrukturen noch ihre Datentypen im Ergebnis der Komposition; sie wer-
den lediglich ergénzt. So entspricht beispielsweise die Werkst i ck-Spezifikation in FFS
der gleichnamigen Spezifikation in Ein/Ausgabestation, wihrend die Datentypspezi-
fikation Systemzustand mit der gleichnamigen Spezifikation des Transports iiberein-
stimmt. Dieser Zusammenhang der Komponentspezifikationen BAZ, Transport und
FEin/ Ausgabestation mit der komponierten Spezifikation FFS findet in der Existenz
entsprechender Inklusionsmorphismen seinen Niederschlag.

BAZ C
Transport < FFS
C
Fin/ Ausgabestation

Im folgenden wollen wir eine, die FFS-Spezifikation als Gesamtes betreffende Eigen-
schaft, die mogliche Verklemmung des Systems anhand eines dazu fithrenden Ablaufs
des initialen Modells untersuchen. Die Verklemmung eines FFS in der von uns spe-
zifizierten Form ist immer dann moglich, wenn die Anzahl der darin vorgesehenen
Werkstiicktrager gleich der Summe der Bearbeitungszentren, Ablage- und E/A-Plétze
ist oder diese iibersteigt.

Um den Ablauf iiberschaubar zu halten, gehen wir von einem kleinen System mit
zwei Bearbeitungszentren, einem Ablageplatz, drei E/A-Plétzen und zwei Transport-
einheiten aus und fiihren fiir eine Reihe von Systemschritten bzw. Schrittsequenzen

17genaugenommen handelt es sich bei dem Ergebnis um ein Diagramm (— 3.3.3) auf dessen Objekt
wir uns hier beziehen
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abkiirzende Notationen ein:

[ ass: n s i
m >z /
r =0 [(pg, (2, Prg(t")))]
P Pll) (35, Sfr(s))
def b= I q*(ss, 1)
Try(s,z,t') = | | es, so = Mfr(z) ; (ss, Moc(z))
S1 —
am, ass: N z
Sq L p — t; Prg(t')
Sq+1 —> Moc(z) t—Tp
i d — —M, |
[ ass: n S i
m =0 [(pg. (0, Prg(t')))]
x>z
b (5. 80r(5)
dof t = Tp (ss, Moc(i))
Trp(s, 2, 1) = es, so — Bfr(z) ; i=1
s1 — Moc(1) (ss, Boc(2))
: ap, ass: ni z
Sq = MOC(Q) p— % Prg(t')
Sq+1 — Boc(z) t s Tp
i d — —DB, |

sos. ) [ (1t 1)

Die gezeigte Verklemmung ist aber nicht auslegungsspezifisch, sie 148t sich unter
vergleichbaren Umstédnden in Systemen beliebiger Grofie erzeugen.

Fiir unseren Beispielablauf nehmen wir an, daf} sich das FFS im Zustand m mit den
folgenden Eigenschaften befindet,

m(pa,mm) > 6, m(pf, Tp) =2, > m(rt,t) =6, ®

(Ttat)GPXTSpec ,T'l

d.h. es existieren soviel Werkstiicktrager wie Bearbeitungszentren, Ablage- und E/A-
Plétze zusammen und es sind noch mindestens sechs Teile zu bearbeiten.

8m(p,t) steht fiir die Anzahl der Token ¢ auf der Stelle p im Zustand m (— 1.1)
19die m; enthalten alle von dem jeweiligen Schritt nicht beriihrten Token
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Sp(111)] Sp(1,t2)]
S]] SR
ISpGa) T w3 t)]

Abbildung 4.9: Ein Ablauf der zu einer Verklemmung des Systems fiihrt.

Bei dem in Abbildung 4.9 gezeigten Ablauf werden zun&chst nebenlédufig drei Teile
auf Werkstiicktriger gespannt und dann in zwei Etappen transportiert (es stehen
nur zwei Transporteinheiten zur Verfiigung). Die ersten beiden Werkstiicke gelangen
direkt zu den Bearbeitungszentren, ein Werkstiick mufl auf dem Ablageplatz zwi-
schengelagert werden. Nach dem neuerlichen Aufspannen von drei Teilen sind alle im
System vorhandenen Pldtze belegt.

Zm'(ss, Sfr(i)) =0, m/(ss,Bfr(1)) =0 und Zm'(ss,Mfr(i)) =0

Unter diesen Umstédnden konnen die auf den Maschinen befindlichen Werkstiicke noch
bearbeitet werden, anschliefend ist keine Aktion mehr méglich. Transporte kénnen
nicht mehr stattfinden, da alle Ziele belegt sind, die Maschinen kénnen nicht mehr
arbeiten, da neue Teile nicht mehr nachkommen und ein Auf- bzw. Abspannen von
Teilen ist nicht mehr moglich, da der dafiir benétigte Platz fehlt.?°

Sieht man davon ab, daf} in unserem System nur zwei Transporte gleichzeitig durch-
gefiihrt werden konnen, sind die Transportschritte voneinander unabhéngig. Dasselbe
gilt fiir Transporte und Spannvorginge, wenn sie nicht den selben Spannplatz betref-
fen. Da unabhingige Aktionen nebenldufig und nebenldufige Aktionen auch nach-
einander ausgefiihrt werden konnen, 148t sich der in Abbildung 4.9 gezeigte Ablauf,
mit Hilfe der in der Schrittsequenzsemantik (— 1.3.1) festgelegten Regeln, in den
aquivalenten Ablauf in Abbildung 4.10 umformen.

Jedes Modell einer Spezifikation, die sich als Ergebnis einer Komposition darstellen
148¢t, kann eindeutig in Modelle der Komponenten zerlegt werden. Dabei spielt es
keine Rolle, ob die Spezifikation wirklich aus dieser oder iiberhaupt einer Komposition
hervorgegangen ist. Um diesen Zusammenhang zu verdeutlichen, betrachten wir die
FFS-Sperzifikation in Abbildung 4.8 als Ergebnis der Komposition

BAZ* (SpecBAz+, 0. ({pg, mb}, 0, Tor(x), 0, VJ)) — ANStp+p4

20im realen Betrieb konnten die unbearbeiteten Teile wieder abgespannt werden, das ist in unserer

Spezifikation jedoch nicht vorgesehen
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[Tro(1,1, 1)

]
[Sp(2,t2)]  [Sp(1,11)] 1Sp(1,44)]
m; [Sp(3,t5)]; [Tre(2, 2, t2)]; [T[ ((32 1{57)], [Sp(3, )] ; m’

Abbildung 4.10: Ein zum Ablauf in 4.9 dquivalenter Ablauf.

in der BAZ™ der bisherigen BAZ-Spezifikation (— Abb. 4.1), erweitert um die Stelle

pg, entspricht,?" wihrend ANS7,, ga das Ergebnis der Komposition

Transport < EAp — Ein/Ausgabestation

darstellt. Beziiglich dieser Komposition, deren Komponenten im Rahmen der Parame-
terisierung der FFS-Spezifikation im néchsten Abschnitt eine besondere Bedeutung
erlangen, soll das FFS-Modell in Abbildung 4.11, auf dessen spezielle Bedeutung wir
ebenfalls in Abschnitt 4.3 zuriickkommen, dekomponiert werden.

Die Dekomposition des Modells einer komponierten Spezifikation (— 3.3.7) erfolgt mit
Hilfe von Vergififunktoren. Diese Vergiifunktoren werden von den Spezifikationsmor-
phismen generiert (— 3.1.7), die die Komponenten mit dem Kompositionsergebnis
verbinden. Im Fall der FFS-Komponente ANS7, g4 aus der vorangegangenen Kom-
position, ergibt sich das Ergebnis der Dekomposition des FFS-Modells FFSgsz_ww
(— Abb. 4.11) als Bild dieses Modells unter dem von der Inklusion generierten Ver-
gilfunktor V.,

Um die Netzkomponente von Ve, (FFSpsz_ww) 7zu konstruieren, miissen innerhalb
des Modells drei Subnetze, in Abbildung 4.11 durch unterschiedliche Schraffuren her-
vorgehoben, unterschieden werden. Zum einen der nicht generierte Modellteil (diago-
nal schraffiert), bestehend aus den Stellen und Transitionen, die kein Urbild in der
FFS-Sperzifikation haben, erginzt um die generierten Stellen (hier nur up), die durch
Kanten mit nicht generierten Transitionen verbunden sind. Ein weiterer Teil, mit Wel-
lenlinien markiert, besteht aus den von ANS 7, g4 generierten Stellen, Transitionen
und verbindenden Kanten. Den unmarkierten Rest bilden die von BAZ ™ generierten
Stellen und Kanten. Da wir uns fiir den ANS 7,4 ga-spezifischen Modellteil interessie-
ren, wird dieser letzte Netzanteil vom Vergififunktor eliminiert. Das Ergebnis ist als
Netzanteil des ANS 7,4+ pa-Modells in Abbbildung 4.12 zu sehen.

Die Algebra wird ohne Reduktion vom urspriinglichen Modell in das ANS7,.pa-
Modell iibernommen. An Stelle dessen dndert sich der zum Modell gehérende Daten-
typspezifikationsmorphismus (— 2.2.1) von der Identitit im FFS-Modell zur Inklusion
im ANS7,4pa-Modell. In dessen generiertem Teil kommen als Kantenanschriften nur

2lin Abbildung 4.8 durch die grau hinterlegten Stellen und Transitionen kenntlich gemacht
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FFSBAZ_WW: FFS, Zd,
F(Apaz_ww)

L]

L]
L]
Lot p, d) Load(t.p, =B,

Load(t,p,d) )% Load(t,p, —M,)

t t

el : , <, (id, eval)
Pmb — Pmb
Ppg F7 Pmb

Abbildung 4.11: Ein FFS-Modell
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Vo, (FFSpaz_ww): ANS rpiga, =,
F(Apaz_ww)

mv up

m, on
(m, On) (1)

mu (77% t ) ww

| . Pryto)

Lot T, p, d)
Load(t,p,d)

el : , <, (id, eval)
Pmb — Pmb
Ppg F7 Pmb

Abbildung 4.12: Das ANSry+ga-Modell Vo, (FFSgaz_ww ).
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Algebraelemente vor, die im Bild des vom Datentypspezifikationsmorphismus gene-
rierten Vergififunktors V.,?? liegen. Insofern entsprechen sich bei diesem Modellteil
Netz- und Algebrakomponente.

Als nichtgenerierter Modellteil ist der Werkzeugwechsler (in Abb. 4.11 diagonal mar-
kiert) modellspezifisch, d.h. die von diesem Teil beschriebenen Ereignisse und Abliufe
konnen nicht einer bestimmten FFS-Komponente zugeordnet werden. Das gilt auch
dann, wenn der betreffende Modellteil wie im diesem Fall nur mit einer Komponente
verbunden ist. Aus diesem Grund ist er in jedem aus der Dekomposition hervorge-
henden Modell enthalten.

Das Fehlen einer Verbindung zwischen dem Werkzeugwechsler und dem restlichen
Modell in Abbildung 4.12 spiegelt dessen Unabhéngigkeit vom Werkstiicktransport
und der Ein/Ausgabestation wieder. Ein Ereigniszusammenhang besteht im Modell
wie in Realitdt nur mit dem die Bearbeitungszentren représentierenden Modellteil,
d.h. mit dem auf BAZ™" bezogenen Dekompositionsergebnis. Dessen Netzteil stimmt
mit dem CP/T-Netz des BAZ-Modells in Abbildung 4.3 {iberein. Der enthaltene
Datentypspezifikationsmorphismus und die Algebra sind dagegen auf die gleiche Wei-
se verdndert wie im ANS7y,+ga-Modell.

4.3 Parameterisiertes FFS

In unserer bisherigen FFS-Spezifikation haben wir uns auf die Beschreibung der
grundlegenden Abldufe beschrinkt. Das Resultat (— Abb. 4.8) bleibt dadurch zum
einen iiberschaubar, zum anderen gelten die dort beschriebenen Eigenschaften fiir
eine breite Palette verschiedener flexibler Fertigungssysteme.

In dem wir die FFS-Sperzifikation aus Abbildung 4.8 in die parameterisierte Spe-
zifikation FFS(BAZ™) umwandeln, schaffen wir die Moglichkeit sie im Bereich der
Bearbeitungszentren zu spezialisieren und die Ergebnisse dieser Spezialisierungen zu
analysieren. Die dafiir als Voraussetzung notwendige Inklusionsbezichung (— 3.4.1),
zwischen der um die Stelle ,,pg“ erweiterten Spezifikation der Bearbeitungszentren
BAZ* und FFS, gehort wie FFS zum Ergebnis der im letzten Abschnitt vorgestell-
ten Komposition (— S. 101) von BAZ* und ANS7p4pa.

Die zusétzliche Stelle von BAZ ™ gegeniiber der urspriinglichen Spezifikation der Bear-
beitungszentren BAZ (— Abb. 4.1) dient der Aufnahme von Bearbeitungsprogram-
men fiir die aktuellen bzw. demnichst zu bearbeitenden Werkstiicke. Die Bearbei-
tungszentren haben damit die Moglichkeit zeitlich parallel zum Transport oder zur
laufenden Bearbeitung, zukiinftig bendtigte Werkzeuge bereitzustellen bzw. einzu-
wechseln. Unsere Parameterspezifikation BAZ' macht davon keinen Gebrauch, er-
zwingt aber eine entsprechende Stelle bei allen als Aktualisierung in Frage kommen-
den Spezifikationen.

2nicht zu verwechseln mit dem gleichnamigen Vergififunktor zwischen AN-Spezifikation-Modellen
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Obwohl sich BAZ und BAZ™" in Bezug auf ihre Netzstruktur unterscheiden, existiert
zu jedem der beiden im ersten Abschnitt vorgestellten BAZ-Modelle (— Abb. 4.3,
4.5) ein BAZ*-Modell mit identischer Netzstruktur und Algebra (— Abb. 4.13). Die
BAZ*-Modelle unterscheiden sich von den BAZ-Modellen lediglich in der notwendi-
gerweise unterschiedlichen Spezifikationskomponente (BAZ ™ anstelle von BAZ) und
der Evaluierungsfunktion, die die zusétzliche Stelle (pg) auf das Maschinenbett abbil-
det. Da Modellmorphismen auf Abbildungen zwischen den Netzstrukturen und Alge-
bren beruhen, hat auch der die beiden BAZ-Modelle verbindende Modellmorphismus
h (= S. 90) sein Aquivalent in der Kategorie der BAZ*-Modelle.

BAZ_WW: BAZ*, id, BAZ Mag: BAZ*, id,
Apaz_ww ABAZ_Mag
Npaz_ww NBaz_mag
. h
e’ Db = Pmp, =, (id, eval) — el Do = P, =, (id, eval )

Ppg = Dmb ppg = Dmb

Abbildung 4.13: Die Modelle aus 4.3 und 4.5 als BAZ*-Modelle.

Die freie Konstruktion als Semantik parameterisierter AN-Spezifikationen (— 3.4.4)
ermoglicht die Abbildung der Parametermodelle in Modelle des Spezifikationsrump-
fes. Betrachtet man in diesem Zusammenhang die Parametermodelle als die initialen
Modelle moglicher Aktualisierungen, dann stehen ihre Bilder unter der freien Kon-
struktion fiir die (initialen) Modelle der entsprechend aktualisierten Spezifikationen.
Auf diese Weise gibt die Semantik die durch Parameterersetzung moglichen Variatio-
nen der parameterisierten Spezifikation wieder.

In unserem Beispiel lassen sich damit die BAZT-Modelle aus Abbildung 4.13 in
das initiale FFS-Modell einbetten. Die Einbettungen von BAZ_WW haben wir als
FFS-Modell FFSpaz_ww (— Abb. 4.12) bereits im letzten Abschnitt eingefiihrt und
beziiglich der Komposition, die den Parameter BAZ ™ mit der iibrigen FFS-Spezifika-
tion verbindet, dekomponiert. Das Ergebnis dieser Dekomposition in Bezug auf BAZ*
macht zum einen den Effekt der freien Konstruktion auf den vom Spezifikationsrumpf
erzeugten Modellteil deutlich, die Stellen pg und mb werden im Bild zu einer Stelle
verschmolzen, zum anderen werden dadurch die Verdnderungen des urspriinglichen
Modells (— Abb. 4.3) im Zuge der Einbettung erkennbar. Dabei zeigt sich dessen
Netzteil unveréindert, wihrend der Algebraanteil lediglich erginzt wurde.?

Bwobei diese Erginzungen im Netzteil nicht verwendet werden
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Die Inklusionsbeziehung zwischen Parameter und Rumpf einer parameterisierten AN-
Spezifikation, impliziert eine entsprechende Beziehung zwischen deren Datentypspezi-
fikationen, d.h. bezogen auf unser Beispiel

BAZY C FFS = Specgaz+ C Specppg

und damit die parameterisierte Datentypspezifikation Specpps(Specgaz+). Da die
Semantik parameterisierter Spezifikationen sowohl bei AN- als auch bei Datentyp-
spezifikationen iiber freie Konstruktionen definiert ist und sich deren Bilder ana-
log konstruieren lassen (— 5.3.4), ist die Algebra des frei konstruierten FFS-Modells
F(BAZ_WW) (- 4.11) ebenfalls frei konstruiert.*

Im néchsten Schritt wollen wir exemplarisch fiir alle méglichen Aktualisierungen des
FFS-Parameters ein gegeniiber BAZ™ in seiner Funktionalitit erweiterten und damit
spezialisierteren Typ von Bearbeitungszentren spezifizieren. Bei diesen Bearbeitungs-
zentren kommen die folgenden Funktionen hinzu:

— eine ,wvorausschauende Werkzeuganforderung®, mit deren Hilfe das niichste be-
notigte Werkzeug schon wihrend des Transports zum Bearbeitungszentrum oder
wahrend der laufenden Bearbeitungsoperation angefordert werden kann,

— ein lokaler Werkzeugvorrat in Form eines ,, Werkzeugmagazins“, dafl eine bediener-
freie Bearbeitung der Werkstiicke auch dann ermdéglicht, wenn dazu mehr als ein
Werkzeug notwendig ist und

— eine ,, Werkzeugwechselvorrichtung®, die den Austausch eines vom Werkzeugmaga-
zin bereitgestellten Werkzeugs mit dem in der Arbeitsspindel befindlichen Werk-
zeug bewerkstelligt.

Die Spezifikation der erweiterten Bearbeitungszentren gliedert sich in zwei Teilbe-
reiche; im ersten beschreiben wir die, um eine vorausschauende Werkzeuganforde-
rung und eine Werkzeugwechselvorrichtung ergéinzten Maschinen, im zweiten Teil
die Werkzeugmagazine mit Werkzeugwechselvorrichtung. Die Werkzeugwechselvor-
richtung in Form eines Doppelgreifers, der beide Werkzeuge gleichzeitig erfafit und
in einer Operation miteinander vertauscht, bildet die Schnittstelle beider Systeme.
Aufgrund seiner Arbeitsweise muf3 er eng mit beiden Systemen synchronisiert sein,
d.h. er kann den Austausch nur vornehmen, wenn sich auf der einen Seite die Spindel
in der Ubergabeposition befindet und auf der anderen Seite das Magazin das Werk-
zeug bereitgestellt hat. Aus diesem Grunde enthalten beide Teilspezifikationen eine
Beschreibung dieses Subsystems.

Der Kern der neuen Bearbeitungszentren, die Maschinen mit Werkzeugwechsler und
vorausschauender Werkzeuganforderung, sind in Abbildung 4.14 spezifiziert. Inner-
halb dieser Spezifikation sind die Transitionen ,,w/* und ,,wa“ fiir die Generierung der

24dieser Zusammenhang gilt nur fiir Modelle, deren Algebra direkt mit der Datentypkomponen-
te der zugehorigen AN-Spezifikation gekoppelt ist, d.h. deren Datentypspezifikationsmorphismus
(— 2.2.1) die Identitét ist
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vorausschauenden Werkzeuganforderungen zustéindig. Zunéchst entfernt die Transi-
tion wl solange alle Operationen aus der auf pg vorliegenden Kopie des Bearbeitungs-
programms, bis sie auf eine Operation stoft, die ein Werkzeug benétigt, das sich nicht
in der Spindel befindet. Danach wird wa aktiv und erzeugt die Werkzeuganforderung
auf ,ma“. Um die Arbeit der Spindel fiir die Abfrage der Werkzeugnummer nicht
unterbrechen zu miissen, erzeugen wir auf der Stelle ,wn* eine Kopie dieser Nummer
und fiihren die Vergleiche damit durch.

BAZ_V =

Paary(Nat U Werkstiickp) U Paar,(Nat U Werkzeug) U
Paary(Nat U Liste(Operation)) U Paar(Nat)

Cond prs: ww — )

wl
wa — (z =n) = False
of 0
st +— (x =n) = False
ba +— ()

Abbildung 4.14: Spezifikation einer Maschine mit Vorausschau.

Die Werkzeugwechselvorrichtung besteht aus der Transition ,,ww*. Sie vertauscht in
einem Arbeitsgang die Werkzeuge auf den Stellen , up“ (Spindel in Ubergabeposition)
und ,mu“ (Ubergabeplatz des Magazins), legt die Nummer des neuen Werkzeugs
auf wn ab und setzt die magazinseitige Freigabe (muv) zuriick, in dem sie die dort
vermerkte Maschinennummer abzieht. Alle {ibrigen Bestandteile der Spezifikation in
Abb. 4.14 wurden bereits an anderer Stelle (— Abb. 4.1) vorgestellt.

Unsere Werkzeugmagazin-Spezifikation in Abb. 4.15 beschrénkt sich auf das Notwen-
digste und qualifiziert sich damit als ein potentieller Kandidat fiir spétere Erweiterun-
gen/Spezialisierungen. Trifft eine Anforderung in Form einer Werkzeugnummer auf
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der Stelle ,ma“ ein, kann ,;mg* schalten und damit das entsprechende Werkzeug (n)
bereitstellen, wenn es sich entweder schon auf der Ubergabeposition (z = n A z = y)
oder im Werkzeugvorrat ,mv“ befindet (x = n Ay = 2). In letzterem Fall muf}
das Werkzeug auf der Ubergabeposition des Magazins gegen das gesuchte Werkzeug
im Vorrat ausgetauscht werden. Die Aktion wird in beiden Féllen durch eine ent-
sprechende Belegung der Variablen n, z, y, z gesteuert. Dariiber hinaus enthélt die
Spezifikation in Abbildung 4.15 die Bestandteile des schon besprochenen Werkzeug-
wechslers, der in Abbildung 4.16 noch einmal als separate Spezifikation zu sehen ist.

Werkzeugmagazin =
Paar,(Nat U Werkzeug) U Paar(Nat)

Condyr:mg— (z=nAz=y)V(x=nAy==z)= True
ww — ()

mw up

ma mg (m,Vz) mu  (m.t) ww wn

Abbildung 4.15: Spezifikation eines Magazins mit Werkzeugwechsler.

Werkzeugwechsler =
Paary(Nat U Werkzeug) U Paar(Nat)

Condy : ww s ()

(m,Vn) Dup

Abbildung 4.16: Spezifikation eines Werkzeugwechslers.

Die gesamte Spezifikation unserer Bearbeitungszentren neuen Typs ist als Ergebnis
der Komposition von Maschinen und Werkzeugmagazinen iiber das Kompositions-
diagramm

BAZ_V + Werkzeugwechsler — Magazin

in Abbildung 4.17 zu sehen.
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BAZ_VM =

Paary(Nat U Werkstiickp) U Paar,(Nat U Werkzeug) U
Paary(Nat U Liste(Operation)) U Paar(Nat)

Condp U Cond

muw up

ma

(m,n)

wa (m.,n)

(m, Vn)

(m,q+P2) (m. ¢+

711,,p+'>;<1 ) ('//L.;n+>;<1 )

(m,q + D:;q) \ (m,p + D:q)

Abbildung 4.17: BAZ mit Vorausschau und lokalem Werkzeugvorrat

Wir haben die neuen, spezialisierteren Bearbeitungszentren als Erweiterung der im
ersten Abschnitt spezifizierten Bearbeitungszentren (— Abb. 4.1) entworfen. Da sie
iiber eine Stelle verfiigen, auf der Bearbeitungsprogramme abgelegt werden kénnen
(pg), erweitern sie auch den formalen FFS-Parameter BAZ™, dessen Spezifikation
sich ansonsten nicht von der Spezifikation der urspriinglichen Bearbeitungszentren
unterscheidet. Der sich aus diesem Zusammenhang ergebende Inklusionsmorphismus
BAZ* — BAZ_VM qualifiziert BAZ_VM als zulédssige Aktualisierung (— 3.4.2)
der Sperzifikation FFS(BAZ™). Das Ergebnis dieser Aktualisierung, die Spezifikation
FFS(BAZ_VM), ist in den Abbildungen 4.18 und 4.19 zu sehen.

FFS(BAZ_VM) =

Systemzustand U Transportsystem U
Paary(Nat U Werkstiick) U Paar,(Nat U Werkzeug) U Paar(Nat)

Condg U Condyr U Condr U Condg
N ikt

Abbildung 4.18: Aktualisiertes FFS (Nax — Abb. 4.19).
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Abbildung 4.19: das CP/T-Netz N4 der Spezifikation FFS(BAZ_VM)
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Kapitel 5

Kategorielle Konstruktionen

In diesem Kapitel geben wir zun#chst eine kurze Einfiihrung in einige grundlegende
Konstruktionen der Kategorientheorie. Dabei betrachten wir die Kategorientheorie
als eine Art Typkonzept fiir mathematische Objekte. Ahnlich der objektorientier-
ten Programmierung stehen dabei nicht die Definitionen der Objekte, sondern deren
Eigenschaften, die durch die Beziehung zu anderen Objekten ausgedriickt werden,
im Vordergrund. Die Vorteile dieses Ansatzes liegen in seiner Reprisentationsun-
abhéngigkeit, die es erlaubt, Objekte mit vergleichbaren Eigenschaften innerhalb
komplexer Strukturen auszutauschen, Ergebnisse zwischen Objekten zu iibertragen
und Objektkonstruktionen wieder zu verwenden.

Viele kategorielle Konzepte stellen Verallgemeinerungen bekannter mathematischer
Konstruktionen dar. Wahrend diese normalerweise nur fiir spezielle Objekte definiert
sind, werden sie im Rahmen der Kategorientheorie getrennt von objektspezifischen
Eigenheiten eingefiihrt. Konstruktionen und Resultate lassen sich so auf beliebige
Objekttypen iibertragen. Beispiele dafiir bilden kartesische Produkte auf Mengen
als spezielle Limites, die zu freien Funktoren korrespondierende Beziehung zwischen
Mengen und dariiber erzeugten Gruppen oder initiale Modelle in der Logik, die zu
initialen Objekten innerhalb einer Modellkategorie verallgemeinert werden.

Aufbauend auf den Konstruktionen des ersten Abschnitts, fithren wir die Kategorie
der freien abelsche Gruppen sowie einige, durch verschiedene Einschriankungen da-
raus ableitbare, Unterkategorien ein und zeigen deren Eigenschaften soweit sie fiir
diese Arbeit relevant sind. Gleichzeitig bildet dieser Abschnitt eine exemplarische
Anwendung der bis dahin eingefiihrten kategoriellen Konzepte.

Freie abelsche Gruppen bilden eine Basis unserer Petrinetzdefinition und sind damit
grundlegend fiir die Kapitel 1-3. Das trifft in besonderem Mafle auf die Existenz und
Berechnung von Limites endlicher Diagramme zu, deren duale Entsprechungen die
Konstruktion von Colimites auf CP/T-Netzen und AN-Spezifikationen ermoglichen
bzw. die Einschrankungen fiir deren Existenz bestimmen. In diesem Zusammenhang
ist der enge Bezug von freien abelschen Gruppen zu Vektorrdumen und Matrizen
iiber den ganzen Zahlen hilfreich, der die fiir lineare Gleichungssysteme vorhandenen
Losungsverfahren nutzbar macht.

Der letzte Abschnitt schafft in Anlehnung an die entsprechenden Definitionen aus
[EBO91] einen, von der Objektbeschreibung unabhéngigen, kategoriellen Rahmen
zur Verkniipfung von Sperzifikationen mit ihren Modellen. Dadurch sind die in diesem
Zusammenhang vorgestellten Ergebnisse auf eine ganze Reihe verschiedener Spezi-
fikationstechniken und Modellbeschreibungen anwendbar, insbesondere auf die fiir
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die tibrigen Kapitel grundlegenden algebraischen Datentypspezifikationen mit loser
Semantik (— Kapitel 6) und auf AN-Spezifikationen mit CP/T-Netzmodellen (— Ka-
pitel 2).

5.1 Grundlagen

Im folgenden Abschnitt geben wir eine kurze Einfiihrung in einige Grundlagen der Ka-
tegorientheorie. Die dabei getroffene Auswahl richtet sich nur nach der Relevanz fiir
die vorliegende Arbeit und spiegelt nicht unbedingt die Bedeutung der Konstruktio-
nen im Rahmen der Kategorientheorie wieder. Fiir eine ausfiihrliche und weiterfiihren-
de Betrachtung verweisen wir auf [HS73], aus dem die meisten der verwendeten Defi-
nitionen, Lemmata und Sétze entlehnt sind, sowie auf [ML70] und [BW90], auf deren
Grundlage die iibrigen Konstruktionen dieses Abschnitts entstanden sind.

, Kategorien“ beschreiben mathematische Objekttypen wie Mengen, Gruppen oder
Vektorrdaume anhand der Beziehungen ihrer Objekte untereinander. Das bedeutet, die
Struktur einer Kategorie, ausgedriickt durch ,, Morphismen* iiber die die Objekte ver-
bunden oder eben nicht verbunden sind, spielt eine bedeutendere Rolle als die Struk-
tur ihrer Objekte. So werden Abbildungen zwischen Kategorien (— 5.1.3) unabhéngig
von Objekten nur auf Basis der vorhandenen Morphismen definiert. Auch die Katego-
rien selbst konnten, anders als in 5.1.1,  objektfrei“ definiert werden (— [HS73] §2).

Die in 5.1.1 eingefiihrten Kategorien werden in der Literatur auch als ,, abstrakte Kate-
gorien* bezeichnet [HS73], im Gegensatz zu den um eine Abbildung auf Mengen und
Funktionen ergénzten ,, konkreten Kategorien®. Da fiir viele der im weiteren verwen-
deten Kategorien diese als ,,unterliegendend” bezeichnete Abbildung zwar moglich
aber fiir uns von geringem Interesse ist, verwenden wir ausschliefilich die allgemeine-
re Kategoriedefinition.

Ersetzt man in der folgenden Definition die Begriffe Objekt durch Knoten und Mor-
phismus durch Kante erhélt man reflexiv und transitiv abgeschlossene gerichtete Gra-
phen. Umgekehrt kann jeder Graph durch seinen reflexiv- transitiven Abschluf} in eine
Kategorie transformiert werden. Wir werden von diesem Zusammenhang im Rahmen
der formalen Beschreibung von Diagrammen des &fteren Gebrauch machen und von
der durch einen Graphen generierten Kategorie reden.

5.1.1 Definition (Kategorie):
Eine ,, Kategorie* ist ein Quintupel C = (O, M, dom, cod, o) worin

(I) O eine Klasse' bezeichnet, deren Elemente ,,C-Objekte genannt werden,

(IT) M eine Klasse bezeichnet, deren Elemente ,C-Morphismen® genannt wer-
den,



5.1 Grundlagen

115

(III) dom und cod Abbildungen von M nach O bezeichnen, die ,, Domdne* (dom)
bzw. ,, Codomdine* (cod) genannt werden,

(IV) o eine Abbildung von

D={(f.9)| f.g € MA dom(f) = cod(g) }

nach M bezeichnet, die ,, Kompositionsregel“ von C genannt wird (wir no-
tieren o (f,g) durch f o g und bezeichnen f, g als komponierbar, wenn

(f,9) € D);

so daf} die folgenden Bedingungen erfiillt werden

(V) (Vertriglichkeit) fiir alle komponierbaren Morphismen f, g gilt:
dom(f o g) = dom(g) und cod(f o g) = cod(f);

(VI) (Assoziativitit) fiir alle Morphismen f, g, h mit (f, g), (h, f) € D gilt:
ho(fog)=(hof)og;

(VII) (Identitdten) fiir jedes C-Objekt A existiert ein C-Morphismus id,4 mit
dom(idy) = A = cod(ida), und fiir alle f, g aus M mit dom(f) = A =
COd(g) gllt f © ZdA = f und ZdA og =g,

(VIII) (Morphismenmengen): fiir alle C-Objekte A, B bilden die Morphismen

mit Doméne A und Codoméne B (notiert durch Mor (C) [A, B]) eine Men-

ge.?

|

Fiir eine gegebenen Kategorie C notieren wir die C-Objekte durch Obj (C) und die
C-Morphismen durch Mor (C) bzw. durch Mor (C) [A, B], wenn wir uns auf die Mor-
phismen zwischen den Objekten A und B einschrinken. Im iibrigen werden wir Kate-
gorien selten wirklich in Form von Quintupeln angeben. Héaufig sind die Morphis-
men einer Kategorie durch Abbildungen gegeben, z.B. bei der Kategorie der freien
abelschen Gruppen mit linearen Abbildungen als Morphismen, in diesen Fillen ergibt
sich dom, cod fiir jeden Morphismus implizit aus der Doméne bzw. aus der Codoméne

!Eine Klasse (— [HS73]) ist eine unter Vereinigung, disjunkter Vereinigung, Schnitt und kartesi-
scher Produktbildung abgeschlossene Kollektion von Mengen mit einer gemeinsamen Eigenschaft.

2Mengen verstehen wir hier im intuitiven Sinn wie sie beispielsweise im Rahmen der Mengentheo-
rie betrachtet werden. Wir verzichten auf eine genauere Definition, die entweder unprizise wire oder
den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde und benennen anstellen dessen Eigenschaften, die erfiillt
sein miissen. Beziiglich jeder Menge X und jeder Eigenschaft P, 148t sich die Menge ,,{ = | P(z) }“
mit Elementen aus X bilden, die die Eigenschaft P erfiillen. Handelt es sich bei P um die Eigenschaft
»T 7 o erhalten wir bzgl. jedem X die leere Menge, die wir mit ,0“ notieren. Fiir zwei beliebige
Mengen X, Y existiert eine Menge ,{X,Y }“, die genau X und Y enthélt. Jede Menge X generiert
eine Menge ,,2%“, die alle Teilmengen von X enthilt. Mengen sind abgeschlossen gegeniiber Schnitt,
Vereinigung, Komplementbildung bzgl. Teilmengen und dem kartesischen Produkt.
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der entsprechenden Abbildung und die Komposition entspricht der iiblichen Abbil-
dungskomposition.

5.1.2 Definition (Kategorieeigenschaften):
Seien C und D Kategorien.

(I) C ist ,klein*, wenn die C-Morphismen eine Menge bilden.?
(IT) C ist ,endlich“, wenn C klein und die Menge der C-Morphismen endlich ist.
(IT) C ist ,,diskret*, wenn die C-Morphismen nur aus Identitéten bestehen.

(IV) C ist ,, Unterkategorie* von D, wenn gilt:

Mor (C) C Mor (D).

(V) C ist ,wolle Unterkategorie“ von D, wenn C eine Unterkategorie von D ist
und fiir alle C-Objekte A, B gilt:

Mor (C) [A, Bl = Mor (D) [A, BJ.

O

Im folgenden werden wir uns meist mit kleinen Kategorien, wie der Kategorie der
freien abelschen Gruppen iiber endlichen Basismengen (— 5.2.6) oder der Kategorie
der Petrinetze mit individuellen Marken (— 1.1.6), beschéftigen. Im Unterschied zu
Kategorien im allgemeinen bilden die kleinen Kategorien zusammen mit strukturer-
haltenden Abbildungen (— Funktoren 5.1.3) wiederum eine Kategorie. Endliche und
diskrete Kategorien spielen eine wichtige Rolle als Muster bei der formalen Beschrei-
bung von Diagrammen (— S. 117). Diese ,, Musterkategorien sind von Graphen ge-
neriert und enthalten zumeist nur wenige Objekte und Morphismen ohne individuelle
Eigenschaften.

» Funktoren® zwischen Kategorien sind, dhnlich wie Gruppenmorphismen, struktur-
erhaltende Abbildungen, d.h. sie sind mit den Identitdten und der Morphismenkom-
position vertrdglich. Damit formt das Bild einer Kategorie unter einem beliebigen
Funktor eine, nicht notwendigerweise volle, Unterkategorie seiner Codoméne. Da die
Struktur von Kategorien ausschliefSlich von deren Morphismen bestimmt wird und
die Objekte sich mittels ihrer Identitdten ebenfalls als Morphismen betrachten lassen
reicht es aus, Funktoren als Abbildungen auf Morphismen zu definieren.

3Da die C-Objekte nicht notwendigerweise eine Menge bilden, impliziert 5.1.1.VIII nicht das jede
Kategorie klein ist.
Yimpliziert Obj (C) C Obj (D) (— 5.1.1.VII)
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5.1.3 Definition (Funktor):

Seien C und D Kategorien. Ein Funktor F von C nach D, notiert F:C — D, ist
eine Abbildung von Mor (C) nach Mor (D), die folgende Bedingungen erfiillt:

(I) (Identitdten bewahren): fiir jede C-Identitit id, ist F(id4) eine
D-Identitidt und

(IT) (Kompositionen bewahren): fiir alle komponierbaren C-Morphismen

[, g gilt: F(fog)=F(f)oFl(g).
O

Die Identitéiten jeder Kategorie C stehen in bijektiven Zusammenhang zu den C-
Objekten. Dadurch induziert jeder Funktor F von C nach D eine Abbildung der
C-Objekte in die D-Objekte. Wir bezeichnen diese Abbildung wie iiblich ebenfalls
mit F.

5.1.4 Definition (Funktoreigenschaften):

Ein Funktor F:C — D ist ,treu”, wenn seine Einschrinkung

Mor (D) [F(A),F(B)]
F Mor (C) [A,B]

fiir jedes Paar A, B aus C-Objekten injektiv ist. Er ist ,,voll“, wenn die Ein-
schrinkungen surjektiv sind.
O

Ein im weiteren hiufig vorkommendes Beispiel fiir Funktoren sind Diagramme. Um
auf den umgangssprachlich als ,, Diagramm* bezeichneten Objekten Limes- und Co-
limeskonstruktionen (— 5.1.13, 5.1.15) anwenden zu kénnen, mufl man sie formal be-
schreiben. Dies geschieht mit Hilfe von Funktoren. Ein ,, Diagrammfunktor hat eine
zumeist kleine (hier im wortlichen Sinn), bei uns in jedem Falle jedoch endliche Kate-
gorie S (von ,Shape“) als Doméne. Sie gibt das Muster des Diagramms wieder. An-
stelle der Kategoriedefinition wird fiir ,, Musterkategorien“ zumeist der generierende
Graph angegeben, z.B.

50 _m.,
77}/ WQ oder S =+ s
S1 S2

(— 5.1.14). Das Bild von & unter dem Diagrammfunktor gibt die Belegung des durch
S vorgegebenen Musters in der Zielkategorie an. Diese Bilder lassen sich wie ,,normale
Diagramme* notieren ;

Ag
Aq Ay

und werden, soweit S aus dem Kontext hervorgeht, ebenfalls als Diagramme bezeich-
net.
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Um mathematische Objekte wie die Kategorie aller Kategorien fassen zu kénnen, muf
die unter 5.1.1 gegebene Kategoriedefinition abgeschwicht werden. So bildet unter
anderem die Gesamtheit aller Funktoren zwischen zwei Kategorien im allgemeinen,
z.B. wenn es sich bei beiden Fillen um die Kategorie ,,SET“ der Mengen handelt,
keine Menge und verletzt somit die Kategoriedefinition. Aus diesem Grund fiihren
wir ,, Quasikategorien® ein. Dieses Konzept erlaubt es, Kategorien und Funktoren zu
einer Einheit, der Quasikategorie ,CATCAT“ zusammenzufassen.

5.1.5 Definition (Quasikategorie):

Eine ,, Quasikategorie* ist ein Quintupel Q@ = (O, M, dom, cod, o), dessen Defini-
tion sich nur in den folgenden Punkten von 5.1.1 unterscheidet:

(I) O ist ein Konglomerat®,
(IT) M ist ein Konglomerat und

(ITT) die Einschrinkung auf Morphismenmengen zwischen je zwei Objekten ent-
fallt.
O

Ahnlich wie Objekte iiber Morphismen und Kategorien iiber Funktoren lassen sich
Funktoren iiber , natirliche Transformationen® in Beziehung setzen. Sie iibertragen
die Bilder des einen von zwei Funktoren mit gleicher Doméne und gleiche Codoméne
in Bilder des anderen, indem sie die Doméinen und Codomé&nen der Morphismen
in Beziehung setzen. Zu diesem Zweck wird jedem Objekt in der Doméne beider
Funktoren ein Morphismus in deren Codoméne dergestalt zugeordnet, daf die beiden
Bilder eines Morphismus aus der Domé&ne der Funktoren zu einem kommutativen
Diagramm verkniipft werden.

5.1.6 Definition (Natiirliche Transformation):

Seien F:C — D, G:C — D zwei Funktoren. Eine , natirliche Transformation® von
F nach G ist ein Tripel (F,v,G) (notiert durch v: F — G), bei dem

v: Obj (C) — Mor (D)
eine Abbildung ist, die folgende Bedingungen erfiillt:
(I) fiir alle C-Objekte A gilt dom(v(A)) = F(A) und cod(v(A)) = G(A) und

°Ein Konglomerat nach [HS73] ist eine Kollektion von Klassen oder Konglomeraten. Jede Klas-
se ist eine Kollektion. Konglomerate sind abgeschlossen unter den iiblichen mengentheoretischen
Konstruktionen.
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(IT) fiir alle C-Morphismen f: A — A’ kommutiert das folgende Diagramm

F(A) G A
F(f) ;) \G(f) /
:F(AI) (A') Q(A') A’

O

Wir notieren die Bilder v(A) einer natiirlichen Transformation v in den meisten Féllen
wie in der Literatur iiblich durch v 4.

Ein Grundprinzip der Kategorientheorie ist das ,, Dualititsprinzip“. Es ist sowohl auf
Kategorien als auch auf Aussagen iiber Kategorien und auf Funktoren anwendbar.
Dualitidten konnen zum einen dazu verwendet werden, aus vorhandenen Konzepten
und Ergebnissen, die Kategorien im allgemeinen betreffen, neue Konzepte und Ergeb-
nisse zu gewinnen, zum anderen erhilt man damit zu jeder Eigenschaft einer speziel-
len Kategorie die entsprechende duale Eigenschaft der dualen Kategorie. Eine Reihe
von Beispielen fiir derartige Dualitdtsbeziehungen werden wir im weiteren betrach-
ten. Besondere Bedeutung hat das Dualititsprinzip fiir ,, selbstduale Kategorien®.
Dabei handelt es sich um Kategorien, die dquivalent zu ihrer dualen Kategorie sind,
wie beispielsweise die freien abelschen Gruppen (— 5.2.9). Innerhalb einer selbstdua-
le Kategorie folgt aus jeder Eigenschaft sofort, d.h. ohne Beweis, auch deren duale
Entsprechung.

5.1.7 Definition (Duale Kategorie):

Zu jeder Kategorie C = (O, M, dom, cod, o) bildet C? = (O, M, cod, dom, ) die
duale Kategorie, wobei die Komposition in C? durch: f e g = g o f definiert ist.
O

5.1.8 Folgerung :

Fiir jede Kategorie C gilt: (C?)? = C.
|

Da viele Eigenschaften spezieller Kategorien wie beispielsweise Limites mit Hilfe von
Funktoren beschrieben sind, werden zur Formulierung von deren dualen Entsprechun-
gen . duale Funktoren® eingefiihrt. Dabei ergibt sich zu jedem Funktor F:C — D der
duale Funktor F:C? — D aus F°(f) = F(f) fiir alle C’’~-Morphismen f. Da Dia-
gramme als Funktoren definiert sind, ergibt sich auf diese Weise zu jedem Diagramm
D das duale Diagramm DP.

6die Konstruktion von Limites aus Produkten und Equalizern (= 5.1.19) und dazu dual die Kon-
struktion von Colimites aus Coprodukten und Coequalizern fiir Kategorien allgemein, sowie initiale
und terminale Objekte, Limites und Colimites oder universelle und couniverselle Abbildungen
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Die Morphismenstruktur einer Kategorie gibt die Eigenschaften des entsprechenden
Objekttyps wieder. In diesem Zusammenhang zeichnet sich das, wenn vorhanden bis
auf Isomorphie eindeutige, ,,initiale Objekt einer Kategorie dadurch aus, dafl in je-
des andere Objekt genau” ein Morphismus existiert. Interpretiert man Kategorien als
Objekttypbeschreibungen, dann sind initiale Objekte diejenigen Objekte, die genau
die Typeigenschaften besitzen und keine weiteren, d.h. sie sind in gewisser Weise mi-
nimal. In der Kategorie der endlichen Mengen ,SE7T¢“ mit Mengenabbildungen als
Morphismen ist die leere Menge initial, in der Kategorie der Ringe mit strukturer-
haltenden Abbildungen als Morphismen, gilt dies fiir den Ring (Z, +, ).

5.1.9 Definition (Initiales Objekt):

Sei C eine Kategorie, dann ist ein C-Objekt I ,,initial“, wenn zu jedem C-Objekt A
die Menge Mor (C) [, A] mindestens einen Morphismus enthélt (bezeichnet durch
eval 4) und dieser Morphismus bis auf Isomorphie gleich allen anderen Morphismen
in Mor (C) [I, A] ist.

O

In vielen Féllen 148t sich die Einbettung eines mathematischen Objekts, z.B. einer
Menge in ein auf geeignete Weise vervollstindigtes Objekt, z.B. der frei dariiber
erzeugten (abelschen) Gruppe (— 5.2.10), als ,,universelle Abbildung* interpretieren.
Die Eindeutigkeit der universellen Abbildung impliziert das vervollstindigte Objekt
bis auf I[somorphie. Gleichzeitig 148t sich damit, wenn zwischen allen Objekten und
ihren Vervollstdndigungen universelle Abbildungen existieren, die enge Beziehung
zwischen der Kategorie der Objekte und der Kategorie ihrer Vervollstindigungen
zum Ausdruck bringen. Dieser Zusammenhang kann zu einem Funktor mit speziellen
Eigenschaften, dem sogenannten |, freien Funktor® erweitert werden.

5.1.10 Definition (Universelle Abbildungen):

Sei G:C — D ein Funktor und B ein D-Objekt. Ein Paar (u, A) bestehend aus
einem D-Morphismus
u:B — G(A)

und einem C-Objekt A bildet eine universelle Abbildung zu B beziiglich G (oder
eine G-universelle Abbildung zu B), wenn fiir jedes C-Objekt A’ und jeden Mor-
phismus f: B — G(A') in D eindeutig ein C-Morphismus f": A — A’ existiert, so
daf} das folgende Diagramm kommutiert:

B4 . Q(A) A
N an
Gy

"bis auf Isomorphie
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Objekte einer Kategorie, zu denen eine G-universelle Abbildung existiert, bezeich-
nen wir als beziiglich G , frei konstruiert“. Wir fordern dabei nicht, wie hiufig in
der Literatur (— z.B. [HS73]), da8 es sich bei G um einen Vergi3funktor handelt. In
den Fillen, in denen im vorliegenden Text freie Konstruktionen vorkommen, hat G
allerdings immer diese Eigenschaft; zumindest in dem Sinne, daf3 er Strukturinfor-
mationen seiner Doméne vergifit. Fafit man dagegen den Begriff ,, Vergififunktor® als
sunderlying functor® auf (— [HS73], [ML70]), der Objekte einer Kategorie in Men-
gen und Morphismen in Funktionen abbildet, so erfiillen die von uns verwendeten
Funktoren diese Bedingung nicht in jedem Fall.

Bildet ein Funktor V zwischen den Kategorien C, D wie G in Definition 5.1.10 ab
und existiert eine Objektabbildung F' in Gegenrichtung, die jedem D-Objekt A das
C-Objekt F'(A) zuordnet, so dafl (u, V(F(A))) eine V -universelle Abbildung zu A ist,
dann bezeichnen wir diese Objektabbildung als , freie Konstruktion® bzgl. V. Freie
Konstruktionen konnen mit Hilfe universeller Abbildungen eindeutig zu freien Funk-
toren erweitert werden. Dabei ergibt sich das Bild eines Morphismus f aufgrund der
Eigenschaften universeller Abbildungen eindeutig aus der kommutativen Ergéinzung
des nachfolgenden Diagramms.

AU yFA)  FA)
f o VED) FD
B—ur—V(F(B)  F(B)

In diesem Fall bildet u:ZDe — V o F eine natiirliche Transformation (— 5.1.6).

Kommutative Ergdnzungen von Diagrammen, bestehend aus einem Objekt und ei-
ner Morphismenfamilie von diesem Objekt in jedes Diagrammobjekt bzw. von den
Diagrammobjekten in das Objekt, bezeichnen wir als ,, Quellen® bzw. als ,, Senken®.
Dabei miissen Objekt und Morphismenfamilie aus der Codoméne des Diagrammfunk-
tors stammen. Jede Quelle eines Diagramms ist die Senke und jede Senke die Quelle
des zugehorigen dualen Diagramms.

5.1.11 Definition (Quelle):
Sei D: S — C ein Funktor, dann bildet ein Paar

(Q, (qs)seObj (S))

bestehend aus einem C-Objekt () und einer Familie von C-Morphismen mit
Doméne @ eine ,,Quelle® fiir D in C, wenn fiir jeden S-Morphismus m:s — s’
das folgende Diagramm kommutiert:

ps) 2 e
)
a0 s
Q
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5.1.12 Definition (Senke):
Sei D: S — C ein Funktor, dann bildet ein Paar

((7rs)se 0bj (S)» R)

bestehend aus einem C-Objekt R und einer Familie von C-Morphismen mit Co-
doméne R eine ,Senke® fiir D in C, wenn fiir jeden S-Morphismus m:s — s’ das
folgende Diagramm kommutiert:

D(s) MD(S’)

O

T ol
Ty 5

R
O

FaBBt man alle Quellen (Senken) eines Diagramms als Objekte einer Kategorie auf,
deren Morphismen von mit den Morphismenfamilien vertréglichen Abbildungen zwi-
schen den Objekten gebildet werden, dann ist der Limes (Colimes) gerade das initiale
Objekt dieser Kategorie. Das heif}t Limites und Colimites bilden eindeutige kommu-
tative Ergdnzungen von Diagrammen und zeichnen sich gegeniiber anderen kommuta-
tiven Erginzungen dadurch aus, dafl ihre Objekte keine iiberfliissige Struktur haben,
also bzgl. der Diagrammergidnzung minimal sind.

5.1.13 Definition (Limes):

Sei D:S — C ein Funktor, dann bildet eine Quelle (L, (5)scop;(s)) zu D einen
Limes, wenn sie die folgende, als ,, universell“ bezeichnete, Eigenschaft besitzt.

(Universelle Eigenschaft): Zu jeder Quelle (Q, (¢s)scouj(s)) fiir D

existiert genau ein C-Morphismus ¢: () — L mit ¢, o { = ¢, fiir alle
S-Objekte s.

5.1.14 Beispiel (Produkte und Equalizer):

Ein im Rahmen von Limesbetrachtungen wichtiger Spezialfall sind Diagrammfunk-
toren, deren Doméne von einer endlichen diskreten Kategorie gebildet wird, d.h. von
einer Kategorie, die nur Identitéten als Morphismen enthélt. Die Limites dieser Dia-
gramme werden als ,, endliche Produkte“ bezeichnet und spielen bei der Limesbildung
endlicher Diagramme eine grundlegende Rolle (— 5.1.19).

Neben den Produkten sind ,, Fqualizer* die andere grundlegende Limeskonstruktion.
Dabei handelt es sich um Limites zu Diagrammen der Form?®

8Die Musterkategorie zu diesem Diagramm bildet die vom rechten Graphen auf Seite 117 gene-
rierte Kategorie, und die Abbildungsvorschrift des Diagrammfunktors ergibt sich implizit aus dem
Zusammenhang der Elemente beider Graphen. Die in jedem Diagramm eindeutigen Identitétsmor-
phismen sind weggelassen.
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A B

f
g
Wesentlicher Bestandteil jedes Equalizers ist ein eindeutiger Morphismus ¢ von einem
Objekt E nach A mit der Eigenschaft

fol=gol.

Wihrend das zugehorige Objekt durch die Doméne von ¢ festgelegt ist, ergibt sich
der Morphismus von E nach B fiir jedes Diagramm aus der Komposition von ¢ mit

einem der beiden Diagrammorphismen. Aus diesem Grund notieren wir Equalizer
abkiirzend durch (E, ¢) anstellen von (E, (€s)scobi (s))-

In der Kategorie der Mengen SET entspricht das Produkt eines Diagramms dem kar-
tesischen Produkt der Diagrammobjekte (— [ML70] S. 73-74). Das Objekt des Equa-
lizers zweier Abbildungen f, g in SET mit gleicher Doméine/Codomine entspricht
der Teilmenge der Domiéne, deren Elemente von f und ¢ gleich abgebildet werden
(— [ML70] S. 74). Die Inklusion bildet in diesem Fall den Equalizermorphismus.

|

5.1.15 Definition (Colimes):

Sei D:S — C ein Funktor, dann bildet eine Senke ((c;)scomj(s), C') zu D einen
Colimes, wenn sie die folgende, als ,, co-universell* bezeichnete Eigenschaft besitzt.

(Co-universelle Eigenschaft): Zu jeder Senke ((7;)scou;(s), R) fiir
D existiert genau ein C-Morphismus ¢: C' — R mit ¢o ¢, = r, fiir alle
S-Objekte s.

5.1.16 Beispiel (Coprodukte und Coequalizer):

Dual zu Produkten und Equalizern sind ,, Coprodukte® und ,, Coequalizer. Dabei han-
delt es sich jeweils um die Colimites zu den in 5.1.14 beschriebenen Diagrammen.
So ist der wesentliche Bestandteil jedes Coequalizers ein eindeutiger Morphismus
¢: B — C' mit der Eigenschaft co f = cog. Ihnen kommt bei der Colimesbildung
dieselbe grundlegende Rolle zu die Produkte und Equalizer bei der Limesbildung
spielen.

In der Kategorie der Mengen SE7T entspricht das Coprodukt eines Diagramms der
disjunkten Vereinigung der Diagrammobjekte (— [ML70] S. 66-67). Das Objekt des
Coequalizers zweier Abbildungen f, g in SET mit gleicher Doméne/Codomiine 148t
sich aus der Faktorisierung der Codoméne mit der kleinsten Aquivalenzrelation, die
alle Paare (f(a),g(a)) fiir die Elemente a aus der Codoméne enthélt, gewinnen
(— [ML70] S. 69). Coequalizermorphismus ist in diesem Fall die Abbildung, die allen

Elementen ihre Aquivalenzklasse zuordnet.
O
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Limites und Colimites sind zueinander duale Konstruktionen. Kennt man den Limes
eines Diagramms D in C, so ist dadurch auch der Colimes des dualen Diagramms D
in C? gegeben und umgekehrt. Von besonderem Nutzen ist dieser Zusammenhang bei
Kategorien, die dquivalent zu ihrer dualen Kategorie sind, wie beispielsweise die freien
abelschen Gruppen (— 5.2.6, 5.2.9). In diesem Fall braucht nur jeweils eine der beiden
Konstruktionen durchgefiihrt werden, die andere ergibt sich durch Dualisierung.

5.1.17 Folgerung:
Sei F:S§ — C ein Funktor, dann gilt:

(I) ein Paar (Q, (gs)scos;(s)) bildet eine Quelle zu D, wenn ((¢s)scobj(s), @)
eine Senke zu D bildet und

(IT) ein Paar (L, (45)scon;(s)) bildet einen Limes zu D, wenn ((¢s)secobj(s), L)
einen Colimes zu D bildet.
O

Hiufig verwendete Spezialfille von Limes- bzw. Colimeskonstruktionen sind ,, Pull-
backs“ und ,, Pushouts“, von denen wir nur letztere gesondert einfiihren. Pullbacks
ergeben sich durch Dualisierung aus Pushouts. Im Unterschied zu der sonst iibli-
chen Trennung von Diagramm und Colimes werden bei Pushouts deren Objekte und
Morphismen zu einem Diagramm zusammengefafit.

5.1.18 Definition (Pushout):

Sei § die vom linken Graphen generierte Kategorie, dann bildet das rechte Dia-
gramm

Ag—L20 4,

S0
W}L/ an fll O lcw
S1 S92
Ay o
einen Pushout wenn: (C, (¢s,)i=0.12), €5y = €5, © f1 einen Colimes zum Funktor D
mit Doméne S, D(s;) = A;, i =0,1,2 und D(m;) = f;, j = 1,2 bildet.
O

Zwei Konstruktionen sind grundlegend fiir jede Limesbildung, zum einen das Zusam-
menfiigen der Diagrammobjekte zu einem Objekt und zum anderen dessen Fakto-
risierung anhand der durch die Diagrammorphismen gegebenen Struktur. Das Zu-
sammenfiigen von Objekten kann mit Hilfe von Produkten (— 5.1.14) erfolgen, zum
Faktorisieren lassen sich Equalizer nutzen (— 5.1.14). Tatsdchlich 148t sich der Li-
mes jedes endlichen Diagramms unter ausschliefSlicher Verwendung dieser beiden Dia-
grammtypen mit den entsprechenden Limites ermitteln. Damit geniigt es innerhalb
einer beliebigen Kategorie, diese beiden konkreten und zumindest von der Struktur
her einfachen Limeskonstruktionen zu beherrschen. Auf der anderen Seite manifestiert
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sich schon in diesen beiden Konstruktionen die gesamte Problematik der Limesbil-
dung.

Der nachfolgende Satz, der diese Konstruktion zum Inhalt hat, ist mit notationellen
Modifikationen aus [ML70] (Satz 1, S. 117-118) entnommen. In diesem Zusammen-
hang notieren wird das Produkt eines Diagramms D mit Domine & wie auch dessen
Objekt durch [T, oy (s) D(s)-

5.1.19 Satz (Limites generiert aus Produkten und Equalizern):

Sei S eine endliche Kategorie, C eine Kategorie mit allen endlichen Produkten
(bezeichnet mit []) und D:S — C ein Funktor, dann ergibt sich der Limes von D
aus dem nachfolgenden Diagramm zu (€, (£5)scou; (s))

D(s) D(cod(m)) === D(cod(m))
l
e 5 Ecod(m) O Em
I 3 A
o
g 7 [I76s) — [12(cod(m))
s€O0bj (S) gp me Mor (S)
Edom(m) \j Em
D(dom(m)) D) D(cod(m))

wenn der Equalizer (£, ¢) von Zo, Zp existiert. Die Morphismen Zo, Zp ergeben sich
eindeutig aus den universellen Eigenschaft des rechts stehenden Produkts und den

Quellen ( HD(S) ) (gcod(m))mEMor(S))a ( HD(S) ) (D(m) Ogdcm(m))mEMor(S))-

s € Obj (S) s € Obj (S)

(Beweis — [ML70] Satz 1, S. 117-118)

5.2 Freie abelsche Gruppen

Bei den , freien abelschen Gruppen handelt es sich um additive Gruppen, deren
Trigermenge sich mit Hilfe von Inversenbildung und der Gruppenoperation aus einer
,Basis“ genannten Menge erzeugen liafit. Sie stehen in engem Zusammenhang zur
Menge aller Funktionen von der Basis in die ganzen Zahlen und mit Vektorrdumen
iiber dem Ring (Z, +, *).° Zusammen mit den linearen Abbildungen zwischen ihren
Trigermengen, d.h. Abbildungen, die das neutrale Element bewahren und mit der
Gruppenoperation vertriglich sind, bilden die freien abelschen Gruppen die gleich-
namige Kategorie.

9auch als Z-Module bezeichnet
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Im Rahmen dieser Arbeit spielen zwei Unterkategorien der freien abelschen Grup-
pen eine herausragende Rolle, zum einen die iiber einer endlichen Basis erzeugten
Gruppen mit monotonen Morphismen, zum anderen die endlich erzeugten Gruppen,
deren Morphismen kanonisch aus Funktionen zwischen den Basismengen erzeugt sind.
Letztere entsprechen dem Bild eines freien Funktors von der Kategorie der endlichen
Mengen in die Kategorie der freien abelschen Gruppen. Damit lassen sich insbe-
sondere Colimites von den endlichen Mengen, wo sie fiir jedes endliche Diagramm
existieren, auf die freien abelschen Gruppen iibertragen.

Beim Ubergang von der Unterkategorie der freien abelschen Gruppen mit funktions-
generierten Morphismen auf die Unterkategorie, fiir deren Morphismen lediglich Mo-
notonie gefordert ist, verliert man im allgemeinen die Mdoglichkeit, Limites von Dia-
grammen aus deren Entsprechung in der Kategorie der Mengen abzuleiten. Hier 148t
sich aus dem Zusammenhang von freien abelschen Gruppen zu Vektorrdumen und
von linearen Abbildungen zu Matrizen in ausgezeichneten Féllen trotzdem eine, zu
dem noch effizient berechenbare, Losung ableiten.

5.2.1 Definition (Freie abelsche Gruppe):

Ein Paar (T, @) bildet eine , freie abelsche Gruppe® iiber der aufzihlbaren Menge
A, bezeichnet mit A®, wenn T die kleinste bzgl. @ abgeschlossene Menge ist, fiir
die gilt:

(I) A ist eine Teilmenge von T,

(IT) T enthélt ein von A verschiedenes Element 0, bezeichnet als , neutrales
Element®,

(III) fiir jedes a aus A enthélt T ein von A verschiedenes Element @, bezeichnet
als ,,inverses Element* zu a,

und @ eine zweistellige Operation ist, die fiir jedes a in A, u, v, w in T die folgenden
Bedingungen erfiillt:

(IV) (Neutralitit) v@®0=u,
(V) (Invertierbarkeit) a®a =0,
(VI) (Assosiativitit) (uBv)Pw=ud (véw)und

(VII) (Kommutativitit) v ® w = w & v.
]

Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, bezeichnen wir die Trigermenge einer
freien abelschen Gruppe iiber A, genau wie die Gruppe selbst mit A® und ihre Ba-
sismenge A durch Base(A®). Jedes Element aus A®, 1id8t sich als formale Summe

@xa*a mit x, € Z

a€A
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darstellen, dabei ist die Menge {a € A | z, # 0} endlich, und z, * a steht als Abkiir-
zung, fiir:

—Zq

Zaq
@a wenn x, > 0, @6 wenn z, < 0 oder 0 wenn z, = 0.
1 1

Alternativ konnen die Elemente der Gruppe auch als Funktionen von A in die ganzen
Zahlen aufgefalt werden. In diesem Fall notieren wir die Koeffizienten z, aus den
formalen Summen eines Elementes v durch v(a).

5.2.2 Beispiel (Notationen fiir die Elemente freier abelscher Gruppen):

Sei A® die freie abelsche Gruppe iiber der Menge {a,b, ¢}, dann bezeichnen die fol-
genden drei Notationen

aPDbBbPOBRbPODCEHE, aDdDdxbD —2¢, v:a—1
b—5
cr— —2

jeweils das gleiche Element aus A®.
|

Mit der Gruppenstruktur vertrégliche Abbildungen zwischen den Trégermengen frei-
er abelscher Gruppen bezeichnen wir als Morphismen oder, um sie von Morphismen
anderer Kategorien zu unterscheiden, als ,, Morphismen in den freien abelschen Grup-
pen®. Sie sind jeweils schon durch ihr Verhalten auf den Basiselementen eindeutig
bestimmt, da sich jedes Element als formale Summe iiber Basiselementen beschreiben
148t und Summen bewahrt werden. Wir werden von dieser Méglichkeit zur endlichen
Beschreibung von Morphismen in den freien abelschen Gruppen im weiteren hiufig
Gebrauch machen.

5.2.3 Definition (Morphismen):

Seien A® = (T4, ®), B® = (T, ®), freie abelsche Gruppen, dann ist eine Ab-
bildung f von T4 nach Tp ein Morphismus in den freien abelschen Gruppen,
bezeichnet mit f: A® — B®, wenn gilt:

(I) (Vertraglichkeit mit 0): f(0) =0 und

(IT) (Vertraglichkeit mit ®): Va,d’ € A: f(a® d') = f(a) ® (d').
|

Morphismen in den freien abelschen Gruppen, die Basiselemente auf Summen von
Basiselementen abbilden, d.h. bei denen in den Summen keine Inversen auftreten,
bezeichnen wir als ,,monoton®. Definiert man fiir jede freie abelsche Gruppe A® eine
partielle Ordnung ,, <* durch:

v<w <= Vae€ A:v(a) <w(a)
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dann gilt fiir alle monotonen Morphismen f und Elemente v, w aus dom(f):
v<w = f(v) < f(w).

Fiir Morphismen im allgemeinen gilt diese Implikation nicht, da die Bilder vergleich-
barer Elemente nicht vergleichbar sein miissen.

5.2.4 Definition (Monotonie):

Sei f: A® — B® ein Morphismus in den freien abelschen Gruppen, dann ist f
,monoton*, wenn fiir alle a aus A gilt:

f(a):@xb*b = Vbe B: x;, > 0.
beB
|

Eine weitere wichtige Klasse innerhalb der freien abelschen Gruppen bilden die von
Funktionen zwischen Mengen generierten Morphismen. Bei ihnen ist die Abbildung
der Basiselemente durch die zugrundeliegende Funktion festgelegt, die Abbildung der
iibrigen Elemente ergibt sich aus der geforderten Vertriglichkeit mit der Gruppen-
operation und dem neutralen Element. Damit ist auch klar, dafl diese Morphismen
in jedem Fall monoton sind. Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, bezeichnen
wir diese Morphismen einfach als ,, funktionsgenerierte Morphismen®.

5.2.5 Definition (funktionsgenerierte Morphismen):

Sei f: A — B eine Abbildung zwischen Mengen, dann definieren wir einen f-
generierten AG-Morphismus f®: A® — B® als Morphismus in den freien abelschen
Gruppen, der fiir alle a aus A die folgende Bedingung erfiillt:

|

Zu jeder freien abelschen Gruppe bildet die Identitdtsabbildung ihrer Trigermenge
einen Morphismus im Sinne von Definition 5.2.3 und die sich aus der Funktions-
komposition ergebende Komposition von Morphismen erfiillt die Vertriglichkeits-
bedingung von Kategorien (— 5.1.1.V), so daBl die freien abelschen Gruppen mit
ihren Morphismen alle Bedingungen einer Kategorie erfiillen. Je nachdem, wie die
eingefithrten Einschrinkungen auf den Objekten (endliche Basis) und auf den Mor-
phismen (Monotonie, Funktionsgeneriertheit) miteinander kombiniert werden, erhélt
man fiinf Unterkategorien der freien abelschen Gruppen, von denen die Kategorie
der endlich erzeugten Gruppen mit monotonen Morphismen und die Kategorie der
endlich erzeugten Gruppen mit generierten Morphismen im Rahmen dieser Arbeit
von besonderem Interesse sind.
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5.2.6 Definition (Kategorien freier abelscher Gruppen):

Wir definieren AG als die Kategorie, die alle freien abelschen Gruppen und ihre
Morphismen enthélt. Identitdten und Komposition entsprechen den gleichnamigen
Konstruktionen auf Abbildungen zwischen Mengen. Dariiber hinaus definieren wir
folgende Unterkategorien von AG:

(I) AGy als groBite volle Unterkategorie von AG, in der alle Objekte iber end-
liche Basismengen verfiigen,

(IT) AG,, als grofite Unterkategorie von AG, in der alle Morphismen monoton
sind,

(IIT) \AG, als grofite Unterkategorie von AG, in der alle Morphismen von Funk-
tionen generiert sind,

(IV) AGpy, als grofite Unterkategorie von AGy, in der alle Morphismen monoton
sind und

V) AG;, als grofite Unterkategorie von AG,, in der alle Objekte iiber endliche
fg g
Basismengen verfiigen.

|

In der zu AG; dualen Kategorie Ag;” (— 5.1.7) ist jeder .AG;-Morphismus enthalten,
jedoch mit gegeniiber den urspriinglichen Morphismen vertauschter Doméne und Co-
doméne. Um eine Beziehung zwischen den beiden Kategorien herzustellen, ordnen
wir in der folgenden Definition jedem Morphismus f zwischen zwei freien abelschen
Gruppen A®, B® den Morphismus f° zu, der in entgegengesetzter Richtung abbildet.
Er ergibt sich aus der Zuordnung der Basiselemente b aus B zu Summen derjenigen
Elemente aus A, deren Bild unter f b enthélt. Diese Konstruktion setzt die Endlich-
keit von A voraus, da andernfalls unendliche Summen entstehen konnten und damit
Bilder, die aulerhalb von A® liegen.

5.2.7 Definition (Duale Morphismen):

Wir definieren die Abbildung (-)°?: Mor (AGr) — Mor (AG;) fiir jeden Morphis-
mus f: A® — B® in AG; und b in B durch:

fP:B® — A° mit fP(b) =D fla)(b) xa

acA
O
5.2.8 Beispiel (Die Abbildung (_)?):
frar—>2%b D 4xby fP:bi—2x%xa
s — by by — 4% a; ® ay
as — b3 = b3 — Qs
S Do
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Da fiir jede Kategorie C Mor (C) = Mor (C) gilt (— 5.1.7), kénnen wir () als
einen Funktor von AG; nach AG;°” auffassen, wodurch die zur dualen Kategorie kor-
respondierende Notation von (-)° motiviert ist. Von den Morphismuseigenschaften
Generiertheit und Monotonie erhélt (_)? nur die Monotonie. Lediglich die von injek-
tiven Funktionen generierten Morphismen haben unter (_)* Bilder in AGZ.

5.2.9 Lemma (Eigenschaften von (_)):
Sei AG” die zu AG; und AG? die zu AGy,, duale Kategorie, dann gilt:

(I) () ist ein Funktor von .AG; nach AG
(IT) AG” = AG;,
(II1) AG? = AGyy, und
(IV) ()% 0 () = ID g,
(Beweis — Anhang S. 258)

Kategorien, die wie die freien abelschen Gruppen dquivalent zu ihren dualen Entspre-
chungen sind, bezeichnet man als , selbstdual®. Aufgrund dieser Aquivalenz und der
Tatsache, daf (-)” sowohl nach AG{" als auch nach AG; abbildet, werden wir (_)*
im weiteren, wenn nicht anders gesagt, als Funktor von AG; nach AG; betrachten.

Daf} die freien abelschen Gruppen nicht nur dem Namen nach, sondern tatséchlich
beziiglich ihrer Basis frei konstruiert sind, zeigt der nachfolgende Satz.'® Als Ver-
gilfunktor in die Mengen fungiert dabei die Abbildung, die jedem Morphismus die
zugrundeliegende Abbildung zwischen den Trigermengen zuordnet. Betrachtet man
die generierten Morphismen (= 5.2.5) als Bilder eines Funktors (_)®, so ergibt sich
daraus ein ,,freier Funktor von den Mengen in die freien abelschen Gruppen.

5.2.10 Satz (Freie Konstruktion):

Sei die Abbildung (.)®: SET — AG auf allen Funktionen definierten wie in 5.2.5
und V: AG — SET der Vergififunktor, der den Morphismen die zugrundeliegende
Abbildung zwischen Trigermengen zuordnet. Dann gilt:

(I) fiir alle Mengen A ist A® bzgl. V frei iiber A konstruiert und

10 Ays algebraischer Sicht ist bekannt, dafl es sich bei den freien abelschen Gruppen, betrachtet
man sie als Vektorrdume, um ,,freie Module“ handelt. Diese Eigenschaft entspricht wiederum der
freien Konstruktion der Kategorientheorie. Da dieser Zusammenhang aber nicht so offensichtlich ist
und dariiber hinaus ein schones Beispiel fiir eine freie Konstruktion liefert, haben wir Satz 5.2.10
hier aufgenommen.
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(I1) (_)® ist ein freier Funktor bzgl. V.

(Beweis — Anhang S. 260)

Als Spezialfille von Linksadjunktionen zu den jeweiligen Vergiifunktoren bewahren
freie Funktoren Colimites (— [HS73] 27.5, 27.7). Daraus folgt mit der Existenz aller
endlichen Colimites in der Kategorie der endlichen Mengen (— 5.1.16) die Existenz
aller Colimites in den endlich erzeugten freien abelschen Gruppen mit generierten
Morphismen.

5.2.11 Korollar (Covollstéindigkeit):

Die Kategorie AGy, der endlich erzeugten freien abelschen Gruppen mit generier-

ten Morphismen ist endlich covollstindig.
|

Die Kategorie der Vektorrdume und Matrizen, die nachfolgend definiert wird, kann
neben den Musterkategorien zu Diagrammen als ein weiteres Beispiel dafiir betrachtet
werden, dafl Morphismen nicht notwendigerweise Abbildungen sein miissen. In dieser
Kategorie bilden m x n-Matrizen iiber Z die Morphismen, mit dem n-dimensionalen
Vektorraum iiber Z als Doméne und dem m-dimensionalen Vektorraum iiber 7Z als
Codoméne.

5.2.12 Definition (Kategorie der Vektorriume und Matrizen):

Die Kategorie der arithmetischen Vektorrdume und Matrizen VR enthilt alle n-
dimensionalen Z-Vektorrdume Z™ (n aus N) iiber dem Ring (Z, +, ) als Objekte
und alle m x n-Matrizen iiber Z (m,n € N) als Morphismen.

(I) (Doméne) Fiir jede m x n-Matrix M gilt: dom (M) = Z".
(IT) (Codoméine) Fiir jede m x n-Matrix M gilt: cod(M) = Z™.

(III) (Identitdten) Zu jedem n-dimensionalen Vektorraum Z" bildet die n x n-
Einheitsmatrix, die wir mit E,, bezeichnen, die Identitit.

(IV) (Komposition) Die Komposition in VR ist durch die Matrixmultiplikation
definiert und wird mit ,,x“ bezeichnet.
]

Jede endliche Menge 148t sich total ordnen. Mit Hilfe dieser Ordnung kann jede
endlich erzeugte freie abelsche Gruppe durch Zuordnung der Koeffizientenvektoren
zu den formalen Summen

Lay

n
Draea [ 1)
i=1

Lq

n
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in den n-dimensionalen Vektorraum iiber den ganzen Zahlen Z" abgebildet werden.
Dabei steht n fiir die Anzahl der Elemente in der Basis der Gruppe. Auf der anderen
Seite bildet der Zusammenhang von linearen Abbildungen zwischen Ringen zu Ma-
trizen eine Grundlage linearer Algebra (— z.B. [KM95] Kap. 3), und freie abelsche
Gruppen lassen sich durch Hinzunahme der komponentweisen Multiplikation zu ei-
nem Ring erweitern.

5.2.13 Definition (Abbildung von Morphismen in Matrizen):
Wir definierten die Abbildung (_)*': Mor (AG;) — Mor (VR) durch:

(OME (fig = Fag)B0))ict, Bl ot

fiir alle Morphismen f: A® — B® aus AG;.
O

Wenn im weiteren nicht anders gesagt, soll die Reihenfolge der Elemente einer durch
Aufzéhlung definierten Menge, die mit ,,<“ bezeichnete Totalordnung bestimmen.
Fiir die Menge {a, b, ¢} folgt daraus beispielsweise a < b < c.

Obwohl alle freien abelschen Gruppen, deren Basen die gleiche Kardinalitdt haben,
auf denselben Vektorraum abgebildet werden, geht dabei keine wesentliche Informa-
tion verloren. Die Morphismen zwischen zwei Gruppen entsprechen in Anzahl und
Eigenschaften den Matrizen zwischen den entsprechenden Vektorrdumen, d.h. einge-
schrinkt auf diese Gruppen ist die Abbildung () bijektiv.

5.2.14 Satz (Funktor):

Die Abbildung (_)"ist ein Funktor von AG; in VR mit den Eigenschaften , treu*
und ,,voll“.
]
(Beweis — Anhang S. 262)

Umgekehrt lassen sich auch Matrizen auf Morphismen in den freien abelschen Grup-
pen abbilden. Dabei mufl aufler der Matrix auch die Doméne und die Codoméne
des resultierenden Morphismus als Parameter {ibergeben werden, da jeweils eine Ma-
trix fiir eine Menge von Morphismen mit gleichem Verhalten, aber verschiedenen
Anfangs- und Endpunkten steht. Die Abbildung von Morphismen in Matrizen und ihr
Gegenstiick verhalten sich invers zueinander, so dafl ihre Hintereinanderausfiihrung
wieder den urspriinglichen Morphismus ergibt.
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5.2.15 Definition (Abbildung von Matrizen in Morphismen):
Wir definieren eine partielle Abbildung

Mp: Mor (VR) x Obj (AGy) x Obj (AGs) — Mor (AGy)

fir alle Mengen A = {ay,...a,}, B={b1,...an}, a; aus A und m x n-Matrizen
M = (m; ;) durch:

Mp (M,A®, B®) def f:A® — B® mit f(aq) = @mm * b;.
i=1

5.2.16 Korollar (Mp und (_)™):

Fiir alle freien abelschen Gruppen A®, B®, Gruppenmorphismen f: A® — B® und
|B| x |A|-Matrizen M gilt:

Mp ((f)M,A®,B®):f und  (Mp (M, 4%, B®))™ = M.
O

Die Kategorie der endlichen Mengen SE7T ; ist, wie die Kategorie der Mengen all-
gemein, nicht selbstdual. Dementsprechend existieren mit dem kartesischen Produkt
und der disjunkten Vereinigung zu jedem endlichen diskreten Diagramm zwei un-
terschiedliche Mengen als Produkt und Coprodukt (— 5.1.14, 5.1.16). Im Gegensatz
dazu fallen die Objekte dieser dualen Konstruktionen bei den selbstdualen freien
abelschen Gruppen zusammen. Sie werden von der freien abelschen Gruppe iiber
dem Coprodukt der Basismengen gebildet. Die Limes- bzw. Colimesmorphismen sind
frei iiber den entsprechenden Mengenabbildungen konstruiert und zueinander dual.

5.2.17 Lemma (Produkte):

Sei § eine endliche, diskrete Kategorie, C eine der in 5.2.6 definierten Kategorien
freier abelscher Gruppen und D:S — C ein Funktor, dann bildet

®

(8 2ose@) )7, (0.
s € Obj (S)

einen als ,,endliches Produkt“ bezeichneten Limes von D, dessen universelle Ab-

bildungen ¢ sich aus:
ls(as) = a

fiir alle Objekte s in S, a, in der disjunkten Vereinigung und a in der Basis von
D(s) ergeben.
|
(Beweis — Anhang S. 263)
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Da wir im weiteren nur endliche Produkte und Coprodukte betrachten, lassen wir,
wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, das Adjektiv ,,endlich® weg und reden nur
noch von Produkten und Coprodukten.

Bei der Berechnung von Equalizern (— 5.1.14) kénnen wir uns den Zusammenhang
von AG;~Morphismen zu Matrizen nutzbar machen. Ubertragt man die Eigenschaft
f ol =gol des gesuchten Morphismus ¢ im Equalizer zum Diagramm

f

® ®
AT.B

mit Hilfe von (_)™ (= 5.2.13) auf Matrizen, so erhiilt man

(Y (%= ()" o (O oder ()= (o) = (0= 0.

Es wird demnach die Matrix gesucht, deren Spaltenvektoren die Basis des Kerns der
Differenzmatrix (f)*'— (g)* bilden. Aufgrund der Eigenschaften von ()™ (= 5.2.14)
existiert eine solche Basis genau dann, wenn ein Equalizer zum Diagramm existiert.

Die ganzen Zahlen Z, iiber denen die Vektorrdume und Matrizen in VR gebildet sind,
formen wegen des Fehlens von Inversen beziiglich der Multiplikation nur einen Ring
und keinen Korper wie beispielsweise Q. Aus diesem Grund existieren, anders als zu
Vektorrdumen iiber Kérpern, Matrizen in V'R, deren Kern keine Basis iiber Z besitzt,
wie das folgenden Beispiel zeigt.

5.2.18 Beispiel (Kern von Matrizen iiber Z ohne Basis):

Mit den folgenden drei Schritten 148t sich zu jeder Matrix M eine Losungsmatrix L
mit der Eigenschaft M L = 0 und einem Rang, der der Anzahl der linear unabhéngi-
gen Losungen entspricht, bestimmen. Die Spaltenvektoren von L bilden allerdings
nicht in jedem Fall eine Basis fiir den Kern von M.

(1) Konvertieren von M in eine Matrix iiber dem Koérper Q und Berechnen der
Treppennormalform, z.B. nach Gau$f.

(2) Berechnen der Losung iiber Q, z.B. nach Gauf-Jordan.

(3) Konvertieren der Losungsmatrix nach Z, durch Bildung des , kleinsten gemein-
samen Vielfachen® iiber den Koordinaten der jeweiligen Spaltenvektoren.

11
Bl 9 0|21
0 2

N——"
o — N[
—t O N

Die Spaltenvektoren der resultierenden Matrix L enthalten nur Koordinaten aus Z
und bilden eine Basis iiber Q zum Kern von M. Betrachte man jedoch den Spal-
tenvektor v aus dem Kern, dessen Wert an allen Koordinaten Eins betrigt, dann
existiert kein Zeilenvektor x in Z? mit der Eigenschaft L x x = v, d.h. L ist keine
Basis iiber Z.
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Die hier verwendete Matrix M entspricht unter anderem der Differenz (f)™ — (¢)™
der Matrizen zu den AG;~Morphismen

frar—2xc g: ap—0
as — 0 Qo > C
az+— 0 ag > c O

Das in 5.2.18 verwendete Verfahren ergibt fiir jede Matrix M aus VR eine Losungs-
matrix L zur Matrixgleichung M x L = 0. Wie im Beispiel gezeigt, bilden deren
Spaltenvektoren aber nicht notwendigerweise eine Basis zum Kern von M. Giinsti-
ger ist die Situation bei Losungsmatrizen'’ deren Aufbau dem in Abb. 5.1 gezeigten
Schema entspricht, hier 1d8t sich fiir jeden Vektor v der Vektor z = (vj,,...,v;,) mit

i1 log e 1
b1 by o b
Lt dogier o g
L=(,)=| et e 0 g
R 0 1 0
Lijss1 logort o0 o
ll,jrfl lZ,jrfl e lr’jT,1
Lt dogerr o0 g
ll,n l2,n o lr,n

Abbildung 5.1: Schema einer Lésungsmatrix fiir die Matrixgleichung M % L = 0.

L x x = v direkt aus den Koordinaten von v zusammensetzen.

Das Problem verschérft sich, wenn Equalizer in der Kategorie der freien abelschen
Gruppen mit monotonen Morphismen AGy,, gesucht werden. In diesem Fall muf} die
Losungsmatrix, wenn sie denn eine Basis bildet, zusétzlich noch frei von negativen
Eintriagen sein.

1'Wie sie beispielsweise bei Morphismen auftreten, deren Bilder ausschlie8lich aus formalen Sum-
men mit Koeffizienten grofier oder gleich Eins bestehen.
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5.2.19 Lemma (Existenz von Equalizern):
/

Sei § die von dem Graphen s — s' generierte Kategorie, D: S — AGy ein Funk-
tor,

|Base (D(s))| =n, r=mn— Rang ((D(m))M— (D(m'))M> ,

L = (l,,) eine n x r—Matrix {iber Z mit
(D)= (D)) « L =0

und es existiere eine Folge 1 < j; < ... < j. < n,sodaB firallei,p=1,...,r,
p#igilt [, =1 und [, , = 0, dann bildet

(E®, Mp (L, E®,D(s))) " mit E={e,...,e}

einen als ,, Equalizer bezeichneten Limes fiir D in AG;.

Sind dariiber hinaus D(m), D(m') monoton und ist L eine Matrix iiber N, dann

bildet der Equalizer einen Limes fiir D in AGy,,.
O

(Beweis — Anhang S. 265)

Wir verwenden in den iibrigen Kapiteln dieser Arbeit im Zusammenhang mit Limes-
konstruktionen héufig Diagramme der Form

S1 e Sn+1 Sn+2.-.sm
7&\.“/7nn+1
s

Sie erlauben es, die Objekte der oberen Reihe zusammenzufiigen und das Ergebnis
beziiglich der Verbindung zum unteren Objekt zu Faktorisieren. Im Fall der freien
abelschen Gruppen werden beim Faktorisieren die Elemente zusammengefaf3t, die ein
gemeinsames Bild in der unteren Gruppe haben. Satz 5.1.19 zeigt, wie diese Limites
aus Produkten und Equalizern konstruiert werden kénnen. Da wir aber in 5.2.18
schon gezeigt haben, daf8 speziell in AGy,, nicht alle Equalizer existieren, kann man
davon ausgehen, daf} dies auch fiir Limites zu Diagrammen der gezeigten Form gilt.
Das nachfolgende Beispiel belegt diese Annahme.

5.2.20 Beispiel (Diagramm ohne Limes in AGyy,):
Seien f:{ay,a2}® = {c}®, g: {b1,b5}° = {¢}® zwei Morphismen in AG; mit

fra—c g: by—c
Qo — C bo+—c

12Da sich die universellen Abbildung ¢, im Falle von Equalizern eindeutig aus ¢, ergibt, 148t man
sie meist weg und schreibt (F,¢) anstelle von (E, (€s)sc Oy (3)).
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Zusammen bilden sie ein Diagramm der besprochenen Form. Das Produkt der Dia-
grammobjekte und das Produkt der Codominen von f und g '* ergibt sich nach
Lemma (— 5.2.17) zu {ay, ag, by, by, c}® resp. zu {cy, ¢, }°.

Damit sind auch die Morphismen

-~ -~

ly:ay—rcp ly: ap—0

Ao = Cf as — 0 ~\M ~\M 110 0-1
= () -())=

by — ¢y by — 0 0 011-1

b2f—>Cg bgf—>0

c —0 c —=crdey

(— 5.1.19) festgelegt, deren Equalizer sich in den Limes des Diagramms umformen
1aB8t. Mit den im Beispiel 5.2.18 gezeigten Schritten erhilt man dazu die Losungsma-
trix

-1 01
1 0 0
A\ M A M
0—-1 1 (Losungen zu <(£p) — <€0> ) xx = 0)
0O 1 0
0 01

die, da sie negative Eintrage enthélt, nicht in einen monotonen Morphismus iiber-
tragen werden kann. Durch Spaltentransformationen 148t sich dieser Mangel zwar
beseitigen, aus den resultierenden Matrizen kann aber keine Folge mit den in 5.2.19
geforderten Eigenschaften ableitet werden.

Ersetzt man den Morphismus f durch f": {a;}® — {¢}® mit f'(a;) = ¢, erhilt man
als Losung die links stehende Matrix, die sich durch Spaltentransformation in die
rechtsstehende Matrix umwandeln 148t.

0
-1

_ O = =
e
(R o i S e—

0

Diese Matrix erfiillt alle Kriterien in 5.2.19 und kann in einen Equalizer umgewandelt
werden. Dafl der Equalizer in diesem Fall existiert, liegt daran, dal f’ im Gegensatz
zu f injektiv und generiert ist.

|

13Genau genommen miifiten auch die Identitiiten beriicksichtigt werden. Da sich die dadurch
entstehenden Elemente in den nachfolgenden Berechnungen gegeneinander aufheben, sind sie hier
weggelassen.

Da f, g die gleiche Codomiine haben, taucht {c}® aufgrund der disjunkten Vereinigung der
Basismengen iiber die Produkte gebildet werden (— 5.2.17), im Produkt der Codoménen zweimal
auf.
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Da Diagramme der gezeigten Form im Rahmen dieser Arbeit eine besondere Rolle
spielen, geben wir im nachfolgenden Lemma eine Bedingung an, unter der deren
Limites existieren, und zeigen, wie sie gebildet werden. Anschlieend veranschaulichen
wir diese Konstruktion anhand eines Beispiels.

5.2.21 Lemma (Limites spezieller Diagramme):

Sei § die von dem Graphen

S1 T Sn+1 Sn+2 +-+ Sm
T&\' ' '/mnﬂ
S/

(n,m € N) generierte Kategorie, D: S — AGy,, ein Funktor mit
D(SZ) = Ai®; D(SI) = B®, D(mz) = fz
und (g;: A; \ Kern(f;) = B)i=1..»" eine Familie von Bijektionen fiir die

®

fi

B _
dom(g;®) — Ji

gilt, dann ergibt sich der Limes zu D in AGy,, aus der ((n+1)*|B|+7r) x r—Matrix

(fnJrl)M‘ 0

pel mit r= Y|4 N Kern(f)| + X |A
(fnJrl)M‘ 0 =1 t=n+1
— 5 —

wobei E, die r x r—Einheitsmatrix und 0 die Nullmatrix bezeichnet, zu:

<E®, (U5 0 €)s€Ob]. (3)) mit £ % {e1,...e.}, £ dof Mp (L, E® [1 D(s) )

s € 0bj (S)

mit ¢, als universeller Abbildung vom Produkt

HD(S) :{bl ,...,b|B| ,

€ 0bj (S

’ /) al al a? al
1 PRI} |B| PRI} 1 PRI} |B| )
n+1 n+1 m m
a/1 , . s . , a/|An+1‘ , . s . , a/1 , . s . , a/|Am| ,
1 1 n n ®
Qg1 - Qay| ,...,a|B|+1,...,a|An|}

in die Gruppe D(s). Darin bezeichnet b; das j-te Element der Menge B und d}
das j-te Element der Menge A;, so dal g;(a}) = b; fiir j < |B] gilt.
O
(Beweis — Anhang S. 266)
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Lemma 5.2.21 stiitzt sich auf die in 5.1.19 beschriebene Limeskonstruktion und auf
die in 5.2.19 angegebenen Bedingungen fiir die Existenz von Equalizern in AGy,,.
Schriankt man die f; mit ¢ kleiner n auf Elemente ein, die nicht zum Kern gehoren,
dann fiihrt ihre Transformation in Matrizen jeweils zu einer |B| x |B|-Einheitsma-
trix.'® Bei geeigneter Anordnung der Elemente in den beiden Produkten'” aus 5.1.19
ergibt sich daraus die unten links stehende Matrix als Differenz der Matrizen zu ¢,

und Zo Die Matrix unten rechts entspricht der Losungsmatrix L aus 5.2.21.

(far)™]| 0
_E\B\ é
. ES - frd
M
~Eis 0| Gan)™ (Fn)™] 0
E,

Die Multiplikation beider Matrizen ergibt offensichtlich die Nullmatrix. Dariiber hin-
aus erfiillt L auch alle anderen Bedingungen aus 5.2.19, so daf} ihre Transformation
einen Equalizer zu £, ¢, ergibt. Nach 5.1.19 1&8t sich in diesem Fall daraus der Limes
des Diagramms gewinnen.

5.2.22 Beispiel (Limeskonstruktion):
Gegeben das folgende Diagramm D

A® B® c® D®
INC fo] S

mit A = {a1,a2}, B = {b1,b2,03}, C = {c1,c2,¢3}, D = {dy,ds,d3}, G = {91, 92}
und

fliangl fgibngl f3:CIP—>5>kgl
az — g2 by — go 2= 4% g1 D go
bg|—>0 03'—>3*gl®7*g2

dann bildet die linke der nachfolgenden freien abelschen Gruppen ein Produkt der
Diagrammobjekte, dessen Elemente in der von Lemma 5.2.21 vorgegebenen Ordnung
stehen, und die rechte Gruppe ein Produkt der f;-Codomiinen.'

® ®
{91; 92, a1, a2, b1, ba, C1, C2, C3,dy1, da, d3, b3} {91,1, J1,2, 91,3, 92,1, 92,2, 92,3}

15 Kern(f) bezeichnet den Kern einer Funktion, d.h. im Falle von Gruppenmorphismen, die Teil-
menge der Domine, die auf das neutrale Element abgebildet wird.

16 Auf den Elementen auBerhalb des Kerns gilt f; = ¢,2, d.h. f; ist auf diesen Elementen bijektiv!

17die Anordnung des linken Produkts ist in 5.2.21 schon vorgegeben

"8Darin steht g;; fiir das i-te Element von G in der von der Codoméne des Morphismus f;
erzeugten Kopie.
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Die Eindeutigkeit des rechten Produkts und die Morphismenfamilien

(fi % Edam(mi))lgigi’n (gcod(mi))lgig?;

(45, bezeichnet den universellen Morphismus vom linken Produkt in das entsprechende
Diagrammobjekt), die zusammen mit dem linken Produkt eine Quelle (— 5.1.11)
fiir die Codoménen der Diagrammorphismen bilden, impliziert in diesem Fall zwei
Morphismen ¢,, ¢, vom linken ins rechte Produkt (— Abb. 5.2). Die Differenz der

-~ -~

ly: ar— g1 £y ar—0
a = g2.1 as 0
by — g12 by —0
by > gao by —0
bs — 0 bs — 0
cL—d*g13 c1 —0
o> 4%g13D 923 cy — 0
3> 3%g13D7*xgo3 c3 — 0
dy—0 dy—0
do— 0 do— 0
ds — 0 ds — 0
g1 —0 g g11Dg12D g3
g2 0 G2 G201 D 92,2 D g23

Abbildung 5.2: Die Morphismen Zp und Zo.

Matrizen zu @;, und Za ergibt die in Abb. 5.3 links stehende Matrix, wéihrend die
rechte Matrix eine Basis des Kerns der linken bildet. Wandelt man die rechte Matrix
aus Abb. 5.3 unter Beriicksichtigung der Ordnung auf den Elementen des Produkts
der Diagrammobjekte in einen AG,~Morphismus, erhdlt man ¢ mit

l:e1—5%xg BOxa DH*xb Dy
o> 4dx g DgeDdxa DaysD4xb Dby Dy
e3> 3% DTxgaD3*xa; DTxayB3xby DT xby D cs
€4 dy
es — dy
eg > ds
e7 — b3
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54 3/0000
0170000
5130000
1 0[10[00/00O0[0000 giggggg
0—1|0 10 0/0 0 0/0 00 0 A PO
T 0/0 0[1T 0/0 000000 0
0-1/0 0lo 1|0 0oo0loooo | * (1)(1)88888 =
1T 0/0 00 0/5 430000 PR
0—1/0 0lo 0lo 1 7/000 0 P IO
0000100
0000010
000000 1

Abbildung 5.3: Produkt aus der Matrix zu E,, — Zo und der Basis des Kerns.

Mit Hilfe des Zusammenhangs £ = {,, o ¢ 1at sich £ in die universellen Abbildungen
zu den Diagrammobjekten zerlegen,

Eil:elr—h’)*al E§4:61r—>0 o ep—=bxqp
es = 4dxa; D ay es — 0 ea > 4% g D g
es—>3%xa; D7 *xay es— 0 e3> 3% gL DT % g
eq — 0 es 0 ey — 0
es — 0 es — dy es +— 0
eg — 0 eg — do eg — 0
er— 0 er — ds er— 0
die zusammen mit der Gruppe {61,...,67}® den Limes zu D in AGy,, bilden.

|

Mit Hilfe dieses Zusammenhangs und der Dualitidt von Limites und Colimites, lassen
sich durch Dualisierung aus den schon bekannten Limeskonstruktionen Colimites er-
zeugen. Dazu werden die Diagramme zunéchst dualisiert, dann der Limes berechnet
und anschliefend die darin enthaltenen universellen Morphismen durch Dualisieren
in die couniversellen Morphismen des Colimes verwandelt. Die Objekte in Limes und
Colimes sind gleich. Alternativ liefle sich eine direkte Colimeskonstruktion aus der
Dualisierung der Lemmata 5.2.19 und 5.2.21 ableiten. Da Colimites innerhalb der frei-
en abelschen Gruppen in den Kapiteln 1-3 eine wesentliche Rolle spielen, gehen wir
im folgenden auf einige Eigenschaften der resultierenden Objekte und Morphismen
ndher ein.

Alle Colimites zu endlichen Diagrammen haben zwei Eigenschaften gemeinsam, er-
stens ist jedes Element ihres Objekts von einem Element in einem der Diagramm-
objekte generiert und zweitens existiert nur dann ein gemeinsames Objekt im Bild
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zweier Colimesmorphismen, wenn die Urbilder iiber eine ,Kette* von Morphismen
miteinander in Verbindung stehen. Diese Eigenschaften spielen in den iibrigen Kapi-
teln eine wichtige Rolle bei der Ubertragung anwendungsspezifischer Eigenschaften
von den Diagrammobjekten auf das Colimesobjekt und werden daher im nachfolgen-
den Lemma noch einmal explizit formuliert. Ihre dualen Entsprechungen treffen auf
alle Limites endlicher Diagramme zu.

5.2.23 Lemma (Colimeseigenschafen):

Sei S eine endliche Kategorie, D: S — AGjy, ein Funktor mit Colimes

((CS)SGSa C®)a

A die Basis von D(s) fiir alle s in S, P die disjunkte Vereinigung aller A,
— C P x P eine Relation mit

Vs, s' € Obj (S), as € As, aly € Ay
as —a, <= dm:s— s € Mor(S): D(m)(as)(al,) >0
und = der symmetrische, transitive Abschlul von —, dann gilt:

(I) Vee C, s € S, ay € Ag: ¢5(as)(c) >0

(Il) Ye € C, 5,8 € Obj (S), as € A,, dly € Ag:
cs(as)(c) >0 A co(a,)(c) >0 = a, = d,

(Beweis — Anhang S. 274)

5.3 Spezifikationen und Modelle

Im folgenden Abschnitt fiihren wir einen kategoriellen Rahmen ein, in dem sich forma-
le Objektbeschreibungen, im weiteren als ,, Spezifikationen bezeichnet, untereinander
und mit ihren Semantiken in Beziehung setzen lassen. Die dabei verwendeten Defini-
tionen sind, in notationell leicht abgewandelter Form, aus [EBO91]" {ibernommen.

Innerhalb eines ,, Spezifikationsrahmens* sind die Spezifikationen Objekte einer Kate-
gorie, ihre Beziehungen werden iiber Morphismen ausgedriickt. Wie die Spezifikatio-
nen realisiert sind, wird nicht weiter festgelegt. Als Semantik ist jeder Spezifikation
eine Kategorie zugeordnet, die wir als ,, Modellkategorie* bezeichnen. Abgesehen da-
von unterliegt auch die Modellbildung keinerlei Einschrénkungen.

Den Sperzifikationsmorphismen entsprechen auf der Modellebene Funktoren zwischen
Modellkategorien. Sie bilden die Modelle und Modellmorphismen zur Zielspezifikation

198pezifikationsrahmen werden dort als Spezifikationslogiken bezeichnet.
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eines Spezifikationsmorphismus in die Modellkategorie der Ausgangsspezifikation ab,
d.h. der Funktor verlduft, verglichen mit dem ihn generierenden Spezifikationsmor-
phismus, in entgegengesetzter Richtung. Dahinter steht die Vorstellung, daf3 Spezifi-
kationen, die Ziel eines Spezifikationsmorphismus sind, Objekte beschreiben, die ne-
ben den Eigenschaften der Ausgangsspezifikationen noch weitere Aspekte abdecken.
Da die Modelle dieser grofleren Spezifikationen alle darin geforderten Eigenschaften
erfiillen, also auch die der Ausgangsspezifikationen, konnen sie mit deren Modellen
in Beziehung gesetzt werden.

Schon auf diesem sehr abstrakten Niveau konnen mit Hilfe der in Abschnitt 5.1
beschriebenen Konstruktionen Ergebnisse erzielt werden. Diese Ergebnisse sind auf-
grund der Abstraktion von allen Realisierungsdetails auf sehr unterschiedliche Spezi-
fikationstechniken, wie Petrinetze (— Kapitel 2, 3) oder algebraische Datentypspezi-
fikationen (— Kapitel 6) anwendbar.

5.3.1 Definition (Spezifikationsrahmen):

Ein ,, Spezifikationsrahmen® SF ist ein Paar (C, M) bestehend aus einer Kategorie
C (den Spezifikationen) und einem Funktor

M:C? — CATCAT
der jedem C-Morphismus f: C' — C’ einen Vergifunktor
M(f): M(C") = M(C)

zuordnet,.
O

Fiir einen gegebenen Spezifikationsrahmen (C, M) notieren wir die von C-Morphismen
generierten Funktoren, indem wir M mit dem Morphismenbezeichner indizieren, d.h.
wir schreiben M, anstelle von M(h) fiir einen Morphismus h aus C.

Ausgehend von einem Spezifikationsrahmen kénnen die in den unterschiedlichen Mo-
dellkategorien separierten Modelle und Morphismen zu einer Kategorie aller Model-
le zusammengefaf}t werden, ohne das dabei Information verloren geht. Um dies zu
gewihrleisten bestehen die Morphismen dieser Kategorie aus einem Spezifikations-
und einem Modellmorphismus. Ersterer setzt die Spezifikationen zu denen die Mo-
delle gehoren in Beziehung, wihrend der Modellmorphismus das Modell in seinem
Ursprung mit dem Bild des Zielmodells unter M verkniipft, d.h. er gehort zur Mo-
dellkategorie der Ursprungsspezifikation.

Diese, die Grenzen der Modellkategorien iiberschreitende Form der Modellmorphis-
men, bezeichnen wir als ,, generalisierte Modellmorphismen® oder einfach als genera-
lisierte Morphismen und dementsprechend die von einem gegebenen Spezifikations-
rahmen generierte Kategorie aller Modelle als ,,generalisierte Modellkategorie®. Mo-
dellmorphismen die innerhalb der Kategoriegrenzen abbilden, sind als Spezialfille
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generalisierter Morphismen mit Identitdtsmorphismen als Spezifikationsabbildung in
diesen Rahmen eingebettet.

5.3.2 Definition (Generalisierte Modellkategorie):

Sei SF = (C, M) ein Spezifikationsrahmen, dann definieren wir die SF-generierte
generalisierte Modellkategorie GSF durch:

(I) Obj (GSF) € |y Oby(' (M(D))

D € 0bj (C)

(IT) VA, B € Obj (GSF):
Mor (GSF) [A, B] o {(h, f) € Mor (C) x Mor (M(dom(h))) |
dom(f) = AN cod(f) = Mp(B)}

und

(ITT) fiir alle komponierbaren Morphismen (h, f), (g, k) aus GSF

(hy ) o (g, k) = (hog, My(f)ok).
|

Das nachfolgende Beispiel veranschaulicht die Komposition (hs, f2) o (hy, f1) zweier
generalisierter Modellmorphismen. Dabei werden die enthaltenen Spezifikationsmor-
phismen auf die iibliche Weise, d.h. als Funktionen komponiert. Der Modellmorphis-
mus f, mufl dagegen zunéchst durch My, in einen C;-Modellmorphismus abgebildet
werden, bevor eine Komposition mit f; in der Kategorie der C;-Modelle mdoglich ist.

o I C, L Cs
Mh20h1
{ 0
M) M (o) —Me )

(ha o hy, My, (f2) 0 f1)

A]\i1 (hla fl) M2 (h27 f2) M3
fi f2
M, (My) M, (Ms)
Mhl (fZ)

Mh20h1 (M3)
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Eine derartige Komposition setzt voraus, dafl M die Identitéiten und die Komposition
der Spezifikationsmorphismen bewahrt, d.h. dafl M ein Funktor ist. Bezogen auf unser
Beispiel muf} die folgende Gleichung gelten:

Mh2°h1 (M3) = Mhl (Mh2 (M3))

Initiale Objekte und freie Konstruktionen spielen eine wichtige Rolle bei der Betrach-
tung von Spezifikationen und Semantiken. Der Vorteil einer objektfreien Beschreibung
dieser Eigenschaften im Rahmen der Kategorientheorie zeigt sich darin, daf§ wir ohne
uns auf irgendwelche Notationen oder Kalkiile einschrinken zu miissen, an dieser
Stelle Aussagen dariiber treffen kénnen, wie und unter welchen Bedingungen man
Objekte (Modelle) mit diesen Eigenschaften erzeugen kann.

Innerhalb eines vorgegebenen Spezifikationsrahmens und der davon generierten ge-
neralisierten Modellkategorie existiert, unter der Voraussetzung dafl die Modellkate-
gorien initiale Objekte haben, zu jedem Spezifikationsmorphismus h: C; — C5 und
jedem Cy-Modell A, in Folge der Eindeutigkeit initialer Modelle (— 5.1.9), genau ein

generalisierter Morphismus
(h, eval): Ic, — A

vom initialen Cj-Modell I, nach A. Mit Hilfe dieser Morphismen und der Colimes-
konstruktion, kann das initiale Objekt zum Colimes eines Diagramms in der Spezi-
fikationskategorie, aus den initialen Objekten zu den im Diagramm vorkommenden
Spezifikationen bestimmt werden.

5.3.3 Lemma (Colimites fiir initiale Modelle):

Sei SF = (C, M) ein Spezifikationsrahmen, GSF die SF-generierte generalisierte
Modellkategorie, I¢ fiir jedes Objekt C' aus C das initiale Objekt in M(C), S eine
endliche Kategorie, D: S — C ein Funktor mit Colimes

((¢s)ses, O)
und G: S — GSF ein Funktor mit

G(m) = (D(m), eval): Ipy — Ip(s)
fiir alle Morphismen m: s — s’ aus S, dann bildet
((¢s, eval), I¢)

einen Colimes von G in GSF.
(Beweis — Anhang S. 278)

Der zuvor schon angesprochene Zusammenhang von initialen Objekten und daraus
resultierenden generalisierten Morphismen, spielt auch bei der Konstruktion freier
Objekte eine zentrale Rolle. Dabei kann innerhalb eines vorgegebenen Spezifikations-
rahmens, fiir jeden Spezifikationsmorphismus h und jedes Modell A zur Spezifikation



146

Kategorielle Konstruktionen

im Ursprung von h das bzgl. M, iiber A frei erzeugte Modell zur Zielspezifikation
von h, mittels einer Colimeskonstruktion bestimmt werden.

5.3.4 Lemma (Pushouts und freie Konstruktionen):

Sei SF = (C, M) ein Sperzifikationsrahmen, GSF die SF-generierte generalisierte
Modellkategorie, F, D € M(C') mit initialen Objekten Iz bzw. Ip und A ein E-
Objekt, dann bildet das Diagramm

In (h, eval) I
(idg, eval) 3 (idp, eval)
AT )

genau dann einen Pushout in GSF, wenn das D-Objekt C' bzgl. M,, frei iiber A

konstruiert ist.
O

(Beweis — Anhang S. 280)

Auch im nachfolgenden Lemma spielt der Zusammenhang von freien Konstruktionen
und Colimites innerhalb generalisierter Modellkategorien, der sich aus der Verwandt-
schaft der couniversellen Eigenschaft von Colimites und der Eigenschaft universeller
Abbildungen ergibt, eine zentrale Rolle. In diesem Fall werden Coequalizer in der ge-
neralisierten Modellkategorie aus universellen Abbildungen und Coequalizern in den
Modellkategorien erzeugt, wo sie fiir konkrete Spezifikationsrahmen zumeist einfacher
zu bilden sind.

5.3.5 Lemma (Konstruktion von Coequalizern):

Sei SF = (C, M) ein Sperifikationsrahmen, GSF die SF-generierte generali-
sierte Modellkategorie, S die von dem Graphen s—=s' generierte Kategorie,
D:S — GSF ein Funktor mit

D(s) = A, D(s') = A, D(m') = (hn, f1), D(m) = (ha, f2),

(¢, C) der Coequalizer von hy, hy in C, k = co hy = co hy, (us, B) eine M-
universelle Abbildung zu A, (uar, B’) eine M -universelle Abbildung zu A’ und
(d, D) ein Coequalizer der Morphismen ¢, go, die sich eindeutig aus dem nach-
folgenden Diagramm ergeben

dann bildet ((¢, M.(d) o ua), D) einen Coequalizer fiir D in GSF.

(Beweis — Anhang S. 282)



Kapitel

Datentypspezifikationen

Ein wesentlicher Bestandteil jeder Spezifikations- und jeder Programmiersprache, egal
ob vorgegeben oder vom Benutzer zu erzeugen, sind Datentypen. Entsprechend wich-
tig ist es, sie formal, d.h. vor allem mit einer formalen Semantik versehen, beschreiben
zu konnen. Die in diesem Kapitel vorgestellten ,algebraischen Datentypspezifikatio-
nen“, im weiteren einfach als ,algebraische Spezifikationen“ bezeichnet, sind ein gut
untersuchtes Mittel,! das diesen Zweck erfiillt, eine strukturierte Beschreibung kom-
plexer Datentypen ermdglicht und dariiber hinaus in einer Reihe rechnergestiitzter
Werkzeuge? praktisch eingesetzt wird.

Wir geben im folgenden einen kurzen Uberblick iiber grundlegende Aspekte algebrai-
scher Spezifikationen, soweit sie im Rahmen dieser Arbeit von Interesse sind. Fiir
ausfiihrlichere und weiterfiihrende Betrachtungen verweisen wir auf [EMS85], [EM90]
und [EBO91], aus denen die meisten, der in den ersten beiden Abschnitten diese Kapi-
tels eingefiihrten Konstruktionen, teilweise mit leichten Modifikationen, entnommen
wurden. Dem gegeniiber ist der Inhalt von Abschnitt 6.3 neu und speziell auf die
Erfordernisse der Kapitel 1-3 zugeschnitten.

Algebraische Sperzifikationen in der hier verwendeten Form sind ein formales Kon-
strukt, mit dem sich Datentypen bis auf Isomorphie eindeutig beschreiben lassen
(initiale Semantik“), das aber gleichzeitig eine Charakterisierung aller Objekte er-
laubt, die iiber die in der Spezifikation beschriebenen Eigenschaften verfiigen ( ,lose
Semantik*). Diese Eigenschaften werden in Form von Gleichungen angegeben. Mehr-
sortige Algebren, verkniipft durch mit den Algebraoperationen vertréigliche Abbil-
dungen zwischen ihren Trigermengen, reprisentieren die Datentypen. Daraus ergibt
sich zu jeder algebraischer Spezifikation eine Kategorie von Algebren und Algebra-
morphismen als Semantik. Diese Kategorien enthalten jeweils ein initiales Objekt und
sind gegen Komposition iiber Diagramme abgeschlossen.

Durch Komposition lassen sich algebraische Spezifikationen schrittweise zu komplexen
Strukturen zusammenfiigen und durch Parameterisierung an unterschiedliche Umge-
bungen anpassen. Zu diesem Zweck werden die Teilspezifikationen durch ihre interne
Struktur und Gleichungen respektierende Spezifikationsmorphismen verkniipft. Th-
nen entsprechen auf semantischer Ebene Vergififunktoren, die Algebren und Algebra-
morphismen ihrer Codoméne auf die fiir die Doméne des Spezifikationsmorphismus
relevanten Teile reduzieren. In entgegengesetzter Richtung bilden die als Semantik

lsiehe [Hoa72], [GTW78], [Gro81], [Ehr89], [EGR94]
Zunter anderem in [Kra87], [Int87], [Han88], [Sta90]
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parameterisierter Spezifikationen verwendeten freien Funktoren ab. Sie betten die
Parameteralgebren in die Algebren zur Rumpfspezifikation ein.

Das vorliegende Kapitel gliedert sich in drei Abschnitte. Im ersten werden ,,Signa-
turen* als Teil algebraischer Spezifikationen eingefiihrt, sie beschreiben die Struktur
der Datentypen. Spezifikationsmorphismen, -algebren und -algebramorphismen sind
Spezialfiille der in diesem Abschnitt auf Signaturen definierten Objekte. Mit der De-
finition ,generalisierter Morphismen®, die zwischen Algebren unterschiedlicher, iiber
Morphismen in Beziehung stehender Signaturen verkehren, wird eine weitere Grund-
lage fiir die folgenden Abschnitte geschaffen.

Spezifikationen, parameterisierte Spezifikationen und deren Semantik sind Inhalt des
zweiten Abschnitts. Einen Schwerpunkt in diesem Zusammenhang, bilden freie Kon-
struktionen beziiglich Spezifikationsmorphismen. Sie erlaubt es Algebren zur Ur-
sprungsspezifikation des assoziierten Spezifikationsmorphismus in Algebren zu dessen
Zielspezifikation einzubetten. Angewandt auf die Inklusionsbeziehung von Parameter
und Sperzifikationsrumpf bilden sie die Semantik parameterisierter Spezifikationen.
Weitere Aspekte sind die Komposition von Spezifikationen und Algebren. Letztere
kénnen auch iiber die Grenzen der Semantikkategorien hinweg komponiert werden.

Aufbauend auf den Konstruktionen der ersten beiden Abschnitte, wird im dritten die
Anreicherung von Spezifikationen und Algebren mit Variablen eingefiihrt. Sie erlaubt
es Funktionen, die aus den Algebraoperationen zusammengesetzt sind, als Elemente
der Algebra zu behandeln. Zu jeder Belegung der Funktionsvariablen mit Werten der
urspriinglichen Algebra, ergibt sich dabei wiederum ein Wert in dieser Algebra. Die
Konstruktionen dieses Abschnitts bilden eine Grundlage der Semantik fiir die in den
Kapitel 2 und 3 als Spezifikationen nebenlaufiger Systeme verwendeten AN-Spezi-
fikationen.

6.1 Signaturen

Grundlegender Bestandteil algebraischer Spezifikationen sind ,Signaturen®. Sie be-
stehen jeweils aus einer Menge von Sorten und einer nach Wertigkeit und Bildbereich
geordneten Familie von Operationssymbolen und bestimmen den Aufbau des durch
die Spezifikation beschriebenen Datentyps. Die Verwendung mehrsortiger Signaturen
erlaubt zum einen die Spezifikation komplexer Datentypen wie ,,Stacks“ oder , mar-
kierte Graphen“, die sich aus mehreren einfachen Datentypen, z.B. einem Alphabet,
Knoten und Kanten im Falle der markierten Graphen, zusammensetzen, zum anderen
ist sie eine Voraussetzung fiir die Komposition von Signaturen.

Verkniipft werden die Signaturen durch Signaturmorphismen. Dabei handelt es sich
um miteinander vertrigliche Paare von Sorten- und Operationssymbolabbildungen.
Gemeinsam mit den Signaturen formen sie die Kategorie SZG, deren Identitédten und
Komposition fiir jede der beiden Morphismuskomponenten separat in der Kategorie
der Mengen gebildet werden. In diesem Zusammenhang vergessen wir die zusétzliche
Struktur auf den Operationssymbolen und betrachten sie als Menge.
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6.1.1 Definition (Signaturen und Signaturmorphismen):

(D)

(I11)

Eine ,Signatur® Sig = (SO, OP) ist ein Paar bestehend aus einer Menge
SO genannt ,Sorten” und einer Familie

OP = (OPw’s)weso*,seso ’

genannt , Operationssymbole”. Fiir jede Sorte s in SO bezeichnen wir die
Elemente aus OP** () = leeres Wort) als ,Konstanten .

Gegeben zwei Signaturen Sig,, Sig,, dann bildet ein Paar von Abbildungen
h= (hSOZ 501 — 502, hOPZ OP1 — OPQ)

einen ,Signaturmorphismus® (notiert h: Sig, — Sig,), wenn zu jeder Menge
OP;* "% in OP; und jedem Operationssymbol op aus dieser Menge gilt:

WO (op) € QP (1) I 00,

Die Signaturen bilden zusammen mit den Signaturmorphismen die Kate-
gorie SZG. Deren Identitidten, Komposition, Domén- und Codomé&nabbil-
dung werden aus Paaren der entsprechenden Konstrukte fiir Abbildungen

zwischen Mengen gebildet.
O

Um den Zusammenhang eines Operationssymbols op aus OP*'"*™?% zu seinen Ar-
gument- und Zielsorten hervorzuheben, notieren wir es durch op:s;---s, — s. Da-
mit Konstanten bei Verwendung dieser Notation nicht gesondert behandeln werden
miissen, notieren wir in diesem Rahmen das leer Wort A iiber SO durch s - - sq.
Damit liBt sich eine Konstante op aus OP™* durch op: sy --- s, — s mit n = 0 dar-

stellen.

6.1.2 Beispiel (Signaturen und Signaturmorphismen):

Die folgenden drei Signaturen beschreiben Trigermengen und Operationen von Men-
gen, booleschen Algebren und den natiirlichen Zahlen.

S@tgig = BOOlgig = Natgig =
sorts SET  sorts BOOL sorts NAT
opns T — BooL opns 0 : — NAT
F: — BooL Suc: NAT — NAT
-: BooL — BooL + :NAT, NAT — NAT
A: BooL, BooL — BooL * :NAT, NAT — NAT

V:BooL, BooL — BooL

350* bezeichnet die Menge aller endlichen Worte inklusive des leeren Worts iiber SO.
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Von Set g, existiert ein Signaturmorphismus sowohl nach Boolg;, als auch nach Nat g;,.
Dabei werden jeweils die Sorten aufeinander abgebildet, die Operationsabbildung ist
leer. Dariiber hinaus bildet das Abbildungspaar

h39: nat — bool, R0 —T
SUC +— —
+ = A
x =V

einen Signaturmorphismus von Nat g, nach Boolg,,.

|

Signaturen setzen sich im wesentlichen aus Mengen* zusammen und Signaturmor-
phismen aus Abbildungen zwischen Mengen. Damit kénnen wir Kompositionen von
Signaturen komponentweise aus Colimeskonstruktionen iiber Mengen bilden, wo ent-
sprechende Colimites® fiir jedes endliche Diagramm existieren (— [ML70] S. 71). Die
Strukturierung der Operationen in Mengenfamilien bleibt dabei gewahrt.

Mit Hilfe von Satz 5.1.19, der ein Verfahren zur Bildung endlicher Limites aus Pro-
dukten und Equalizern angibt, und der Dualitéit von Limites zu Colimites (— 5.1.17),
kann der Colimes jedes endlichen Diagramms aus Coprodukten und Coequalizern
gebildet werden. Wir beschriinken uns daher hier auf diese beiden Konstruktionen.

6.1.3 Lemma (Coprodukte in SZG):
Sei § eine endliche diskrete Kategorie, D: S — SZG ein Funktor mit

D(s) = (SO, OP;)
fiir alle Objekte s aus S, ((¢59)seom) (s)s e o) 5) SOs) das Coprodukt®der Sorten

OPC _ (OPCcfo(sol)...cfo(son),cfo(so) — OPssol...somm)

s€0bj (8S), s01-++50, €S0, 50€ 50,

eine Familie von Operationssymbolen und ¢9%: OP, — OP, fiir alle Objekte s in
S eine Abbildung mit

def
cﬂop(op) = op: 59 (s01), - +,c39(s0,) — 9 (s0)

fiir alle Objekte s aus & und Operationssymbole op: so; - - - so,, — so aus OP,,
dann bildet

4Die Operationen bilden eine Mengenfamilie, d.h. sie enthalten zusitzliche Strukturinformatio-
nen.

5Beispiel 5.1.16 zeigt die Konstruktion von Coprodukten und Coequalizern. Mit Hilfe von
Satz 5.1.19 konnen aus diesen beiden Colimites alle Colimites endlicher Diagramme konstruiert
werden.
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<(Cfoacfp)560bj(s>a (' 11 0. OPC>>

s€Obj (s)
ein Coprodukt fiir D.

(Beweis — Anhang S. 284)

6.1.4 Lemma (Coequalizer in SZG):

Sei § die von dem Graphen s—=s" generierte Kategorie,

G:S — SET  ein Funktor mit Coequalizer (¢, SO),
R:S8 — SET ein Funktor mit Coequalizer (d, C),

D:S — SZG ein Funktor mit D(m) = (G(m),R(m)) fiir Morphismen m und
D(s) = (S0, OP;) fiir Objekte s in S und

OP déf {d(op) C(SOl) e C(Son) - C(SO) | op c OPSS,OL..sOn,SO}

eine Familie von Operationssymbolen, dann bildet ((¢,d), (SO, OP)) einen Co-
equalizer fiir D.

|
(Beweis — Anhang S. 286)
6.1.5 Folgerung (Colimites in SZG):
In SZG existiert zu jedem endlichen Diagramm ein Colimes.
|

Signaturen bestimmen lediglich die Struktur der zugehorigen Datentypen, das Ver-
halten der Datentypoperationen wird dabei nicht festgelegt. Unter einem Datentyp
verstehen wir in diesem Zusammenhang eine ,Algebra“, die eine Tragermenge zu jeder
Sorte und eine Operation mit passender Doméine und Codoméne zu jedem Opera-
tionssymbol der Signatur enthélt. Sie stehen, iiber mit den Operationen vertriglichen
Abbildungsfamilien zwischen ihren Trigermengen, miteinander in Beziehung. Alge-
bren und die als ,Algebramorphismen“ bezeichneten Abbildungen zu einer Signatur
ergeben deren Semantik in Form einer Kategorie.

6.1.6 Definition (Signaturalgebren und Signaturalgebramorphismen):
Sei Sig = (SO, OP) eine Signatur.

(I) Eine ,Sig-Algebra“ A = (SO 4, OP,4) besteht aus einer Familie von Tréiger-
mengen SO 4 = (A;)seso und einer Familie von Funktionen

OPy = (opa: Agy X -+ X Ag, = Ag)opeopsisonss

genannt , Operationen “.

6dessen Objekt entspricht bei Mengen der disjunkten Vereinigung
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(IT) Gegeben zwei Sig-Algebren A, B, dann bildet eine Familie von Abbildungen
h = (hSZAS — Bs)sGSO

einen ,Sig-Algebramorphismus® (notiert h: A — B), wenn fiir alle Opera-
tionen opa: As, X -+ x A, — A und Elemente a; aus A,, gilt:

hs(opa(ay,...,a,)) = opg(hs,(a1),..., hs,(a,)).

(IIT) Die Sig-Algebren formen zusammen mit den Sig-Algebramorphismen die
Kategorie ALG(Sig). Deren Identitéiten, Komposition, Dom#n- und Co-
doménabbildung entsprechen der kanonischen Fortsetzung, der entsprech-
enden Konstrukte fiir Abbildungen zwischen Mengen, auf Abbildungsfami-
lien.

O

Eine wichtige Rolle im Zusammenhang mit Signaturen und Signaturalgebren spielen
Variablen und ihre Belegungen. Bei den Elementen der im folgenden definierten Va-
riablenfamilien handelt es sich um getypte Variablen, d.h. ihnen ist eine Sorte der
Signatur als Typ zugeordnet. Dabei ist eine ,, Uberladung® der Variablenbezeichner?
moglich. Die Belegungen der Variablen mit den Werten einer Signaturalgebra bewahrt
die auf beiden Seiten der Abbildung definierte Sortenzuordnung.

6.1.7 Definition (Variablenfamilien und Variablenbelegungen):
Sei Sig = (SO, OP) eine Signatur und A eine Sig-Algebra, dann bildet

(I) jede SO-sortierte Mengenfamilie

X = (X5)5650

eine , Variablenfamilie zu Sig “ (kurz ,Sig-Variablenfamilie“) und

(IT) jede Abbildungsfamilie
ass = (asss: Xy — Ag)seq0 »

notiert ass: X — A, eine , Variablenbelegung*.
O
Zu jeder Signatur Sig = (SO, OP) existiert mit der von ihr induzierten , Termalgebra“
Top (= [EM85] 3.2) ein initiales Objekt in ALG(Sig). Dessen Trigermengen Top, ent-
halten fiir jede Sorte s aus SO alle Konstanten zu s und zu jedem Operationssymbol
op aus OP*7*»* und allen Termen ¢; in Top, den Term op(ti,...,?,). Die jedem

"Variablen mit gleichem Namen zu unterschiedlichen Sorten
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Operationssymbol op aus OP* " * zugeordnete Funktion opr,, liefert, angewandt
auf die Argumente ¢q,...,t,, den Term op(t,...,t,) als Ergebnis.

Lafit man bei der Termbildung zusétzlich zu den Operationssymbolen Variablen ei-
ner Sig-Variablenfamilie X zu, ergibt sich daraus die Sig-induzierte , Termalgebra mit
Variablen® Top(X). Im Unterschied zu den in Abschnitt 6.3 vorkommenden Term-
algebren Top(x) zu erweiterten Signaturen sind die Variablen in Top(X) nicht funk-
tionsgeneriert, d.h. es existieren keine Funktionen z: — Top, (X) zu Variablen x aus
X;. Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, bezeichnen wir die Menge der Terme
bzw. die Menge der Terme mit Variablen iiber Sig, wie die entsprechenden Algebren
mit Top bzw. mit Top(X).

Ahnlich wie Signaturen notieren wir auch Algebren in tabellarischer Form. Dabei
ergibt sich die Zuordnung von Doménen zu Sorten und von Operationen zu Opera-
tionssymbolen aus deren Reihenfolge in Signaturen und Algebra. Konstanten geben
wir innerhalb der Algebra durch ihren Wert an, d.h. an der entsprechenden Stelle
steht ein Element der Doméne in die die Konstante abbildet.

6.1.8 Beispiel (Signaturalgebren und Signaturalgebramorphismen):

Jede Menge ist eine Algebra — und jede Abbildung zwischen Mengen ein Morphis-
mus zur Signatur Setg;, (— 6.1.2). Ein Objekt aus ALG(Boolg;,) bildet die folgende
Algebra

B =
doms 0, 1;
fkts 1, 0, not, eq, or;
mit
not(a):{l;azo | eq(a,b):{l;a:b , or(a,b):{l;a+b>0
0;a=1 0 ; sonst 0 ; sonst

die bis auf die Operation eq anstelle des logischen Und der iiblichen booleschen Al-
gebra entspricht. Die Algebren A = (SOp, OPg \ {1}) und

I\IAlg =
doms N;
fkts 0, next, add, mult;

mit
nect(n) =n+ 1, add(n,m) =n+m, mult(n,m) =n*m.
liegen beide in ALG(Natg;,) und sind dort iiber den Signaturalgebramorphismus

1, x =0V xist gerade;
0, sonst.

fiNgy > A mit f(z) = {
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verkniipft. Hatten wir in A die Operation eq durch ein normales logisches Und ersetzt,
wire f wegen

1=f(2) = f(+(1,1)) # and(f(1), f(1)) = and(0,0) =0

nicht mit den Operationen vertriglich und damit kein Signaturalgebramorphismus.
Die Abbildung

0, t=0;
next(eval (t')), t = suc(t');
add(eval (t1), eval(ty)), t=+(t1,t2);
mult (eval (t1), eval (t3)), t = *(t1,t2);

eval (t) =

ist ein NAT g;,-Algebramorphismus von der NAT g;,-Termalgebra nach Ny, .
|

Da alle Elemente der Tragermengen einer Sig-Termalgebra von Sig-Operationssym-
bolen generiert sind und jede Sig-Algebra A zu jedem Operationssymbol eine passen-
de Operation enthélt, 148t sich daraus in naheliegender Weise ein Signaturmorphismus
von der Termalgebra nach A konstruieren. Diese als , Evaluierungsfunktion“ bezeich-
nete Abbildung ist fiir jede Sig-Algebra eindeutig, d.h. alle Sig-Algebramorphismen
von der Termalgebra in eine Sig-Algebra A sind bis auf ihren Bezeichner gleich. Die
Existenz und Eindeutigkeit dieser Evaluierunsfunktionen ist ein sowohl hinreichen-
des als auch notwendiges Kriterium fiir die Inititalitdt (— 5.1.9) der Termalgebra in

ALG(Sig).

6.1.9 Definition (Evaluierungsfunktion):

Sei Sig = (SO, OP) eine Signatur, Top die Sig-Termalgebra und A eine Sig-
Algebra, dann definieren wir

(I) den Sig-Algebramorphismus evala: Top — A durch:
eval 4, (op(ty, ..., t,)) = opalevala(ty),. .., evala(t,))

fiir alle Sorten s aus SO und Terme op(t4, ..., t,) aus Top, und bezeichnen
ihn als ,, Fvaluierungsfunktion, und

(IT) zu jeder Variablenfamilie X und jeder Variablenbelegung ass: X — A, den
Sig-Algebramorphismus evaly*: Top(X) — A durch:

» ass(u), u € X;
evaly! (u) = op A (evalf‘” (t1),...,evals” (tn)), u=op(ty, ..., tn);

fiir alle Sorten s aus SO und Terme u aus Tpp, (X).
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Wenn die Codoméne einer Evaluierungsfunktion aus dem Kontext hervorgeht, lassen
wir ihren Index weg und schreiben eval: Top — A fiir evals: Top — A. Ein Beispiel
fiir eine Evaluierungsfunktion bildet der Algebramorphismus eval in 6.1.8.

6.1.10 Lemma (Initiales Objekt):
Zu jeder Signatur Sig, ist die Sig-Termalgebra initiales Objekt in ALG(Sig).
O
Beweis: Die Behauptung folgt aus [EM85] Theorem 3.3.

Reduziert man beziiglich eines Signaturmorphismus h: Sig, — Sig, eine Sig,-Algebra
auf Triagermengen und Operationen zu Sorten und Operationssymbolen im Bild von
h, erhdlt man bei injektiven Morphismen eine Spec,-Algebra. Andernfalls miissen
neben der Reduktion Trigermengen und Operationen so oft kopiert werden, wie ihre
Sig,-Entsprechungen Sig,-Urbilder unter h haben.

Ein Beispiel fiir diese Konstruktion bildet die Algebra Natg;,-Algebra A in Bei-
spiel 6.1.8, die sich durch die beschriebene Reduktion (die Konstante 1 wurde wegge-
lassen) beziiglich (h59, hOF): Natgs;, — Boolg;, (— 6.1.2) aus der Boolg;,-Algebra B
im gleichen Beispiel ergibt.

Diese Konstruktion 148t sich auf Algebramorphismen fortsetzen, sodafl man zu jedem
Signaturmorphismus h: Sig; — Sig, einen Funktor von ALG(Sig,) nach ALG(Sig,)
erhélt. Diesen Funktor bezeichnen wir als den von ,h-generierten VergifSfunktor®
oder, wenn der Signaturmorphismus sich aus dem Kontext ergibt, einfach als Vergifs-
funktor.

6.1.11 Definition (Vergififunktor):

Sei h: Sig;, — Sig, ein Signaturmorphismus, dann definieren wir den Funktor
Vi: ALG(Sig,) — ALG(Sig,),

genannt h-generierter Vergififunktor, fiir alle ALG(Sig,)-Morphismen f: A; — A
durch:

(I) Vh(f) © (thO(s))sesol :Vh(Al) — Vh(AQ) mit

def

(II) Vu(A) = ((Aihso(s)>sesol’ (Opvh(Ai))op€0P1> und

opy, (an(ar, ... an) = hop(op)(al, ceeyQp)

firi=1,2,j=1,...,nalleop € OP;""™’ und a; € A;y;.
(|

Die Signaturen als formale Datentypbeschreibungen und die Signaturalgebrakate-
gorien als deren Semantik lassen sich zu einer als ,Spezifikationsrahmen* (— 5.3.1)
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bezeichneten Einheit zusammenfassen. Dabei entsprechen den Signaturmorphismen
auf der Semantikebene die jeweiligen Vergififunktoren. Die Identitdten und die Kom-
position in SZG werden im Rahmen dieser Zuordnung in Identitdtsfunktoren und die
Funktorkomposition umgesetzt. Dieses abstrakte Konzept bietet die Grundlage fiir
eine ganze Reihe von Konstruktionen und Ergebnissen (— 5.3).

6.1.12 Lemma (Spezifikationsrahmen):
Das Paar (SZG, M:SZG” — CATCAT)® mit

(1) M(Sig) < ALG(Sig) fiir alle STG-Objekte Sig und

(I1) M(h) < V), fiir alle STG-Morphismen h: Sig, — Sig,

bildet einen mit ,SZGF“ bezeichneten , Spezifikationsrahmen* (— 5.3.1).
O
Beweis: Die Behauptung folgt aus [EBO91]. Darin bilden die algebraischen Spezifi-
kationen zusammen mit dem Funktor MOD einen ,specification frame®. Die Zuord-
nung von Vergififunktoren zu Spezifikationsmorphismen entspricht der Konstruktion
in 6.1.11, sodafl die Funktoreigenschaften von MOD die Funktoreigenschaften dieser
Konstruktion bedingen.

Jeder Sperzifikationsrahmen generiert eine Kategorie, die die Modelle und Modell-
morphismen aller Signaturen zusammenfafit. Zusétzlich enthilt diese als generali-
sierte Modellkategorie (— 5.3.2) bezeichnete Struktur Morphismen, die die Grenzen
der urspriinglichen Modellkategorien iiberschreiten. Sie verkniipfen Modelle, deren
Spezifikationen miteinander in Verbindung stehen.

6.1.13 Beispiel (VergiBfunktor und generalisierter Morphismus):

Die NAT g;,-Algebra A aus Beispiel 6.1.8 entspricht dem Bild der Boolg;,-Algebra B
unter dem Vergififunktors V), zum Signaturmorphismus h = (h%9, hF) aus 6.1.8 und
ist Ziel des NAT g;,-Algebramorphismus f: Ny, — A. Damit bildet das Paar (h, f)
einen generalisierten Morphismus von Ny, nach B.

|

Ein Bestandteil der Signaturalgebren in der von SZGF-generierten (generalisierten)
Modellkategorie GSZG—ALG, sind Mengenfamilien, die sich iiber die disjunkte Ver-
einigung auf Mengen abbilden lassen. Dementsprechend lassen sich die Abbildungs-
familien der Algebramorphismen in Abbildungen zwischen Mengen transformieren.
Mit Hilfe des Signaturmorphismus als erster Komponente eines generalisierten Al-
gebramorphismus 148t sich die Sortenindizierung der Bilder des Algebramorphismus

8CATCAT (= S 117) bezeichnet die Quasikategorie aller Kategorien mit Funktoren als Morphis-
men
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(zweite Komponente) auf die Sorten der Zielsignatur anpassen. Das Ergebnis dieser
Konstruktion bildet ein Funktor von GSZG—ALG in die Kategorie der Mengen SET.

6.1.14 Definition (Funktor von Algebren auf Mengen):

Sei GSTG—ALG die generalisierte Modellkategorie (— 5.3.2) zu SZGF, dann de-
finieren wir den Funktor ||_||: GSZG—ALG — SET durch:

fnnl( o a) o (WB) mic 16 ) e

sesodcm(h) seSOcod(h)

fiir alle generalisierten Morphismen (h, f): A — B, s aus SO jom) und a aus A,.
O

6.2 Spezifikationen

Mit den im letzten Abschnitt eingefiihrten Signaturen 1afit sich die Struktur von
Datentypen, d.h. die Anzahl der Trigermengen und die Doméne respektive die Co-
doméne ihrer Operationen, festlegen. Was bisher fehlt, ist die M6glichkeit, das Ver-
halten der Operationen und damit die Struktur der Trigermengen, soweit deren Ele-
mente von Operationen generiert sind, zu beschreiben. Sie wir in algebraischen Spe-
zifikationen durch die Zusicherung von Operationseigenschaften in Form von Glei-
chungen ergéinzt. Da algebraische Spezifikationen in diesem Kapitel die einzige Spezi-
fikationsform darstellen, bezeichnen wir sie hier einfach als Spezifikationen und ihren
Signaturanteil als die ,unterliegende Signatur®.

Gleichungen zu einer gegebenen Signatur, ihre Erfiillbarkeit in Bezug auf Algebren
und ihre aus Signaturmorphismen generierten Transformationen sind in diesem Ab-
schnitt von zentraler Bedeutung. Aus diesem Grunde geben wir im folgenden eine
formale Definitionen dieser im allgemeinen intuitiv verstandenen Begriffe.

Mit den darin vorkommenden Variablen enthalten Gleichungen Bestandteile, die nicht
zur Signatur gehoren. Aus diesem Grunde gehen sie neben den beiden Termen, die
fiir die linke und rechte Seite einer Gleichung stehen, als dritte Komponente in die
Gleichungsdefinition ein. Bezogen auf eine Signaturalgebra A ist eine derartige Glei-
chung erfiillt, wenn die Interpretation (— 6.1.9) beider Terme fiir jede Belegung der
Variablen mit Werten aus A jeweils das gleiche Element in A ergibt.

6.2.1 Definition (Gleichungen und Erfiillbarkeit):
Sei Sig = (SO, OP) eine Signatur und A eine Sig-Algebra, dann

(I) bildet ein Tripel (X,,r) eine ,Gleichung“ zur Sorte s, wenn X eine Sig-
Variablenfamilie ist und [, » Terme aus Tpp,(X) sind und
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(IT) eine Gleichung (X, [, r) ist ,erfillt in A“ wenn fiir alle Variablenbelegungen
ass: X — A gilt:
eval * (1) = eval 5 ().

6.2.2 Beispiel (Erfiillbarkeit von Gleichungen):

Sei B die Boolg;,-Algebra aus Beispiel 6.1.8 und ass: {a} — B eine Variablenbelegung
mit ass(a) = 0, dann ist die Gleichung ({a}, A(F,a), F) wegen

evaly® (A(F,a)) = eq(0,0) = 1 # 0 = evalg® (F)

in B nicht erfillt.
O

Um Gleichungen von einer Signatur auf eine andere, mit der urspriinglichen durch
einen Signaturmorphismus verkniipfte Signatur zu iibertragen, miissen zum einen
die Variablenfamilien an die neuen Sorten angepafit werden und zum anderen muf
aus dem Signaturmorphismus eine Abbildung zwischen den jeweiligen Termalgebren
mit Variablen konstruiert werden. Die Anpassung der Variablenmengen erfordert die
Vereinigung aller Variablen zu Sorten mit einem gemeinsamen Bild unter dem Sig-
naturmorphismus, wahrend sich die Termabbildung direkt aus der Abbildung der
Operationssymbole ergibt.

6.2.3 Definition (Transformation von Variablenfamilien und Termen):

Sei h: Sig, — Sig, ein Signaturmorphismus, X eine Sig,-Variablenfamilie und EQ),
die Menge aller Gleichungen zu S%g;, dann definieren wir

(I) die Sig,-Variablenfamilie X" = (X"),c50, durch:

xh = H Xy
s'e{s"€S01|h59 (s")=s}

fiir alle Sorten s aus SO»,

(IT) die Abbildung h': Top, (X) — Top,(X") durch:

. u, u e X;
W (u) = 9 poP(gp) (1), (1)), w=0p(ts,. ta) Aop € OP;
fiir alle Top, (X)-Terme u und

(III) die Abbildung h: EQ, — EQ, durch:

A((X L)) & (X" 0), k()
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fiir alle Gleichungen (X,[,7) in EQ,.
]

Algebraische Spezifikationen werden durch die Gleichungen respektierende, Signatur-
morphismen miteinander in Beziehung gesetzt. Damit bleibt neben der Struktur auch
das in den Gleichungen festgelegte Verhalten der Operationen in der Zielspezifikation
eines derartigen, als ,Spezifikationsmorphismus“ bezeichneten Signaturmorphismus
erhalten. Zu diesem Zweck mufl die vom Spezifikationsmorphismus generierte Trans-
formation einer Gleichung der Ursprungsspezifikation nicht notwendigerweise Ele-
ment, der Gleichungsmenge zur Zielspezifikation sein, es reicht aus, wenn sie daraus
ableitbar ist.

6.2.4 Definition (Spezifikationen und Spezifikationsmorphismen):

(I) Eine algebraische Spezifikation Spec = (SO, OP, EQ) besteht aus einer Sig-
natur (SO, OP) und einer Menge von Gleichungen EQ zu dieser Signatur.

(IT) Seien Spec; = (SO;, OP;, EQ;), i = 1,2, algebraische Sperzifikationen und
h: (SO, OP;) — (SO3, OPy) ein Signaturmorphismus, dann bildet

h: Spec, — Spec,

einen Spezifikationsmorphismus, wenn die Transformation (X", ht(1), h'(r))
jeder Gleichung (X,/,7) in EQ, aus EQ, folgt.’

(IIT) Die Spezifikationen bilden zusammen mit den Spezifikationsmorphismen
die Kategorie SPEC. Deren Identititen, Komposition, Domén- und Co-

doménenabbildung entsprechen den Konstrukten in SZG.
O

6.2.5 Beispiel (Spezifikationen und Spezifikationsmorphismen):

Die nachfolgenden Spezifikationen Bool mit unterliegender Signatur Boolg;, und Nat
mit unterliegender Signatur Natg;, (— 6.1.2) beschreiben die aus Programmierspra-
chen bekannten Datentypen ,,Boolean® und , Integer®.

Bool = Boolgy, U Nat = Nat gy U
eqns a,b: BOOL; eqns  n,m: NAT;

—(T) = +(n,m) = +(m,n)
—(=(a)) = +(n, 0) =n
=(A(a, b)) = V(=(a), (b)) +(suc(n), m) = suc(+(n,m))
~(V(a,b)) = A(=(a), ~(b)) *(n,m) = x(m, n)
Aa,b) = A(b,a) (n, 0) =0
A(F,a) = x(suc(n),m) = +(x(n,m),m)
ANT,a) =a

9In [EMS85] wird ein korrekter und vollstéindiger Ableitungskalkiil fiir Gleichungen eingefiihrt.
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Der Signaturmorphismus (h%°, h9F): Nat s, — Boolg;, aus Beispiel 6.1.2, der die un-
terliegenden Signaturen der beiden Spezifikationen verbindet, bildet in diesem Fall
keinen Spezifikationsmorphismus, da die Transformation

({n,m}, A(=(n), m)), =(A(n,m)))
der Nat-Gleichung ({n, m}, +(suc(n), m), suc(+(n, m)) im Widerspruch zu den Bool-
Gleichungen steht. Erweitert man Nat zur Spezifikation Natp
Natr = Nat U Bool U

opns =: NAT, NAT — BooL
<: NAT, NAT — BooL

eqns n,m : NAT;

= (n,m) == (m,n)

dann bildet die Inklusion von Bool in Natg einen Spezifikationsmorphismus.

O

Die Komposition von Spezifikationen iiber Diagramme und Colimites (— S. 117,
5.1.15), 1aBt sich aus der Komposition der unterliegenden Signaturen ableiten. Dabei
ergibt sich die Gleichungsmenge der komponierten Spezifikation aus der Vereinigung
der Gleichungsmengen aller Komponenten, die durch Transformation (— 6.2.3) mit
Hilfe der Colimesmorphismen an die komponierte Signatur angepafit werden.

6.2.6 Lemma (Colimites in SPEC):
Sei S eine endliche Kategorie, G: S — SZG ein Funktor mit Colimes

((CS)seObj (8) Sig),

D:S — SPEC ein Funktor mit

fiir alle S-Morphismen m:s — s', EQ, die Gleichungsmenge von D(s) fiir alle
S-Objekte s und

EQ = { (X (), cg(r)) ‘ s € 0bj (S), (X,1,r) EQS}
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dann bildet
((e)sconi ), (Sig, EQ))

einen Colimes fiir D.

O
(Beweis — Anhang S. 287)
6.2.7 Folgerung (Covollstindigkeit):
In der Kategorie SPEC exisistiert zu jedem endlichen Diagramm ein Colimes.
O

Wie den Signaturen wird auch Spezifikationen eine Kategorie von Algebren und Al-
gebramorphismen als Semantik zugeordnet. Sie enthilt fiir jede Spezifikation alle
Algebren zur unterliegenden Signatur, die die Gleichungen der Spezifikation erfiillen
(—6.2.1, 6.2.2) sowie alle zwischen diesen Objekten verkehrenden Signaturalgebra-
morphismen und bildet damit eine volle Unterkategorie (— 5.1.2) der Signaturseman-
tik.

6.2.8 Definition (Algebren und Algebramorphismen):

Sei Spec = (SO, OP, EQ) eine Spezifikation mit unterliegender Signatur Sig,
dann:

(I) bildet eine Sig-Algebra A eine Algebra zu Spec, wenn alle Gleichungen aus
EQ in A erfiillt sind,

(IT) bildet ein Sig-Algebramorphismus einen Algebramorphismus zu Spec, wenn
sowohl seine Doméne als auch seine Codoméne Spec-Algebren sind und

(IIT) formen die Spec-Algebren zusammen mit den Spec-Algebramorphismen eine
volle Unterkategorie von ALG(Sig), die wir mit ALG(Spec) bezeichnen.
O

6.2.9 Beispiel (Spezifikationsalgebren und Spezifikationsalgebramorphismen):

Die Boolg;,~Algebra B (— 6.1.8) ist keine Algebra zur Spezifikation Bool, da sie die
Gleichung ({a}, A(F,a), F) (fiir a = 0) nicht erfiillt (— 6.2.2). Aus demselben Grund
handelt es sich bei der Natg;,-Algebra A (— 6.1.8) um keine Nat-Algebra, hier wird
die Gleichung ({n,m}, x(suc(n),m), +(x(n,m), m) (z.B. fir n = 0 und m = 1) nicht
erfiillt.

Im Unterschied dazu erfiillt die Natg;,-Algebra Ny, alle Nat-Gleichungen und ist
damit ebenso eine Nat-Algebra, wie

| =
doms ;
m J—a S, @, M,
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Von jeder Nat-Algebra existiert, bis auf Umbenennung, genau ein Nat-Algebramor-
phismus nach L, dem terminalen Objekt!® in ALG(Nat). Ein derartig konstruiertes
Objekt existiert zu jeder Spezifikation und wird jeweils mit | bezeichnet.

|

Wie die Signaturalgebrakategorien enthalten auch die Kategorien der Spezifikationsal-
gebren jeweils ein initiales Objekt, die , Quotiententermalgebra® (— [EM85] 2.4-2.9).
Sie ergibt sich aus der Termalgebra zur unterliegenden Signatur durch Faktorisie-
rung beziiglich der von den Gleichungen der Spezifikation generierten Kongruenzre-
lation. Dabei handelt es sich um die kleinste Kongruenzrelation, die zu jeder Glei-
chung (X, [, r) und jeder Variablenbelegung ass der Variablen mit Termen die Paare
(ass(l), (ass(r)) enthilt. Dabei bezeichnet ass die kanonische Erweiterung von ass
auf Terme mit Variablen, die die enthaltenen Variablen wie ass abbildet und den
Rest unverdndert 1483t.

Wir bezeichnen die Quotiententermalgebra zu einer Spezifikation Spec mit Ty, und
deren Elemente, d.h. die Kongruenzklassen, durch [t]= fiir die Terme ¢ aus Top. Wenn
vom Kontext her klar ist, dal es sich um die von den Spec-Gleichungen induzierten
Kongruenzklassen handelt, lassen wir den Index weg und schreiben einfach [t]. Als
weitere notationelle Vereinfachung bezeichnen wir die Termalgebra Top zu der Spec
unterliegenden Signatur als ,, Spec-Termalgebra*.

6.2.10 Lemma (Initiales Objekt):

Zu jeder Spezifikation Spec ist die ,, Spec-Quotiententermalgebra®, bezeichnet mit
Tspec, initiales Objekt in ALG(Spec).
O
Beweis: Die Behauptung folgt aus [EM85] Theorem 3.17.

Da alle Algebren zu einer gegebenen Spezifikation Spec gleichzeitig Algebren zu der
ihr unterliegenden Signatur Sig sind, gibt es eine Evaluierungsfunktion (— 6.1.9) von
der Termalgebra Tpp in die Quotiententermalgebra Ts,... Aus deren Vertréglichkeit
mit den Operationen der Quotiententermalgebra folgt, dafl dabei jeder Term auf seine
Kongruenzklasse abgebildet wird. Mit der Initialitit von Top in ALG(Sig) ergibt sich
daraus fiir jede Spec-Algebra A der im folgenden Diagramm dargestellte kommutative
Zusammenhang in ALG(Sig).

TOP MTSpec

evN \eval

A

19dual zum initialen Objekt
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Damit 148t sich die Evaluierungsfunktion von Ty, nach A aus der Evaluierungs-
funktion von Top nach A konstruieren, indem jeder Kongruenzklasse [t] das Algebra-
element eval(t) zugeordnet wird. Welcher Reprisentant der Kongruenzklasse dabei
gewihlt wird, ist fiir das Ergebnis unerheblich.

6.2.11 Definition (Evaluierungsfunktion):

Sei Spec = (SO, OP, EQ) eine Spezifikation, Tg,.. die Spec-Quotiententermalge-
bra und A eine Spec-Algebra, dann definieren wir den Spec-Algebramorphismus
eval 4: T'spec — A, genannt , Evaluterungsfunktion®, durch:

eval 4, ([t]) = (evala,: Top, — A) (%)

fiir alle Sorten s in SO und Aquivalenzklassen [t] in Tspec, -
|

Fiir jede Spec-Algebra A bezeichnen wir sowohl die Evaluierungsfunktion von der
Termalgebra als auch die Evaluierungsfunktion von der Quotiententermalgebra nach
A mit eval,, da es sich in beiden Féllen um Morphismen von initialen Objekten
nach A handelt. Wenn aus dem jeweiligen Kontext nicht klar hervorgeht, welcher der
beiden Morphismen gemeint ist, geben wir entweder den kompletten Bezeichner, z.B.
evals: Top — A, oder die Doméne an.

Ein durch eine Inklusionsbeziehung verbundenes Paar von Spezifikationen (Par, Bod)
(kurz Bod(Par)), nennen wir eine ,parameterisierte Spezifikation“ mit Parameter Par
oder einfach parameterisierte Spezifikation. Prinzipiell wéire die Einschriankung auf
Inklusionsbeziehungen fiir die weiteren Konstruktionen nicht notwendig, man kénnte
an deren Stelle beliebige Spezifikationsmorphismen zulassen, sie ist aber in vielen
Fillen einfacher zu handhaben und fiir praktische Zwecke ausreichend.

6.2.12 Definition (Parameterisierte Spezifikationen):

Ein Spezifikationspaar (Par, Bod) bildet eine ,parameterisierte Spezifikation*, no-
tiert durch Bod(Par), wenn Par in Bod enthalten ist.
O

6.2.13 Beispiel (Parameterisierte Spezifikation der freien abelschen Gruppen):

Die Spezifikation der Mengen Set (— 6.2.5) ist in der nachfolgenden Spezifikation
der freien abelschen Gruppen enthalten. Zusammen bilden sie die parameterisierte
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Spezifikation (Set)® mit Parameter Set.

(Set)® = Set U

sorts set®

opns 0 : — set®
+: set — set®
—: set — set®

D: set®, set® — set®
equs d: set; my,mo,ms: set®;

+d, —d) =0

my, ®(ma, m3)) = &(S(m1, my), m3)

Die Operation ,,+“ bettet die Elemente des Parameters in die Tragermenge der Grup-
pe ein, wihrend ,,—“ die inversen Elemente erzeugt. ,,0“ steht fiir das neutrale Ele-
ment. Die eigentliche Gruppenoperation wir durch ,,®“ spezifiziert.

O

Ein wesentliches Merkmal parameterisierter Spezifikationen ist die Moglichkeit sie
mit Hilfe der Ersetzung des Parameters durch eine als ,, Aktualisierung® bezeichnete
Spezifikation an unterschiedliche Erfordernisse anzupassen. Damit ihre Eigenschaften
dabei erhalten bleiben, lassen wir als Aktualisierungen nur Spezifikationen zu, die mit
dem Parameter iiber einen Spezifikationsmorphismus in Beziehung stehen. Das Ergeb-
nis einer derartigen als ,, Parameteriibergabe“ bezeichneten Ersetzung ergibt sich aus
der Komposition des Spezifikationsrumpfes mit der Aktualisierung. Die zu verschmel-
zenden Teile werden im Rahmen dieser Komposition durch den Parameter festgelegt,
der mit beiden Komponenten iiber Spezifikationsmorphismen in Beziehung steht.

6.2.14 Definition (Parameteriibergabe):

Sei Bod(Par) eine parameterisierte Spezifikation und Act eine Spezifikation, dann
bezeichnen wir:

(I) einen Sperzifikationsmorphismus
h: Par — Act

als ,, Parameteriibergabemorphismus® und
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(IT) die Spezifikation Par,(Act) im Pushout
Par ——~ Bod
hl(PO) |a
Act —a;~ Parp(Act)

als Ergebnis der von h induzierten Parameteriibergabe.
O

Korrespondierend zur Einbettung des Parameters einer Spezifikation in den Spezifi-
kationsrumpf lassen sich dessen Algebren in die Kategorie der Algebren zur Rumpf-
spezifikation einbetten. Dabei werden Trigermengen und Operationen zu Sorten u.
Operationssymbolen der Rumpfspezifikation, die keine Entsprechung im Parameter
haben, durch entsprechende Teile der Quotiententermalgebra zur Rumpfspezifikation
erganzt.

Da wir die zur Einbettung notwendige Erweiterung der Algebren (— 6.2.15) und
die darauf aufbauende ,freie Konstruktion® (— 6.2.18) nicht nur zur Definition der
Semantik parameterisierter Spezifikationen, sondern auch zur Konstruktion von Co-
equalizern (— 5.3.5) benétigen, verallgemeinern wir die in [EMS85] fiir Inklusionen
angegebene Definition auf beliebige Spezifikationsmorphismen.

Die Konstruktion der ,A-Quotiententermalgebra“ (— [EM85] 3.12) genannten Erwei-
terung einer Algebra A zur Doméne eines Spezifikationsmorphismus h: Spec, — Spec,,
in eine Algebra zu seiner Codoméne erfolgt in drei Schritten. Zunéichst werden die
Signaturen von Spec; und Spec, jeweils um die Elemente der A-Trigermengen als
zusitzliche Konstantensymbole erweitert. Im néchsten Schritt wird jedes Termpaar
zur erweiterten Spec,-Signatur, dessen Terme sich zum gleichen Element in A auswer-
ten lassen, in eine Gleichung zur erweiterten Spec,-Signatur transformiert (— 6.2.3).
Diese Gleichungen spiegeln insbesondere den Effekt der Funktionen in A wieder.
Enthélt A beispielsweise korrespondierend zum Operationssymbol op eine Funkti-
on f mit f(a) = a/, dann werden die Terme op(a) und o’ durch die Evaluierungs-
funktion auf o’ abgebildet. Daraus ergibt sich durch Transformation die Gleichung
(0, hO(op)(a), a'). Die erweiterte Spec,-Signatur zusammen mit den urspriinglichen
und den neuen Spec,-Gleichungen ergibt die erweiterte Spec,-Spezifikation Specy(A),
aus deren Quotiententermalgebra im letzten Schritt nur noch die Konstanten zu den
A-Elementen entfernt werden miissen. Die dadurch entstandene Spec,-Algebra ist
im Unterschied zur Spec,(A)-Quotiententermalgebra immer dann nicht vollsténdig
operationsgeneriert, wenn A diese Bedingung nicht erfiillt.
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6.2.15 Definition (Erweiterung von Algebren):

Seien Spec; = (S0;, OP;, EQ),) Spezifikationen mit unterliegenden Signaturen Sig;
(i = 1,2), h=(h%9,h°F): Spec, — Spec, ein Spezifikationsmorphismus und A
eine Spec,-Algebra, dann definieren wir:

(I) zwei Familien von Konstanten

Consty(A) déf{a:—> s|s€e SO Na€ Al
Consty(A) = {a:—> h59(s) | s € SOy Aa € Ay },

o
=

(IT) die ,A-Erweiterungen von Sig, und Sig,“
Sig;(A) o (SOi, OP; ¥ Consti(A))
mit Termalgebren Top,(4) fiir i = 1,2,
(ITT) die ,A-FErweiterungen von h*

h: Sig, (A) = Sigy(A) & (RS0, hOP)

T s
P) = a:—>h50(8), Op:a:%SAaEAS;

fiir alle Sig, (A)-Operationen op,

(IV) eine Menge von Gleichungen

Eqns(A) o { ((Z), hAt(tl); hAt(tZ))

t1,ta € Top,(a) A
eval 4(t1) = eval z(ts) }
wobei hA": Top,(a) — Topy(a) die hA-generierte Abbildung zwischen Termen

bezeichnet (= 6.2.3) und eval: Top,ay = A die Evaluierungsfunktion in
ALG(Sig, (A)),

(V) die ,A-FErweiterung von Specy “

Specy(A) (Siga(4), BQyw Eqns(4))

(VI) und die ,A-Quotiententermalgebra®in ALG(Spec,)

def
TSpec2 (A) — V(TSpec2(A))
wobei V den, von der Inklusion Spec, C Specy(A) generierten, Vergififunktor
bezeichnet.
|
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6.2.16 Beispiel (Erweiterung der Bool-Algebra A):

Sei Bool(X) = Bool W (b, {x: — bool |z € X }, 0) die Spezifikation, die sich aus
der Erweiterung von Bool mit einer Menge X = zy,...,x, von Konstanten ergibt.
In diesem Fall bildet die Inklusion von Bool in Bool(X) einen Spezifikationsmorphis-

mus, bzgl. dessen die rechte der nachfolgenden Algebren die A-Erweiterung der links
stehenden Bool-Algebra A bildet.

A= Tooi(x)(A) =

doms 0, 1 doms [0], 1], [11], .., [z

fkts 1, 0, not, and, or; A(zq,1)], ...
mit tkts  [1], [0], not, and, or;

1;:2=0 mit

o) = {o o=1" not(z) = [~(x)] ,
and(x,y) =x *y , and(z,y) = [A(z,y)],
or(z,y) = not(and(not(x), not(y))) or(a,b) = [V(z,y)]

Im Unterschied zur zweielementigen Doméne von A enthélt die A(X)-Doméne un-
endlich viele Aquivalenzklassen, die ihrerseits unendlich viele Terme aus Topy 4y, der
Termalgebra zur Signatur der A-Erweiterung von Bool(X), enthalten. So sind z.B.
die Terme 1%, [T, V(xy,1)“, ,V(z1,V(1,22))“ Elemente in ,[1]“. Diese Form der
Erweiterung von Algebren um eine Menge von Konstanten spielt eine zentrale Rolle
in Abschnitt 6.3 dieses Kapitels.

O

Jede Algebra A ist mit ihrer beziiglich eines Spezifikationsmorphismus A gebildeten
A-Quotiententermalgebra iiber eine Abbildung verbunden, die jedem Element seine
Kongruenzklasse zuordnet. Schrinkt man die Codoméne dieser Abbildung auf das
Vergifibild der A-Quotiententermalgebra beziiglich h ein, erhilt man einen Algebra-
morphismus mit universellen Eigenschaften (— 5.1.10), der die A-Quotiententermal-
gebra bis auf Isomorphie eindeutig charakterisiert.

6.2.17 Satz (Universelle Abbildung zwischen Algebren):
Sei h: Spec, — Spec, ein Spezifikationsmorphismus, A eine Spec,-Algebra und

s A = Vi (Tspec, (A)) mit  uy (a) def a]

fir alle s aus SO, und a aus A, dann bildet das Paar (ua, Tspec,(A)) eine V-
universelle Abbildung (— 5.1.10).
O

Beweis: Die Behauptung folgt aus [EM85] Theorem 7.16.

Existiert in der Codoméne eines Vergififunktors V zu jedem Objekt A eine universel-
le Abbildung (u4, B), spricht man von einer freien Konstruktion beziiglich V. Freie
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Konstruktionen konnen unter Ausnutzung der Eigenschaften universeller Abbildun-
gen in eindeutiger Weise zu einem freien Funktor F erweitert werden (— S. 121). Die
universellen Abbildungen bilden in diesem Fall eine natiirliche Transformation von
der Identitiat zur Komposition Vo F.

6.2.18 Folgerung (Freier Funktor):

Sei h: Spec; — Spec, ein Spezifikationsmorphismus, dann ist der Funktor
Fn: ALG(Spec,) — ALG(Spec,)

definiert durch:
A L Vh (TSpec2 (A)) TSp602 (A)

f 3 ViFED)  FD)

B up Vh (TSpec2 (B)) TSpecz (B)

fiir alle Morphismen f: A — B aus ALG(Spec, ), ein Vy,-freier Funktor.
O

Zu jedem Sperzifikationsmorphismus h ist jedes Element der Menge der Vj-freien
Funktoren bis auf Isomorphie gleich F},. Handelt es sich bei A um den Inklusionsmor-
phismus, der den Parameter Par einer parameterisierten Spezifikation Bod(Par) mit
dem Spezifikationsrumpf Bod verbindet, dann bildet diese Menge die Semantik von
Bod(Par).

6.2.19 Beispiel (Semantik der parameterisierten Spezifikation (Set)®):

Die Kategorie der Algebren zum Parameter Set, der parameterisierten Spezifikation
(Set)® (— 6.2.13) ist isomorph zur Kategorie der Mengen SET. Der freie Funktor
F., zur Inklusion < von Set in (Set)® ordnet jeder Menge A eine Algebra zu, deren
Trigermenge zur Sorte set® alle formalen Summen

@xa*[a], T, €L

a€A

enthilt und damit zusammen mit der Operation ,,®“ eine frei {iber A erzeugte
abelsche Gruppe (— 5.2.1) mit neutralem Element [0] bildet.

Die Kategorie der (Set)®—Algebren ist isomorph zur Kategorie der freien abelschen
Gruppen AG (— 5.2.6), wihrend die Bilder von Funktionen unter F., den funktions-
generierten Morphismen (— 5.2.5) in AG entsprechen.

O

Sowohl Spezifikationsmorphismen als auch Spezifikationsalgebren und Spezifikations-
algebramorphismen sind Spezialfille der entsprechenden Konstruktionen fiir Signatu-
ren. Aus diesem Grund miissen Vergififunktoren zu Spezifikationsmorphismen nicht
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gesondert erzeugt werden, die fiir Signaturmorphismen definierten Vergififunktoren
(— 6.1.11) sind darauf gleichermaflen anwendbar. Dafl dabei Spezifikationsalgebren
auf Spezifikationsalgebren abgebildet werden, folgt aus der Bewahrung der Spezifi-
kationsgleichungen durch die Spezifikationsmorphismen (— 6.2.4). Damit lassen sich
ebenso wie Signaturen und Signaturalgebren auch Spezifikationen und Spezifikations-
algebren zu einem Spezifikationsrahmen (— 5.3.1) zusammenfassen.

6.2.20 Lemma (Spezifikationsrahmen):
Das Paar (SPEC, M:SPEC?® — CATCAT ) mit

(I) M(Spec) & ALG(Spec) fiir alle Objekte Spec aus SPEC und
(IT) M(h) Ly, ALG(Specy,) — ALG(Spec,) fiir alle Morphismen
h: Spec, — Spec, aus SPEC

bildet einen mit ,SPECF* bezeichneten Spezifikationsrahmen (— 5.3.1).
(— [EGRI1] Beispiel 2.2.1)

Colimites innerhalb von Algebrakategorien einzelner Spezifikationen ergeben sich als
Spezialfille der entsprechenden Colimites in GSPEC—ALG, bei denen die Spezifika-
tionskomponente der generalisierten Morphismen jeweils von einer Identitéit gebildet
wird. Aus diesem Grund konstruieren wir Coprodukte und Coequalizer im folgen-
den innerhalb der SPEC F-generierten generalisierten Algebrakategorie GSPEC-ALG
(— 5.3.2).

Ahnlich Signaturen und Signaturmorphismen sind auch Algebren und Algebramor-
phismen aus Mengen und Abbildungen zwischen Mengen aufgebaut. FEin wichtiger
Unterschied besteht darin, daf§ die Elemente der Trigermengen von Algebren zusétz-
lich iiber Operationen miteinander verkniipft sind. Bei der Konstruktion von Colimi-
tes diskreter Kategorien in GSPEC-ALG spielt dieser Unterschied keine Rolle, da die
Trigermengen der Algebren bei der disjunkten Vereinigung (Coprodukt bei Mengen
(— 5.1.16)) unverindert'' in das Colimesobjekt iibernommen werden.

6.2.21 Lemma (Coprodukte fiir Algebren):
Sei S eine endliche diskrete Kategorie, G: S — SPEC ein Funktor mit

g(s) = (SOSa OPSa EQS)

fiir alle Objekte s in § und Coprodukt

((Cs)seObj (8)» (SOca Opca EQc)>7

his auf Isomorphie, da die evtl. die Namen der Elemente geiindert werden miissen
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D:S - GSPEC-ALG ein Funktor mit

D(s) = ((A3%)soes0., OPa,) € ALG(G(5))

fiir alle Objekte s in S,

def

c det 15
ACSO - Aso

5 (s0)
fiir alle Objekte s aus & und Sorten so aus SO, Trigermengen und

def
cF(op) o (a1, ... an) = opa,(ay, ..., an)

fiir alle Objekte s aus S, Operationssymbole op aus OPs und a; aus A,,, dann
bildet

((Csaid)seom‘ 8)s ((ASo)soes0., (0pa,: ASy X+ oo X AS, — Aﬁo)opgop.f"l"'”n’“’))
ein Coprodukt fiir D.
(Beweis — Anhang S. 288)

Anders ist die Situation bei der Konstruktion von Coequalizern'?. In der Kategorie
der Mengen SET wird dabei die Codoméne der beiden Diagrammorphismen nach
der kleinsten Aquivalenzrelation faktorisiert, die alle Paare (f(a), g(a)) fiir Diagram-
morphismen f, g und Elemente a aus deren gemeinsamer Doméne enthélt (— 5.1.16).
Um der zusétzlichen Verkniipfung durch die Operationen Rechnung zu tragen, wihlt
man bei Algebren anstelle der kleinsten Aquivalenzrelation die kleinste Kongruenz-
relation, sodaf} fiir alle Operationen opp aus der Codoméne von f bzw. g und Ele-
mente b; bzw. b, mit b; = b, (i = 1,...,n) aus den entsprechenden Triigermengen

opp(b1,...,by) = opg(b),...,0) gilt.

Dariiber hinaus geniigt es, Coequalizer fiir jede Spezifikation separat auf deren Alge-
brakategorie zu definieren, da beziiglich jedes VergiBfunktors V), (h € Mor (SPEC))
und jedes Objekts A seiner Codoméne eine V,-universelle Abbildung zu A (— 6.2.17)
existiert. Damit ist Lemma 5.3.5 auf GSPEC—ALG anwendbar, das es gestattet, Co-
eqalizer in generalisierten Modellkategorien aus universellen Abbildungen und lokalen
Coequalizern' zu bilden.

12Colimites zu Diagrammen der Form s—% s’
13Coequalizern innerhalb der einzelnen Modellkategorien
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6.2.22 Lemma (Coequalizer fiir Algebren):

Sei Spec = (SO, OP, EQ) eine Spezifikation, S die von dem Graphen s—=s'
generierte Kategorie, D: S — ALG(Spec) ein Funktor mit

D(s) = A, D(s') = B, {D(m) |m:s—s e€S}={f, g}

und = C (Bs)seso X (Bs)seso die kleinste Kongruenzrelation, die fiir alle Spec-
Sorten s und Ag-Elemente a das Paar (f(a), gs(a)) enthilt, dann bildet

(C’ <(Cs)s650v (OpC)OpEOP>> mit s = By)=

fiir alle Spec-Sorten s einen Coequalizer fiir D in ALG(Spec). Dessen Morphismus
¢ = (¢s)seso ordnet allen B-Elementen ihre Kongruenzklasse zu. Die Funktionen

opc:Cy, X - x Oy — O

S

zu den Operationssymbolen aus OP®'"*»* ergeben sich als kommutative Ergén-

zung des folgenden Diagramms
B, x---x B, —%PB, B

Csi X+ v X Cs,, O Cg
Osl X oo X Csn 4’0]90 Cs

(Beweis — Anhang S. 289)

Jeder Colimes eines endlichen Diagramms 148t sich unter ausschliellicher Verwen-
dung zweier Coprodukte und eines Coequalizers konstruieren (— 5.1.17, 5.1.19). Da
in GSPEC—ALG beide Colimeskonstruktionen fiir jedes Diagramm der entsprech-
enden Form existieren, lassen sich in dieser Kategorie fiir alle endlichen Diagramme
Colimites bilden.

6.2.23 Satz (Colimites in GSPEC—ALG):

In der von SPECF generierten, generalisierten Algebrakategorie GSPEC—ALG
existiert zu jedem endlichen Diagramm ein Colimes.
O

Beweis: Die Behauptung folgt mit Lemma 6.2.22 aus Lemma 5.3.5.
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6.3 Spezifikationen mit Variablen

Jedem Term iiber den Operationen einer Spec-Algebra A ist ein Wert in A zugeord-
net, z.B. dem Ny, -Term' add(suc(0), mult(suc?(0), suc*(0))) (— 6.1.8) der Wert 9.
In bestimmten Féllen mochten wir jedoch in der Lage sein Terme anzugeben, bei-
spielsweise add(z,y) oder mult(suc?(0), z), die je nach Substitution ausgezeichneter
Symbole (hier z,y, z), fiir eine ganze Menge von Werten aus A stehen. Zu diesem
Zweck erweitern wir die Algebra um diese , Variablensymbole“ als nullstellige Opera-
tionen.

Die Terme iiber den erweiterten Algebren haben quasi zwei Interpretationen, zum
einen die Kongruenzklasse, die den Term selbst enthilt, und zum anderen fiir je-
de Variablenbelegung die Interpretation des entsprechend substituierten Terms in
A. Ein beabsichtigter Nebeneffekt dieser Konstruktion ist die Entstehung neuer zu-
sammengesetzter Operationen. So 1iBt sich beispielsweise der Term mult(suc?(0), 2)
zusammen mit seinen Variablenbelegungen als Operation 2 % z : N—— N interpretie-
ren.

Die Erweiterung einer Spec-Algebra A erfolgt in zwei Schritten, zunéchst wird Spec
um die Variablen als zusétzliche Konstanten zu Spec(X) erweitert. Anschliefend kann
mit Hilfe des freien Funktors F zur Inklusion von Spec in Spec(X) aus A die erweiter-
te Algebra F(A) erzeugt werden. Passend zu den Erweiterungen der Spezifikationen
und Algebren definieren wir im weiteren entsprechende Erweiterungen von Spezifika-
tionsmorphismen und von generalisierten Algebramorphismen.

Zur Vereinfachung der folgenden Konstruktionen nehmen wir an, daf§ die Variablen-
familie X fiir alle Signaturen im wesentlichen gleich ist. Wir erhalten eine derartige
Menge durch Indizierung einer fixen Variablenmenge X t;, mit den Sorten der jewei-
ligen Signatur, d.h.

X = (Xfifv,s)seso -

Im Rahmen dieser Annahme notieren wir im folgenden die Erweiterung einer Spezi-
fikation Spec = (SO, OP, EQ) um die Variablen aus X mit Spec(X), d.h.

Spec(X) ¥ (S0, OPw X, EQ),

und die iiber einer Spec-Algebra A beziiglich der Inklusion von Spec in Spec(X) frei
konstruierte Spec(X)-Algebra F(A) mit A(X).

Die Elemente in den Triagermengen einer Spec (X )-Algebra A(X) sind Kongruenzklas-
sen iiber den Elementen der Termalgebra zur A-Erweiterung von Spec(X) (— 6.2.15).
Sie enthalten im allgemeinen Terme mit einer unterschiedlichen Anzahl von Varia-
blen. So existiert beispielsweise in der Bool(X)-Algebra A(X) (— 6.2.16) fiir jede
Teilmenge X’ von X ein Term in der Kongruenzklasse ,[1]“, der alle Variablen aus

M sucn(0) ist eine abkiirzenden Schreibweise fiir die n-fache Schachtelung suc(. .. (suc(0))...).
15Die Variablen in X stehen in keinem Zusammenhang zu den Variablen in den Gleichungen einer
Spezifikation, sie miissen vielmehr von diesen Variablen wohlunterscheidbar sein.
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X' enthélt (,V(xy,T)“ fir {z1} oder ,V(V(x3, A(x5,219)), T)* fiir {3, x5, T19}). Aus
diesem Grund miissen wir, um den A(X)-Elementen die Menge ihrer Variablen zu
zuordnen, fiir jede Kongruenzklasse einen eindeutigen Repridsentanten bestimmen.
Dazu nehmen wir an, daf} fiir jede Spezifikation eine beliebige aber feste Ordnung

auf den Termen ihrer Signatur existiert, sodaf} jede Termmenge ein kleinstes Element
hat.

Da das Alphabet iiber dem die Elemente einer Termalgebra erzeugt sind, d.h. die
Familie der Operationssymbole, in eine abzdhlbare Menge abbildbar ist, existiert
dafiir immer eine Totalordnung. Diese Ordnung 148t sich auf die Menge der Terme
fortsetzen. Fiir praktische Zwecke wahlt man die Termordnung am besten so, daf} sie
die Terme zunéchst nach der Anzahl enthaltener Variablen sortiert. Diese Annahme
ist jedoch keine Voraussetzung fiir die folgenden Definitionen.

Im folgenden notieren wir fiir eine Spezifikation Spec und eine Spec-Algebra A, die

A-Erweiterung von Spec(X) (— 6.2.15) mit Spec(X, A).

6.3.1 Definition (Projektion auf Variablen):

Sei Spec eine Spezifikation, A eine Spec-Algebra und Spec(X, A) die A-Erweite-
rung von Spec(X), dann definieren wir die Abbildung var: A(X) — 2% durch:

{z}, a=[r] Nz € X,

0, a=op € OP;
var(a) =

0, a=I[d]ANd € A;

var([t]) U « -+ Uwar([t,]), min(a) = op(ti,..., tn);

fiir alle Elemente a aus A(X), wobei min das, beziiglich einer beliebigen aber
festen Ordnung auf T p(x,4)-Termen, kleinste Element einer Termmenge liefert.
]

Mit Hilfe der Termordnung 148t sich die, sonst nur fiir Terme definierte, Variablen-
substitution auf entsprechende Kongruenzklassen erweitern. Dazu wird die Substi-
tution auf dem jeweils kleinsten Term einer Klasse durchgefiihrt und anschlieflend
dariiber die Kongruenzklasse gebildet. Der Weg iiber die Substitution des kleinsten
Terms dient in diesem Zusammenhang lediglich der Definitionsvereinfachung, da die
der jeweiligen Variablenmenge angepafite Substitution jedes Terms innerhalb einer
Kongruenzklasse zum gleichen Ergebnis fiihrt.®

16Tn den Gleichungen der erweiterten Spezifikationen tauchen keine Variablen aus X auf. Damit
konnen in einer Situation, in der zwei dquivalente Terme verschiedene Variablen oder an Stelle von
Variablen Terme enthalten, diese Variablen durch beliebige Terme ersetzt werden. Als Ergebnis
erhilt man in jedem Fall wieder zu einander dquivalente Terme.
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6.3.2 Definition (Variablensubstitution):

Sei Spec eine Spezifikation, A eine Spec-Algebra, X' eine Teilmenge von X,
Spec(X, A) die A-Erweiterung von Spec(X) und

ass: X' — A(X)
eine Variablenbelegung, dann definieren wir die Abbildung ass: A(X) — A(X)
durch:
( ass(z), a=[z] Nz e X',
a, a=[z] Nz e X\ X
ass(a) = { @ a=op € OP;
a, a=I[d]ANd € A;
\ opA(X)(a;s([tl]), o a?s([tn])), min(a) = op(ty, . .., tn);

fiir alle Elemente a aus A(X), wobei min das, beziiglich einer beliebigen aber
festen Ordnung auf Top(x, 4)-Termen, kleinste Element einer Termmenge liefert.
O

6.3.3 Beispiel (Variablensubstitution):

Setzt man fiir die Bool(X)-Spezifikation (= 6.2.16) eine Ordnung voraus, die die
Terme zunéchst nach der Anzahl enthaltener Variablen sortiert, ergibt var([1]) die
leere Menge und var([A(z1,V(z7,1))]) die Menge {z;}, da in [A(zy, V(z7,1))] der
bzgl. der Termordnung kleinere Term z; '7 enthalten ist. In diesem Fall fiihrt die
Variablenbelegung

ass: var([A(xy,V(z7,1))]) = A(X) mit ass: z7 — [1]

zur Substitution
ass([A\(z1,V(z7,1))]) = ass([z1]) = ass(z1) = [1].

Wiirde man anstelle von x; den dquivalenten Term A(xy,V(x7,1)) als beziiglich der
Termordnung kleinsten Term wéhlen, gelangt man zum selben Ergebnis

ass ([N (s, V(27,1))]) = Aacx)(ass([21]), ass([V(z7, 1)]))
= Aax)(ass(z1), Vacx)(ass([z7]), ass([1])))
= Aax)([1], Vaex ([27], [1]))

A(1,1)]

= [1].

— —

17\/(1.7, =1 = =z €[A(z1,V(z7,1))]
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Da alle Spezifikationen im wesentlichen mit den gleichen Variablen erweitert werden,
geniigt es fiir eine entsprechende Erweiterung der Spezifikationsmorphismen, deren
Abbildung der Operationssymbole so zu ergéinzen, dafl die den Variablen entsprech-
enden Konstantensymbole auf gleichnamige Symbole abgebildet werden.

6.3.4 Definition (Spezifikationstransformation):
Wir definieren die Abbildung 7°: Mor (SPEC) — Mor (SPEC) durch:

TS(h) & (A5, hOB): Spec, (X) — Specy(X)
fiir alle Spezifikationsmorphismen h = (h%°, h9F): Spec, — Spec, mit

hOF (op), op € OP;
r:— h59(s), op=x:— sAxeX.

hO% (op) = {

O

Die Erweiterungen von Spezifikationen und Spezifikationsmorhismen sind in ihrem
Resultat nur von den Sorten der betreffenden Spezifikation(en) abhéngig, die dabei
selbst unverdndert bleiben. Aus diesem Grund spielt es keine Rolle, ob der Colimes
eines endlichen Diagramms zunéchst auf den ,,normalen Spezifikationen* konstruiert
und dann erweitert oder ob er gleich fiir die erweiterten Spezifikationen gebildet
wird. Die Sorten der jeweiligen Colimesobjekte und damit die durch die Erweiterung
hinzukommenden Konstanten sind in beiden Fillen dieselben.

6.3.5 Lemma (Transformation von Colimites):

T% ist ein treuer Funktor, der endliche Colimites bewahrt.
(Beweis — Anhang S. 291)

Generalisierte Algebramorphismen, bestehend aus einer Spezifikations- und einer
Algebrakomponente, verkniipfen die Algebren der generalisierten Modellkategorie
GSPEC-ALG (— 5.3.2). Die den Erweiterungen der Algebren entsprechenden Erwei-
terungen dieser Morphismen wollen wir im néchsten Schritt einfiihren. Dabei geniigt
es nicht, die Komponenten eines generalisierten Morphismus einzeln zu erweitern, da
das erweiterte VergiBbild'® seiner Codoméne (= Codomiéne der erweiterten Algebra-
komponente) nicht dem Vergifibild'® der erweiterten Codomiine (= Codomiine der
Algebrakomponente in der Erweiterung) entspricht. Wir werden diesen Sachverhalt
im weiteren niher erliutern und die beiden Algebren durch einen von der Spezifika-
tionskomponente generierten Algebramorphismus verkniipfen.

Fiir einen generalisierten Algebramorphismus (h, f): A — B ergibt sich die Spezifi-
kationskomponente h' seiner Erweiterung (h', f'): A(X) — B(X) aus der Transfor-
mation von h mit 7°. Die naheliegende Erweiterung von f: A — V,(B) mit dem

Bunter der Spezifikationskomponente
Yunter der erweiterten Spezifikationskomponente
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freien Funktor F zur Inklusion von dom(h) in dom(h’ = T*(h)) ergibt dagegen
nicht die notwendige Algebrakomponente f": A(X) — Vj (B(X)). Deren Codoméne
Vi (B(X)) unterscheidet sich im allgemeinen von V,(B)(X), der Codomiine von F(f),
wie Beispiel 6.3.6 exemplarisch belegt. Diese Liicke wollen wir durch einen dom(h)-
Algebramorphismus schliefien, der wie « im nachfolgenden Diagramm, F(f) zu f'
erganzt.

A AX) Ly Bx)

6.3.6 Beispiel (V,(A)(X) # Vrs)(A(X))):

Sei h die Inklusion von Bool in Natg (— 6.2.5), und F(Tnat,) = Tnat,(X) die Erwei-
terung von T4, mit Variablen. In diesem Fall enthélt die Tyg, (X)-Trigermenge zur
Sorte bool das Element [< (21, 23)]. Da der Vergififunktor Vs ;) diese Trigermenge

bewahrt, ist [< (21, 72)] auch Element der Vs ) (Tvat, (X))-Trigermenge zur Sorte
bool.

Im Gegensatz dazu ist [< (71, 72)] in der Vy(Tha, ) (X)-Trigermenge® nicht enthal-
ten. Die Spezifikation Bool(X') kennt kein Operationssymbol ,,<*, daher ist < (xy, z2)
kein Element der Termalgebra zur V), (T, , )-Erweiterung von Bool(X), iiber der die
Elemente von V},(Tnat,)(X) gebildet sind (— 6.2.15).

|

Zu jedem Spezifikationsmorphismus h: Spec; — Spec,, existiert ein generalisierter Al-
gebramorphismus (h, eval) zwischen den Quotiententermalgebren Ty, und Tipec,
Diesen Zusammenhang koénnen wir bei der Konstruktion des Algebramorphismus
von Vh(B)(X) = V(TSpecl(X,Vh(B)))Ql nach VTS(h)(B(X)) = VTS(h)(V(TSpec2(X,B)))22
nutzen. Dazu konstruieren wir zunéchst aus h einen Spezifikationsmorphismus h®
zwischen der V, (B)-Erweiterung von Spec,(X) und der B-Erweiterung von Spec,(X)
(— 6.2.15), der das nachfolgende Diagramm kommutativ erginzt.

Spec, Specy (X) ——+ Spec, (X, Vi(B))
h D) T5(h) 3 he¢
Spec, Specy(X) — =+ Specy(X, B)

20V, (TNt ) (X) ist isomorph zu B(X) aus 6.2.16

2 Tspece, (x,v,,(B)) bezeichnet die Quotiententermalgebra zur Vj, (B)-Erweiterung von Spec; (X) und
V den Vergiifunktor zur Inklusion von Spec, (X) in Spec, (X, Vi (B)).

*Tspec,(x,B) bezeichnet die Quotiententermalgebra zur B-Erweiterung von Spec,(X) und V den
Vergiifunktor zur Inklusion von Spec,(X) in Spec, (X, B).
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Mit Hilfe der Algebrakomponente des von h® generierten Morphismus (h¢, eval) 148t
sich durch Vergessen der hinzugefiigten Konstanten in Doméne und Codoméne, d.h.
durch Abbildung von eval mit dem entsprechende Vergififunktor, der gesuchte Alge-
bramorphismus erzeugen. Dabei spielt der kommutative Zusammenhang zwischen den
im vorangehenden Diagramm gezeigten Spezifikationsmorphismen und deren dualer
Zusammenhang zu den Vergififunktoren (— 5.3.1) eine wesentliche Rolle. Sie impli-
zieren Ve, o Ve = Vys(yy 0 Vo, und damit

Ve Whe (Tspee,(x,8))) = Vs (Vs (Tspee, (x,8))) = Vs (B(X)).

Das nachfolgende Diagramm, indem die geschweiften Klammern die , Grenzen® der
jeweiligen Algebrakategorien symbolisieren, veranschaulicht die beschriebene Kon-
struktion.

ALG(Spec, (X)) —Y= ALG(Spec, (X, Va(B))) ~Yh  ALG(Specy(X, B))

A A\ A\

d
Vh(B)(X) (=,1d) Tspec, (x.v1(B))
Vo, (eval) eval
Vrsmy (B(X)) (=,id) Ve (Tspec,(x,B)) (h, id) TSpec,(X,B)

6.3.7 Definition (Generierte Morphismen):
Sei h: Spec; — Spec, ein Spezifikationsmorphismus, Spec; = (SO;, OP;, EQ);) fiir
¢ =1,2 und A eine Spec,-Algebra, dann definieren wir
(I) den Spezifikationsmorphismus h€: Spec, (X, V,(A)) — Specy(X, A), durch:
he < (RSO hORY mit
hOF (op), op € OP;;
hO (op) = :— h50(s), op=a:— sAz € X;
a:— h59(s), op=a:— sAa € V,(A).

(II) den Spec, (X )-Algebramorphismus h’{: Vi, (A)(X) = Vs (A(X)) durch:

ef
By €V (eval: Tspee, (xvi(a) = Vie (Topecy (x,))

wobei V den Vergififunktor zur Inklusion von Spec, (X) in Spec, (X, Vi (A))

bezeichnet.
O
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Die in 6.3.7 beziiglich eines Spezifikationsmorphismus ~ und einer cod(h)-Algebra
erzeugten Morphismen transformieren, wie im nachfolgenden Diagramm veranschau-
licht, Algebramorphismen im Bild von FoV}, in Bilder von Vrs )0 F, wobei F jeweils
den freien Funktor beziiglich der Inklusion einer Spezifikation in ihre Erweiterung be-
zeichnet.

Va(A)(X) — AL Ve (A4 (X)) 4
FoVi(f) 3 Vrsmy o F(f) f
Vi(A2)(X) T(v’ Vrs iy (A2(X)) Ay

Aufgrund dieser Eigenschaft bilden die hz eine natiirliche Transformation zwischen
den Funktoren F oV, und Vs, o F, die die cod(h)-Algebrakategorie in die Algebra-
kategorie zu 7°(dom(h)) abbilden.

6.3.8 Lemma (Natiirliche Transformation):

Sei h: Spec; — Spec, ein Spezifikationsmorphismus und F; der freie Funktor zur
Inklusion von Spec; in Spec,(X), dann bildet

hW:FioV, — VysgyoFy mit hY(A) = h)
fiir alle Spec,-Algebren A, eine natiirliche Transformation.

(Beweis — Anhang S. 296)

Mit der Transformation 7°, den durch die Inklusionen von Spezifikationen in ihre
Erweiterungen generierten freien Funktoren und den Erginzungen ihrer Bilder mit
Hilfe der natiirlichen Transformation A” kénnen wir beide Komponenten generalisier-
ter Algebramorphismen so erginzen, dal wir zu jedem generalisierten Morphismus
von A nach B eine erweiterte Version von A(X) nach B(X) erhalten.

6.3.9 Definition (Transformation generalisierter Algebramorphismen):
Wir definieren die Abbildung T4: Mor (GSPEC—ALG) — Mor (GSPEC—ALG)
durch:

TA((h 1)) 2 (T5(h), B0 F(£)): AX) = B(X)

fiir alle generalisierten Morphismen (h, f): A — B in GSPEC—ALG, wobei F den
freien Funktor zur Inklusion von dom(h) in 7°(dom(h)) bezeichnet.
|

Die Transformation 74 ist mit den Identititen und der Komposition in GSPEC-ALG
vertréglich. Dariiber hinaus bildet sie Colimites zu endlichen Diagrammen wieder auf
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Colimites zu Diagrammen der gleichen Form mit erweiterten Objekten und Mor-
phismen ab, d.h. Colimites konnen auf ,normalen Spezifikationen“ berechnet und im
nachhinein mit Variablen erweitert werden.

6.3.10 Lemma (Eigenschaften von 74):

T4 ist ein Funktor, der endliche Colimites bewahrt.

(Beweis — Anhang S. 298)
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Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit erweitert eine der beiden, zum gegenwirtigen Zeitpunkt fiir
praktische Anwendungen am geeignetesten erscheinenden Petrinetzklassen, die ,, Al-
gebraischen High-Level-Netze“ ! und bringt sie, durch die Einfiihrung von Kompo-
sitions- und Parameterisierungsoperationen, dem Einsatz als Spezifikationsmethode
fiir nebenlédufige Systeme einen wesentlichen Schritt ndher. Durch den Verzicht auf
praxisferne Einschrinkungen bei Operationen und Netzen, etwa auf , Free Choise“
oder ,State Machines® und durch die Verkniipfung mit einer aussagekréftigen Se-
mantik wird dieser Anspruch unterstrichen.

In Hinblick auf die Erweiterung der bestehenden Theorie hoherer Petrinetze sind zwei
Punkte von herausragender Bedeutung

— zum einen die ,,lose Modellsemantik“, deren Modelle sowohl in Hinblick auf Ne-
benldufigkeit als auch auf die erreichbaren Zustéinde, mindestens das spezifizierte
Verhalten aufweisen und mit den initialen Modellen iiber eindeutige Referenzob-
jekte verfiigen,

— zum anderen die ,ProzefStermsemantik®, die jedem Modell eine den Prozessen fiir
B/E-Systeme vergleichbare und mit Hilfe zweier Operationen algebraisch kompo-
nierbare ,,true concurency“ Semantik auf der Ablaufebene zuordnet und dariiber
hinaus sowohl unterschiedliche Sichten eines Ablaufs als auch Klassen von Ablau-
fen repriisentierende abstrakte Abliufe zulift.

Dabei vermeidet die Modellsemantik die bisher iibliche Asymmetrie zwischen Daten-
typen und Nebenldufigkeit bei der Modellbildung und ermoglicht damit die Unter-
scheidung von notwendigem und implementierungsabhéngigem Verhalten fiir beide
Aspekte einer Systemspezifikation.

Im Unterschied zum iiberwiegenden Teil der in Arbeiten aus dem Bereich der Petri-
netztheorie verwendeten Beispiele, sind Systeme in der Praxis meist deutlich kom-
plexer und erfordern daher neben einer formal eindeutigen Spezifikation, Moglich-
keiten zur deren strukturierter Erstellung. Die im Rahmen dieser Arbeit eingefiihr-
ten Kompositions- und Parameterisierungsoperationen, mit ihren bis auf Isomorphie

'bei der anderen, aus unsere Sicht geeigneten Netzklasse handelt es sich um die ,,Colored Nets“
mit in ,ML“ beschriebenen Datentypen von Kurt Jensen [Jen92, Jen94]
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eindeutigen Ergebnissen, schaffen dafiir die Grundlagen, indem sie ein Zusammen-
setzen grofler Spezifikationen aus iiberschaubaren Teilen und deren Wiederverwen-
dung, durch Anpassung umgebungsabhéingiger Bestandteile an sich dndernde Kon-
texte, ermoglichen.

Den Strukturierungsmoglichkeiten auf Spezifikationsebene stehen entsprechende Ei-
genschaften auf Seiten der Modell- und Prozetermsemantik gegeniiber. Sie ermdgli-
chen eine zur Strukturierung der Systembeschreibungen analoge Strukturierung bei
der Analyse von Modelleigenschaften, ohne die der Nutzen von Kompositions- und
Parameterisierungsoperationen in der Praxis stark eingeschrankt wire. Die wichtig-
sten semantischen Eigenschaften von Komposition und Parameterisierung sind

— die ,eindeutige Dekomponierbarkeit® von Modellen mit deren Hilfe sich kom-
ponentspezifische Sichten erzeugen und kompositionsbedingte Verinderungen an
den Modellschnittstellen analysieren lassen,

— die ,,eindeutige Komponierbarkeit“ aller Modelle komponierter Spezifikationen aus
Modellen der Komponenten die belegt, dafl jedes Ereignis und jeder Zustand im
Modell einer komponierten Spezifikation seinen Ursprung in einem Komponent-
modell hat und

— die ,freie Konstruktion“ der Modelle parameterisierter Spezifikationen iiber den
Parametermodellen, die alle moglichen Effekte von Parameteraktualisierungen be-
schreibt und Nebeneffekte auf Spezifikationsteile auflerhalb des Parameters aus-
schlief3t.

— Dariiberhinaus gelten fiir Parameteraktualisierungen als Spezialfille von Kompo-
sitionen deren semantische Eigenschaften, d.h. aktualisierte Spezifikationen lassen
sich in parameter-, rumpf- und schnittstellenspezifische Bestandteile zerlegen bzw.
sich aus ihnen zusammensetzen.

Alle im Zusammenhang mit Komposition und Parameterisierung genannten Eigen-
schaften sind formal auf der Basis von ,,generalisierten Modellmorphismen“ formuliert
und koénnen, mit Hilfe der Umsetzung dieser, die Modellgrenzen iiberschreitenden Ab-
bildungen, in Zusammenh#nge zwischen den korrespondierenden Prozeftermseman-
tiken {ibertragen werden.

Die Verwendung und praktische Bedeutung aller wichtigen Konstruktionen, inklusive
der semantischen, demonstriert die Fallstudie eines , Flexiblen Fertigungssystems®.
Dariiber hinaus stellt dieses realitdtsnahen Beispiel aus der Produktionstechnik die
Notwendigkeit von Strukturierungsoperationen unter Beweis, da ohne die Zerlegung
in Teilprobleme zumindest seine néchste Ausbaustufe nicht mehr handhabbar und
ohne Parameterisierung eine Anpassung an Systeme mit unterschiedlichen Werkzeug-
versorgungen unmoglich wére.

Trotz des praktischen Bezugs der vorliegenden Arbeit — alle Konstruktionen werden
in diesem Zusammenhang begriindet — hat sie eher den Status einer Grundlagen-
arbeit, als den einer ingeneursméflig verwendbaren Methode. Das Schlieflen dieser
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Liicke bildet einen Schwerpunkt zukiinftiger Weiterentwicklungen. Dabei spielt, ne-
ben der notwendigen Integration in bestehende oder neu zu schaffende graphische
Netzwerkzeuge, die Schaffung einer iibergeordneten Spezifikationsebene, durch Zu-
sammenfiihrung der vorhandenen Strukturierungsmoglichkeiten zu einem einheitli-
chen Modulkonzept mit festgelegten Input/Output-Schnittstellen und Parameteran-
teil, eine wichtige Rolle. Fiir algebraische Datentypspezifikationen existiert eine ent-
sprechende Modultheorie (— [EM90]) seit lingerem.

Auf eine Vereinheitlichung der Beschreibung und eine Unterstiitzung bei der Analyse
von Systemeigenschaften zielt die Verkniipfung von Petrinetztheorie und einer, die
Halbordnung der Ereignisse respektierenden, temporalen Logik ab. Fiir B/E-Systeme
ohne weitere Strukturierungsmoglichkeiten wurden diesbeziigliche Ergebnisse in den
Arbeiten der Gruppe um W. Reisig (— [Rei92, DGK™92]) vorgestellt. Eine auf hohere
Netze iibertragene und mit Komposition und Parameterisierung kompatible Verbrei-
terung unseres Ansatzes in diese Richtung wire eine ideale Ergdnzung des angespro-
chenen Modulkonzepts.

Ein weiterer, aus Sicht der Petrinetztheorie wichtiger Ansatzpunkt zukiinftiger Ar-
beiten, ist die Entwicklung ,abstrakter Invarianten“. Darunter verstehen wir Inva-
rianten auf Spezifikationsebene, mit deren Hilfe sich quantifizierbare Eigenschaften
aller Zustéinde ausdriicken und eventuell auch berechnen lassen, die fiir alle Modelle
einer Spezifikation gelten. Die Anwendbarkeit der existierenden, auf den Arbeiten
von W. Reisig [Rei91] basierenden Ansétze, ist stark von der Symmetrie der unter-
suchten Netzstrukturen abhéngig. Die dabei verwendeten Konstruktionen sind nur in
Ausnahmefillen in der Lage alle Invarianten zu beschreiben.

Die Einfiihrung von internen Zustéinden und Ereignissen, dhnlich den , 7-Tranisitio-
nen“ bei ProzeBalgebren, wére eine aus theoretischer Sicht interessante Erweiterung
der vorliegenden Arbeit. Dabei setzen die Spezifikationsmorphismen nur nach auflen
hin sichtbare Komponenten miteinander in Beziehung, als intern gekennzeichnete
Stellen und Transitionen bleiben unberiicksichtigt. Auf diese Weise lassen sich Spezi-
fikationsverfeinerungen beschreiben, indem die Implementierungsdetails einer Ebene
auf allen hoheren Abstraktionsebenen als interne Komponenten ausgeblendet werden.
Ein weiterer positiver Effekt liegt in dem erhohten Freiheitsgrad bei der Zuordnung
von Aktualisierungen zum formalen Parameter im Rahmen parameterisierter Spe-
zifikationen. Allerdings verldfit die dazu notwendige Erweiterung der Netzabbildun-
gen den Rahmen der linearen Algebra und erfordert dadurch die Entwicklung neuer
Verfahren zur Berechnung von Colimites, als Grundlage von Parameterisierung und
Komposition.
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Anhang

Beweise zu Kapitel 1

Beweis (1.1.2 Funktoreigenschaft von ®):

Aus der Definition von || _|| (— 6.1.14) folgt fiir jede freie abelsche Gruppe G und jede
Algebra A: Gx || A|| ist eine Menge. Damit ist die dariiber gebildete freie abelsche
Gruppe (Gx || A||)® ein Element in AG,, (— 5.2.6).

Wenn f: G1® — G5® ein monotoner Morphismus in den freien Abelschen Gruppen ist
und k: A; — A, ein generalisierter Morphismus in GSZG—ALG, dann ist f ® k ein
Morphismus in den freien Abelschen Gruppen; da er jedes Paar (g,a) aus (G x || Ay |])
auf eine formale Summe iiber (G2 x || A2 ||) abbildet und sich die iibrigen Abbildungen
als lineare Erweiterung daraus ergeben. Er ist monoton weil fiir jedes Element (g, a)
aus (G x || Ay ]]) gilt:

f®Fk(g,a)= @ fl9)d) =g, kla))

g9 €G2
= f ®k ist monoton wenn V¢’ € Gy: f(g)(¢') >0 5.2.3
— f ® k ist monoton f ist monoton

Damit sind die Bilder aller Paare aus einem monotonen Morphismus in den freien
abelschen Gruppen und einem generalisierte Algebramorphismus, monotone Morphis-
men in den freien abelschen Gruppen. Dariiberhinaus muf§ gezeigt werden (— 5.1.3):

e ® bewahrt die Identitdten und

e ® bewahrt die Komposition.

(® bewahrt Identitititen): Fiir alle AG,,-Objekte G®, Algebren A, Elemente ¢
aus G® und Elemente a aus || A|| gilt:

idge ®@ida (g,a) = ,GQGidG@(g)(g’) x (¢', id4(a)) 1.1.1

=1%(g,a) = (9,0
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(® bewahrt Kompositionen): Wir nehmen an, da8 f;: G1® — G,°, f2: G2® — G3°®
monotone Morphismen in den freien Abelschen Gruppen sind und das es sich bei
ki: Ay — Ay, kot Ay — Az um generalisierte Morphismen in GSZG—ALG handelt.
Dann gilt fiir alle g aus G® und a aus || A||:

fao fi®@keoks (g,a)

= 9366%3 f2(f1(9)) (g3) * (g3, k20 k1(a)) 1.1.1
= @ £ (B 106 5)6) s ko k(@)
= 9366% 3 QSEBG 2 F1(9)(g2) * f2(g2)(g3) * (g3, k2(k1(a))) f2 bewahrt &
= gQEPG 2 9362; 3 f1(9)(g2) * f2(92)(g3) * (g3, k2(ki1(a))) @ ist kommutativ
= 9262; i (9)(g2) * 9366% 3 f2(92)(g3) * (g3, k2(k1(a))) @ ist kommutativ
29266%2 f1(9)(g2) * fo ® k2 (g2, k1 (a)) 1.1.1
= [ @k, (QSEBG 2 f1(9)(g2) * (92, /ﬁ(a))) f» ® ks bewahrt @
=f2®kz0 L@k (g,0) 1.1.1

O

Beweis (1.2.2 Kommponentweise Konstruktion von Colimites):

Das es sich bei
Prec

Te——=PrPe® A

Posto

um ein CP/T-Netz und bei

CRCANCY

um eine Familie von CP/T-Netzmorphismen handelt, folgt direkt aus den entsprech-
enden Definitionen in 1.2.2.

(Vertréglichkeit mit Diagrammorphismen): Fiir alle S-Morphismen m:s — s
gilt:

c,,C

CICAY

= (D" (m) o cl,, DP(m) o chl, DA(m) o c2) Eigensch. lok. Col.

=D(m)o (ch,cl, ) 1.2.2
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(Couniverselle Eigenschaft): Sei

(@,e],e)ses, T =—=P ©A)
Post

CIREE B ]

eine Senke fiir D.

(Existenz): Da die Morphismen in CPTN komponentweise gebildet werden, lassen
sich daraus die Senken:

(@)ses, TO), (Preg o) es, P @A) fiir DT,
() ses, ) fiir DF und

((Ef)sesa ) fiir DA

3

!

bilden. Das impliziert wegen der Eindeutigkeit der Colimites fiir DT DF und D4 die
Existenz und Eindeutigkeit der folgenden Morphismen:

cT® — 7"@, mit ¢l ocl =€l fiir alle s in S
TT® 5P A, mit focl =Pregoel  fiirallesin S
e pe P mit ¢ ocl =¢l fiir alle sin S
A A, mit ¢ ocl =¢4 fiir alle s in S

PN Prec Pres —® o
@, e, e T——=P°®A—+T —=P ®A,
Posto Postx

zusammenfiigen.

Da ¢!’ und ¢ als Komponenten von CP/T-Netzmorphismen monoton sein miissen
und ¢, e mit diesen Morphismen vertrigliche Morphismen in den freien abelschen
Gruppen sind folgt, dal auch sie monoton sind. ¢ ist ein generalisierter Morphismus
in GSTG—ALG. Damit fehlt nur noch der Nachweis der Vertraglichkeit mit den Mar-
kenfluBmorphismen, d.h.

Pregoc =¢" ®@¢% o Prec und  Postgoc! =¢" @ ¢ o Postc.

Vs € S: Pregoc! = Pregoc! ocl ¢l =clocl

= ¢ = Pregoc’ Eindeutigkeit v. ¢
und

Vs € S: Pregocl

=c ®¢ o Pre, Morph. Eigenschaft

=c’ocl ®@ctocto Pre, Eigenschaft v. ¢¥, ¢4
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=P eetocl ®@clo Pre, Funktoreigensch. v. ®
=P ®eto Precoct 1.2.2

— ' =" ¢ o Prec Eindeutigkeit v. ¢’
—

Pregoc! =¢' =¢" ®@¢" o Prec
Auf die gleiche Weise erfolgt der Beweis fiir Postc.

Die Kompatibilitit von (¢7,¢7,¢4) mit den Morphismen der Senke, d.h.

(e, e, e

¢ T P A):(—T =P —A)

0(08768768 CS7CS7CS

folgt aus der Vertriglichkeit von ¢’ mit 7, ¢ mit ¢’ und ¢* mit ¢/ fiir alle s aus S,

zusammen mit der komponentweisen Kompositon von Morphismen in CPTN.

(Eindeutigkeit): Die Eindeutigkeit von (¢, ¢",2*) mit der Eigenschaft vertriglich mit

den Morphismen (¢7, 20", %) zu sein, folgt aus der Eindeutigkeit seiner Komponenten,

S)s)Vs
die mit den entsprechenden Teilen von (¢7,¢F ¢2) vertriiglich sein miissen.

|

Beweis (1.2.5 Zerlegungen bewahren die Netzstruktur):

Wir gehen im weiteren davon aus, da§ N ein CP/T-Netz ist, h: Ny — N ein CP/T-
Netzmorphismus und DCj, die Zerlegung von N durch h.

Notation: Um die Notation intuitiver zu gestalten, notieren wir die Teile DC(s) der
Zerlegung durch N; fiir alle s in S.

(Senke): Die drei couniversellen Abbildungen <y, n, <, v und <y, y enthal-
ten jeweils Inklusionen als Stellen- und Transitionskomponente und die Indentitét als
Algebraabbildung. Inklusionen sind monotone Morphismen in den freien abelschen
Gruppen und die Identitaten sind Morphismen in GSZG—ALG. Damit mufl nur noch
die Vertriglichkeit der Netzabbildungen mit den MarkenfluBmorphismen gezeigt wer-
den.

(Vertréglichkeit v. <y, n): Nj; enthilt keine Transitionen und e e, —p © po
®id, Pre;s, Post;s, Pre, Post sind Morphismen in den freien abelschen Gruppen,
d.h. sie bilden das neutrale Element jeder freien abelschen Gruppe wieder auf das
neutrale Element ab. Zusammen mit der Tatsache das die freie abelsche Gruppe iiber
der leeren Menge nur aus dem neutralen Element besteht, folgt daraus:

> p0 po @id o Pre; = 0:{0}° = {0}° = Pre o <00

und die selbe Eigenschaft fiir Post.
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(Vertriglichkeit v. <y, ~ w. <>n., N): Preiy,, Postyy,, Prec,, Post., sind Einschrén-
kungen der entsprechenden MarkenfluBmorphismen in N. Die Definition der Stellen-
vektoren P, P., und die Ubernahme der Algebra aus N in N;,, N;, stellt sicher das
die Bilder dieser Morphismen definiert sind. Daraus folgt:

—p. © p® ®1id o Prey, = Pre o <@ 10

im?

—p ®po Qid o Postyy, = Post o =70 10

im?

— p,,® p® td o Pre., = Pre o 70 1® ,

8 p® & id o Post., = Post o —,e @

co?

(Vertriglichkeit mit Diagrammorphismen): Ausgenommen die Identitéiten,
gibt es zwei Morphismen in S:

my:is — im  mit  DCp(my) =<y

i85

N, und
ma:is — co mit DCu(ms) =—n,, N,
Wir zeigen die Vertriglichkeit der Colimesmorphismen mit den Diagrammorphismen

nur fiir den Ersten, der Beweis fiir den zweiten Morhismus ergibt sich durch Umbe-
nenung.

“?Nim,N © “7Nig,Nim,

= (=@ 10 © 0

im’ 18071

T®, 7 p® p® O ‘—>P®7P®,idoid)) 1.1.6

= (—=n, 1, =P, P id)

=“N,s,N

185

(Couniverselle Eigenschaft): Sei ((C;)ses, N) eine weitere Senke fiir DCj,. Wir
zeigen, dafl in diesem Fall eindeutig ein Morphimus

&N =N mit ¢ =Co <pe,(s)N¥

fiir alle s in S existiert.

Wir definieren ¢ durch:

~def _ _
C = Cim U Ceo-

Das ist eine giiltige Definition, weil folgende Gleichungen gelten:

NimUNco:Na NimﬂNco:Nis

und durch die Vertriglichkeit der Morphismen der Senke mit den Diagrammorphis-
men, sichergestellt ist, dafl gleiche Elemente im Ursprung von ¢;, und ¢, gleich
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abgebilden werden. Aus dieser Definition von ¢ a8t sich direkt fiir alle s in S die
Gleichung: ¢, = ¢ o —pc, (s),n ableiten.

Die Eindeutigkeit von ¢ folgt aus der vollstindigen Uberdeckung von N mit den
Teilen der Zerlegung und der Injektivitdt der Colimesmorphismen.

O

Beweis (1.3.5 Eigenschaften des Paralleloperators):

(I):
Wir nehmen an, dafl N ein CP/T-Netz ist und zeigen:

e die Bilder von ||y sind in STy enthalten,
e ||y bewahrt die Identitéten und

e ||y bewahrt Komposition.

(Die Bilder von ||y sind in STy enthalten): Fiir alle STy-Morphismenpaare f,
g gilt:
neN f=[fil;...; [fa] wd g=lg];...;[g]
mit f!, g € (TU(P, ||A|))® fir i=1,...,n.

Es geniigt eine Konstante (n) fiir beide Morphismen, da man den kiirzeren von beiden
durch Komposition mit der passenden Identitét beliebig verlingern kann ohne dabei
seinen Wert zu &ndern.

Wir zeigen zunéchst durch Induktion iiber n,

(a): (frs-sfu) Hgrs -5 0n) =Fillgrs s full gn
fir f; = [f!] und g; = [¢/] mit f!, g' € (T U(Px ||A]]))® und i = 1,...,n. Dabei

machen wir von der Assoziativitat der Morphismenkomposition Gebrauch. Aus dieser
Eigenschaft folgt:

(b): fi(gsh)=(f;9);h

(Induktionsbasis): n = 2.

Mit der Definition des Paralleloperators (— 1.3.3) gilt:

(fl; f2) || (91; 92) = fi || g1; fo || g2

(Induktionsschritt): n + 1.

(frs o5 fos far) [ (905 -+ 5 9ns Gntr)
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= ((f1; v fa) Il (s e gn)) | 7Y 1.3.3, (b)

=fillois - 5 fall 9ns fos1 |l gntr Induktionsannahme

Wir zeigen die eigentliche Behauptung durch Induktion iiber n (— s.o.).
(Induktionsbasis): n = 1.

Daraus folgt: f || g = [fi] || [91] = [fi @ 91] € STy (= 1.3.1, 1.3.3).

(Induktionsschritt): n + 1.

Aus (a) folgt:
fllg=Ffillgs 5 fall gns fasr || Gnir

Aufgrund der Induktionsannahme sind

fllgs s fallgn und  foin || gnst

Morphismen in STy und STy ist gegeniiber der Komposition von Morphismen ab-
geschlossen also auch gegeniiber der sequentiellen Komposition iiber ,, ; “.

Mit unseren Annahmen gilt: cod(f;) = dom(fi11), cod(g;) = dom(g;41) und damit
cod(fi || gi) = dom(fisa || gis1)
fiir 1 <4 < n. Daraus folgt:

cod(fill gvs -5 full gn) = cod(fu || gn) = dom(fuir || gnia),

d.h. die gezeigten Morphismen sind komponierbar und

flla=Ffllgs -5 fall gns o1 || G

ist ein Morphismus in STy.

(|| bewahrt die Identitédten): Fiir alle STy-Objekte v, w gilt:
idy || idy = o] || [w] = [v ® w] = idygu

(= 1.3.1(V), 1.3.3).

(|| bewahrt die Komposition): Fiir alle komponierbaren Morphismen [f], [¢]
und [r], [u] gilt:

lglo LT Tul o [r]=f s gl [rs ul = [g] || fu] o [fT || [r]
(—1.3.1(VI), 1.3.3). O
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(I1):
Wir nehmen 0.B.d.A. an:

f=1Uf..5 fri] und g=lg;...; 9]
mit fl, gl € (TU (P |[|A)® fir i=1,....n

und zeigen durch Induktion iiber n

fllag=gl f

(Induktionsbasis): n = 1.

Daraus folgt: f || g=[fi®gi]=[91® fi] =g | [ (= 1.3.3,5.2.1).

(Induktionsschritt): n + 1.

fllg

=i M) s -5 9n00)

=fillgis -5 fasa | Gnn (a)

=gl fis - s g |l faga Induktionsannahme
= (9155 9n) [ (15 -5 fasn) (a)

=gl f

Beweis (1.3.8 Eigenschaften der Schrittsemantikabbildung):

(I):
Wir nehmen an, da§ f: Ny — N, ein CP/T-Netzmorphismus ist und zeigen:

e die Definition von ST ist deterministisch, d.h. unabhéngig von der Wahl der
Reprisentanten der Aquivalenzklassen,

e das Bild von STy ist in STy, enthalten,
e STy bewahrt die Identitdten und

e ST bewahrt die Komposition.

(Die Definition von S7; ist deterministisch): Es mu$ fiir alle STy, -Morphismen
[v], [w] gezeigt werden:

0] = [w] == ST¢([v]) = ST¢([w))-
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Die Elemente der Aquivalenzklassen, sind die Element aus Mor, d.h. sie haben die
Form
Viy -.- 5 Uy mit v; € (T1U(P1X ||A1||))®

Damit kénnen wir unsere Behauptung durch strukturelle Induktion {iber den Aufbau
der Mor-Terme fiihren.

Zunichst zeigen wir, ebenfalls durch strukturelle Induktion,

~ ~

(a): f(dom(v)) = dom(f(v))
fiir alle v aus (T} U (Pyx || A1 ).
(Induktionsbasis): v € (Ty U (P x || Aq]]))

Daraus folgt: v € Ty oder v € (Pyx || Ay]|)-

v e Annahme

—

f(dom(v))

= fF @ f4(Pre,(v)) 1.3.7, 1.3.1(Lb)
= Pres(f7(v)) 1.1.4

= dom(f"(v)) 1.3.1(Lb)

= dom(f(v)) 1.3.7

v E P || A Annahme

—

f(dom(v))

= ff o f4(v) 1.3.7, 1.3.1(La)
= dom(fF @ f4(v)) 1.3.7, 1.3.1(Lb)
= dom(f(v)) 1.3.7

(Induktionsschritt): v=r@u

=)

dom(v))

f(dom(r & u))
f

(dom(r) ® dom(u)) 1.3.1(L.c)

~ ~

f(dom(r)) @& f(dom(u)) feAG
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= dom(f(r)) ® dom(f(u)) Induktionsvor.
= dom(f(r) ® f(u)) 1.3.1(Lc)

= dom(f(r & u)) f e Ag

= dom(f(v))

Damit gilt (a) und wir kénnen die eigentliche Behauptung beweisen. Dabei gehen wir

] =[w] und ©v#w

aus und zeigen, dafl daraus

ST([v]) = STy([w])
folgt.

Unsere Annahme impliziert v ~ w, d.h. 3rq,...,r, € Mor: v ~ry ~ - ~ 1, ~ W,
Damit geniigt es zu zeigen:

v~ w = ST([v]) = ST,([w]).
Wir fithren den Beweis durch strukturelle Induktion iiber den Aufbau von v.
(Induktionsbasis): v € (T3 U (Pyx || 4, ).

Daraus folgt: v =u @ r und w = u @ dom(r); r & cod(u) (— 1.3.1(I)).

ST([v))
=STi(udr))

=[fluer) 13.7

= [(fw) @ f(r))] feAg
= [F(u) & dom(f(r)); f(r) & cod(f(u))] 1.3.1(ILa)
= [f(u) @ f(dom(r)); f(r) & f(cod(u))] (a)

= [f(u® dom(r)); f(r & cod(u))] feAg
= [F(r @ cod(u))] o [f(u® dom(r))] 1.3.1(VI)
= ST([r @ cod(u)]) o ST¢([u ® dom(r))) 1.3.7

= ST;([u® dom(r); r & cod(u)]) 1.3.7

= ST([w))

(Induktionschritt): v =u; r.
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Daraus folgt: w = u'; 7', u ~ v’ und r ~ 7" (= 1.3.1(II)).

STy([v])

= STy ([us r])

= S8T([r]) o ST;([u)) 1.3.7

= ST;([r"]) o ST;([v']) Induktionsannahme
= ST ([ ) 1.3.7

STf([w])

(Das Bild von S7; ist in STy, enthalten): Jeder Morphismus in STy, ist
eine Sequenz {iber ,atomare“ Morphismen, d.h. Morphismen der Form [v] mit v in
(T, U (Pyx ||A])®. Diese Morphismen werden von (= 1.3.7) ST; auf eine Aquiva-
lenzklasse abgebildet, deren Reprisentant eine formale Summe iiber Transitionen und
Markierungen zu N ist. Diese Aquivalenzklasse ist ein atomarer Morhismus in STy,
Die Sequenz zweier Morphismen wird auf die Komposition ihrer Bilder unter S7;
abgebildet und damit letztendlich, wenn die Rekursion bei der sequentiellen Kompo-
sition zweier atomarer Morphismen anlangt, wieder auf eine Sequenz von atomaren
Morphismen in S7y,.

(ST; bewahrt Identitéiten): Die Identititen in STy, sind Aquivalenzklassen mit
Reprisentanten in der freien abelschen Gruppe PP ® A;. Sie werden von ST auf
die Aquivalenzklassen abgebildet, die formale Summen iiber Markierungen zu N, als
Reprisentanten haben und damit auf Identitéiten in STy,

(ST; bewahrt die Komposition): Fiir alle komponierbaren Morphismen [v], [w]
in STy, gilt:

STy([w]o [v]) = STy([v; w]) = STy([w]) o ST;([v])

(IT):

Wir fiihren den Beweis als Induktion. Die dafiir notwendige totale Ordnung auf den
Morphismuspaaren entsteht, indem wir jedem der beiden Morphismen die Anzahl
seiner atomaren Morphismen zuordnen, d.h. Morphismen der Form [v] mit v aus
(Ty U (Pyx || A]))®, aus denen er durch Komposition gebildet ist und dariiber das
Maximum bilden. Identitéiten werden dabei nicht beriicksichtigt. Diese Grofie bezeich-
nen wir als Linge des Morphismuspaares. Eine derartige Zuordnung ist eindeutig, da
in STy, alle atomaren Morphismen paarweise verschieden von den komponierten
Morphismen? sind.

2abgesehen von der Komposition mit Identitéiten
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(Induktionsbasis): Die Linge der Paare ([g], [k]) ist 0.

In diesem Fall miissen g und k Elemente aus (T} U (Pyx || A||))® sein (= 1.3.1). Daraus
folgt (— 1.3.3, 1.3.7):

ST (9] || Tk))

= STi(lg® k) = [Flg @ k)] = [f(9) ® (k)] 1.3.3,1.3.7, f € AG
= [f(o)] || [F ()] 1.3.3

= S8T;([g) | STy ([K]) 13.3

(Induktionsannahme): Unsere Behauptung gilt fiir alle Paare deren Lénge kleiner
oder gleich n ist.
(Induktionsschritt): Die Linge von ([g], [k]) betragt n + 1.

In diesem Fall gilt:
g:gl;gll \/ k:kl;k”.

Wir gehen zun#chst davon aus, dafl sowohl g als auch & sequentiell komponiert sind.

9=939"Nk=Fk; Lk Annahme

STi(lg"s 9" I [K'5 K"])

=STp(g"1 | K] o [g'] I []) 1.3.3

= STi(g"] || ")) o STy (lg'] I [K']) Funktoreigenschaft ST
=STi(l9"D) || STy([E"]) o STy (lg') || ST ([K']) Induktionsannahme
=8T(l9"]) o STy([g'D) | ST;([E"]) o ST ([F']) Funktoreigenschaft ||
=STi(lg"l o [gD) | STp([K"] o [K']) Funktoreigenschaft ST
=STs(lg'5 9" || STy([K"; k")) 1.3.1

In den Féllen wo entweder g oder k atomar sind, komponieren wir den atomaren
Morphismus mit der entsprechenden Identitét, z.B.:

lg] = (9] © iddom(q)) = [dom(g) ; 9] wenn g atomar ist.

Damit lassen sich diese Fille auf den schon bewiesenen Fall zuriickfithren. O

|
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Beweise zu Kapitel 2

Beweis (2.2.6 Initiale Modelle):
Der Beweis gliedert sich in drei Unterpunkte, in denen gezeigt wird,
o [ = (ANS, id, Tspe, N7, evalr) ist ein ANS-Modell,
e zu jedem anderen ANS-Modell existiert ein Modellmorphismus und

e dieser Modellmorphismus ist eindeutig.

(I ist ein ANS-Modell):
Mit der Definition der ANS-Modelle (— 2.2.3) muf} gezeigt werden:

1) ANS ist eine AN-Spezifikation,
2
3

4

1d: Spec — Spec ist ein Spezifikationsmorphismus,

(1)
(2)
(3) Tspec ist eine Spec-Algebra,

(4) Ny ist ein CP/T-Netz mit einer endlichen Stellen- und Transitionsmenge, das
die Gleichung:

PA(NT) = Tspec()

erfiillt,

(5) eval;: N — N7 ist ein CP/T-Netzmorphismus der die Gleichung:
PA(evaly) = (id, evaly(rs,.. (x)))

erfiillt,

(6) fiir alle Transtionen ¢, " aus N und ¢ aus N7 gilt:
evalt (') (t) > 0 A eval T (t")(t) > 0 => Cond(t') = Cond(t")

(7) und fiir alle Transitionen t aus N¢ und Variablen z;, yy aus var(t) gilt:

s#s = x#y.
(.1): Folgt direkt aus der Definition.

(.2): Die algebraischen Sperzifikationen, bilden die Kategorie SPEC. Damit ist die
Identitét fiir jede Spezifikation ein Morphismus in SPEC.

(.3): Die Quotiententermalgebra Ty ist die initiale Spec-Algebra.

(.4): Die Stellen- und Transitionskomponenten von Ny sind mit den entsprechenden
Komponenten in der Netzstruktur von ANS identisch und daher definitionsgeméf
(— 2.1.3) freie albelsche Gruppen mit endlichen Basen.



198

Anhang

Die Algebrakomponente T's,..(x) von Ny ist als Transformation von Ty, eine Al-
gebra mit Variablen zur Signatur von Spec(X). Daraus folgt mit der Definition der
Projektion P* (= 1.2.1)

PANY) = Tspec(x)-

Die MarkenfluBmorphismen Prey, Post; sind Kompositionen von monotonen Mor-
phismen in den freien abelschen Gruppen. Sie verbinden die Gruppen 7® und
P®®T5pec(X)-

(.5): Die Identitiiten id: T® — T®, id: P® — P® sind Teil der Kategorie der frei-
en abelschen Gruppen und (id, evalrg,,. (x)): Top(x) — Tspec(x) ist ein generalisierter
Algebramorphismus, mit dem Evaluierungsmorphismus evalrg, ., als Algebrakom-
ponente. Daraus folgt:

(X

’PA(evall) = (id, evalTspec(m)'

Verbleibt noch der Nachweis der Vertriglichkeit von eval; mit den Markenfluimor-
phismen. Der ergibt sich aus der Definition von Pre; mit

Prejoide = Pre; = idpe ® evalTspec , 0 Pre.

(x

Fiir Post gilt der selbe Zusammenhang.
(.6): Folgt mit eval} = id direkt aus der Definition.

(.7): Die Evaluierungsfunktion evalr,, ., bewahrt die Variablen aus X. Damit

und mit der Definition von ewval; folgt die Gleichheit der Variablenmengen zu den
Transitionen in N und Ny. Mit der Definition der AN-Spezifikationen (— 2.1.3), fiir
deren Netzstrukturen die zu zeigende Eigenschaft per Definition gilt, folgt sie auch
fiir Ny. O

(Zu jedem anderen ANS-Modell existiert ein Modellmorphismus):
Wir nehmen im folgenden 0.B.d.A. an
~ AN = (ANS, g, A, N°, eval)
Prey

- N =T — PO @ A(X)

Post pr

— eval = (eT,e", (9%, evalyia(x))))

und konstruieren daraufhin die Abbildung evalsy: 1 — AN durch:

evalan < ((g, evaly(a)), (€7, e”, T (g, evalyay))).

Um zu zeigen, dafl es sich bei evalyy um einen ANS-Modellmorphismus handelt,
muf mit deren Definition (— 2.2.3) nachgewisen werden:

(1) (g, evaly(a)) ist ein generaliserter Algebramorphismus von T, nach A,
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(2) (e',e", T*(yg, evaly(a))) ist ein CP/T-Netzmorphismus von N{ nach N°,
(3) PA((GT, 6P7 TA(ga GUGZV(A)))) = TA(ga evalV(A))a

(4) (e7,e", TA(yg, evaly(a))) o eval; = eval

(5) (e",e”, T (g, evaly(a))) ggzl(izt))) € Mor (CPTN) [DC cyar; (€0), DC ey (c0)).

(.1): Aus der Definition der A-Netze (— 2.2.1) folgt: g: Spec — Spec’ ist ein Spezi-
fikationsmorphismus. evalya) ist der eindeutige Evaluierungsmorphismus von der
initialen Spec-Algebra T, nach V,(A(X)). Daraus ergibt sich der generalisierte Al-
gebramorphismus (g, evaly(a(xy)) von Tspe nach A.

(.2): Aufgrund der A-Netz-Definition (— 2.2.1) sind ”:T® — TS, e”: P® — P%,
monotone Morphismen in den freien abelschen Gruppen. Die Transformation des ge-
neralisierten Algebramorphismus (g, evaly(4)) mittels 74 (— 6.3.9), fiihrt zu einem
generlisierten Algebramorphismus von Ty (x) nach A(X). Damit sind alle Kompo-
nenten vom richtigen Typ und es verbleibt der Nachweis der Vertriglichkeit mit den
MarkenfluBmorphismen.

Aufgrund der Initialitdt der Termalgebra Top(xy in der Kategorie der Sig-Algebren
und mit der Definition der Transformation 74 (— 6.3.9) folgt das Kommutieren des
nachfolgenden Diagramms.

(a):

eval
TOP(X) Tspec (X) TSpec (X)
(9%, GWIV(A(X))) O TA(Q, evalvm))
A(X)
Damit kénnen wir zeigen:
Preyroe’ =e” @ (g%, evaly(acxy)) o Pre eval € CPTN
= el @ T4(g, evaly(ay) o id ® (id, evalr,,  (x)) o Pre (a)
=eP @ T4(g, evalya)) o Preg Def. Pre;

Der Nachweis der Kompatibilitdt mit Post,; verlduft entsprechend.

(.3): Folgt direkt aus der Definition von evalyy.

(.4):
(eT, el TA(g, evalr)) o eval;

= (e" oid,e” oid, T*(g, evala) o (id, evaly,,,. (x))) Def. eval 4x
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= (T, e, (9%, evalyax)))) ()
= eval

(.5): Alle Transitionen aus Ny liegen im Bild von eval;. Damit ist DCyq, (co) das
leere Netz und die zu zeigenden Eigenschaft gilt. O

(Die Modellmorphismen zu anderen ANS-Modellen sind eindeutig.):

Sei ((£5,f4), (fT, fF, fx)) ein weiterer ANS-Modellmorphismus von I nach AN,
dann gilt aufgrund von Definiton 2.2.3

(b): (fT, fP, f9%) o eval; = eval und  TA(f5, f4) = fOx.

Mit den Defintionen von 74 und 7% (— 6.3.9, 6.3.4), der Komposition generalisierter
Morphismen und der Definition von eval; folgt daraus

Ts(fs) © Z.dSpec(X) = Ts(fs) =g¥ = Ts(g) = fS =g

und mit der Initialitdt der Quotiententermalgebra Ts,.. in der Kategorie der Spec-
Algebren
A= evalyay und fox =T, evaly(a)).

Dariiberhinaus folgt aus (b) und der Definition von eval;
ff=el' und fF'=e".

Damit ist die Gleichheit von ((f°, f4), (fT, fF, %)) und evalsn auf allen Kompo-
nenten gezeigt. O

Beweise zu Kapitel 3

6.3.11 Lemma (Eigenschaften der Colimites in CPTN):

Sei S eine endliche Kategorie, DT: S — AG, DF': S — AG, D: S — GSPEC-ALG
Funktoren und D:S — CPTN ein Funktor mit

D(m) = (D" (m), D" (m), D (m))
fiir alle Morphismen m in § und Colimes

Pre.

<((Czacfvcf)> ) Tc®—’Pc®®AC>
s€0bj (S)

Poste

dann gilt:
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(@) ((¢D)seonj(s), TO) ist ein Colimes fiir DT,

c

(I1) ((¢F)seonj(s), P?) ist ein Colimes fiir D” und

c

(III) ((c5)seonj(s), Ae) ist ein Colimes fiir DC.

Beweis:

(1):

Aus der komponentweisen Komposition der CP/T-Netzmorphismen folgt:

((cD)seoni(s), T2) st eine Senke fiir D7

c

Verbleibt der Nachweis der couniversellen Eigenschaft dieser Senke. Dazu nehmen wir
an:
((€D)scob (s), TZ) ist eine Senke fiir DT

In diesem Fall bildet

Pre.

(((ET,EP,CG)) T®::Q)®A>
$1TTT ) seobi(S)

Post

eine Senke fiir D 3 und es existiert ein eindeutiger Morphismus

BT PO A, - TO s @ A,

Poste Posts

mit der Eigenschaft

fiir alle Objekte s in S.

Sei ¢: T® — T2 die Transitionskomponente von ¢, dann gilt:

fiir alle Objekte s in S.

Jeder andere monotone Morphismus ¢: T® — T2 in den freien abelschen Gruppen
mit
ol =&

fiir alle Objekte s in S, 148t sich zu dem CP/T-Netzmorphismus

(&, 00): TOs PO @ A, - TO—2 () @ A,

c
Post. Postz

3 Pre,, Post. und ESP fiir alle Objekte s aus S, sind durch Definition des Operators _ ®_ (— 1.1.1)
und die terminale abelsche Gruppe § eindeutig bestimmt
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erweitern, wobei ¢ und ¢ die Stellen- resp. die Algebrakomponente von ¢ bezeichnen.
Es gilt
(~T ~P AG) o (CT P G) — (—T =P G)

CJCJC s?csﬂcs Cs7cs7cs

fiir alle Objekte s in S und damit wegen der Eindeutigkeit von ¢ mit dieser Eigenschaft

c= (el el c%).

Daraus folgt ¢” = ¢’ O

Die Behauptungen (II) und (IIT) lassen sich nach dem gleichen Muster beweisen.
]

Beweis (3.1.7 Vergififunktor):

Wir nehmen im folgenden, fiir 1 <7¢<3,1<j <2, 0.B.d.A. an:
— ANS; = (Spec;, Cond;, N;) ist eine AN-Spezifikation mit
LN, = T8, po

7,8 1,8 )
Post; s

— h: ANS; — ANS, ist ein AN-Spezifikationsmorphismus,

AN; = (ANSg, gi, A;, Nf, eval;) ist ein ANS 3-Modell mit

— g;: Spec; — Spec: und eval; = (ef, el (g, evaly(,(x)))),

~ fi=(f7.f)Y):AN; = AN, ist ein ANS ,-Modellmorphismus mit
- = E.
und zeigen:
o Vi(AN;) € MOD(ANS,)
® Vi(fj): Vi(AN;) = Vi(AN;41) € MOD(ANS )
o V,(idan,) = idy,an,)
® Vi(f20 f1) = Va(f2) o Vu(f1)

(Vw(AN;) € MOD(ANS)): Wir notieren im folgenden 7°(g;) durch g und 7% (h®)
durch A=,

Aus der Definition des Vergififunktors V, (— 3.1.4) folgt:
~ Vh(AN;) = (ANS, gio h®, Ai, NYy, eval;y) mit
Prei,v

_ N;ZV:T?V%M:PZ@?V(gAZ(X) und

T

— eval;y = (ei o hT, ef

)

Y o hP, (g5 o b, evalvmi(X)))) '

4TS ist ein Funktor, damit gilt: 75 (g; o h%) = T5(g;) o T (h%).
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Es muf} gezeigt werden (— 2.2.1):
1) ANS, ist eine AN-Spezifikation,
2
3

4

gi o h® ist ein Spezifikationsmorphismus,

(1)
(2)
(3) A; ist eine Speci-Algebra,

(4) NYy ist ein CP/T-Netz mit endlichen Mengen Py, T; )y und es gilt:

PANEy) = Ai(X),
5) ewal;y ist ein CP/T-Netzmorphismus von N; nach N?,, und es gilt:
( > i,V g

P4 (eval;y) = (g5 o b, evalyia,(xy),
(6) fiir alle Transitionen t', t” aus N?, t aus N:

el y(t)(t) >0 A€ ,(t")(t) >0 =g o hS*(Condy(t")) = gF o h%" (Cond,(t")).
(.1): Gilt laut Annahme.

(.2): Da es sich bei g; und A% um Spezifikationsmorphismen handelt, ergibt ihre
Komposition ebenfalls einen Spezifiaktionsmorphismus.

(.3): AN; mit den Komponenten g;: Spec; — Spec; und A; ist geméf unseren An-
nahmen ein ANS,-Modell (— 2.2.1), daraus folgt A; € ALG(Spec}).

(-4): Aus der Definition von N7, folgt:

— P,y € P,und T}y C T;, da sich beide Mengen jeweils aus Teilmengen der Stellen-
/Transitionsmenge von N? zusammensetzen. Damit ergibt sich die Endlichkeit
von P;y/T;y aus der Endlichkeit von P;/T; und Pf?v / Tf'?v sind definitionsgem#s,
die dariiber frei erzeugten abelschen Gruppen.

— A;(X) ist eine Spec;-Algebra

— Pre;y/Post;y sind Restriktionen der monotonen MarkenfluBmorphismen aus N?
auf die Transitions- und Stellengruppen in N7,,. Sie sind damit ebenfalls monotone
Morphismen in den freien abelschen Gruppen.

Damit ist V7, nach Defintion 1.1.3 ein CP/T-Netz mit endlicher Stellen- und Tran-
sitionsmenge. Aus der Definition von P* (= 1.2.1) folgt: P4(N?),) = A;(X).

(.5): AN und ewval; sind definitionsgemiii CP/T-Netzmorphismen (— 2.2.1, 3.1.1).

Die durch die Bilder von el o hT bzw. el o hf in T® bzw. P® ausgezeichne-

ten Untergruppen sind Teil von Ny, da sie die Transitions- und Stellengruppen
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in DC pyqr,0nn (im)° ausmachen. Damit erfiillen die Transitions- und die Stellenkom-
ponente von eval;y die notwendigen Bedingungen (— 1.1.4 I, II).

Aufgrund der Initialitdt von Top,(x) folgt
(97, evalya,(xy)) © (R, ht)
= (gX o h®, Vys. (evalyia,(xy)) o ht)

X

= (g o h®, evaly(a,(x))) Top,(x) ist initial

Damit ist gleichzeitig gezeigt, daB (g; o b5, evaly(a,(x))) (Komposition zweier gene-
ralisierter Algebramorphismen) ein generalisierter Algebramorphismus ist.

Aus den CP/T-Netzmorphismus-Eigenschafen von 2" und eval; und den Definitionen
von T3, , P2, und Pre;y folgt

Tﬁs Pre; PfB,s ® Top (x)
h" 3 hP @ (h5=, ht)
Tg?s Prey Pé"?s ® Topy(x)
ezT T?’BV ) 61P P?’BV ® (gixa eva’lvAi(X))
T??V P’f’@iyv Pi@?V ® AZ (X)

Zusammen mit der zuvor gezeigten Eigenschaft der Algebrakomponente von eval; y,
folgt daraus dessen Vertriglchkeit mit Pre; . Ersetzt man im vorausgehenden Dia-
gramm Pre durch Post ergibt sich die Vertraglchkeit von eval;y mit Post;y. Damit
erfiillt eval;, alle Bedingungen fiir CP/T-Netzmorphismen und mit der Definition
der Projektion P4 (— 3.2.1) gilt:

PA(evaliy) = (g7 o h™, evalya,(x))-

.6): Wir zeigen, dal die Annahme: ¢!, ¢! seien zwei Transitionen in N; und es
) 1 "1
existiert eine Transition ¢ aus N/, mit:
b

e (th)(t) > 0 A efy(#)(t) > 0,

die Giiltigkeit der Gleichung g} o h%" (Cond,(t})) = gi o h°"(Cond, ()) impliziert.

ezzjv(tll)(t) >0A eg:v(t,f)(t) >0 Annahmen

Teil der Zerlegung von N? iiber eval; o hV (— 3.1.4)
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= el o hT(#))(t) > 0 A el o hT(¢)(t) > 0 3.1.4
= Jt,, 15 € Ny:
AT (t)(th) > 0 AWT(H])(th) > O A
ef (t5)(t) > 0 A e (t5)(1) > 0
—s 3t), ) € Ny: 3.1.1,2.2.1
K" (Cond, (th)) = Condsy(th) A
hS" (Cond, (")) = Condsy(th) A
gi (Cond,(t3)) = gi (Conds(t3))
— gi o h¥"(Cond, (t,)) = g; o K" (Cond, (t"))

(Vn(f;): Vu(AN;) = Vi (AN ;1) € MOD(ANS)): Aus der Definition von Vj(f;)
(— 3.1.5) folgt:

(f]) ( i f]],\g/) mit f]V (f V’f]V’fGX)

(= 3.1.4), wobei f]), resp. fI, die Einschrinkungen von f] resp. f auf T9), resp. PP,

Js

bezeichnen. Unter Berucks1cht1gung der Definition der A- Netzmorphlsmen (— 2.2.1)
muf} gezeigt werden:

1) f ¢ A; — Ajyy ist eine generalisierter Algebramorphismus

9, = N2y €ECPTN

)
3) P ( )—ffX
4) f

(
(2
(
( ]V o evaljy = evaljyiy

co)]

(5) ]{\g) Dce”“lj,v(co) E [Dcevalj,v (CO) — Dcevalj+1,v(

(.1): Folgt aus der Annahme, daf8 f; ein A-Netzmorphismus mit Algebrakomponente
ff ist

(.2): Wir zeigen zunéchst, daf§ die Einschrinkung der Transitionskomponente von
/)Y konsistent ist, d.h.

Vi€ Tjy, t' € Tj: fl(H)({H) > 0=t € Tj1y.

Der Beweis der entsprechenden Eigenschaft fiir die Stellenkomponente verlduft ana-
log.

te Ty, t' €T, f()() >0 Annahmen
=t € PT(DC eyat;onn (im)) V t € PT(DC eyai; (c0)) 3.1.4
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t € PT(DC cyqrjonn (im)) Annahme
— 31" € Nj: e o hT(t")(t) > 0 1.2.3

= 3t" € N;: floel o hT(t")(t') > 0

— 31" € Nj: el o hT(t")(t') > 0 2.2.3
= t' € PT(DCyary o (i) 1.2.3
—=t' €Ty 3.1.4
t € PT(DC eya, (c0)) Annahme
= t' € P"(DC.yay,, (o)) 2.2.3
—=t' €Ty 3.1.4

Da f/fl monotone Morphismen in den freien abelschen Gruppen sind, gilt dies
auch fiir ihre Einschrankungen auf Untergruppen. Die Verkniipfung des Algebramor-
phismus ijX mit der Stellenkomponente von V,(f}Y) iiber ® (= 1.1.1) ergibt den
monotonen Morphismus

p|P®

fi Pjé;l’v ® fJGX:va ® Aj(X) = PPy ® Aj4(X).

in den freien abelschen Gruppen. Damit haben die Stellen-, die Transitions- und die
Algebrakomponente von V;,(fV) die in 2.2.3 geforderten Eigenschaften.

Da die Vergifibilder der A-Netze ebenso in den urspriinglichen A-Netzen enthalten
sind wie die Vergifibilder der A-Netzmorphismen in den urspriinglichen A-Netzmor-
phismen, erhélt die Vergilkonstruktion die Kompatibilitdt der A-Netzmorphismen
mit den MarkenfluBmorphismen der Netze.

(.3): Folgt aus der Definition von Vj(f) zusammen mit der Definition des Vergifi-
funktors P4 (— 1.2.1).

(.4): Im Zuge des Beweise der Behauptung: eval; ) ist ein CP/T-Netzmorphismus
von Ny nach N7y, haben wir gezeigt:

(95 0 b, evaly(ayxy) = (97, evalva,xy) © (A7, ).
Mit der Definition des Vergif$funktors P#, folgt daraus
(a): P4 (eval;y) = P (eval;) o PA(AY)
und damit

N
fj,V @) evaljy
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Tf"?,,ohT, P P

] MR
j jyoei|vo h*,

= (f]jjv o 6?
PAFN) o PA(eval;) o PA(WY))
= (]

PA(evaljyq) o PA(RN))

o

T T 3T ¢P|F P_ P
J+1,Voejoh,fj J+1,Voejoh,

0y o KT ef PPivo hY,

_ T
= (e » €541

PA(evaljyq) o PA(RN))

= eval]‘+1,v

(.5): In (.2) haben wir bereits gezeigt, da§ die Bilder von Elementen aus DC ¢yq; ., (c0)
unter fF, und f7), in DCyq, (co) liegen. Mit der Definition der Zerlegung DC ey

(— 1.2.3) und 3.1.4 gilt auBlerdem

Dcevalj_,_l,v (CO) - Dceval

[N o eval; = eval;jyy

[N o eval; = evaljyy

Beide Folgerungen zusammen implizieren unsere Behauptung.

(Vh(idANz‘) = ith(ANi)):
Vi(idan,)
- Vh((idAi, (idTi, idpi, ZdAZ(X))))

. T PR,
= (szi, (zd@‘@:,zdﬂ@ Pf;)‘;,szi(X)))
= (ZdAm (ZdTSBv’ def’@va ZdAz(X)))

= (ZdAdeNf,v)
(Vi(f2 0 f1) = Vi(f2) o Vi(f1)):

Vi(fao f1)
=Vi((fs o f7, f3¥ o fY))

=<§oﬁi
(ﬁmﬁﬁ%ﬁoﬁﬁ?%kw%))
s, s
=<§oﬁi
(7% o iy )18 o 7

PP G G
a9 e )

3.1.4

17

i
Jj+LY c V N
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= Vh(f2Gvf2N) © Vh(flele)

Beweis (3.1.8 Spezifikationsrahmen):

AHLN-SPEC ist eine Kategorie (— 3.1.3). Damit mufl noch gezeigt werden, daf}
MOD ein Funktor von AHLN-SPEC? nach CATCAT ist.

Das die Doméne und die Codoméne von MOD den genannten Kategorien entspre-
chen, folgt unmittelbar aus den Definitionen von MOD und den Vergififunktoren V,
fiir h aus Mor (AHLN—-SPEC). Verbleibt zu Zeigen:

(I) VANS € A%LN—SPE:C MOD(ZdANS) = IDMOD(ANS) und
(1) Vhy, hy € AHLN-SPEC:
dom(hy) = cod(hy) = MOD(hy o hy) = MOD(hy) o MOD(hy).

Dazu nehmen wir im folgenden, fiir 1 <i<3,1<j<2,0.B.d.A. an:
— ANS,; = (Spec;, Cond;, N;) ist eine AN-Spezifikation,
- AN, = (ANSg, gi, AZ', Nio, GU(Ili) ist ein ANSg—MOdeH, mit

Pre;
- N? = TZ®_?’PZ® ® A;(X) und eval; = (e], el (g%, eval a;(x))),

— f=(f9 (f7, f¥, f6x)): AN, — AN ist ein ANS 3-Modellmorphismus und

— h;: ANS; — ANS ., ist ein AN-Spezifikationsmorphismus.

(I):
Die Behauptung gilt, wenn folgende Teilresultate gelten:
[ ] zd(ANz) = ANZ und

e Viu(f) = f.
(Via(AN;) = AN;): Aus der Definition der Vergiifunktoren (— 3.1.4) folgt:
Via(AN;) = (ANS3, g; o id, A;, N3 3, evali z.5)-
Damit muf} gezeigt werden:

NP3 =N und eval;3s = eval;

(N?33 = N7): CP/T-Netze sind gleich wenn ihre Komponenten gleich sind. Fiir die
Algebrakomponente beider Netze gilt per Definition (— 2.2.1):

PA(N53,3) = Ai(X) = PA(Nz'O)-
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Fiir die Transitionsmengen folgt das mit 3.1.4 und 1.2.3 aus:

T'i,3,3 — PT(DcevaliOid (Zm)) U PT(DCevali(Co))
= PT(DC syar, (im)) U PT(DC o1, (c0))
=T

Die Gleichheit der Stellenmengen 148t sich auf die gleiche Weise zeigen.

Aus der Definition der Vergififunktoren (— 3.1.4) und der Gleichheit der Transitions-
mengen folgt wegen:

Pre; 33 = Pre; e = Pre; und Post; 33 = Post; e = Post;

i,3,3 i,3,3

die Gleichheit der Markenfluimorphismen.

(eval; 35 = eval;):

eval; s 3

= <ez~T T o id, el P o id, (g oid, evalv(Ai(X)))> 3.14

= (e7 €], (95, evaly(a,(xy)) = eval; T5, =17,
Pz% 3= Pz®

(Via(f) = f):

Via(f)

® P®
— G T 2,3,3 P 2,3,3 GX 3.1.5
7, [ 7S o)

:(fGJ (fTafpafGX)):f T’i??),S:T’i@

Pi@?3,3 = Pz®

(I1):
Die Behauptung gilt, wenn folgende Teilresultate gelten:
o Vh2°h1 (ANZ) = th o Vh.e (ANZ)

® Vison, (f) = Vi, 0 Vi, (f).
(Vhyon (AN;) = Vi, o Vi, (AN;)): Aus Definition 3.1.4 folgt:

Vh20h1 (ANZ) = (ANSD gi © h'g % hfa Aia Ni?s’,lﬂ evali,ff,l)'
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Mit Vi, (AN;) = (ANS3, gio hf, As, NY; 5, evalis ») und daraus folgend:
Vhl e} VhQ(ANl) = (ANSI, g; © h,g ©) hf, Ai, Ni?s’,?,]? evali,g,g,l)
bleibt zu Zeigen:

0 ) ) _ )
Ni,?,’1 = ]\TZ~,372,1 und  eval;3; = eval;z2.1

(N3, = Nf35,): CP/T-Netze sind gleich wenn ihre Komponenten gleich sind. Fiir
die Algebrakomponente beider Netze gilt per Definition (— 2.2.1):

PA(NZ?,J) = Ai(X) = 7DA(Nz'(j3,2,1)-

Fiir die Transitionsmengen folgt das mit 3.1.4 und 1.2.3 aus:

Tiga

= PT(DC cyatyonyony (im)) U PT(DC cyar, (c0)) 3.14

= PT(DC oyai,  pony (im)) U PT(DC gy, 5., (c0)) 3.1.4,1.2.3
= Tigon 3.1.4

Die Gleichheit der Stellenmengen 148t sich auf die gleiche Weise zeigen.

Aus der Definition der Vergififunktoren (— 3.1.4) und der Gleichheit der Transitions-
mengen folgt die Gleichheit der MarkenfluBmorphismen wegen:

PT@i’g,,l = Pre;

= Pre; = Pre; 321
7?,93,1 ¢ 7?,93,2,1 b2sss

und
POSti73,1 = POSti

= Post; = Post;391.
7?:)3,1 ! 7?3,2,1 R

(61)(1[2',371 = 61)(1[1'73’271):

61)(1[2',371

_ T
_ (¢

(9 o h3 o by, evalya;(xy)) )

TS 0 hT o BT, eP P o hY o BT, 3.1.4

_ (7 |78, T P |P%, P
- (%3,2 2 0 BT, efy Pt o AP, 3.1.4, 3.1.7,
x S g 7i,3,1 = 7i,3,2,1a
(9 o h o h, evaly(a;(x)) PPy, = P,

= evali,g,gyl
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(Vh2°h1 (f) = Vhl © th(f))

Vhl Oth(f)

Vi (7, (T, 7], 1)
= (78, [ a7 o)
— (7% Ul £ 7o)

= Vh20h1(f)

Beweis (3.2.2 Projektionsfunktor):

Wir nehmen im folgenden fiir 1 <7< 3,1 <5 <2, 0.B.d.A. an:
Cond;, N;) ist eine AN-Sperzifikation,

— ANS,; = (Spec;,
- ANZ:(ANSZ, gz;A N?

)

Pre;

- Ne =TP——=P?® A;/(X) und eval; = (e] ,el, (97, eval 4,

Post;
= kj = (hy, (ff
- =T R ),
= Vi, (AN s)
— Vhyon (AN 3) =V, (Vi (AN 3)) =
— f=0" (7 fF, F6%)) und
— Vi(ANj,) = (ANSy, gao hS, Ay, N,

(I):

eval;) ist ein ANS;-Modell, mit

(ANS], 3OhSOh1, Ag,

Die Behauptung gilt, wenn folgende Teilresultate gelten:

(1) PN(AN;) € CPTN,

(2) PN(kj): N? = N9, € CPTA,
(3) PN((id, (ida, idye))) = idye und
(4) PN(ky) 0 PN (k1) = PN (ky 0 y).

x)))s

,f{¥)): AN; — AN, ist ein Morphismus in GAHL-NETS mit

— — S . 0 L
- (ANS]7 gj+1 0 h A]+17 Nj+1 J+1.5° eval]H J+1 ])7
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(I.1): Folgt direkt aus den Definitionen von P (- 3.2.1) und A-Netzen (— 2.2.1).
(I.2): Nach Definition 3.2.1 gilt:

PN(kj) = (<_>T® T8 5 ,P® ZdA,]+1 ))OfN

JHLGHL L JHL, +1J it J

= PN ((hy, idy, (an;s1))) ©

Da es sich bei f:N? — N?,, . bereits um einen CP/T-Netzmorphismus handelt
(— 2.2.3), CPTN bzgl. Komposition abgeschlossen ist und die P~ ((h;, id))-Kompo-
nenten, N7, ;. Komponenten auf N7-Komponenten abbilden, gilt unsere Behaup-
tung, wenn PN(( id)) ein Morph1smus in CPTN ist.

Die Inklusionen von Untergruppen in freie Abelsche Gruppen sind monotone Grup-
penmorphismen und idy,,(x) ist ein Algebramorphismus. Da es sich bei NJ+IJ+1,J
um ein CP/T-Netz handelt (— 3.1.4), dessen Transitions- und Stellenmengen in den
entsprechenden Mengen von N7, enthalten sind, dessen Algebra mit der Algebra
von N7, iibereinstimmt und dessen MarkenfluBmorphismen, den Einschrankungen
der Stellen und Transitionsmengen entprechende Einschrinkungen der Morphismen
in N7\, sind, ist PV (h;,id) mit den MarkenfluBmorphismen von N?,, .., s und N?
vertraghch

(1.3): P bildet Identitidtsmorphismen ((idspec, idy), (ida,idyo)) in GAHLNETS
auf

(@70, > po pe, ida(x)) 0 idye = (idse, idpe, ida(x))
ab (— 3.2.1), dem korrespondierenden Identitdtsmorphismus in CPTN.

(L.4):
PN(kQ e} kl)
= PN((h’Q © h’lﬂ Vhl((f2Ga f2N)) © (flGa le)))
= PN(h5 o hf, id) o (fZ o I ‘“, 2GX> o 3.1.5, 3.1.8
R o cod(f) = T,
fi COd(f2P) = P:’(?,?),Z
= <;*7§’?3,1J® o fT|™s1 o e, 10 ° 313, 3.2.1,
0 ; COd(flp):T;k?Z,la
;)Psék,)s,l’P? OfQP weho <—>P®21’ Ofl’ X) COd(fl): 22,1

5V,4(AN;) = AN; (- 3.1.7)
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((—>T§®327T® Of2 ’(—>P®327 Of2 ’ ) %.4, T®
C
T P (Gx 3,31 = 133,2
(%75?2,1,759 o fi 7(_>R§‘?2,17PSB ofifi ) 951 C P§9’3’2

:PN(h%Zd) (f27f2 ) )OPN(hlﬂid)o(flTaflpa IGX)
= PN (ky) o PN (k) 3.2.1

(IT):
Aus der Definition der Vergififunktoren (— 3.1.4) und der Definition der Zerlegung
von A-Netzen (— 1.2.3) folgt:

(a): Vi€ Ny, t' € Ng: ey oh (1) (t) > 0= t' € T3,

Damit gilt:

evals o bV

= (ed o h™, ey o h”, (g5, evalayx))) o (A5, hY)

= (=18, 10 o el [T o BT L, P o el | P o hP, 3.1.4, (a)
(95 © h™™, Vys. (evalya,(xy)) o ht))

(<—>T®z 177® © 6%:2;1’ <_>P2®2 I,PSB © 652,17 314,
. Top, (x) initial
(92 © h’sxa eva'lV(/h(X)))) !

((—>T®217T® Of Oel’(—>P®217P® Ofpoef’ 2]337
fGX o (91 , 6valA1(X))) f o e’Uall = 61)0,12’2’1

= PN((h, f)) o eval;

Beweis (3.2.3 Komponentweise Colimites in GAHL-NETS):
Der Beweis gliedert sich in drei Unterpunkte, in denen gezeigt wird,

e die Definitionen in 3.2.3 sind korrekt,

. ((( SeN), ((d3,dd), df))ses, ANC> bildet eine Senke fiir D und

s?s

e die Senke ist ein Colimes fiir D.

Dazu nehmen wir im Folgenden (0.B.d.A.) an
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— D(s) = AN, = (ANSy, g5, As, N2, evaly) mit
Preg

ANS, = (Spec,, Condg, N;), N?=T°—=P®® A;(X) und

Postg
61)(113 - (eza 657 (gg(a evalV(As(X))))a
~ D(m:s —§") = (hm, (fS, fN): AN, — AN, mit

o = (15 B3): ANS, — ANS, und £ = (FT, f7, FG%): N > N,
— Vi, (ANy) = (ANS,, gy o hS, Ay, Ng ., evaly s),
— ANS. = (Spec,, Cond., N.),

—cs = (c3,cN), dY=(dS,dd), TA((dS,dd)) = (d5x,d?x) und

s %s s Ys s Ys s »Ug
~ Ve,(AN,) = (ANS,, gco ci, A, N2, eval.,) mit
Prec,s
Ngs = TEDS—>PS§5 ® AC(X)
’ " Poste,s ?

(Die Definitionen in 3.2.3 sind korrekt.):
Im einzelnen muf} gezeigt werden:
o ((d? o gy)ses, Specl) ist eine Senke fiir D,

o ((¢N o evaly)yes, N?) ist eine Senke fiir DV und

e fiir alle Objekte s aus S existiert dY in 3.2.3(IV) eindeutig.

(((dS 0 gs)ses, Spec,) ist eine Senke fiir D¥): Aufgrund der Morphismuseigenschaf-

ten der (fG, fN) (- 2.2.3) fiir alle m:s — s’ in S gilt:

fo o eval, = evaly 2.2.3

= PA(fN) o PA(eval,) = P4 (evaly ) 3.1.4

= TA(fS) o (T5(gs), eval) = (T5(gy o h3,), eval) 2.2.3, 3.1.4

= T(fmo9s) =T"(gs 0 hy,) £ = (7,11, 6.3.9
— f50gs=gsoh, TS faithful, 6.3.5

Damit kommutiert das duflere Rechteck im Diagramm zur Definition von g.. Die bei-
den enthaltenen Dreiecke sind jeweils Teile der entsprechenden Colimites und kom-
mutieren aus diesem Grund. Damit 1483t sich unsere Behauptung direkt im Diagramm
ablesen. Aus dem Colimes zu D* folgt dann die Existenz und Eindeutigkeit von g,

mit der Eigenschaft:

(a): g.ocs =d; og, fiir alle sin S.
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(((¢N o evaly)ses, N?

?) ist eine Senke fiir DV): Fiir alle m:s — s’ in S gilt:

¢ o evaly o DN (m)

= ¢ o PY(D(m)) o eval 3.2.2

N o eval, Colimes fiir PN o D

:CS

Damit bildet ((¢Y o evaly)ses, N?) eine Senke zu DY und es existiert aufgrund des

Colimites ((¢Y)ses, N.) ein eindeutiger Morphismus (eval.) von N, nach N? mit der
Eigenschaft:

(b): &N o evaly = eval, o c)  fiir alle s in S.

(Fiir alle Objekte s aus S existiert dV in 3.2.3(IV) eindeutig): Mit
PN((Cs;idVCS(ANC))) = (‘—>7®:r®a <_>PC®,S,PC®aZ.dVCSX (AC(X)))

(— 3.2.1) fiir alle Objekte s in S, folgt unter der Annahme:

oL 8, und &F F, sind Morphismen in AGy,

S S

deren Giiltigkeit wir nachfolgend zeigen und dY = (d7,d?, d¥x)

s8I s

S s1s

tf'= 10 0 0dl, = e e odl und dF¥ =TA((dS,d))).
Daraus ergibt sich

(c): d0 =¢8P = ¢PIF& und  dOx = TA((d5,d%))

S S S S §$7°78

eindeutig, da es sich sowohl bei den Inklusionen als auch der Identitdt um Monomor-
phismen handelt und dY kompletiert das Diagramm in 3.2.3(TV) kommutativ.

(Die Einschréinkungen von ¢’ und ¢2 sind korrekt.): Aufgrund der Vergififunktorde-
finition (— 3.1.4) gelten fiir alle s in S die Inklusionen:

T, CT® wnd P, C PP
Damit muf fiir alle Transitionen ¢, in N? und ¢, in N? gezeigt werden:

eL(ts)(te) >0 =t, € T,

S

Alle Transitionen ¢, in N? sind entweder Elemente in DC gy, (im), d.h. sie liegen in
der Codoméne von evals oder sie sind Elemente in DC 4, (co), d.h. sie liegen nicht
in der Codoméne (— 1.2.3). Dementsprechend gliedert sich der Beweis in zwei Teile.
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ts € DC oy, (im) A L (t5)(t.) > 0 Annahme
= At. € N;: ¢T o eval () (t.) > 0 1.2.3

= 3t. € N;: eval.ocL(t)(t.) >0 (b)

= l. € DC gyqi, 00 (1) 1.2.3

= t. € T, s N tc € DC ey, (im) 3.14

Aus den Eigenschaften der A-Netzmorphismen (— 2.2.3(V),(VI)) und der Vergiifunk-
tordefinition (— 3.1.4) 148t sich der Zusammenhang
(d): Vmis— s, te N2 t'e NG
1@ 70 © fu(t)(t) >0
= (t € DCeypa,(im) <= t' € DCopar,, (im)) 7

ableiten.

Mit dem Colimes zu PY o D, Lemma 6.3.11,

P (s (£ 12)) = (218 10 © Sy 2 © s J12¥)

und den Definitionen der Realtion *—* und ihrem symmetrischen und transitiven
Abschluf ,=*, (— 5.2.23) folgt daraus:

Vs, s € Obj (S),t € N2, t' € NJ:
t =t = (t € DCeyui, (im) <= t' € DCeya, (1m))

und damit auch

(e): Vs, s €0bj(S),te N2, t' e NJ:
t =1t = (t € DCeya,(im) <= t' € DCeya, (im)).

Die zu zeigende Eigenschaft gilt, wenn alle Transitionen aus DC g, (co) von ¢I in

DC ¢yar, (co) abgebildet werden. Wir beweisen diesen Teil indem wir die folgende An-

nahme zum Wiederspruch fiihren:
ts € DCopar, (c0), t. € N, eval .(t.)(t.) > 0, ¢I'(t,)(t.) >0  Wiederspruchsannahme

— ds' e S, t

5’

€ Ny: ch(t,)(t) >0 5.2.23, Colimes PV o D,
6.3.11

— 35’ € S, t’, € Ny: eval.ocL(t,)(t.) >0

5’

= 35’ € S, t’, € Ny: &L o evaly (ts)(t.) > 0 (b)

5’

vt e Nt e DCgmlS_,s(co) <= t € DCeyar, (co) (= 3.1.4)
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— 35' €S, t, € Ny, tyg € N9

evaly (1) (ty) > 0 A
L) (te) > 0N ET(t)(t) >0

S

— 3s' €S, t, € Ny, ty € N9: 5.2.23, 1.2.2,
e DC pyur,, (im) Aty = iy Colimes PN o D, 6.3.11

= t5 € DCepar, (im) (e)

— Wiederspruch zur Annahme t; € DC .y, (c0)

Auf die gleiche Weise 148t sich die Eigenschaft fiir ¢ zeigen. O

(((cs, (d¥,dN))4es, AN ) ist eine Senke fiir D):

s$1 s

Dazu muf} gezeigt werden:
o AN, ist ein ANS .-Modell,

o (¢, (d%,dY)) ist ein Morphismus in GAHL-NETS und

s»s

e die Kommutativitit.

(AN, ist ein ANS.-Modell): Die erste Komponente von AN, ist das Colimes-
Objekt zu D% und damit eine AN-Spezifikation. g, ist ein Spezifikationsmorphismus
von Spec, nach Spec. (—3.2.3). A, ist das Colimesobjekt zu D* und damit eine
Spec!-Algebra.®

N? ist Objekt des Colimites zu PY o D in CPTN und damit ein CP/T-Netz. Die
Stellen- und Transitionsmengen von N? sind Objekte von Colimites (— 1.2.2) in den
freien abelsche Gruppen. Sie sind endlich, da die Netze im Bild von PY o D A-Netz-
Komponenten sind, diese Netze definitionsgeméf (— 2.2.1) iiber endliche Stellen- und
Transitionsmengen verfiigen und die Basis von Objekten endlicher Colimites {iber
freien abelschen Gruppen mit endlichen Basen endlich ist.

GemiB unseren Annahmen ist (d5%,d?x): A,(X) — A.(X) die Algebrakomponete
von ¢N: N? — N? fiir alle s in S. Daraus folgt das A.(X) die Algebrakomponente von
N? ist und damit

PA(N) = Ad(X).

eval,, die letzte Komponente von AN ist per Konstuktion ein CP/T-Netzmorphis-
mus von N, nach N? (— 3.2.3). Damit ist

PA(evalc): TOPC(X) — AC(X)

8cod(dS) = Spec. fiir s in Obj (S).
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ein generalisierter Algebramorphimsus (— 1.1.4). Gemif unseren Annahmen gilt mit
Lemma 6.3.5:

(f): ((c5%)ses, Spec, (X)) ist Colimes zu T o D¥.

Aus der Senke ((d? o g,)ses, Specl) zur Spezifikationskomponente von D4 ergibt sich
die Senke:

(X 0 g¥)ses, Specy(X))

zur deren Transformation mittels 7°. Damit existiert ein eindeutiger Spezifikations-
morphismus

T5(g.) = gX: Spec,(X) — Specl(X) mit Vs € S: g¥ocX =d¥X og¥. ?

Aus (b) folgt:
PAEN) o PA(evaly) = P*(eval.) o PA(cl).

Damit erhélt man unter der Annahme: P4 (eval,) = (k,[) fiir jedes s aus S das
nachstehende kommutierende Diagramm
Top,(x) (e, cy) Tor,(x)
(95, evalya,(x))) ) (k,1)
A(X) A (X)

Daraus ergibt sich:

Vs € St kocdx =dix o gX

= k = gX Eindeutigkeit von g
= | = evaly(a.(x)) Initialitdt v. Top,(x)

= PA(eval,) = (k,1) = (g%, evaly(a,(x)))

Als néchstes muf fiir alle Transitionen t., ¢! aus N, die jeweils die Transition ¢ aus

N? in ihrem Bild unter eval. haben, gezeigt werden:

g:(Cond,(t,)) = g:(Cond,(t7)).

Mit dem Colimes zu P oD, Lemma 6.3.11 und der Definition der Realtion ,—* und
ihrem symmetrischen und transitiven Abschluf§ ,=* (— 5.2.23) und

PY(D(m)) = PY (s (15 ) = (10 10 © fh 0 s o i, f5%)

9T5(ge.) = gX folgt zusammen mit 3.2.3(IT) aus der Eindeutigkeit von gX mit der genannten
Eigenschaft und
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fiir alle Morphismen m in S, zeigen wir zunéchst:

(g): Vits € N2, ty € No, t. € Ny, tl, € Ny

ty =ty A el (tL)(ts) >0 A el (ts)(ty) >0
— 7" (Cond,(t.)) = ¢5" (Condy ()

ts € No, ty € N5, 1. € Ny, t, € Ny

ty =ty el (t0)(ts) > 0, el (th))(ty) > 0

= Im:s = 5" € Mor (S): =0 g0 o fr(ts)(ty) >0
m:s — s' € Mor (S), =@ s@ o f(t)(ts) >0

s o [T o)1) > 0
= el o bl (t))(ty) > 0
= Jt), € Ny:
WL (E)(E) > 0 A €E(E) (1) > 0 A
Condy (t,,) = Condg (")
= Jt), € Ny:
hS*(Condy(t))) = Condy(t") = Condy(t.,)
_

— 5" (Cond, (1))

=57 o h3*(Cond,(t.))

— 5" (Cond, (£,))

Mit Hilfe dieses Ergebnisses 148t sich

(h): Vsi,s, € Obj(S), t1 € Ny, t, € NJ , t) € N,

S1?

17 "n

Annahmen

5.2.23

Zusatzannahme

3.2.2

T (1) (ts) > 0

5’

2.2.1

3.1.1, 2.2.1

Colim. D°

€ Ng,:

ti=1t, A el (t)(t1)>0 A el (t)(t,) >0
= ¢, (Cond,, (1)) = ¢ (Conds, (t,))

wie folgt zeigen:
51,5, € Obj (S), t, € N2, t, € N2 , 17 € N,
tr=t, A el (t)(t:) >0 A el (t,)(t,) >0

1) "n

t1 —=t, Vi, =1

= c3, (Cond,, (1)) = ¢ "(Cond, (1,,))

t17Atn/\tn7At1

t! € N,

Annahmen

Fallunterscheidung

(2)

Fallunterscheidung
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= J$9,..., 8,1 € Obj (S),
ta € N2, ... thy € Nson,

527 1?

th € Ngyy .o ytl 1 € Ny

n—1°

(ti ~tipn Vi = t); i=1,...,n—1

(eg(t;)(ti) >0); i=1,...,n

— 3827' sy Sn-1 € Ob] (8)7
to € N ...,ty 1 €N

Sn—17

th, € Ngy,...,t 1 € Ny

n—1°

cs, (Condy, (1)) = -+ = ¢, " (Conds, (1,))

Damit kénnen wir unsere eigentliche Behauptung zeigen.

ds,s" € Obj (S), t'. € N, t!, € Ny

)y Vgl

co (E)(te) > 0 Al (t5) () > 0
= el ocl(t)(t) >0Ae ock(th)(t) >0
= ol (t)(t) > 0A ¢ ol (t)(t) > 0
= dt; € N2, ty € N
el(t)(ts) > 0N L (ts)(t) > 0 A
ey (ty)(ty) > 0N E(ty)(t) > 0

= t, =ty Nel (t)(ts) > 0 A el (th)(ty) > 0

—
Cond(t,)

= ¢ (Cond,(t.))
= ¢ (Condy (1))
= Cond.(t])

= g:(Cond.(t;)) = g:(Cond.(t;))

5.2.23, 3.2.2
e, (t1)(t1) > 0

5.2.23, Colimes PV o D,
6.3.11

(b)

5.2.23, Colimes PN o D,
6.3.11

3.1.1

(h)
3.1.1

Abschlieffend mu$f fiir alle Transitionen ¢ aus 7T, gezeigt werden:

vl‘slay52 S Ua/f‘c(t) St % So — I % y

t €T, xs,,Yys, € var.(t)

= Js € 0bj (S), ts € T: ¢L(ts)(t) >0

Annahme

5.2.23, Colimes PN o D,
6.3.11
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= Js € 0bj (S), ts € Ty, V(p,a) € P. x A(X): N e CPTN,
Pre.(t)(p,a) > 0 Kompat. mit Pre,., Post,.
= P ® (d5x, dx) (Pres(ty))(p,a) > 0 A

Post.(t)(p,a) >0
= ¢P @ (dS%, d2x)(Post,(t,))(p,a) > 0

= ds € 0bj (S), ts € T, x4, Yys, € vars(ts): d?x bewahrt Var.
(d2x, df) (wg) = o5, A (7%, d) (ys,) = v,

= s F S =81 FHh=1FY D(s) € MOD(D*%(s)),
2.2.1

((cs, (d¥,dY)) ist ein Morphismus in GAHL-NETS): Fiir alle s in S ist ¢, ein

Morphismus von ANS, nach ANS . im Colimes zu D4, Damit verbleibt zu zeigen, daf
(d¥, dY) ein A-Netzmorphismus von AN ; nach V,, (AN ) ist, d.h. mit Definition 2.2.3:

s$1s

1) dY ist ein generalisierter Algebramorphismus von A, nach A,

(1)

(2) d} ist ein CP/T-Netzmorphismus von N? nach N?,,
(3) PAAT) = TA(dY),

(4) dY o eval; = eval, s und

(5)

5 dév Dcevals (CO) E I:Dcevals (CO) —> DCC’UUJC,S]'

(.1): d¥: A, — A, ist nach den Voraussetzungen ein Morphismus im Colimes zu D*

in GSPEC-ALG.

(.2): d¥ ist als Einschriinkung des CP/T-Netzmorphismus ¢ auf Stellen und Tran-
sitionen aus N7 definiert und wir haben bereits gezeigt, dafl diese Einschrinkung
korrekt ist. Damit bildet die Stellen-/Transitionskomponente von dY einen monoto-
nen Morphismus in den freien abelschen Gruppen. Die Algebrakomponente von d¥
ist ein generalisierter Morphismus von A.(X) nach Az(X) und identisch mit der Al-
gebrakomponente von ¢ . Fiir jede Transition und jedes Paar aus einer Stelle und
einem Algebraelement aus N?, ist der Effekt von dY mit dem Effekt von ¢V identisch,
daher folgt aus der Vertriglichkeit von ¢ mit den MarkenfluBmorphismen von N?
und N? die Vertriglichkeit von d2.

(.3): Folgt direkt aus der Definition von d¥.

(.4):

N
d, o evals
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s 178

(d{ o esT, df o ef, (dSX dAX) o (g?, evalV(As(X)))>

)

T (éP P)

c,s s le) 68

= ((@oeh) e (©)

(d5x,dix) o (g2, evalyia,(xy) )

= ((eFoeh)

T8, (P P)

= (b)

(9, evalya,xy) 0 (5%, ) )
= (egs, els, (gX 05X, Vsx (evalvgg( (A.(x))) O C) ) 3.14
= eval, 3.1.4, Top,(x) is initial

(.5): Im ersten Beweisschritt haben wir nachgewiesen, daf§ ¢ Stellen und Transitio-
nen aus DC .y, (co) auf die entsprechenden Elemente in DC,,q, (co) abbildet. Aus der
Definition der Vergi$funktoren (— 3.1.4) folgt, daf§ alle Stellen und Transitionen aus
DC ¢yai, (€0) in DCyq, , (co) enthalten sind, sodaB mit der Definition der Stellen- und
Transitionskomponente von dY, als Einschriinkung der entsprechenden Komponente
von ¢V, unsere Behauptung fiir diese Teile von dY¥ bereits gezeigt ist. Fiir die Alge-
braelemente gilt sie ebenfalls, da in jedem Teil einer CPT N-Zerlegung die gesamte
Algebra enthalten ist.

(Kommutativitét): Fiir alle Morphismen m:s — s’ in S gilt
PN((hma (fgafnjf))) = ((_>TS?S,]§’9 Ofg;a ;)P?S,P? © fnlza fgx))

(—3.2.1). Aus den Funktoreigenschaften der Vergififunktorkonstruktion (— 3.1.8)
folgt
th o VCS/ = Vcslohm = Vcs

und damit 79, , = Tg, bzw. PP, . = PS, wobei T, /P2, . die Transitions-/Stellen-

c,s',s c,s',s c,s',s

gruppen in NZ, der Netzstruktur von V,,, (Ve (AN.)) bezeichen.

s/

Wir zeigen fiir alle m in S:

(cx, (d5,dy)) o D(m)

= (Cs’a (dsG”7d?’])) © (hma ( g’fr]n,v))
= (€5 © huny Vi, ((d5, d37)) o (f1, fm))

= (cs, (dg o f4 Colim. zu D49, 3.1.4
T® jo)
T [*ec,s T Plfec,s P
(ttlsg, om0 il o 1

)



Beweise zu Kapitel 3

223

_ (Cs, (df, Colim. zu D4, 3.2.3

7, o)) Colim. zu PN oD, 3.2.1

= (s, (d9, d)) 3.2.3

(Couniverselle Eigenschaft):

Wir nehmen im weiteren an, daf§ ((¢, (EG EN))ses, AN<) mit

s Us
— Gy = (Efaéév)a
-N T =P —G
o ds :(dsﬂdsi sX)7

— ANz = (ANS%, ¢z, Az, N2, evalz) und

VES(ANE) = (AN'Ssa gEOEfa AEJ NZ

c,s?

evale s) mit

Prez,s
Ng,s = TE'®,S—’PE®,S ® AE(X)

0stz,s

eine Senke fiir D in GAHL-NETS ist und zeigen:
e es existiert ein Morphismus von AN, nach AN¢ in GAHL-NETS,

e dieser Morphismus ist mit den (c, (d%, dY)) fiir alle s in S vertriglich und

e cr ist eindeutig mit dieser Eigenschaft.

(Es existiert ein Morpismus von AN, nach AN:): Im folgenden konstruieren
wir den generalisierten Morphismus:

@ (d% dV)): AN, — AN-.

Aus der neuen Senke in unserer Annahme ergibt sich:

— eine Senke ((¢;)scs, ANSe) fiir DA in AHLN—-SPEC und damit aufgrund des
Colimites zu D49 ein eindeutiger AHLN-SPEC-Morphismus

(i): c=(c,eN): ANS, — ANS; mit Coc,=7¢, fiirallesin S;

— eine Senke ((Ef)ses, Ag) fiir D4 in GSPEC-ALG und damit aufgrund des Colimites
zu D# ein eindeutiger GSPEC—ALG-Morphismus

(4): Q¢ = (d% d): A, — Ae  mit d%odS =d

, fiir alle s in S;
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— eine Senke (PN ((cs, (EG EN))))seg, N?) tiir PN oD in CPTN und damit aufgrund

s71s

des Colimites zu PV o D ein eindeutiger CPT N -Morphismus

(k):  ¢ée: N2 — N2 mit éco el = PN((e, (EG EN))) fir alle s in S;

s»s

— eine Senke (74 (EsG)ses, TA(4z)) fiir TAoD4 in GSPEC-ALG und damit aufgrund
des Colimites ((T(d5,d))scobj (s), T (Ac)) zu T4 o DA, der aus der Bewahrung

von Colimites durch 74 (- 6.3.10) und dem Colimites zu D* folgt, ein eindeutiger
CPTN-Morphismus

1):  &TAA) —» TAA)  mit coTAd%) =TA(d) fir alle s in S.

Wir zeigen zuniichst mit Hilfe von (1): PA(é) = ¢ = TA(d%).

Vs € Obj (S):

PA(&) o PARY) = PAPY (@, (dy .4, )))) (k)

—s PA(G) o TA(S) = TA(S) 3.2.3,223

— PA(ée) =¢ Eindeutigkeit ¢
Vs € 0bj (S):

TA(d7) o TAWAS) = TA(d,™) ()

— TA(dY) = ¢ = PA(&) Eindeutigkeit ¢

Mit der Definition der VergiB$funktoren (— 3.1.4) erhalten wir

V:(AN<) = (ANS,, gz 0 ¢, Az, N, evals,)
Prez,c
mit N7, = T, =——= P2, ® A:(X)
’ »" Postz,c ’

als Vergifibild von AN unter dem von ¢ generierten Vergififunktor Vz und definieren
einen Morphismus d Ng — NZ . durch:

6/17\7 déf (&T,&P,JGX) mlt 6/171 — é\CT Tg?c, C/i? = é\CP Pg?c und C/ZUX = TA(C/ZC)

Damit sind alle Komponenten des generalisierten Morphismus definiert und es muf
gezeigt werden:

e die Definition von dV ist korrekt,
o (d,d") ist ein ANS -Modellmorphismus und

e die Kompatibilitéit von (¢, (c/l\G, c/l\N)) mit den Morphismen Senke.
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(Die Definition von dV ist korrekt): Wir zeigen, daB die Einschriinkungen von
ce’, e’ auf die Stellen- bzw. Transitionen aus N¢g. zu Morphismen in den freien
ableschen Gruppen fiihren. Dazu nutzen wir den Zusammenhang

/C\O Cs = Cg —> VCS (V’C‘(ANE)) = VES (ANE)

aus dem mit der Vergififunktordefiniton (— 3.1.4) T ; C T;. . und P.; C P; . folgt.

teeT,, tz € Ty, &T(tc)(tg) >0 Annahmen
— s € S, ty, € T, ¢ (t)(t.) > 0 5.2.23, Colimes PN o D,
6.3.11

— Is€ S, t, € Ty é&’ 0T (ty)(tz) > 0

— 3Is€ S, t, €Tyt =0 10 0T (t)(te) >0 (k), 3.2.1

= t; € Tz s C Tz Codom. ¢l ist T?,

Der Beweis fiir Stellen entspricht dem fiir Transitionen.

((&\G, c/l\N) ist ein ANS .-Modellmorphismus.): Es muf} gezeigt werden (— 2.2.3):

(1) dP: A, — A ist ein generaliserter Algebramorphismus,
(2) d¥ : Ng — N2, ist ein CP/T-Netzmorphismus,

(3) PAAN) = d°x,

(4) dN o eval, = = evalz,. und

(5) eml co) € levalc(co) — evalg(co)].

(.2): dV ist als Einschriinkung des CP/T-Netzmorphismus ¢ auf Stellen und Tran-
sitionen aus N7, definiert und wir haben bereits gezeigt, dafl diese Einschrinkung
korrekt ist. Damit bildet die Stellen-/Transitionskomponente von d" einen monoto-
nen Morphsimus in den freien abelschen Gruppen. Die Algebrakomponente ist mit
der von ¢c identisch, d.h. ein generalisierter Morphismus von A.(X) nach Az(X). Fiir
jede Transition und jedes Paar aus einer Stelle und einem Algebraelement aus /N?, i

der Effekt von " mit dem Effekt von éc identisch, daher folgt aus der Vertraghchkelt
von ¢¢ mit den MarkenfluBmorphismen von N¢ und N¢, die Vertriiglichkeit von dv .

(.3): Folgt direkt aus der Definition von dav.
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(\4): Aus 3.2.2 und unserer Annahme, das ((¢;, (EG a

D bildet, folgt fiir alle m: s — s’

s 7s

))ses, AN%) eine Senke fiir

N U N,
e 3 e
eval N, eval g
) )

evalg

Ny = Nz — Ng

PN (e, (d;,d,) PN (e, (dy,dy))
Damit ist e
((PN(ESv (ds vds )) © evalS)SE& Ng)

eine Senke fiir DV und aufgrund der Eindeutigkeit von Colimites existiert ein ein-

deutiger CP/T-Netzmorphismus

— . — — =G
cn: N, — N2 mit enoc =PV (e, (d

s )

Eiv)) o evals

fiir alle s in Obj (S). Im folgenden zeigen wir mit Hilfe der Eindeutigkeit von én:

cco eval, =cn = evalzoC .

cco eval. o c

éeo ¢ o eval,

= PN (g, (EA EN)) o eval

s s

~

= cco eval, =cn
evalgo e o ey

N

= eval; o C;

= PN (g, (E:‘,Eiv)) o eval
— cn = evalzo ¢V

Damit kommutiert das Diagramm

N

Ne

evalz

(b)
(k)

Eindeutigkeit v. cn

(i)
3.2.2

Eindeutigkeit v. cn
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in CPTN und wir kénnen zeigen:

dy o eval,

e ((/ZT (@) ez, C/PJ @) 65, C/Z\GX o) (gé(a GUGZV(AC(X)))>

— (c"cT e o el', e o e’ dox o (gx, evalV(Ac(X)))> Def. ¢ / ¢”

= (L oe)|™, (eF 0@")|™, (92, evaly. ) o (7%, ) Diagramm

= (6%:0, 650, (gé( o /C\SX, Vg(evalv(AE(X))) o /C\t) ) 3.1.4

= evale, Top,.(x) ist initial

(.5): Dekompositionen von CP/T-Netzen iiber CP/T-Netzmorphismen (— 1.2.3) ha-
ben auf die Datentypen des Netzes keinen Einfluf}, d.h. sie sind in allen Bestandteilen
gleich dem urspriinglichen Datentyp.

P4 (Dcevala,c (co)) = P4 (Nao,c)

Damit gilt die zu zeigende Eigenschaft, wenn sie fiir die Stellen- und Transitionskom-
ponente von v gilt. Wir geben den Beweis fiir ¢’ an, der Beweis fiir ¢* erfolgt auf
die gleiche Weise.

te € DCeval,(co), tz € N? c/l\T(tc)(tE) >0 Annahmen

c,c?

= s € S, ty € DCpa, (co): T (t,)(te) > 0 5.2.23, Colimes PN o D,
6.3.11, S. 216, 1.2.3

— 35 € S, t, € DCopa, (co): d” 0 &7 (t,)(tz) > 0

— 35 € 8, t, € DCopar, (co): @ 0 T (t,)(t5) > 0 Def. d”

—> 35 € 5, t, € Doy, (c0): =10 g0 od, (t)(te) >0 (k)

= tz € DCeyar,,(c0) = DC oyary . (co0) 2.2.3,3.1.4,V:, =V, 0oV:

Bis jetzt haben wir gezeigt, daf (c/l\G,dﬁV) ein A-Netzmorphismus von AN . nach
V:(AN+<) ist. Daraus folgt mit der Definition generalisierten Morphismen (— 5.3.2):

(@ (d%,d™)): AN, — AN. € GAHL-NETS.

(Kompatibilitéit): Mit den bisherigen Ergebnissen und der Definition von dY (c)
148t sich fiir alle Objekte s in S ableiten:

(@ (d%,dY)) o (cy, (dS,dY))

s s
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= (Cocy, V., (d%,d¥) o (dY, dV))

- <55, (JGodf, (i), 3.1.4
(C/Z\T TT%:?)S odsT, dar I;Pézs odf, dGx odsGX )))

(@ o], @ oen)| 2. 3)))
= <Es, (@, TS, C T2,
P, C P8,
(@ 0|, @ o )| EZ"X))>
— (e, (d, (d,.d, ,d,™))) (k), 3.2.1
— (e, (d7,d)))

(Eindeutigkeit): Unter der Annahme, da8 (¢, (¢%,¢V)): AN, — AN+ ein beliebiger
Morphismus in GAHL-NETS mit

@ (@, 2)) o (¢, (dS,dY)) = (&, (d5,d. )

s s s)s

fiir alle Objekte s in § ist, zeigen wir:

(@ (&) = (@ (@, d")).

Unsere Annahme impliziert, zusammen mit der Definition der GAHL-NET S-Morp-
hismen (= 5.3.2), der Definition von PV (= 3.2.1) und ¢ = PV (c,, (dY,dY)) fiir
alle Objekte s in S:

- (m): Cocs =Cs
~ (n): e odl =d°
- (o): PN (@, &) 0l = PN(e, (d,d,)))

Aus (m), (n) und (o) folgt aufgrund der Eindeutigkeit von &, d¥, resp. é¢ direkt:

und damit
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Mit den Definitionen der Projektion (— 3.2.1), der A-Netzmorphismen (— 2.2.3) und

von d¥ folgt daraus:

T|T®

NN c,c CC

&N = (@ |15, @ P d0) = .

c,c

Die Gleichheit aller Komponenten zweier Morphismen in GAHL-NETS impliziert
die Gleichheit der Morphismen selbst, d.h. in unserem Fall:

(@ (&,e) = (@ (@ d")).

Beweis (3.2.6 Eigenschaften der erweiterten operationalen Semantik):

(I):
Es muf} gezeigt werden:

e fiir alle generalisierten Morphismen (h, f): AN; — AN, ist
F((h,f):UF(AN ;) - UF(AN,)
ein CP/T-Netzmorphismus,

o UF bewahrt die Identitidten und

e UF bewahrt die Kompositon von Morphismen.

(UF((h, f)) € CPTN): Wir nehmen fiir i = 1,2 0.B.d.A. an:
Pre;
— ANS; = (Spec;, Cond;, T, —’PI i ® Top,(x)) ist eine AN-Spezifikation,

Post;
h = (h%,hN): ANS; — ANS, ist ein AN-Spezifikationsmorphismus,
- ANl:(ANSZ, gZ,A N?

7 )

eval;) ist ein ANS;-Modell mit

Pre;

gi: Spec; — Spect, T®—’P® ® A;(X) und

eval; = (e] , el (g7 , evaly(a;(x))));

~ V(AN ,) = (ANS;, go o h®, Ay, N3, evaly ;) mit

Pre> 1
N3, = 7391—>P®,1 ® Az(X) und

Posto1
— ftAN; — V4 (AN,) ist ein ANS ;-Modellmorphismus mit
f=0C ) und  fN = (f7, f7, f9%).

und zeigen zunichst, dafl Domiine und Codoméne von UF ((h, f)) in CPTN liegen.
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(UF(AN;) € CPTN): Mit den Definitionen von UF (— 3.2.4) und der CP/T-Netz-
Entfaltung (— 2.3.3) von A-Netzen gilt:

Pre,,
UF(AN;) =UFsns, (AN;) = T? © Ass;——=P? ® A;(X).

Posty

T® ® Ass; und P? sind ihrer Definition nach freie abelsche Gruppen (— 2.3.2) und
A;(X) ist eine Algebra. Pre,, Post, sind auf Basiselementen definiert und liefern
Werte in P® ® A;(X). Damit sind sie monotone Morphimen von T2 ® Ass; nach
P®® A;(X) in den freien abelschen Gruppen. Aus diesen Eigenschaften folgt mit der
Definition der CP/T-Netze (— 1.1.3) unsere Behauptung.

Mit Definitionen der Transformation von A-Netzmorphismen in CP/T-Netzmorphis-
men und deren Erweiterung auf generalisierte Modellmorphismen (— 2.3.5, 3.2.4) gilt:

L[]-'((h, (fG,fN))> _ <<_>T§BIT§) o fT @ fOx, ‘—>P§‘91P§’9 o fP, fo>.

und es muf} gezeigt werden:

(1) =79 10 © fT ® f9x ist ein monotoner Morphismus von T® ® Ass; nach
TS © Asss in AGy,

(2) p® p® © ¥ ® f9x ist ein monotoner Morphismus von P® ® A;(X) nach
PP ® Ay(X) in AGy und

(3) die Kompatibilitit von UF((h, (f¢fN))) mit den MarkenfluBmorphismen.

(.1): Aus der Definition der Vergiifunktoren (= 3.1.4) folgt 73, C T3 Damit bildet
die Komposition der Inklusion mit dem AGyn,-Morphismus f": TP — T3, einen mo-
notonen Morphismus in den freien abelschen Gruppen mit Ursprung in T® und Ziel
in 79. Da die Verkniipfung eines monotonen Morphismus in AG; mit einem gene-
ralisierten Algebramorphismus iiber die Operation ® wieder zu einem monotonen
Morphismus in AG; fithrt (— 2.3.2) muf8 nur noch gezeigt werden, daf§ das Bild von
79, 19 © fT ® f% in der freien abelschen Gruppe 79 ® Ass, liegt.

Eine Voraussetzung dafiir ist fiir alle Transitionen t; € T, t5 € T, die Implikation
FE(t)(t2) > 0 = vars(ts) = { zyso(s) | @5 € var (t;) },

deren Giiltigkeit wir im folgenden nachweisen.

(zpso(s) € vary(ty) = 1, € var,(t;)):

T pso () € vary(ty) Annahme

= dps € P2, a € Ay(X): 2.1.1
Tgso ) € var(a) A
(Pres(ts)(pe,a) > 0V Posty(ts)(pe,a) > 0)
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= dpr € P, a € Ay(X):
505 € var(a) A
(Prex(fT(t1))(p2,a) > 0V
Posty(fT(t1))(p2,a) > 0)

= dps € Py, a € Ay(X):
Tpso ) € var(a) A

(fF @ fOx(Prei(t1))(p2,a) > 0V
ff ® f9x(Posty(t1))(p2, a) > 0)

= dp; € P, d € A1(X):
fP® f9x(p1,d’)(p2,a) > 0 A

(Prei(t1)(p1,a") > 0V Posty(t1)(p1,a’) > 0)

= x5 € var;(t;)

(x5 € vary(t;) = zps0(y) € vary(ty)):

x5 € var (t;)

= dp; € P, a € A(X):
zs € var(a) A

(Prei(t1)(p1,a) > 0V Posty(t1)(p1,a) > 0)

—> dpy € Ps:
fP(p1)(p2) > 0 A
(Pres(t2)(p2, f9%(a)) > 0V
Posty(ts)(p2, f9%(a)) > 0)

= X ys0(5) € vars(ly)

fr(t)(t2) >0

1.1.4

1.1.1,1.1.4

2.1.1,
var(a') C var;(t;),
fGX (a/) =aq,

f%x bewahrt Variablen

Annahme

2.1.1

[ (t)(t2) > 0,
1.1.1,1.1.4

f¢x bewahrt Variablen

Fiir generierte Transitionen ¢; muf3 dariiber hinaus gezeigt werden:

fGX(vam (Cond{(t;))) = vars(Condj(ts)).

Dazu nehmen wir 0.B.d.A an: t| € Ty, el (t})(t1) > 0. Mit der Definition der A-
Netzmorphismen und der Vergififunktoren (— 2.2.3(IV), 3.1.4) konnen wir zusétzlich

0.B.d.A annehmen:

thy € Tra, €5 (t5)(t2) > 0, W' (t1)(t5) > 0.
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Im Zusammenhang mit der Defintion der A-Netze und der AN-Spezifikationsmor-
phismen (— 2.2.1, 3.1.1(III)), folgt daraus:

Cond{(t,) = gi(Cond,(t)))
und  CondS(ty) = gi(Condy(th)) = gi(h*" (Cond,(t,))).

Dariiber hinaus folgt aus der Definition der A-Netzmorphismen, der Vergiifunktoren
und den Funktoreigenschaften von T4 (f9 = TA(f%)) (= 2.2.3(IV), 3.1.4, 6.3.9)
fG% 0 g¥ = gX o b, Mit 6.2.3 und 6.3.9 folgt daraus fiir alle Gleichungsmengen E
iiber der Spec,-Signatur mit Variablen aus X:

f9% 0 gi(E) = g5 0 b (E).
Damit gilt:
fEX(Condi (1)) = £9% o gi(Cond, (1)) = g5 o h*" (Condy(t})) = Conds(ts)
Als direkte Konsequenz daraus folgt unsere Behauptung.
Bis jetzt wissen wir das im Fall fT(¢1)(ty) > 0 fiir alle ass aus Ass(¢;) gilt:
[ (ass) € [vary(ts) Uvary(Condy(ts)) — Az(X)).

Es verbleibt zu zeigen:
4 (ass) € Assa(ts)

(— 2.3.1). Dazu unterscheiden wir die Félle:

ty € DCeopary(co) und ty € DC gy, (im).

(to € DCepar, (€0)):

= Vi, € Tpy: e (1y)(t2) =0 1.2.3
= Assq(ty) = [vars(ty) — Az (X)] 2.3.1
= fA%(ass) € Assy(ts) (— oben)

(tz € DCoepas,(im)): Aus der Annahme folgt: 3ty € Ty o: €2 (th)(t2) > 0. Wir kénnen
daher 0.B.d.A. annehmen:

th € Tro A ed (th)(ty) > 0.

Daraus folgt mit der Definition der von AN-Spezifikationsmorphismen generierten
Vergififunktoren (— 3.1.7) 5 € DCeyar,, (im). Da f Komponente eines A-Netzmor-
phismus (- 2.2.3) mit f7(¢;)(t2) > 0 ist, gilt damit auch ¢; € DC gpq, (im), d.h.

(a): Eltll € T[’li ef(tll)(tl) > 0.
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Fiir jede Transition #| mit dieser Eigenschaft gilt:

19,19 © floel(t)(t2) >0

= el o hT(#))(t2) > 0 3.2.2

= 3t € Ty e (th)(t2) > 0 A 2.2.1,3.1.1
h¥(Cond, (t,)) = Condy(ty) = Condy(t})

Mit der Definiton der AN-Sperzifikationsmorphismen (— 3.1.1) folgt daraus:

(b): Vt, € Try: el (t))(t) > 0 = h%(Cond,(t})) = Condy(t}).

Sei ht die h¥-generierte Abbildung (— 6.2.3) von Top, (X )-Termen auf Top, (X )-Ter-
me, dann gilt mit der Definition der von Datentypspezifikationsmorphismen generier-
ten VergiBfunktoren (— 6.1.11) und der Evaluierungsfunktionen (— 6.1.9):

(c): Yu € Top, (X): PHRN)(u) = (T5(h%), evaly(Top ) (1) = ht(u).

Aus der komponentweise definierten Komposition der CP/T-Netzmorphismen und
der Definition der Vergififunktoren folgt das Kommutieren des oberen Quadrats im
nachfolgenden Diagramm. Die Definition des Operators ® (— 2.3.2) zusammen mit
der Definition der Variablensubstitution (— 6.3.2) implizieren das Kommutieren des
unteren Quadrats im selben Diagramm, sodafl es insgesamt kommutiert.

d): A1 N
“ Top, (X) — 7 (n7) Top, (X)
(g5, eval) 3 (g5, eval)
A, (X) Jox Ay(X)
ass 3 fA45(ass)
a0 — I

Damit konnen wir fiir alle Transitionen ¢} aus T7; mit e] (¢})(¢;) > 0 zeigen:

V(Y,l,r) € Condy(t)):

= eval{” o gt (1) = eval® o gt (r) 2.3.1
= (g7, eval ™) (1) = (g7, eval{™)(r) 6.1.1, 6.1.9, 6.3.4
= ass o (g7, evaly) (1) = ass o (g, evaly) (1) 6.1.9, 6.3.2

= f9% oasso (g¥,eval) (I)

= f9 o ass o (g¥, eval) (r)
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= fAs(ass) o (g5, evaly) o PA(RN) (1) (d)
= f45(ass) o (g5, evaly) o PA(KY) (r)

= [4(ass) o (g5, evaly) o h* (1) (c)
= f45(ass) o (g5, evaly) o ht (1)

— (g5, evall ") o Bt (1) 6.1.9, 6.3.2

= (g5, evalgAS(ass)) o ht (r)
— evaléms(ass) o gb (hi(l)) = evaléms(ass) o gb (h'(r)) 6.1.1,6.1.9, 6.3.4
—

V(Y',I',r") € Conday(th):
A(Y,l,r) € Cond(t): ' =h'(l) Ar" = hi(]) 6.2.3, (a), (b)

(ass)

— evalgAs o gé (l') = eva,lgAs(ass) @) gé (7”’)

= f4(ass) € Conds(t,) 231

Damit ist das Bild eines jeden Paares (¢, ass) unter f7 ® f%X ein Element aus
T® © Asss.

(.2): Aus der Definition der Vergififunktoren (— 3.1.4) folgt P9, C P5. Damit bildet
die Inklusion — 8, PP und die Komposition < 9, P9 © fP — fF ist definitionsgeméf
ein monotoner Morphismus in AG; — einen monotonen Morphismus in den freien
abelschen Gruppen mit Ursprung in P® und Ziel in P9 . Da die Verkniipfung eines
monotonen Morphismus in 4Gy mit einem generalisierten Algebramorphismus iiber
die Operation @ wieder zu einem monotonen Morphismus in AG fiihrt (— 1.1.1),
der die Verkniipfung der Uspriinge in die Verkniipfung der Ziele beider Morphismen
abbildet, gilt unsere Behauptung.

(.3): Fiir alle Paare (¢, ass) aus T® @ Ass; gilt:

(= o fF® f9%) o Prey,(t, ass)

= (f" ® f9) o (id ® ass) o Pre;(t) 2.3.3

= (f" @ (fx 0 ass)) o Prei(t) _ ®_ ist Funktor
= (f" ® f4+(ass) o f9%) o Prei(t) (d)

= (id ® f**(ass)) o (f© ® f9X) o Pre;(t) _ ®__ ist Funktor

= (id ® f4%(ass)) o Prea 1 (f7(t)) N e CPTN
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= @ [T * (id ® fA*(ass)) o Pres(t) 3.1.4
t'eTs

_ T ! ! fAs

= tg% 79,19 © FH)(E) * Preg, (', f**(ass)) 2.3.3

= P7“€2u(‘—>7591,1<2® o fT' ® fOx(t,ass)) 2392

(UF bewahrt die Identititen): Identitdtsmorphismen in GAHL-NETS haben
die Form (idayns, (id4,idyo)) und die von Identitéten in AHLN—-SPEC generierten
VergiBfunktoren sind Indentitdtsfunktoren (— 3.1.8). Damit und mit Definition 2.3.5
gilt:

UF((id, (id,id))) = (id © id,id,id)

und fiir jedes Paar (¢, ass)
id © id (t, ass) = @ id(t) () = (', id** (ass)) = (t, ass).
Ve

Daraus folgt:
UF((id, (id,id))) = (id,id,id)

und das ist ein Identitdtsmorphismus in CPTN.
(UF bewahrt die Komposition von Morphismen): Seien
(hiv ( z’Gv ( z'Tv z'PafiGX))):ANi - ANH—J

fiir i = 1, 2 komponierbare Morphismen in GAHL-NETS, dann mufl gezeigt werden:

UF((hz, (f, ) 0 (ha, (F7, 1)) = UF((ha, (f57, £2°))) oUF ((he, (F7, F))-

Mit der Definition der Vergif$funktoren (— 3.1.5) und der Annahme (0.B.d.A.)
N = (fF P, 19%)

ergibt sich
Vi ((F5, 1)) = (ff, (s

]g?l fP
2
TP,

P3®,1 G
P?17 f2 * )) .
Daraus folgt:

3,1

; T T T

o = o o — o und
16 o ST =0 40 o [0 g 40 o f!

(e): 7@, 19 © I3

3,1
Fs, P _ P P
r8, U = Tpe, e 02 0 T pe oS

P
;)P?I’ng) e} f2

Damit zeigen wir:
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UF((ha, (J€, 1F @ F§7)) 0 (n, (FE, T @ 7))

= UF((hy 0 b, Vi (5, 1) 0 (£, 1)) 5.3.2
:uf<hzohh 3.1.5
79 PO
(45, (#H]5s )56 £57)) o (ff",le))

= Z/{f<h2 o hl,
19,
(#8016, (FF|s o ST, 1F
o))

G G
= (‘—>7§?2,T§> °fy 0 =e g0 o fl © £, o i, 3.2.4, (e)

€ ¢
(= o, po Off)o(%pgﬁ?l,%@ o f{'), fa* o 1X)

3, 3

P?lofp
L

Wegen der komponentweisen Komposition der CP/T-Netzmorphismen verbleibt zu
zeigen:

G G
19,10 ©f3 © 49,40 i O ¥ o fi¥

(9,70 0 f2 © f;) o (49 10 o ff © f'Y)
Dazu notieren wir im folgenden abkiirzend:
assy < £ (ass), ass; (f20 f1)**(ass).
Mit der Definition von f4¢ (= 2.3.2) folgt daraus:
(f): asss = f3°(asss).
Fiir jedes Paar (¢, ass) aus Ty © Assy gilt:

G G
19,149 ©f1 © 10,40 © fI © [ o [{™* (t, ass)

= tQEBT [ (fL (1)) (ts) * (ts, (f2 0 f1)**(ass)) 2.3.5
= tGEBT ng(tGe% ST (t)(t2) x t2) (t3) * (L3, ass3)
=@ D L)) = [T (t2)(t3) * (3, asss) ¥ bewahrt @

t3€T3  t2€Th
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= @ fIt)(t) x @ fF(t2)(t3) * (3, f5(ass2)) Kommutativitiit v. @,
to€TH t3€Ts (f)

= GBT ff@(t) I o ngX(t2, asss) 2.3.5
ta€TH

==49,70 °f3 O f (t@ S (@) (t2) * (t2, £7(ass))) 7 ® f5* bewahrt &

= (9,10 °fs © ffX)o(%T?ﬂ? o fl® fE¥) (t,ass) 2.3.5

Zusammen mit der bisherigen Beweisschritten folgt daraus:

UF((ha, (18, 17 @ F57)) 0 (e, (£, 7 @ 7))

:<(<_>7{3"?2,:r3® off © f5¥) o (g a0 o ff © f7), 5.0,
G G
(78,0 © [F) 0 (Sp0 p0 o ), f5% 0 f07)

=UF|(

( hao, (fS, 3 ® fGX))) o Komponentw. Komposi-
UF((h, (FE, 1F @ £07))

tion in CPTN

(I1):
Aus 1.3.11 und 3.2.6(I) folgt, daBl es sich bei PC und UF jeweils um Funktoren han-
delt. Die Komposition von Funktoren hat in jedem Fall einen Funktor als Ergebnis,

sodaf sich unsere Behauptung direkt aus der Definition von OS ergibt. O
|

Beweis (3.3.1 Komponentweise Colimites in AHLN-SPEC):
Es muf} gezeigt werden:
e ANS. = (Spec,, Cond,, N.) ist eine AN-Spezifikation,

e fiir alle Objekte s aus S ist (cf, c) ein AN-Spezifikationsmorphismus von ANS
nach ANS,,

e die Vertriiglichkeit der (c7,cY) mit D und

S ) S

e ihre couniverselle Eigenschaft.

Dazu nehmen wir im folgenden 0.B.d.A. an:

— D(s) = ANS; = (Spec,, Condg, N;) mit N, = T® P2 ® Top,(x),

PostS

= D(m) = (hp,, hy,) mit by = (hy, by, (T (h3), By,)).

m’'m m’ "'m>
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- Cév = (Cza Cfa (TS(CsS)v Cg)) und

- Ne=To=—=x P2 © P*(cod(c]).

(ANS, ist eine AN-Spezifikation):

Im einzelnen muf} gezeigt werden:

1) Spec, eine algebraische Spezifikation,
2
3

4

Cond, ist Gleichunsmenge mit Variablen in X zur Signatur von Spec,.,

(1)
(2)
(3) N.ist ein CP/T-Netz mit P*(N,) = Top,(x) und
(4)

fiir alle Transitionen ¢ aus N, gilt: Va;,, ys, € var.(t): s; # s = x # y.

(.1): Spec, ist Objekt des Colimes zu D° und damit eine algebraische Spezifikation.

(.2): Cond, ist fiir alle Transitionen aus 7 definiert und hat jeweils eine Gleichungs-
menge als Ergebnis. Diese Gleichungsmenge entspricht der Vereinigung von Bildern
der Gleichungsmengen zu Transitionen aus N, unter ¢o* fiir Objekte s aus S. Da
" lediglich die Sortenzuordnung der Variablen an die Signatur der Codomiine von
¢S anpasst und die Variablen der Gleichungsmengen Cond,(t) mit ¢ aus N, nur Va-
riablen aus X enthalten, sind auch die Variablen der Gleichungen aus Cond, in X.

(.3): Nach Voraussetzung gilt
Ne = cod(e)) und  PA(c)) = (T5(c5), h): Tor,x) = Tor.x)
und damit

PANe) =P (cod(c,)) = cod((T*(c7), ;) = Tor.cx)-

(.4):
Vit € T., xs,, ys, € var.(t.):

Jts € Ty: el (ts)(t) > 0 1.2.2, 5.2.23,
Colimes DV, 6.3.11
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— V(p, a) S Pc X TOPC(X): CLJGV S CPTN,
Pre.(t)(p,a) > 0 Kompat. mit Pre,, Post,.
= P @ (T5(cS), ) (Pre,(t,))(p,a) > 0
VAN
Post(t)(p,a) >0
= P @ (T5(c3), ) (Posts(ts))(p,a) > 0

= Juy, ys, € var(ts): ¢t bewahrt Var.
(T5(e5)s e)(s) = g, A(T(€F)s €5)(ys) = s,
= 51 £ =S8 F£sh=ux#y ANS, € AHLN-SPEC,
2.1.3

((c5, ¢N): ANSy — ANS, € AHLN-SPEC):

Im einzelnen mufl gezeigt werden:
(1) ¢ ist ein Spezifikationsmorphismus von Spec, nach Spec,,
(2) €Y ist ein CP/T-Netzmorphismus von N, nach N, mit

PAeY) = (T5(c5,¢t)): Tor,xy = Toru(x)

und

(3) Vt, € Ty, t, € Ty cL(t,)(t.) > 0= ¢ (Cond,(t,)) = Cond.(t.).

(.1): ¢ ist ein Morphismus im Colimes zu D und damit ein Spezifikationsmorphis-
mus von Spec, nach Spec,.

(.2): ¢ ist ein Morphismus im Colimes zu DY und damit ein CP/T-Netzmorphismus
von N, nach N,.. PA(cl) = (T5(c5, b)) Top,(x) = Tor.(x) gilt nach Voraussetzung.

(.3): Mit der Definition von Cond, gilt die Behauptung genau dann, wenn

Vs, s' €S, ts €Ty, thy € Ty, t, € Tp:

cL(t)(te) > 0 A L) (t.) = " (Cond,(t,)) = 5" (Cond g (t.,))
gilt.
Wir zeigen zunéchst:

(a): Vs, s'€ 0bj(S), ts € Ty, t, € Ty
ty =1, = " (Cond,(t,)) = 3" (Condy(t.))



240

Anhang

Vs,s" € 0bj (S), t; € Ty, t'y € Ty
ts =t
= Im:s — ¢ € S: Al (ts)(thy) >0

= dm:s - s €8:

hs*(Cond,(ts)) = Condgy(t.,) A

5.2.23
3.1.1, Colimes D*

S (Cond,(ts)) = 3" o h3 ™ (Cond,(t,))

= 7" (Cond,(t,)) = 5" (Condy(t.))

mit
tS - tlsl — 381, ..

S € 0bj(S), t; €T,y ...

iy € Ty,

Sn*

(ts =t Vi = t5) A
(ti =t Vi —t),i=1,...,n—1A
(t, =t Vi, —t,)

folgt daraus:

3s1,...,8, € Obj (S), t1 € Ty, ...
cf*(Conds(ts))

Damit kénnen wir zeigen:
VS, Sl E 87 ts E TS) t;’ E Ts’a tc E Tc:
cI(ts)(te) > 0N L (ty)(t) >0

:>ts \:\t;/

= " (Cond,(t,)) = ¢35 (Condy(t.))

(Vertiglichkeit):

s Un €T

n

= Cssl ' (Conds, (ts,))

= CSn*(Condsn (ts,))
=3 (Condy(t.,)).

5.2.23, Colimes DV
6.3.11

(a)

Folgt direkt aus der komponentweisen Komposition der Morphismen in AHLAN-SPEC
und der Vertriglichkeit von ¢ und ¢V mit den Funktoren D°, DV die mit der
Spezifikations- resp. der Netzkomponente von D iibereinstimmen. O
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(Couniverselle Eigensschaft):

Folgt direkt aus der komponentweisen Komposition der Morphismen in AHLN —

SPEC und der couniversellen Eigenschaft der Colimites fiir D°, DV, die mit der

Spezifikations- resp. der Netzkomponente von D iibereinstimmen. O
O

Beweis (3.3.4 Kompositionsdiagramme):

Aufgrund der komponentweise definierten Komposition und den aus den Identitdten
der Komponenten zusammengesetzten Indentititen in AHLN—-SPEC und CPTN
existieren folgende Funktoren

- ps.S,, — SPEC,
- DAS,, — GSTG-ALG,
- D": 8., = AGpm,
- DP:S,, = AGyy, und
- DN:S,, = CPTN
mit
CP(m) = (D%(m), D" (m)) und
DY(m) = (D"(m), D" (m), D*(m))
fiir alle Morphismen m in S,,.
Wir zeigen im folgenden, da DS, DN, D4, DT und D Colimites haben.

(D¥ hat einen Colimes): Folgt mit 6.2.7 aus der Endlichkeit von S,.

(D4 hat einen Colimes): Aus der Eigenschaft des Funktors 7 (— 6.3.4) die Colimites
endlicher Diagramme zu bewahren (— 6.3.5), der Existenz eines Colimites fiir D und
der Endlichkeit von S, folgt die Existenz eines Colimites fiir 7° o D%,

Aufgrund der Eigenschaften von AN-Spezifikationsmorphismen (- 3.1.1) (D# ist
Komponente von CP) und der Initialitdt der Termalgebren Tpp,(x) fiir Objekte s
in S,p, gilt fiir alle Morphismen m:s — s’ in S

DA(m) = (TS(DS(’ITL)), BUGZ)I TOPS(X) — TOPS/(X)-

Da auflerdem die Kategorie der Signaturen algebraischer Spezifikationen (SZG) zu-
sammen mit den Algebrakategorien und der Vergififunktorkonstruktion einen Spezi-
fikationsrahmen mit generaliserter Modellkategorie GSZG—ALG bilden (— 6.1.12),
sind alle Voraussetzung fiir die Anwendung von Lemma 5.3.3 gegeben und der Co-
limes von D 148t sich aus dem Colimes von 7% o D konstruieren.
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(DT hat einen Colimes): Aufgrund der Annahmen in 3.3.4 sind zwei Fille zu unter-
scheiden:

~ fiir alle Morphismen m in S,, ist DT(m) von einer Funktion generiert oder
— es existiert hochstens ein Morphismus m in S, der nicht von einer Funktion gene-

riert ist und alle anderen Morphismen m’ in S, sind jeweils von einer injektiven
Funktion generiert.

Im ersten Fall folgt die Existenz eines Colimes zu DT aus Korollar 5.2.11. Im zweiten
Fall entspricht die zu S, duale Kategorie S¢% der Kategorie § in Lemma 5.2.21 und
der zu DT duale Funktor DT erfiillt die an den Funktor D in 5.2.21 gestellten
Bedingungen. Damit existiert ein Limes zu D”” und als Konsequenz daraus ein
Colimes zu DT (- 5.2.9, 5.1.17).

(D” hat einen Colimes): Die Existenz eines Colimes zu D folgt aus den selben
Griinden wie die zuvor gezeigte Existenz eines Colimes zu DT .

(DY hat einen Colimes): Aus den Colimites von DT, D und D* folgt mit Lem-
ma 1.2.2 die Existenz eines Colimes fiir DV.

Sei ((¢9)se0bj(s.p), Spec,) der Colimes fiir D, dann bildet

(T5(c5))seoni (5.0 T° (Spec,))

einen Colimes zu 7° o D% (- 6.3.5) und

((TS(CSS)7 eva'l)se Ob] (Scp)7 TOPC(X))
bildet einen Colimes zu D (— (D* hat einen Colimes), 5.3.3).

Da sich der Colimes ((¢))se0pj(s.,): Ne) zu DV komponentweise aus den Colimites
zu DT, DF und D konstruieren 148t (— 1.2.2) gilt mit der Definition der Projektion
PA(—1.2.1):

’PA(C?]) = (TS(CSS), eval): TOPS(X) — TOPC(X)-
Damit sind alle Voraussetzungen fiir Lemma 3.3.1 erfiillt und der Colimes zu CP

kann in der dort beschriebenen Weise konstruiert werden.
O

Beweis (3.3.6 Kompositionsmuster und Colimites):

Aufgrund der komponentweisen definierten Komposition und den aus den Identitéten
der Komponenten zusammengesetzten Indentititen in GAHLNETS, AHLN-SPEC
und CPTN existieren folgende Funktoren

- D58, — SPEC,
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- DN: S, - CPTN
~ DAS:S,, — AHLN-SPEC,
- DAS,, — GSPEC—ALG,
- D": 8., — AGy, und
- DS, — AGrm
mit
D4 (m) = (D%(m), D" (m)),
D(m) = (D*%(m), (D*(m), f)) und
PN(D(m)) = (D"(m), D" (m), T4 (D*(m))) *°

fiir alle Morphismen m in S,,. Wir zeigen im folgenden, daf§ D%, DN, DA DA DT
D? und PY o D Colimites haben.

(DS, DY und D45 haben Colimites): Die Existenz eines, aus den Colimites der Kom-
ponenten (D°, DV) zusammengesetzten, Colimites fiir das Kompositionsdiagramm
D45 folgt aus Satz 3.3.4 und der im zugehérigen Beweis verwendeten Konstruktion.

(D4 hat einen Colimes): Folgt mit der Endlichkeit von 8., aus Satz 6.2.23.

(D hat einen Colimes): Aufgrund der Annahmen in 3.3.6 und der Definition der
Projektion PV (— 3.2.1), sind zwei Fille zu unterscheiden:

— fiir alle Morphismen m in S, ist D”(m) von einer Funktion generiert oder

— es existiert hochstens ein Morphismus in S, der nicht von einer Funktion generiert
ist und alle anderen Morphismen in S, sind jeweils von einer injektiven Funktion
generiert,.

Im ersten Fall folgt die Existenz eines Colimes zu DT aus Korollar 5.2.11. Im zweiten
Fall entspricht die zu S, duale Kategorie S¢F der Kategorie § in Lemma 5.2.21 und
der zu DT duale Funktor DT erfiillt die an den Funktor D in 5.2.21 gestellten
Bedingungen. Damit existiert ein Limes zu D”” und als Konsequenz daraus ein
Colimes zu DT (- 5.2.9, 5.1.17)

(D” hat einen Colimes): Die Existenz eines Colimes zu D folgt aus den selben
Griinden wie die zuvor gezeigte Existenz eines Colimes zu D7

(PN oD hat einen Colimes): Aus dem Colimes fiir D' und der Eigenschaft des Funk-
tors T4 Colimites endlicher Diagramme zu bewahren (— 6.3.10), folgt die Existenz
eines Colimites fiir 74 o D4.

WPA(FNY — TADA(m)) (= 2.2.3)
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Da auch fiir DT und D Colimites existieren, folgt aus der Definition der Projektion
PN (= 3.2.1),
PloPNoD =P oD =T"0D"

(—2.2.3, 1.2.1) und Lemma 1.2.2, die Existenz eines Colimes fiir PV o D.

Sei ((¢Y)ses.,» N?), der aus den Komponentcolimites zu DT, D” und 74 o D* kon-
struierte Colimes fiir PV o D, dann folgt mit der Definition der Projektion P*

PAe) = THD(s))

fiir alle Objekte s in S,,. Damit sind alle Voraussetzungen von Lemma 3.2.3 erfiillt
und der Colimes zu D, kann in der dort beschriebenen Weise konstruiert werden.
O

Beweis (3.3.7 Vertriglichkeit von Komposition und Modellsemantik):

Sei D ein Funktor von einem Kompositonsmuster S,, nach GAHL-NETS, dessen
Spezifikationskomponente CP ein Kompositionsdiagramm mit dem Wert

((€s5)scobj (S0p)s ANSe)

bildet und
D(m) = (CP(m),id)

fiir alle Morphismen m in S,,.
Wir nehmen im folgenden 0.B.d.A. fiir alle Objekte s in S an:
— 50 €S, mit Vs € Obj(S,): Im € Mor (Sep) [So, S),

— D(s) = (CP(s), gs, As, N?, eval,) mit N? = T?%P?@ A (X),

Post
evaly, = (eI, e? e¥) und
—cs=(cd, ) mit = (cT, L, Y.

Aus Satz 3.3.4 und dessen Beweis, der sich auf Lemma 3.3.1 stiitzt folgt, daf sich
der Wert (Colimes) von CP (— 3.3.3) komponentweise aus den Colimites von dessen
Spezifikations- und Netzkomponente zusammensetzen l1af3t, die unter den gegebenen
Voraussetzungen existieren (— Beweis von 3.3.4). Aufgrund der Eindeutigkeit (bis auf
Isomorphie) von Colimites und der komponentweisen Komposition der Morphismen
in AHLN-SPEC folgt daraus, daf die Spezifikations- und Netzanteile im Colimes
fiir CP jeweils Colimites fiir den Spezifikations- bzw. Netzanteil von CP bilden, d.h.
fiir alle Funktoren

D5:S,, — SPEC, DV:S., — CPTN mit CP(m)= (D°(m),D"(m))
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gilt:

(a): ((€5) scobj (s.)> Spec,) ist Colimes fiir D¥  und

((€))seobj (5.,)s Ne) ist Colimes fiir DV,

Aus D(m) = (CP(m), id) fiir alle Morphismen m in S, der VergiB$funktordefinition
(— 3.1.4) und der Struktur von S, (Vs € Obj (S.,): Im € Mor (S.,) [so, s]) folgt:

A=A, und PN(D(m)) = (=050, po po, T (ida,))

fiir alle Objekte s und Morphismen m:s — s’ in S.,. Wegen der Gleichheit aller A
lassen wir deren Index weg und bezeichnen sie einheitlich mit A.

Projiziert man den Funktor PV o D auf seine Komponenten, ergeben sich die Funk-
toren:

- DT: 8., — AGp,  mit DT (m) =10 7@

- DP:S,, = AGpp,  mit DP(m) = b9 p®)

- DA Sy = GSPEC-ALG  mit DA(m) = idy
fiir alle Morphismen m:s — s" in S, und es gilt:

PY(D(m)) = (D" (m), D" (m), T(D"(m))).

DT und D7 sind fiir alle Morphismen m in S, von den jeweiligen Inklusionen zwischen
den Basismengen ihrer Domine und Codoméine generiert. Fiir Diagramme in der
Kategorie der Mengen SET deren Morphismen Inklusionen sind, ergeben sich die Co-
limites aus der Vereinigung der Diagrammobjekte mit den jeweiligen Inklusionen. Da
die freie Konstruktion von den Mengen in die freien abelschen Gruppen (— 5.2.10), als
Linksadjunktion Colimites bewahrt (— [HS73] 27.5, 27.7), ergeben sich die Colimites
von DT resp. von DF zu:

(b): ((%@,@)seow(sw)aﬁ) und ((%Pg’@,P?)seObj(scp)’P?);

wobei T, und P, jeweils die Vereinigung der 7 resp. der P bezeichnen. Der Colimes
des trivialen Diagramms D ergibt sich zu:

((ida)se 0t (8.p)5 A)-

Da der Funktor 74 (- 6.3.9) Colimites endlicher Diagramme bewahrt (— 6.3.10),
bildet die Senke:

((ida(x)) s 0 (52p)> A(X))-

einen Colimes fiir 74 o DA.
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Aus diesen Colimites der PV o D-Komponenten ergibt sich nach Lemma 1.2.2 ein
Colimes fiir PV o D zu:

SN , — ) ) ’ Ne
<<( 19,18 PR,P®: ! A(X)) s€0bj (Scp) C>

Pre.

mit Ng:T?P::Pc@@A(X) und
ostc
TA(idA) = PA((‘—>TS®,TC®, ;)P?,P?a idA(X)))
fiir alle Objekte s in S,,.

(3.3.7 (I)):

Die Funktoren D°, DN, CP, D* und PV o D erfiillen zusammen mit ihren Colimites
alle Voraussetzungen fiir Lemma 3.2.3, sodafl die Senke

: 5, (id g, dY AN,
(©) (o g - an.)
mit AN, = (ANS,, g., A¢y N2, eval,) und

PN (s, (ida, dYf)) = (1050, = po po; idacx)

einen Colimes fiir D bildet. Die AN .-Komponenten g. und eval, ergeben sich eindeu-
tig aus den Eigenschaften:

(d): geocd =g, und eval,oc) =PN(cy, (ida,dY)) o eval,
(— 3.2.3) fiir alle Objekte s in S, und wir nehmen 0.B.d.A an: eval. = (eI, el e%).

Sei fiir alle Objekte s aus S,

V..(AN,) = (ANS,, g.ocl, A., N2, eval,,),

e,8)
dann muf} gezeigt werden:

® g.oc; =g,

o A, = A,

e NJ; = NJ und

e cval., = evals.

UPN(cg,idan,) o dY = PN(cs,idan,) o PN(idans,,dY) = PN(cs, (ida,dY)) (= 3.2.1)
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(gc0ci =gs): (= (d))
(A. = Ay): Folgt direkt aus (c).
(Ng, = N¢): Mit der Definition der VergiB$funktoren (— 3.1.4) und (c) folgt:

Prec s
NS, =T, —= P2 ® A(X),

c,s
Postec,s
evales = (el ocl, el oc!, (T%(geoc3), eval)) und
div = (‘—)T?Jg?s, ‘—)PSB’P@S, idA(X)).
Damit muf} gezeit werden:
(1) 72, = T2, P2, = P® und
(2) Pre.s = Preg, Post.s = Post.

(.1): Aus (b) und der Definition der Vergififunktoren (— 3.1.4) folgt:
(o) 19 C T, C TS wnd PO C P2, C P

fiir alle Objekte s in S; verbleibt zu Zeigen: T2, C TP und PP, C P?. Wir fiihren
den Beweis separat fiir die, aus der Zerlegungen von N7 iiber eval.s entstehenden
Teilnetze DC eyqr, , (im) und DCyq, , (c0), die zusammen jede Stelle und jede Transition
aus ¢ enthalten.

t € DC.oyar, ,(tm) Annahme
= 3t' € Ny: el oc(¢')(t) > 0 1.2.3,3.1.4
= ' € Nyt =040 o€l (t')(t) >0 (d)
—=teT?

t € DCeya,,. (c0)

=t € DCya1,(co)

= Vs' € §:t € DCeyu,, (co)
— 35’ € S: t € DCyar,, (c0)
= Js' € S§: t € DCeyal,, ,(co0)
=t € DCepa,, (cO)

=t € DCpa, ,,(co) C Ty

Annahme

3.14

3.14

(b), 5.2.23(1), (c), 2.2.3
dm:sy — s’ €8, 3.14
Vepm) (AN g) = AN,

dm:sy — s €S,
vcp(m)(ANS) = ANSo
2.2.3,3.1.4
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Der Beweis fiir die P, ; C P, verlduft analog. Damit gilt fiir alle Objekte s in S:

(f): dy = (idye, idpe, ida(x)) = idyg, -

(.2): Da es sich bei den d): N? — N?, um CP/T-Netzmorphismen handelt gilt mit
(f) fiir alle Objekte s in Sp:

Pre.s = Pre.soide = idpe o Pre; = Pre; und
Post, s = Post,. o idre = idpe o Posts = Post,.

(eval.s = evaly): Die Abbildung (ida, dY): AN, — V. (AN.) ist fiir alle s aus S ein
A-Netzmorphismus. Daraus folgt mit deren Definition (— 2.2.3) und (f)

eval,s = dév o evaly = idye o evaly = evals.

(3.3.7 (IT)): Wir zeigen, da8 fiir ein beliebiges ANS .-Modell
AN¢; = (ANS., ge, A¢, N2, eval;) mit V. (AN¢) =D(s)
fiir alle s in S, ANz = AN gilt, d.h.
® Jec = Yo,
i AE = Aca
e N2 = N?und

o cvalz = eval,.

Mit der Vergiifunktordefinition (— 3.1.4) folgt aus unseren Annahmen 0.B.d.A. fiir
alle s in S:

(g): (Csyidy,, (an=)):D(s) = ANz € GAHL-NETS und
(h): PY((cs, idv,,(anz)) = (“10 10, po po,id): Ny — N2 € CPTN.
(9c = gc):

Aus V,,(ANz) = D(s) fiir alle Objekte s aus S, folgt mit der Definition der Vergif}-
funktoren (— 3.1.4)

Vs € S: T5(gs) = T5(geo cf) 3.1.4
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== VseS: gy =gs0cC) T* faithful
> e = gc (d)

|
(AE = Ac):
Folgt mit A. = A; = A (= (¢)) und V., (AN¢) = D(s) aus der Definition der Vergif}-
funktoren (— 3.1.4). O
(Ng = N?):

Aus den bisherigen Ergebnissen folgt: Az(X) = A(X) und wir kénnen 0.B.d.A an-

nehmen:
Pres

N =T®—=PP® A(X) und eval; = (eI, el ef).

C C @
Posts

Damit muf} gezeigt werden:
(1) =T,, P-=PF. und
(2) Prez = Pre., Postz= Post..
(.1): Wir zeigen zunéchst: T, C T%
VteT,, I3se€ S:teT; 5.2.23(1), (b)
= VieT.:teT: (h), 3.2.1

Um 7% C T, zu zeigen, nutzen wir den Zusammenhang

evalz o ) =P ((cs,idy,, (an,))) o evals
(— 3.2.2) fiir alle s in S. Zusammen mit (g) ergibt sich daraus:
(i): Vs e S: 650052‘_’7@,%@ oel.
Fiir den Beweis unterscheiden wir fiir alle ¢t aus 7z die Fiélle:

t € DCepar.(im) oder t € DCeyar(co).

t € DCepar(im) Annahme

= 3t € N el(t.)(t) >0 1.2.3

= Js € S, ts € Ny el ocl(t,)(t) >0 (a), 6.3.11, 5.2.23(1)
— 3s €8, t, € Ny: 21070 © el'(ts)(t) > 0 (i)

— dse S:teT;

—tcT, (b)
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t € DC par.(c0) Annahme
= Vs € S: t € DCopu,(co) C Ts V..(ANz) =D(s), 3.14
—VseS:tel, (b)

Der Beweis fiir P2 = P® verliuft analog.

(.2):

VteT,, dse S:t e T, 5.2.23, (b), Tz = T.

—

Vte T, ds € S:

Preg(t) = Pres(—re 7o (1)) T =T.

= po po ®id o Pre,(t) (h), P-=P.

= Pre.(—7e 10 (1)) (c), PN(cs,id) € CPTN
= Pre.(t)

Der Beweis von Postz = Post,. verlauft analog. O

(evalz = eval.):

Mit (h), (c), den bisher gezeigten Ergebnissen und der Definition der Projektion P
(— 3.2.1) folgt:

PY((cs, idye, (ann)) = P ((cs, (ida, dy)))

fiir alle Objekte s in S,,. Zusammen mit Lemma 3.2.2 ergibt sich daraus:
evalz o ¢ = PN ((cs, idy,,(an.))) o evaly = PV ((cs, (ida, dY))) o eval,

fiir alle Objekte s in S, und damit evalz = eval., da eval, bzgl. dieser Eigenschaft
eindeutig ist (— (d)). 0

Beweis (3.4.4 Freie Konstruktion):
Wir nehmen 0.B.d.A an:

Prey,
~ PAR = (Spec,, Cond,, Tg"’—.Pj(?@ Top,(x));

Posty,

— ANS = (Spec, Cond, T®% P® ® Top(x)),

Post

~ I, = (PAR, id, Tspec,, N, evaly) ist das initiale PAR-Modell,

p?
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— I =(ANS, id, Tspec, N°, eval) ist das initiale ANS-Modell und
— AN = (PAR, g, A, N2, eval,) mit

Preg,

g: Spec, — Spec,, N =T¢—=P2® A(X) und

Post,

eval, = (eI, el T4(g, evaly(a)))).

(I):

Sei (<, evaly()): Ip — I der generalisierte Modellmorphismus vom initialen PAR-
Modell Ip in das initiale ANS-Modell I, dann gilt aufgrund von Lemma 3.2.2, der
Definition der Projektion P (- 3.2.1) und der Definition initialer AN-Spezifika-
tions-Modelle (— 2.2.6)

evalyy = (—, =, (—, eval)).

Damit erfiillt das Diagramm in 3.4.4 alle Voraussetzungen von Satz 3.3.6 und der
Pushout

I (=, eval) 7
(id, eval) (PO) (id, eval)
AN (S uan) F(AN)

existiert. Aus Lemma 5.3.4 folgt in diesem Fall, dal F(AN) frei iiber AN konstruiert
ist mit universeller Abbildung u 4y . O

(I1):

Aus den Anfangsannahmen folgen mit der Definitinon der freien Konstruktion als
Pushout (— 3.4.3), der Inklusionsbeziehung zwischen PAR und ANS (— 3.4.1) und
der Definition der initialen Modelle (= 2.2.6) die folgenden Pushouts:

PAR ——+ ANS Spec, — . Spec

(PO) g  (PO) |9
PAR —=—+ ANS Spec, ——=—~ Spec,
P ——1T° Py —— . p®
ca| (PO) el | (PO) |ed
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Die Voraussetzung
Vs € S50y, op € OPs, eq € EQ: op € OP, ; Neq € EQ,

der Inklusion von Spec, in Spec, iibertégt sich auf die Inklusion von Spec, in Spec,
und auf deren Erweiterung, die Inklusion von Spec,(X) in Spec.(X). Das ist im ersten
Fall die Eigenschaft des Pushouts als dessen Colimesobjekt wir Spec,. erhalten und
im zweiten Fall die Konsequenz aus der fiir alle Sorten gleichen Variablenmenge X ;.
Damit sind beide Inklusionen ,strongly liberal“ (— [EBO91]) und es gilt:

Nach Lemma 5.3.3 bildet das obere der beiden Rechtecke im nachfolgenden Dia-
gramm, bei dessen Objekten es sich um die Quotiententermalgebren zu den jeweiligen
Spezifikationen handelt, einen Pushout in der Kategorie der generalisierten Algebren
GSPEC-ALG. Das darunterliegend Rechteck, mit der {iber A frei bzgl. der Inklusion
von Spec, in Spec, konstuierten Algebra F(A), bildet nach Lemma 5.3.4 ebenfalls
einen Pushout in GSPEC—ALG und damit auch das duflere umfassende Rechteck.

Topee, — L0200 1
(g, eval) (PO) (ge; cval)
Tspec, (=, eval) Tspec,
eval (PO) eval
A (=aa) T

In Zusammenhang mit der Eigenschaft der Transformation 74 (— 6.3.9) endliche
Colimites zu bewahren (— 6.3.10), ergibt sich damit aus dem Vorangehenden, der
nachfolgende Pushout in GSPEC—-ALG.

A
TSpecp(X) T4 (=, eval) Tapee (X)

T4 (g, eval) (PO) T(ge, eval)

A(X) F(A)(X)

TA(=,id)
Mit der Definition der Projektion PV (- 3.2.1) folgt:

PN (=, eval): Ip — I) = ((—)TI@J@, = p® po; TA(—, evaly(rg,..))))
PN ((id, eval): Ip — AN) = (eL,el’, T4(g, evalya))).

a’a



Beweise zu Kapitel 3

253

Daraus ergibt sich, wegen der komponentweisen Colimesbildung in CPTN, der fol-
gende Pushout in CPTN.

N
Ne PN (—, eval) No

PN (id, eval) (PO) (el el T4 (ge, eval))
N? N?
¢ (<, =, TA(—,id)) ¢

Aufgrund der komponentweisen Colimiteskonstruktion in GAHL-NETS (— 3.3.1)
und AHLN-SPEC (— 3.3.4) in Kombination mit den bisherigen Ergebnissen, erhal-
ten wir die folgende, zur urspriinglichen Definition der freien Konstruktion (— 3.4.3)
isomorphe, Konstruktion:

I, (=, eval) 7
eval (PO) eval
AN (=, aan) F(AN)

mit
F(AN) = (ANS, g., F(A), N2,

Vo, (F(AN)) = (PAR, g. o <, F(A), N3, evaly) und

<(;>7 Zd)a (<_>Ta®,T§a %729,1@7 TA(;)a Zd)))

eval ),

UAN

Es verbleibt zu zeigen:

(1) T =T2

a

(2) P2=P® und

a

(3) TA(%Speca,Specca ZdA) = (%Speca(X),Specc(X)a ZdA(X))

(.1): Aufgrund der Transitionskomponente des CP/T-Netzmorphismus zwischen N?
und Ny, wissen wir: T, C Ty, Ty, C T, mufl noch gezeigt werden. Jede Transition aus
Ty, liegt oder liegt nicht im Bild von ewvaly,, dem entsprechend gliedert sich der Beweis
in zwei Teile.

t € DC epary, (im) Annahme
= Jt' €Ty el o = (¢')(t) >0 3.1.4
= Jt' € T): — oel (t')(t) >0 (— Pushout)

—teT,
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t € DC ¢paiy, (cO) Annahme

—=teT. Nt € DCepa, 3.14

= teT,VIHt eT: el (¥)(t) >0 5.2.23

—teT, t € DCepar,,
1.2.3

(.2): LaBt sich mit der gleichen Argumentation nachweisen wie die entsprechende
Eigenschaft fiir Transitionen.

(.3): Im folgenden fithren wir notationelle Abkiirzungen fiir eine Reihe von Inklu-
sionen in der Kategorie der Datentypspezifikationen ein. Die ersten drei der dabei
aufgefiihrten Inklusionen sind ,strongly liberal“. In den ersten beiden Féllen haben
wir die Begriindung bereits gegeben. Die Inklusion der um A erweiterten Spezifika-
tion mit Variablen Spec,, (X, A) (— 6.2.15) in die um F(A) erweiterte Spezifikation
Spec (X, F(A)) ist ,strongly liberal“, weil diese Eigenschaft bereits fiir die Spezifi-
kationen ohne Erweiterung gilt (<»3) und wegen V.,, o F.,, = ZD als Konsequenz
dieser Eigenschaft in Bezug auf <.

—: Spec, — Spec, strongly liberal
—q: Spec, (X)  — Spec
—3: Spec, (X, A) — Spec (X, F(A)) strongly liberal

(X) strongly liberal

—>4: Spec, — Spec

—5: Spec, (X)  — Spec

Aus Lemma 5.3.4 folgt zusammen mit Lemma 5.3.3 die Bewahrung von initialen
Objekten durch freie Konstruktionen. Damit und mit V; als Abkiirzung fiir V., resp.
Fi als Abkiirzung fiir F.,, gilt:

F3(Tspec, (X, A)) = Tspec, (X, Fi(A)) Tspee. (- -+) ist initial
= V3(Tspec, (X, F1(A))) = Vs 0 F3(Tspec, (X, A)) <5 strongly liberal
= Tpec, (X, 4)
= eval: Tspec, (X, A) = V3(Tspec, (X, Fi(A))) Initialitét
= idrg,, (x,4)
= Vs(eval: Tspec, (X, A) = V3(Tspec, (X, F1(A)))) 6.2.17, 6.2.15

= id (x)
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Daraus folgt mit V; o F; = ID (< strongly liberal) und 6.2.15

=XV = Vs (eval: Topec, (X, Ve 0 Fi(A)) = Vs(Tspec, (X, Fi(A))))
= V5(€?)G,li TSpeca (X, A) — V3 (TSpecC (X, .7:1 (A))))

= ida(x)
und damit
TA(—1,id4)
= (2, =™ 0 Fy(ida)) 6.3.7
= (<2, ida(x) 0 ida(x)) (— oben)

= (=9, ida(x))

Beweis (3.4.5 Operationale Semantik der Parameterisierung):

(1):

Die Behauptung folgt aus der Eigenschaft von Funktoren die Kompositon von Mor-
phismen zu bewahren, der Tatsache das OS ein Funktor ist (— 3.2.6) und der Defi-
nition der freien Konstruktion (— 3.4.3). O

(I1):

Aus den Annahmen: ANS(PAR) ist eine parameterisierte Spezifikation und F., (AN)
das iiber AN frei konstruierte ANS-Modell, folgt mit Satz 3.4.4 die Existenz des
universellen PA R-Modellmorphismus

way = (<, id), (id, id, (—,id))): AN — Vo F(AN) .

Daraus ergibt sich unmittelbar die Gleichheit der Transitions- und Stellenmenge
der Netzstruktur in AN, im weiteren mit N° bezeichnet, und der Netzstruktur in
Vo F(AN), im weiteren mit Ny} bezeichnet.

Der durch den CP/T-Netzmorphismus (id, id, (<, id)) gegebene Zusammenhang bei-
der Netzstrukturen impliziert dariiber hinaus die Gleichheit der Bilder jeder Transi-
tion unter den MarkenfluBmorphismen beider Netze, d.h.

(a): Pre = Preyr PEOAX)  ynd  Post = Postyr PERA(X)

und die Gleichheit der Variablenmengen zu den Transitionen, d.h.

Vt € T: var(t) = varyg(t).
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Letzteres fiihrt mit (<, id): A(X) — F(A)(X), der Voraussetzung
Vs € SO,, op € OP;, eq € EQ,: op € OP,;ANeq€ EQ,, "

und der Definition der giiltigen Variablenbelegungen (— 2.3.1), zur Gleichheit der
Variablenbelegungen fiir jede Transition, d.h.

Vit € T: Ass(t) = Assyx(t).

Unter Beriicksichtigung der bisherigen Ergebnisse folgt aus der Definition der Netz-
entfaltung (— 2.3.3):

UF(AN) =T® © Ass ;3:’"».113@ ® A(X)
Pr

UF(Vo F(AN)) = T® © Ass ——x P° @ F(A)(X).

POSty]:

Zusammen mit der Definition von OS (— 3.2.5) (a) als Komposition aus Entfaltung
und ProzeBsemantik (OS = PC o UF) und der Definition von PC (— 1.3.1, 1.3.11)

ergibt sich daraus unsere Behauptung. O
O

Beweise zu Kapitel 5

Beweis (5.1.19 Limites generiert aus Produkten und Equalizern):

Aufgrund der Konstruktion von , und Zp gilt:

m © Zo = gcod(m) und

(a): Ym € Mor (S): ¢
(b): Ym € Mor (S): £, 0 £, = D(m) 0 Lyom(m)-

(Vertriglichkeit): Fiir alle Morphismen m: s — s’ in S gilt:

le = fcod(m) ol Def.
= 000,00 (a)
=4, 0 Zp ol Equalizer

12 F(A)(X) bezeichnet die Algebra der Netztruktur in F(AN) und der Netztruktur Vo F(AN)
(+3.4.3,3.1.4)

1350, OP, und EQ, bezeichen die Sorten-, Operations- und Gleichungsmenge in der Datentyp-
spezifikation des formalen Parameters und SO, OP und EQ bezeichen die entsprechenden Mengen
in der Datentypspezifikation des Spezifikationsrumpfes.



Beweise zu Kapitel 5

257

D(m) o Edom(m) ol (b)
D

(m) o €5 Def.

(Universelle Eigenschaft): Wir nehmen an: (Q, (/,),cs) ist eine Quelle zu D und
konstruieren einen eindeutigen C-Morphismus

(-:Q — & mit Vs e Obj (S): (0l =1, .

Jede Quelle zu D ist gleichzeitig eine Quelle zu dem im Diagramm links stehenden
Produkt. Das impliziert, aufgrund der universellen Eigenschaft der Produkte, die
Existenz und Eindeutigkeit eines C-Morphismus

() : Zq: Q — [ID(s) mit der Eigenschaft Vs € Obj (S): {50 Zq =1, .
s € 0bj (S)

Dariiber hinaus erhalten wir mit (Q, (¢, o Zp o Zq)meMor (s)) eine Quelle fiir das im
Diagramm rechts stehende Produkt und damit den eindeutigen Morphismus

0,:Q — [ID(m) mit Ym € Mor (8): by o0ly = lyolyol, .

m € Mor (S)
Indem wir S
boyoly =1, =/l 0l,
nachweisen, erhalten wir wegend der Eindeutigkeit des Equlizers (£, ¢) mit dieser
Eigenschaft, den Morphismus /: @ — &.

Die rechte der beiden Gleichungen folgt mit der Eindeutigkeit von Zn direkt aus der
Definition der Morphismenfamilie, die linke Gleichung folgt fiir alle Morphismen m
in § aus:

by 0 ZO o/,

= gcod(m) % Zq (a)

= Zcod(m) (C)

= D(m) @) Zdom(m) Quelle

— 'D(m) 1) Edom(m) o Zq (C)

=/{p o0 Zp ° Aq (b)

. AO o Aq = ,; Eindeutigkeit v. Z,u

Damit existiert : Q — & und ist bzgl. der nachfolgenden Eigenschaft eindeutig:
(d): Lo l = Zq .
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Daraus folgt mit (c¢) und (d) fiir alle Objekte s in S:

~

Col=tl,0lol="L00,=1,.

Fiir jeden Morphismus ¢: @ — £ mit der Eigenschaft:
Vs € Obj (S): coc =1,

folgt mit (¢) und (d): f0¢={l,0loc =0, = loc=10, = ¢=1.

S

Beweis (5.2.9 Eigenschaften von (_)%):

(D)

(=) liefert als Bilder Morphismen in .AGy. Da jeder Morphismus von AG; gleichzeitig
Morphismus in AGZ ist (= 5.1.7), kann (_)” auch als Abbildung nach AG;” betrach-
tet werden. Um nachzuweisen das (_) ein Funktor ist miissen dariiber hinaus die
folgenden Eigenschaften gezeigt werden:

e (_)°? bewahrt die Identitdten und

e (L) bewahrt die Komposition von Morphismen.
((L)°? bewahrt die Identitéiten): Fiir jede freie abelsche Gruppe A® gilt:
Va,d' € A:ide(a)(a) =1 A d #a = ide(a)(d’) =0
= Va € A:idg(a) = @ idye(a)(d) *xa=a 5.2.7

a'€A

((0)” bewahrt die Komposition von Morphismen): Seien
f:A® - B®  ¢:B® - C®
zwei Morphismen in den freien abelschen Gruppen, dann gilt fiir jedes ¢ in C"

(gof)™(c)

= 62190]‘(@)(0)*61 5.2.7
= a@lg (g% f(a)(b) xb)(c) * a
= GEBA @3 f(a)(D) * g(b)(c) xa 5.2.3, ¢ bewahrt ®

=D Dy)(c)* f(a)b) xa 5.2.1 (V)

beB acA
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= bﬂ% (g(b)(c) * %f(a)(b) * @) 5.2.1 (VI)
- @ (1))« 70) 527
= f"”(bGe%g(b)(C) +b)

= [7(g7(c)) = f7 o g”(c)

(IT und III):

Die Equivalenzen gelten, wenn (-)° bijektive ist und die Monotonie bewahrt. Mit
(IV) folgt aus
Vf € Mor (AG"): fP € AGy N (fF)"=f

die Surjektivitit von (-)°.

Fiir alle Morphismen f in AGy, alle a in Base(dom(f)) und alle b in Base(cod(f))
gilt:

(a) : fP(0)(a) = (D f(@)(b) * ') (a) = f(a)(b).

a’'€A

Damit zeigen wir fiir alle A®, B® in AG; und f, g in Mor (AGy) [A®, B®):

f#g
= Jda € A,b € B: f(a)(b) # g(a)(b)

— Jae A beB: (a)
fP®)(a) = f(a)(b) # g(a)(b) = g (b)(a)
= [P Fg”

und damit die Injektivitdt von (_)%.

Die Summenbildung im Zuge der Konstruktion dualer Morphismen erhilt jeweils die
Vorzeichen des zugrundeliegenden Morphismus, d.h. f(a)(b) >0 = f°(b)(a) > 0.
Damit bewahrt (_) die Monotonie. O
(IV):

Mit (a) gilt fir alle Morphismen f in AGy, alle a in Base(dom(f)) und alle b in
Base(cod(f)):

(f7)%(a) = @D F* () (a) b= EP f(a)(b) x b= f(a).

beB beB

Daraus folgt unsere Behauptung. O
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Beweis (5.2.10 Freie-Konstruktion):

(I):
Wir definieren zu jeder Menge A die Abbildung u4 durch:

up: A — V(A®) déf‘—m’A@

und beweisen, dafl das Paar (u4, A®) eine V-universelle Abbildung zu A (— [HS73]
Def. 26.1, S. 178) bildet.

((ua, A®) ist eine V-universelle Abbildung zu A): Sei f: A — V(B®) eine Funk-
tion, dann definieren wir f': A® — B® als den AG-Morphismus fiir den

Va € A: f'(a) = f(a)

gilt und zeigen dafl er das nachfolgende Diagramm eindeutig kommutativ ergénzt.

A —HA L P(A®) A®
SO :

f V() £
V(B®) B®

Fiir alle a aus A gilt:
V(f') ouala) =V(f')(a) = f(a)
und fiir alle Morphismen g: A® — B® mit V(g) ous = f gilt:

Va € A: V(g)(a) = fla) = V(f)(a) = g=f

(IT):
Zuniichst zeigen wir die Funktoreigenschaften von (1)®, d.h.

e (1)® bewahrt die Identitéiten und

e ()® bewahrt die Komposition.

((1)® bewahrt die Identitéiten): Fiir alle Mengen A und alle Elemente v der freien
abelschen Gruppe A® gilt:

idA®(U)
=id,® (P v(a) * a)

a€A

= @ v(a) *id4(a) 5.2.5

a€A
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(()® bewahrt die Komposition): Seien f, g zwei komponierbare Funktionen und
v ein Element aus dom(g)®, dann gilt:

(fo9)(v)

=(fog)® (QEEZ(Q) v(a) * a)

= aeﬁoz(g)v(a) « f(9(a)) 5.2.5
- f®(a€£|?n(g)v(a) + g(a)) 5.2.5
- f®(g®(aegg|?n(g)v(a) xa)) 5.2.5
= [®o %) 5.2.5

Wir zeigen, daf
def
u = (ua) acobj se1): IDser — Vo (_)®

eine Funktortransformation bildet. Da im Fall, da3 es zu jeder Menge A eine V-
universelle Abbildung (u4, A®) gibt, ein bzgl. V freier Funktor F mit

VA € Obj (SET): F(A) = A° und u:IDser — Vo F

eindeutig existiert (— [HS73] Theor. 26.11, S. 191), folgt daraus F = (_)® und damit
unsere Behauptung (_)® sei ein freier Funktor.

(u ist eine Funktortransformation): Sei f: A — V(B®) eine Funktion in SET.
Wir zeigen, dafi f® das nachfolgende Diagramm kommutativ ergéinzt.

A U4, Y(A®) A®

s e e

v v

B g~ V(B®) B®
Fiir alle a aus A gilt: V(f®) o ua(a) = V(f®)(a) = f(a) = ug o f(a) O

|
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Beweis (5.2.11 Covollstédndigkeit):

Fiir alle endlichen Kategorien S und Funktoren D von S in AGy, existiert ein Funktor
G: S — SET s mit der Eigenschaft: D = ()%0G

(SET s bezeichnet die Kategorie der endlichen Mengen) (= 5.2.1, 5.2.5). Da (_)® ein
freier Funktor ist (— 5.2.10) bewahrt er Colimites (— [HS73] 26.11, S. 191) und die
existieren, fiir jede endliche Kategorie S, in der Kategorie der endlichen Mengen
(— [HST73] 26.9 (1), S. 160). Damit existiert der Colimes von D und, da wir keine
Einschréankungen fiir D verlangen, ist .AGy, endlich covollstdndig.

]

Beweis (5.2.14 Funktor):
(L™ ist ein Funktor):
Um nachzuweisen, daB die Abbildung (_)*' ein Funktor ist, muB gezeigt werden:

o ()™ bewahrt die Identitéiten und

o ()™ bewahrt die Kompositon.

(O™ bewahrt Identititen): Sei A® eine freie abelsche Gruppe, |A| = n und
(id @)™ = (mi;)ijm1...n, dann gilt:

Vi,je{l,...,n}:id,e(a;) = a

— =1 A mp=0 fiir j#£iV k#i 5.2.13

— (id0)"' = E,

Die Einheitsmatizen FE, bilden bzgl. der Multiplikation die neutralen Elemente in-
nerhalb der Matrizen.

(0™ bewahrt die Kompositon): Zwei m x n-Matrizen M, K sind genau dann
gleich, wenn jede ihrer Spalten gleich ist. Das heifft wenn

Mxe;,=Kxe;, 1=1,...,n

gilt, wobei e; den i-ten Spaltenvektor der nxn-Einheitsmatrix bezeichnet. Ubertragen
auf, von Morphismen in den freien abelschen Gruppen, generierte Matrizen folgt
daraus fiir alle Morphismen f, g mit dom(f) = dom(g) und cod(f) = cod(g)

(M= (9™ < Va e Base(dom(f)): (f)Mxd= (g)"+a .

Aus der Definition von (J)™ (= 5.2.13) folgt fiir jeden AG;-Morphismus f und jedes
Element v aus dom(f):
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Damit 148t sich fiir alle komponierbaren Morphismen f, g und alle a aus dom/(g)
zeigen:

(fog)Mxid= f(gla)) = ()"*gla) = (F)* (9)xa
und damit ((f o ¢))" = (F)* (¢)™

()™M ist faithful):

Alle Morphismen zwischen zwei Gruppen, unterscheiden sich mindestes im Bild eines
Basiselements. Die daraus resultierenden Matrizen unterscheiden sich dann genau in
dem diesem Basiselement entsprechenden Spaltenvektor.

|
(LM ist full):
Fiir jede m x n-Matrix M gilt:
M
M = (Mp (M,{aj,...,an}®,{b1,...,bm}®))
(= 5.2.15), d.h. sie liegt im Bild von ()™ O

O

Beweis (5.2.17 Produkte):

Die disjunkte Vereinigung von Mengen ist eine Menge und sie ist endlich, wenn alle
beteiligten Mengen endliche sind. Damit bildet das Limesobjekt

®

() Base(D(s)) )

sES

nach Definition der freien abelschen Gruppen (— 5.2.1) ein Objekt in AG; resp. in

Basiselemente werden von den universellen Abbildungen ¢, auf das jeweilige Basisele-
ment der freien abelschen Gruppe im Bild von D(s) abgebildet, wenn sie dieser Basis
entstammen und sonst auf das neutrale Element. Ihre Vertriglichkeit mit & und
dem neutralen Element folgt direkt aus der Definition. Sie bilden damit monotone
Morphismen von der freien abelschen Gruppe iiber der disjunkten Vereinigung der
Basismengen, in die Gruppen iiber denen das Produkt gebildet wurde.

Damit verbleibt noch zu Zeigen:

e die Vertriglichkeit mit den Morphismen aus S

e und die universellen Eigenschaften.
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(Vertréglichkeit): In S sind alle Morphismen Identitéten, damit folgt aus
lsoidps =l
die Vertréglichkeit der universellen Abbildungen mit den Morphimen aus S.

(universelle Eigenschaft): Wir nehmen an, daf§ (TJ®, (05)ses) eine weitere Senke
fiir D ist und definieren den AGy-Morphismus

-I° - ( ¢ Base(D(s)) )® durch: Vq € L: Z(q) = @ @ ly(q)(a) * as.
sES SES a€ Base(D(s))

7 bewahrt @ und das neutrale Element, da alle /, als AG;-Morphismen diese Eigen-

schaften haben und ¢ ist monoton, wenn alle Morphismen der Senke monoton sind.
Die Vertréglichkeit von ¢ mit den Morphismen der Senke folgt aus:

Vge L, seS:

~

ls0(q)
SYA D  7(g)(a)*a,) Def.
SES a€Base(D(s))
= @ L(@)xa Def. £,
a€ Base(D(s))
—7.(q) 5.2.1

Um die Eindeutigkeit von ! 7u zeigen nehmen an,

7.T° = (W Base(D(s)) )°
seS
ist ein weiterer, mit den Morphismen der Senke vertréglicher Morphismus in den
freien abelschen Gruppen, d.h. es gilt ¢/, 0 ¢ = /, fiir alle s in S. Daraus folgt:
Vge L, seS:

4y oz(q)

I
=
—
[l
~
—
Q
)
~
*
S

Def. ¢,

Def. 0, {s00 =0,

I
)
®
—~
L)
~
—
S
~—
*
S

I
~)
—
=
~
—
Q
&
~
*
S
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Beweis (5.2.19 Existenz von Equalizern):
(Equalizer in AG;):

Betrachtet man
DF = (D(m))™ — (D(m'))™

als Matrix {iber dem Ring (Q, +, ), dann ergibt sich die Dimension des Losungsraums
zum linearen Gleichungssystem
DF xx =0

(— [KM95], Folgerung 3.4.8 €) zu n — Rang(DF) =r.
Fiir die Spaltenvektoren l:, cee l_,: der Losungsmatrix L folgt aus DF « L = 0:
DF ;=0 i=1,....r.

Da sie dariiber hinaus aufgrund der Eigenschaft der Folge 1 < 73 < ... < 7, < n
linearunabhéingig sind, bilden sie eine Basis von Kern(DF'). Damit existiert zu jedem
Vektor 7 aus Kern(DF') genau ein Vektor u, mit der Eigenschaft:

L xu, = 1.
Diese Vektoren sind von der Form:
Uj,
Uy =| ],
Uy,
da fiir jedes 2 = 1,...,r nur [; an der Stelle J; einen Wert, ungleich Null, namlich eins,

enthalt.

Aus der Form der 4, folgt unmittelbar, da} L auch dann eine Basis von Kern(DF)
bildet, wenn DF' als Matrix iiber dem Ring Z aufgefasst wird. Dariiber hinaus liegt
der Vektor u; in N', wenn ¢ in N* liegt. Damit 148t sich jeder n x ¢-Matrix M {iber
Z (N) mit Spaltenvektoren 17y, ..., m, in Kern(DF') eindeutig eine r x ¢-Matrix U
iiber Z (N) mit Vektoren ., ..., Uy, und der Eigenschaft

LxU=M
zuordnen.

Auf dieser Grundlage kénnen wir nun unsere Behauptung nachweisen. Dazu ist im
einzelnen zu Zeigen:

(1) (E®, Mp (L, E®, A®)) bildet eine Quelle fiir D in AG; und

(2) zu jedem anderen potentiellen Equalizer (E@),Z) existiert eindeutig ein AG;-
Morphismus 7: E° — E® mit

Mp (L, E®, A®) ol =17 .
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(.1): E® ist als Bild des Funktors (_)® (= 5.2.14) eine freie abelsche Gruppe und
Mp (L, E®, A®) (- 5.2.15) ein Morphismus in AG;. Aus

(@)= (D)) « =0

folgt:

(Dm)M« L — (D(m")M« L =0 [KM95] 3.1.23

— (D(m))M« L = (D(m/))M« L

— D(m) o Mp (L, E®, A®) = D(m/) o Mp (L, E®, A®) (O ist faithful, 5.2.16

(.2): Sei (E®,Z) ein potentieller Equalizer fiir D in AGy, d.h. es gilt:

dann folgt:

() ist faithful, 5.2.16

=0 [KM95] 3.1.23

d.h. die Spaltenvektoren von (Z)Mliegen in Kern(DF'). Damit existiert eindeutig eine
r x g-Matrix U iiber Z und es gilt:

L«U=(0)"
— Mp (L, E®, A%) o Mp (U,E®, E®> —7 ()™M ist faithful, 5.2.16
— mit = Mp (U,E®, E®> . Mp (L, E®, A®) o [ =7 5.2.16

(Equalizer in AGy,,):

Bildet L eine Matrix iiber N, dann ist Mp (L, E®, A®) monoton (— 5.2.15). Da es
sich bei den, von Matrizen iiber N mit Spaltenvektoren in Kern(DF'), generierten
Matrizen U ebenfalls um Matrizen tiber N handelt, sind auch die daraus gebildeten

Morphismen ! = Mp (U,E®, E®) monoton. Im Falle cod(D) C AGy,, folgt daraus

zusammen mit den bisher gezeigten Ergebnissen: (E®, Mp (L, E®, A®)) ist ein Equa-
lizer fiir D in den freien abelschen Gruppen mit monotonen Morphismen. O

|
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Beweis (5.2.21 Limites spezieller Diagramme):

Nach Satz 5.1.19 1d8t sich der Limes eines jeden endlichen Diagramms mit Hilfe des
Equalizers (£, ¢)'* der Morphismen ¢,, £, im nachfolgenden Diagramm (a) ermitteln:

(@) D(s) D(cod(m)) ———— D(cod(m))
{4
/e 5 gcod(m) ) gm
O .
C
£ 7 [I76) — [T 2(cod(m))
s€ Obj (S) Ep me Mor (S)
gdom(m) ) ém
D(dom(m)) D) D(cod(m))
d.h. unsere Behauptung ist equivalent zu:
7,
(E®; Mp (L, E® [I D(s) )) ist Equalizer von [T D(s) — [T cod(m)
5 € Obj (S) s € Obj (S) ép m € Mor (S)

in AGy,. Der Beweis dazu erfolgt mit Hilfe von Lemma 5.2.19. Zu diesem Zweck

zeigen wir zunédchst:
M M
e ((5)"-(@)") =0
und im Anschlufl daran die iibrigen Voraussetzungen von Lemma 5.2.19.

(Gleichung (b) gilt):

Die in Diagramm (a) enthaltenen Produkte!® (— 5.2.17) entsprechen bis auf Isomor-
phie den freien ableschen Gruppen

(BWA W - wWA,)® bazw. (B™MW .. -WB™H WBYA W - WA,)°

mit B & { " | b; € B} fiir alle Morphismen m; in S.

Ihre Basen enthalten beide die disjunkte Vereinigung aller abelschen Gruppen im
Diagramm, die Basis des rechten Produkts dariiber hinaus n+1 Instanzen der Menge
B, entsprechend den n + 1 Morphismen mit Codomé#ne B®. Das Enthaltensein des
Linken im rechten Produkt ist eine Folge des Identitdtsmorphismus zu jeder Gruppe
im Diagramm. Er bewirkt iiber seine Codoméine die Inklusion der jeweiligen Gruppe
im rechten Produkt.

Ysofern ein derartiger Equalizer existiert
15Genaugenommen miifite man in diesem Zusammenhang von den Produktobjekten, im Gegensatz
zu den universellen Morphismen des Produkts, reden.
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Die Anzahl der Elemente in den Basismengen und damit die Dimension der Matrizen
zu den Morphismen in (b), ergibt sich mit Hilfe der Bijektivitit der

gi: A\ Kern(f;) = B, 1<i<n

und der Definition von r (— 5.2.19) aus

(.’_”zlw ) +18]

= S AN\ Ken(f)] + X 140 Kern(f)] + 30 A
) 1=1

1=1 t=n-+1

+ |B]

= (Z|dom(gi)|> + 7+ |B] Def. r
i=1

=(n+1)*|B|+r Bijektivitit v. g;
fiir das linke bzw.
m+1)*|Bl+r+(n+1)*|B|=2x(n+1)%|B|+r n + 1 Mor. mit Cod. B
fiir das rechte Produkt.
Die Morphismen

l: [] D(s) — D(s)
s € 0bj (S)

(— 5.2.17) fiir alle Objekte s in S des linken Produkts bzw.
lm: 1] D(cod(m)) — D(cod(m))
m € Mor (S)

fiir alle Morphismen m in § des rechten Produkts ergeben sich aus der vorangegan-
genen Definition der Produktobjekte zu:

aé- ;x:aé- N s =s;

b s =0bj N s=s
(C): gs(l‘): 7 , T ' S S

Li(y)Dls(2) ;2 =yD 2z

0 ; sonst

respektive zu:

a; ;xzaé-/\mzidsi
(d): () = b; ;e =0V (x=>b AN m=idy)
lbi(Y) B lp(2) ;2 =y D2

o

; sonst
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Wir zeigen im folgenden, da§ unter Annahme der folgenden Ordnung!'® auf den Ba-
siselementen des rechten Produkts

(6): bT1<"'<b|n;;1|<"'<b;n”“<"'<br;7f+l<bl<"'<a|TLAn\

(Elemente zwischen b und afy | wie in 5.2.21) und mit Hilfe der in Lemma 5.2.21
vorgegebenen Ordnung auf der Basis des linken Produkts gilt:

Ejp)
~\ M 0
(&) =
Eip)
E(n+1)*|B|+r
En*|B| 0
p p—
0 (fn-l—l)M
E(n-l—l)*\B\-i—r
und damit (f):
—E5
~\ M AN M En*\B\ 0
CRNG ;
~Eip 0 (Fast)™

Die (n + 1) % |B| 4+ r nur mit Nullen gefiillten Zeilen am Ende der Matrix wurden
weggelassen, da sie auf die Losung der Matrixgleichung keinen Einflul haben.

(Die Matrix zu 7, hat die angegebene Form): Mit der Definition der Produkte
(— 5.2.17) gilt:

Vie{l,...,n+1}, b; € B: (a), 5.2.17, (c),
Cood(mp) () = bj = lm, 0 Ly(b;) cod(m;) = s’
—~ n+1
= Vb; € B: l,(bj) = D b Db; (d), cod(idy) = ¢,
i=1

Eindeutigkeit v. 7,

16Die Losung von Matrixgleichungen ist gegeniiber Spalten- und Reihenvertauschung invariant.
Daher hat die Wahl der Ordungen keinen Einfluf} auf die Lésung.
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—

. -~ Bm-@ M
Vie{l,...,n+1}: (zo B ) = By (e), (c)

und
g

Fiir die iibrigen Elemente des Produkts iiber alle Bilder der Objekte in S gilt, da sie
nur im Bild des jeweiligen Identitdtsmorphismus liegen:

)" = By (). (©)

Vi,z € {1,...m}, a} € A;, al € Ay

EO(GZ)(CL;) = gidi o go(az)(aé‘) = Ecod(idi)(az)(aé') (a)a (C)

— 0(@) (@) =1 <= z=i A y=]j (c)
o(al)(ah) =0 = x#iV y#j

Daraus folgt zusammen mit dem Bild von B® unter ¢, (= s.0.) und der iibereinstim-
menden Ordnung auf den gemeinsamen Elementen der Basen beider Produkte:

-~ H H. el ® M -~
(60‘(BUA1U WAp,) ) = E(ni1)0|Bl4r und (go

(Bmlw...@an+l)®>M_ 0
(BUA W A,)® o

(A1 A, )®

Zusammen mit den vorher gezeigten Ergebnissen fiir die anderen Submatrizen folgt
daraus, daf} die Matrix zu ¢, die angegebene Form hat.

~ M
(Die Matrix zu /, hat die angegebene Form): (é,,) 148t sich in fiinf Un-

termatrizen separieren (vier Spalten und die untere Reihe), fiir die wir die jeweilige
Teilbehauptung zeigen.

Dazu bendétigen wir den folgenden Zusammenhang;:

(9): Vxe HOZ?((s)) , m € Mor(S), b € ] MD((C;)d(m)) , 2 € N\ {0}:

~

ly(z)(b") =2 <= = € D(dom(m)) N D(m)(z)(b) =z

Ve e [[ D(s), m € Mor(S), b™ € [] D(cod(m)), z € N\ {0}:
s € 0bj (S) m € Mor (S)

Gy(@)(bm) = 2
= Ly o ly(x)(b) = 2 5.2.17, (d)

= D) 0 Lamm)(2)(b) = = (a)
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<= x € D(dom(m)) A D(m)(z)(b) ==z

(Obere Zeile, erste Spalte):

VYm € Mor (S), b; € B, b € [] D(cod(m)) :

m € Mor (S)

dann gilt aufgrund der Ordnung auf den Basiselementen (—

5.2.17, (c)

(&), bj € D(dom(m))
= m =idy

by ¢ II D(cod(m))

m € Mor (S)
(e)

(e), 5.2.21) der Produkte:

Cp(a5)(by'*) = k(e 1)s(Blty, (- 1)+lBl 4+ -

Daraus folgt:
Vi,x € {1,...,n}, j,ye{l,...,|B|}:

Lp(a)(br) £0 = i=u
und

Gp(ai) (b)) = fi(ai)(by) = g:2(al)(by)

:>Zp(a
Z(a;)(bmw)—o < iftaVji#y

- (65

(Obere Zeile, dritte Spalte):
Vie{l,....,n+1}, j,y € {1,...,|Bl}:

)(bmw)—l — i=csANj=y

O(aM (=) £0 =z =n+1

und

(8), af € D(dom(m;))

(g), af € A;\ Kern(f;)
5.2.21

g; ist eine inj. Fkt.

u< (n+1)x|BJ,
v <nx|B]

(8), aj € D(dom(m;))
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-~

gp(“?“) (bZlnH ) = fas1 (G?H) (by)

(Obere Zeile, vierte Spalte):

M
{b{”l bt }® 0
Anti® (furr)™

)

Vi € {1,...,n+1}, jyy e {|B]+1,...,]|4]}:

Lp(a) (=) =0, i # 2
und

Cp(ah) () = filai)(bs) =0
und

Vie{n+2,....om},je{l,.... |4},
ye{l,...,|B|}, m € Mor (S):

Gy(ai)(0) =0

J Y
M
{or ”TE”“}QB) ~0

— |7,
<p {“\IB|+1 """ “ﬁm\}(@

(Untere Zeile): Sei

p

dann gilt:

Ve,y e BWA W --- WA,:

E)(I)(y) =/l 0 ZD(I‘)(?J) = id o Lgomiay(7)(y)

= L)) =1 < s=y ALa)(y) =0 < 24y

(Z ‘(BLﬂAlLﬂ---LﬂAm)®
(BYAL W Ay,)

®) " = (ku,v)a

= k=1 = u=vAk,, =0 &< u#v

(BWA A )®

M
(BL‘dAlLﬂ---LﬂAm)@) = E(n+1)*|B|+T‘

N

(8), aj € D(dom(m;))

(g)a (e)a a;’ € Kern(fi)

(8), aj € D(dom(m))
< m= Z'dsi(@

b;d Z [] D(cod(m))

m € Mor (S)

(d), tm(2)(y) >0
—z=yAm=1d

(e)

Damit haben alle Submatrizen die behaupteten Eigenschaften, d.h. die Matrix zu Zp

hat die angegebene Form.

(Die Matrixgleichung gilt): Mit Hilfe der speziellen Form der Differenzmatrix

(5)"- ()"
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kann die Giiltikeit der Matrixgleichung, d.h.

(fn+1)M ‘ 0
— LB 5
: * =
M
~Eipy 0 (i ()]0
E,

leicht nachgewiesen werden. Dazu zerlegen wir die Differenzmatrix vertikal in n + 1
Matrizen der Dimension |B| x ((n + 1) % [B| +r) und L vertikal in n + 1 identische
Matrizen der Dimension |B| X r erginzt um die r X r—Einheitsmatrix

L
M M Ml '1
(gp) - <€o> déf 3 L déf L: mit Lz = <(fn+1)M | 0) .
Mn+1 -gj+l

Dann gilt fiir die Multiplikation der M; mit L,
im Fall ¢ = 1:

MyxL=—-FEp*Li+FEpg*Ls+0xL3+---+0xFE, =0
imFalli=2,...,n—1:
MiyxL=—-FEp*Li+0xLy+---+Ep*Li+0%xLijpy +---+0xE. =0
im Fall i = n:
My L=—-FEpg*L +0xLy+ -+ Ep*L,+0xE, =0
im Fall e = n + 1:

My % L=—Eg s L+ 0% Ly+ -+ (fur1)5 Eja, ) + 0% By_ja 0

n+1| =

und damit
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(Die iibrigen Voraussetzungen von Lemma 5.2.19 sind erfiillt):

Die Michtigkeit der Basis des linken Produkts in Diagramm (a) ist gleich (n+1)x|B|+
r und der Rang der Differenzmatrix entspricht ihrer Zeihlenanzahl'?, also (n+1)x*|B].
Daraus ergibt sich die Dimension des Losungsraums fiir den Kern der Differenzmatix
Zu:

(n+1)%|B|+r)—((n+1)*|B|)=r
d.h. die ((n + 1) % |B| +r) x r—Matrix L hat die korrekten Dimensionen.

Fiir die Folge
1<ji=@m+1)*|Bl+1<---<jo=n+1)|Bl+r
und L = (I,,) gilt: Vi,pe {1,...r}: l;,; =1 und 1, =0 fiir alle p # .

Aus der Definition der Produkte (— 5.2.17), cod(D) = AGy,, und Diagramm (a) folgt:
¢, und /, sind monotone Morphismen in den freien abelschen Gruppen.

Die Matrixeintrage von L sind entweder von dem monotonen Morphismus f,,; er-
zeugt, gleich Null oder stammen aus der Einheitsmatrix, d.h. sie sind in jedem Fall
aus N. O

Damit sind alle Voraussetzungen fiir die Anwendung von Lemma 5.2.19 gegeben, d.h.

<E®, Mp (L, 7°, [ D(s) ))

s € Obj (S)

ist ein Equalizer zu Zp und Zo in AGy,,. Mit Satz 5.1.19 folgt daraus unsere Behaup-
tung.
O

Beweis (5.2.23 Colimeseigenschafen):

(I):

Wir zeigen, dafl die Annahme:
dece C, Vs € Mor (S), as € Ag: ¢5(as)(c) =0

zum Wiederspruch fiihrt. Dazu definieren wir die freie abelsche Gruppe C° durch:
C' = C U {¢} und die Morphismenfamilie

(Ce: A® — 6’®)360b]- (s) durch: ¢ ® _ cs fiir alle s € Mor (S) .

Aufgrund unserer Eingangsannahme ist es leicht einzusehen, dafl

_ —®
((CS)SEObj (8) ¢ )

7ohne die nur mit Nullen gefiillten Zeilen am Ende
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eine Senke fiir D in AGy,, bildet. In diesem Fall darf es nur einen Morphismus

&C® — C° mit der Eigenschaft ¢oc, =¢, fiir alle s € Obj (S)

in AGyp, geben.

Da das Bild von ¢ unter ¢ durch diese Bedingung nicht festgelegt ist, existiert kein
¢s in dessen Bild c liegt und es gibt mit dem neutralen Element und ¢ in C° mindes-
tens zwei Mo6glichkeiten ¢ abzubilden ohne die Bedingung zu verletzen. Die Existenz
mehrerer (unterschiedlicher) Morphismen mit der genannten Eigenschaft steht im
Wiederspruch zu der Annahme, da8 ((¢;)scop;(s), C®) einen Colimes zu D in AGj,,
bildet. O

(IT):

Wir zeigen, dal die Annahme:

ds,s' € Mor (S), as € A,, aly € Ay, c€ C:
cs(as)(c) >0 A co(ay)(c) >0 A as 7 dl,

zum Wiederspruch fiihrt. Dazu definieren wir die freie abelsche Gruppe C° durch:
C = CU {¢,@} und die Morphismenfamilie

(T A® = C®)scon (S)

fiir alle Objekte r aus S, x aus A, und y aus C° durch:

;

0 s(r=asNy=c)V(r7#£a;Ny=72)

cr(2)(c) (x=asNy=7)V(r#a Ay =c)
2 (2)() =< e (@) =7

G (u)(y) +6)y) ;e =udv

e () (y) ; sonst

\

und zeigen, daB ((s)sc o) (s), 6@)) eine Senke zu D in AGy,, bildet. Im zweiten Schritt
leiten wir daraus einen Wiederspruch ab.

(((¢s)seomj(s)» C) ist eine Senke): Das die ¢; monotone Morphismen in den freien
abelschen Gruppen sind, folgt direkt aus ihrer Definition. Verbleibt noch der Nachweis
ihrer Vertriaglichkeit mit den Diagrammorphismen, d.h. fiir alle m:r — '

Cp O D(m) =C .

Wir ze&gen diese Figenschaft fiir alle Basiselemente b, aus A, und alle Basiselemente
d aus C'. Fiir alle anderen Elemente ergibt sie sich dann aus der Vertréglichkeit der
¢s und D(m) mit der Gruppenoperation .

¢ 0 D(m)(b,)(d)
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=2 ( @ Dm)(b,)(b.) *b.)(d)

b;,GAT/
= @D Dm)(b) (b)) e (b.)(d)
b’T,EAT/
Fallunterscheidung;: eb, =a;,Nd=c

eb, =a;,Nd="¢

oed=7¢

ed#cNd#CNd#T

b, AasNd=c
ebh.Fa;Nd=¢

(b, = as ANd=c):
= @ Dm)(b) () *0 =0 =72(b)(d)

b;,GAT/

(b = as ANd=70¢):
= @D Dm)(b) (b)) * e (b)(c)

b;,GAT/

= ¢y 0 D(m)(by)(c) = ¢ (by)(c) =E (by)(d)

(d =e):
= @ Dm)(b)(By) # e (40

b;,GAT/

= ¢y 0 D(m)(by)(c) = ¢r(by)(c) =& (by)(d)

(d#cANd#7e):
= @ D(m)b,)(by) * crr (b])(d)

b;,EAT/

= ¢ 0 D(m)(b:)(d) = ¢ (br)(d) = & (by) ()

(b, # as ANd = c):
= @ D(m)() () * i (b)(d)

b;,GAT/

= ¢y 0 D(m)(B,)(c) = ex(br)(€) = 7 (b,)(d)

(b # as ANd =70¢):
= @D Dm)(b) (b)) *0=0=7c,(b)(d)

b;,GAT/

cod(D(m)) = AGsp,

Cr € Agfm

b;n/ == bT‘ — Qg

:b;,:as,dzc

b;n/ == bT‘ — Qg

:>b,/:a/s,d:E

r

Senke zu D
b =asNd=c¢

Def. Cpr

Senke zu D, Def. ¢,

d#cNd#¢

d#cNd#¢

b, = b, ANby 7 as
= b, #a,d=c

Senke zu D

b, = b, ANby 7 as
= U, # a5, d=¢C
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(Senke =—>Wiederspruch): Aus der neuen Senke folgt die Existenz und Eindeu-
tigkeit eines Morphismus

&C® = C° mit der Eigenschaft Coc, = ¢, fiir alle s aus S.
Zusammen mit der Definition der ¢, 148t sich daraus ableiten:
Cs(as)(c) =0 = Coc(as)(c) =0 = €(c)(c) =0
¢y (aly)(€) =0 = Cocy(ay)(c) =0 = ¢(c)(¢) =0
Wir definieren im folgenden mit f und g zwei weitere von einander verschiedene

AGrm~Morphismen und zeigen, daf sie die gleiche Eigenschaft wie ¢ haben. Wegen
der Eindeutigkeit von ¢ ergibt sich daraus der Wiederspruch.

((foes =7¢,)): Sei f ein Morphismus in AGy,, der auf den Elementen aus C' und C
folgendermaflen definiert ist:

0 cr=cANy=7¢
f@)(y) = qe@)(c) + (@) (@) sz #Fchy =70
c(x)(y) Yy #£7T

Wir zeigen die Eigenschaft zunéchst fiir alle Objekte s aus &, Elemente x aus der
Basis von D(s) bzgl. des Elements ¢

foen(@)(@)
_ ( S (o)) * F()(@) ) T e(@)(6) * F(O@)
c e C\{c}
- lzcci({x]?(c’) x (¢(x)(c) + ¢(z)(¢)) Def. f, f(¢)(@) =0
= £ a(a)(¢) + (o)) + ) ) 2)(0) = 0, 2(0) (@) = 0

=%, (2)(c) +2(2)(@) Eigensch. ¢
= ¢s(7)(c) Def. ¢
= %,(z)(@) Def. ¢,

Fiir alle iibrigen Elemente y aus C, Objekte s aus S und x aus der Basis von D(s)
folgt aus der Definition von f: f o c,(x)(y) =Cocs(z)(y) = ¢s(x)(y).

((gocs =7)): Sei g ein Morphismus in AG,, der auf den Elementen aus C und C
folgendermaflen definiert ist:

0 s rF£chNy=7¢
g(@)(y) =41 s r=cAy=7¢
cx)(y) sy #7
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Vs € Obj (S), © € Base(D(s)): Def ¢
g o cs(2)(¢') = cs(x)(c) = ¢s(z)(@)

und

Vs € Obj (S), x € Base(D(s)), y € C: Def ¢

g o cs(x)(¢) = Cocs(2)(y) = () (y)

Beweis (5.3.3 Colimites fiir initiale Modelle):

Im folgenden bezeichnen wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit den von einem C-
Morphismus h generierten Funktor M (h) mit V}, und fiir alle s, m: s — s’ aus S, den
jeweils vom initialen Objekt Ip(s) aus eindeutig existierenden M(D(s))-Morphismus
mit

evaly: Ipisy = Ve,(Ic) resp. mit eval,,: Ipisy — Vo) (Ins) -

(Kommutativitit): Fiir alle S-Morphismen m: s — s’ gilt:

Vo (evaly: Ipiry = Ve, (Ic)) = Vo) (evaly): Vo) (Inisy) = Ve, (Ic) ™

mit der Initialitdt von I'p(y in D(s) folgt daraus:
(a) : Vo (evaly) o eval,, = eval
Damit konnen wir zeigen:
(cy, evaly) o G(m) = (cy, evaly) o (D(m), evaly,)
= (cy o D(m), Vpm)(evaly) o eval,,)
= (cs, evaly) Eigens. Colim. v. D, (a)

(Couniverselle Eigenschaft): Sei
(€5, ses, M) mit M € M(C)

eine weitere Senke fiir G in GSF. Dann bildet

((Es)se& C)

18Vp(m) o Ve, = Vp(m)oc,, = Ve,; die Indices sind Morphismen in C'°P!
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eine Senke zu D in SF und es existiert eindeutig ein C-Morphismus

¢:C — C mit der Eigenschaft Vs € Obj (S): Coc, = ¢,
Daraus konstruieren wir den GSF-Morphismus

(¢, evalc): Ic — M

fiir dessen zweite Komponente bzgl. aller S-Objekte s gilt:

Ve,(evale: I — Va(M)) = V., (evale): V., (Ic) — Ve, (M) .
Mit der Initialitét von Ip() in D(s) folgt daraus:

(b) : V. (evalc) o evaly, = e Ipgy — Va, (M)

und damit:
(¢, evalc) o (¢, evaly)
= (Cocs, V., (evale) o evaly)

= (¢, M) Eigens. von ¢, (b)

(Eindeutigkeit): ¢ ist eindeutig mit der Eigenschaft: , Vertriglichkeit mit allen ¢,
und evalc ist aufgrund der Initialitit von I eindeutig. Damit ist auch (¢, evalc)
eindeutig.

19y, 0 Vs = V. oz = Vs, ; die Indices sind Morphismen in C°P!
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Beweis (5.3.4 Pushouts und freie Konstruktionen):
(Freie Konstruktion =— Pushout):

Wir nehmen an, daf§ (u4, C) eine Mj,-universelle Abbildung zu A (— 5.1.10) ist, d.h.
zu jedem M (FE)-Morphismus f existiert eindeutig ein M (D)-Morphismus f’ der das
nachfolgende Diagramm kommutativ erginzt

A YA M,(0) C
S

f Mu(f) LS
Mh(B) B

und zeigen, daf} in diesem Fall das Diagramm

PN
(idg, eval 4) 3 (idp, evalc)
A XN C

einen Pushout in GSF bildet.

(Kommutativitét): Unsere Annahme, Iy ist das initiale Objekt in M(E), impli-
ziert fiir alle Morphismen k, k' von I in ein M(E)-Objekt C: k = k'. Damit kénnen
wir zeigen:

(idp, evalc) o (h, k™)
= (h, Mp(evalc) o h™)
= (h, us o evaly) I; ist initial

= (h, ua)o (idg, evaly)

(couniverselle Eigenschaft): Sei
(5,2 )ses, C)

eine weitere Senke mit C' € M(G) und G € SF. Wir zeigen, daf} in diesem Fall genau
ein GSF-Morphismus B
cC—C

existiert, mit der Eigenschaft

co (hyuy) = (¢1,e") und o (idp, evaly) = (€2, .



Beweise zu Kapitel 5 281

Aus der neuen Senke folgt
(e, e)") o (idp, eval 4) = (2,5") o (h,h™) => & =Cy0h
und damit:
Mz (C) = Meyon(C) = My(Mg, (C)) = &1 A = Mu(Mq(0)) .

Wegen der universellen Eigenschaft von (uy4,C) existiert in diesem Fall ein M(D)-
Morphismus

e C — MEQ (6)

der das Diagramm

eM M,(@Em) e
; ;

My (Me,(C)) Me,(C)
kommutativ ergdnzt. Daraus 1483t sich der GSF-Morphismus
¢ = (G, c™):C —C

konstruieren, mit der Eigenschaft:

(€2,¢™) 0 (h,up) = (G2 0 hy, Mu(@") o uy) = (¢1,2") (a)
und
(€2,€™) o (idp, evalc) = (€3, o evalc) = (Co, ) I ist initial

(Eindeutigkeit): Die Eindeutigkeit von ¢ in GSF folgt aus ¢, = ¢, o h und der
Eindeutigkeit von ¢™ in (a). O

(Pushout — freie Konstruktion):

Es muf} zu jedem M (FE)-Morphismus f die Existenz und Eindeutigkeit eines M (D)-
Morphismus f’ nachgewiesen werden, der das Diagramm

A YA L M,(0) C
O i

f Ma(f) LS
M, (C) C

20¢y o h = h @ Gy, wobei o die Komposition in C°? bezeichnet (— 5.1.7)
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= (co hy, My, (M,

kommutativ ergéinzt.

Sei f: A — M,,(C) gegeben. Wir konstruieren daraus den generalisierten Morphismus
(h,f):A—C

Aufgrund der Initialitdt von Iy ergénzt f das nachfolgende Diagramm kommutativ.

(h, h™)

I Ip

(idg, eval 4) D) (idp, evalg)
A _
hp - C

Damit bildet ((h, f), (idp, evalg), C) eine weitere Senke zum Pushout. Wegen dessen
couniversellen Eigenschaft existiert in diesem Fall genau ein GSF-Morphismus

(idp, f): C — C mit (h, f) = (idp, f') o (h,u4).
Daraus ergibt sich der gesuchte M(D)-Morphismus
f:C — C mit f = Myu(f')ouy.
(Eindeutigkeit): Die Eindeutigkeit von f’ ergibt sich aus der Eindeutigkeit von
(idp, f') mit der Eigenschaft (h, f) = (idp, f') o (h,ua). O

|

Beweis (5.3.5 Konstruktion von Coequalizern):

(Vertraglichkeit):

(e, M(d) ouar) o (hy, f1)

= (cohy, My, (Me(d) oun) o f1)

= (k, My(d) o My, (un) o f1) k=col

= (k, Mg(d) o My (g1) 0 ua) 5.3.5

= (k, My(do gi)ouy)

= (k, Mi(do g2) o ua) Coequalizer d

= (k, Mi(d) o My(g2) 0 ua)

= (k, My(d) o My, (ua) o f2) 5.3.5
(

d)oux)o f) k=cohy

A/—\
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= (¢, Mc(d) oup) o (hy, f2)

(Couniverselle Eigenschaft):

Sei (¢, d): A’ — D mit (¢, d)o(hy, fi) = (¢, d)o(hy, f2) ein generalisierter Morphismus
in GSF. Wir zeigen, dafl unter diesen Umsténden ein generalisierter Morphismus

@d:D—D
existiert, der mit der Eigenschaft (¢,d) o (c,d) = (g, d) bis auf Isomorphie eindeutig
ist.

Aus der Eigenschaft von (Z, d) folgt: @ o hy = € o hy und damit Aufgrund der co-
universellen Eigenschaft des Equalizers (¢,C) die Existenz und Eindeutigkeit eines
Morphismus

¢:C — C mitcoc="¢.

Aus dem Modellmorphismus d und den universellen Abbildungen, ergeben sich die
folgenden kommutativen Diagramme:

(a): A YA, Mk(B) B (b): 4r YA ~ M.(B') B’
My, (d) o fi 0 Mk(q) q 1=1,2 d X MC(T) r
M, (Me(D))  Mq(D) M (Me(D)) Mz(D)

Daraus folgt:
My (rog;)ouy
= M.(r) o My(gi) o ua

= My (r) o My, (uar) o f; 5.3.5
= Mp,(Mc(r) oun) o f; k=coh;
= M, (d) o f; (b)
—rog =qg=rog (a)

Mit der Eindeutigkeit von ¢ in Bezug auf die Eigenschaft co g, = co g9, folgt daraus
die Existenz und Eindeutigkeit eines Morphismus

d:C — Mx(D) mitdod=r.

Kombiniert mit ¢ ergibt sich daraus der generalisierte Morphismus

(@ d):D — D.
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fiir den wir zeigen: (Co c/l\) o (¢, Mc(d) oun) = (¢, d).
(@) o (c; Mc(d) 0 ur)

= (€0 d, M(d) o Mc(d) o un)

= (& M.(dod)ouy) Eigensch. v. ¢
= (¢, M(r) o uy) Eigensch. v. d
= (c,d) (b)

Die Eindeutigkeit von ¢ folgt direkt aus unserer Annahme, daf ¢ ein Equalizer fiir ¢,
g2 bildet. Angenommen es gibe einen Modellmorphismus

d: D — Mz(D) mit (€od)o (c, M(d) oux) = (¢,d)

dann folgt daraus:

— M (dod)ouy =d

—~dod=r Eindeutigk. v. r

~

—d=73 Eindeutigk. v. d

Beweise zu Kapitel 6

Beweis (6.1.3 Coprodukte in SZG):

Wir notieren im weiteren das Coprodukt HseObj (S) SO, durch SO, und das Paar
(SO., OP,) durch Sig...

Es muf} gezeigt werden:

o ((c59,¢2%)sconi(s), Sig.) ist eine Senke und

e diese Senke ist Eindeutig.

(((c59,¢9%)se o (s), Sig.) ist eine Senke): (SO, OP.) ist eine Signatur. ¢;° und
cO% sind fiir alle ObJekte s aus S Abbildungen von der jeweiligen Komponente des
Dlagrammobjekts in die entsprechende Komponente des Colimesobjektes. c¢?F ist
dariiber hinaus per Definition mit den Sorten der Operationen vertriaglich. Damit
bilden die Paare (c59, ) Signaturmorphismen von den Diagrammobjekten in das
Colimesobjekt. Da es sich bei der Doméne des Diagrammfunktors um eine diskrete

Kategorie handelt, folgt daraus unsere Behauptung.
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(Eindeutigkeit): Sei ((€59,297)c 0 (s), Sigs) eine weitere Senke fiir D. Wir zeigen,

daf} in diesem Fall ein eindeutiger Signaturmoprhismus

(€59,297): Sig, — Sig, mit (2°9,297) o (59,07 = (e59,207)

S ?’s S )’ s

existiert.

Unter der Annahme Sig; = (SO, OP:) folgt aus der Eindeutigkeit des Coprodukts
der Sorten die Existenz und Eindeutigkeit einer Abbildung

¢99:80, — SO; mit ¢ 050 =¢°

fiir alle Objekte s in S.

Da zu jeder Operation op in OP. eindeutig ein Objekt s aus S existiert mit op €
OP; und c9F(op) = op, 1at sich die Operationsabbildung ¢°: OP, — OP; wie folgt
konstruieren

coP(

def _ — = g
Op) = CSOP(Op): CsSO (801)7 Tt Cfo (Son) - Cfo (SO)

59 (s0,) — 39 (s0) aus OP,. Aus

’ s

fiir alle Operationen op = c¢?F(op): ¢59 (s0y), - - -

¢ (op) =T (0p): 70 (s01), -+, T (s0n) — T (50)
=) (0p): @ (e (s01)), -+, 59 (e (s0n)) — (e (50))

fiir alle Operationen op in OP, folgt die Vertriglichkeit von ¢°7 mit den Sorten der

Operationen. Damit ist (¢°9,¢9F) ein Signaturmorphismus von Sig, nach Sig-.

Fiir alle Objekte s in & und alle Operationen op in OP; gilt:
e (" (op)) =2 (op) = ©"(op)

und damit (¢59,¢9%) o (59, cOF) = (€59 0 59,29 0 cOF) = (259,20P).

Sei (¢59,¢°F): Sig. — Sig, ein weiterer Signaturmorphismus mit der Eigenschaft

(57, 29%) 0 (¢77,e)7) = (. 277)

fiir alle Objekte s in S. Wir zeigen, daf} in diesem Fall (¢5°9,¢9F) = (¢59,¢°F) gilt.

Aus der komponentweisen Komposition der Signaturmorphismen und der Eindeutig-
keit von ¢°9 als Morphismus vom Colimesobjekt SO, nach SO, folgt ¢°¢ = ¢%9.

Dariiber hinaus folgt aus der Kompatibilitit von (¢°¢,¢F) mit den Diagrammor-
phismen, der Konstruktion von OP, und der Definition der Abbildungen ¢&* fiir alle

Operationen op aus OP,:
Js € 0bj (S): ¢ (op) = 9" (cO% (0p)) = 9% (op) = 2" (op)

Damit gilt ¢°” = €% und zusammen mit der zuvor gezeigten Gleichheit der Sor-
tenabbildungen gilt (¢59,¢9F) = (¢59,¢9F).

O
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Beweis (6.1.4 Coequalizer in SZG):
Es muf} gezeigt werden:
e ((c,d), (SO, OP)) ist eine Senke und

e diese Senke ist eindeutig.

(((¢,d), (SO, OP)) ist eine Senke): (SO, OP) ist eine Signatur. ¢ und d sind Ab-
bildungen von SOy bzw. OPy nach SO bzw. OP. d ist dariiber hinaus per Definition
mit den Sorten der Operationen vertraglich. Damit bildet (¢, d) einen Signaturmor-
phismus von D(s’) nach (SO, OP). Die Vertriglichkeit von (¢, d) mit den Diagram-
morphismen folgt aus der komponentweisen Komposition der Signaturmorphismen
und den Eigenschaften der beiden Coequalizer.

(Eindeutigkeit): Sei ((¢°?,¢°T), Sig.) eine weitere Senke fiir D. Wir zeigen, daf
in diesem Fall ein elndeutlger Slgnaturmoprhismus

(650,2°7): Sig, — Sig; mit (2%°,2°7) o (e, d) = (€%, 2°T)
existiert.

Unter der Annahme Sig; = (SO, OP;) folgt aus der Eindeutigkeit der Coequalizer
die Existenz und Eindeutigkeit einer Abbildung

59: 80 — SO, mit %% oc=7¢%9

und einer Abbildung
a:C = OP: mit aod==¢c".

Da die Menge C' und die Operationsfamilie OP von ihren Elementen her gleich sind
(d ist als Morphis in einem Coeqalizer der Kategorie der Mengen SET surjektiv) 148t
sich die Operationsabbildung ¢°7: OP — OP, wie folgt konstruieren

2%P(op) = a(op): e (501), -+, e" (s0n) — €07 (s0)
fiir alle Operationen op = d(op'): ¢(so1), - - -, ¢(s0,) — ¢(so0,) aus OP. Aus
¢ (op) = alop): 259 (s0),- - -, 59 (s0,) — &9 (s0)
= a(op): €7 (c]7 (s01)), - -+, €% (c]9 (s0n)) = €0 ({7 (50))
20

fiir alle Operationen op in OP folgt die Vertriiglichkeit von ¢°” mit den Sorten der
Operationen. Damit ist (¢59,29F) ein Signaturmorphismus von (SO, OP) nach Sig..

Fiir alle Objekte s in S und alle Operationen op in OPy gilt:
¢ (d(op)) = a(d(op)) =" (op)

und damit (¢°9,¢9%) o (¢,d) = (¢59 o ¢,c%" 0 d) = (¢°9,2°F).
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Die Eindeutigkeit (¢5¢,29F) folgt aus der Eindeutigkeit der Morphismen ¢°° und «.

Beweis (6.2.6 Colimites in SPEC):
Es muf} gezeigt werden:

o ((cs)sconj(s), (Sig, EQ)) ist eine Senke und

e diese Senke ist eindeutig.

(((cs)seonj(s)s (Sig), EQ) ist eine Senke): (Sig, EQ) ist eine Spezifikation. ¢, ist
fiir alle Objekte s aus S ein Signaturmorphismus von dem jeweiligen Diagrammob-
jekt in das Colimesobjekt. Das c¢; mit den Gleichungen vertriglich ist folgt direkt
aus der Konstruktion der Gleichungsmenge F(). Damit bilden die c¢; Spezifikations-
morphismen von den Diagrammobjekten in das Colimesobjekt. Die Vertriglichkeit
dieser Morphismen mit den Diagrammorphismen folgt aus ihrer Vertriglichkeit mit
den Morphismen des Diagramms G, die definitionsgem&fl mit der Einschrénkung der
D-Morphismen auf die jeweiligen Signaturen iibereinstimmen und aus der Definition
der Spezifikationsmorphismen als gleichunsbewahrende Signaturmorphismen.

(Eindeutigkeit): Sei ((C;)scouj(s), Specg) mit Spec = (Sigs, EQ;) eine weitere Sen-
ke fiir D. Wir zeigen, daf} in diesem Fall ein eindeutiger Spezifikationsmoprhismus

¢ (Sig, EQ) — Spec; mit cocg =G
fiir alle S-Objekte s existiert.

Als Senke fiir D bildet ((€s)scon;(s), Specg) auch eine Senke fiir G. Aufgrund der
Eindeutigkeit des Colimes der Signaturen folgt daraus die Existenz und Eindeutigkeit
eines Signaturmorphismus

c: Sig — Sig. mit coc, =G

fiir alle Objekte s in S. In dem wir zeigen, dafl ¢ die Gleichungen respektiert, ergibt
sich daraus der gesuchte eindeutige Spezifikationsmorphismus.

Fiir alle Gleichungen
(X% (D), c(r)), s € 0bj(s), (X,L,7)eEQ,

in FQ gilt: R )
(), 2()(1), &e)i(r) = (X%, 2(1), &(r)

S S S

und damit

EQ; = (X, 2(c) (1), e(0)5(r))



288

Anhang

da ¢, als Spezifikationsmorphismus mit den Gleichungen vertréglich ist.

|

Beweis (6.2.21 Coprodukte fiir Algebren):
Im weiteren bezeichnen wir die Spezifikation (SO, OP., EQ,) mit Spec, und die Al-

gebra
((Ago)SOESON (OpAc: Agol Xoeee X Agon - Ago)opeOPcsolmso”’so)

mit A,.

Es muf} gezeigt werden:
o ((cs,id)sconj(s), Ac) ist eine Senke und

e diese Senke ist eindeutig.

(((cs,id)scobj (s), Ac) ist eine Senke): Gemif unseren Eingangsannahmen bildet
((cs)scobj(s), Spec,) ein Coprodukt fiir G in der Kategorie der Spezifikationen SPEC
(— 6.2.6, 6.1.3), daher existiert zu jeder Sorte so und jeder Operation op in A. ge-
nau ein Objekt s aus & und eine Sorte so’ bzw. eine Operation op’ aus G(s) mit
59 (s0') = so bzw. c9¥(op') = op. Damit sind die Trigermengen und Operationen in
A, wohldefiniert und A, ist eine Algebra in ALG(Spec,).

Dariiber hinaus folgt aus der Definition von A. und der Definition der Vergiifunktoren
(—6.1.11) D(s) = V., (A.) fiir alle Objekte s aus S, sodaB (cs, id) fiir alle Objekte s
aus S einen generalisierten Algebramorphismus von D(s) nach A, bildet. Da es sich
bei § um eine diskrete Kategorie handelt, folgt daraus unsere Behauptung.

(Eindeutigkeit): Sei ((¢5,¢2)sconj(s), Ae) mit Spec; = cod(c,) eine weitere Senke
fiir D. Mit der Eindeutigkeit der Coprodukte folgt daraus die Existenz und Eindeu-
tigkeit eines Spezifikationsmorphismus

¢: Spec, — Spec. mit cocs =T
fiir alle Objekte s aus S.

Wir definieren den Algebramorhismus ¢: A, — V(Az) durch

oy (@) =7 (a)

8

fiir alle Objekte s aus S, Sorten so aus SO, und Elemente a aus AZSO(SO) = A:,. Aus
/C\?fo(so)(csop(op)/lc (ah Tt Cbn))
=2 (opa,(a1,...,an)) Def. ¢, 6.2.21

= OpVE(AE) (Efsol (al)a s 76;450” (a’n)) 5;4 € A‘Cg(g(s))
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= CSOP(Op)Vg(AE) (/C\%O(sol)(al)a s 7/6\?2‘0(80n)(an)) Def /C\A, 6]_]_]_, Es = /C\OCS
= 0Py, (4z) (Effo (sop) (@) -+ EASO (som (0n)) Def. ¢4, 6.2.21
fiir alle Objekte s aus S und Operationssymbole op: soq, ..., so, — so aus OP;, folgt

die Vertriglichkeit von ¢! mit den Operationen.

Mit der Definition der Vergififunktoren (— 6.1.11) und ¢o ¢; = ¢, folgt

V.. (e =¢!

S

fiir alle Objekte s aus & und wir erhalten den generalisierten Algebramorphismus
(c,e"): A, — A; mit

(@, ¢Y) o (¢5,id) = (o ¢y, V., (1) 0id) = (¢,,¢)
fiir alle Objekte s aus S.
Fiir alle anderen generalisierten Algebramorphimsen
(€, ¢"): A, = Az mit  (€,¢Y) o (¢, id) = (¢,,¢)
fiir alle Objekte s aus S, folgt
Vs € 0bj (S): cocs = ¢

und damit aufgrund der Eindeutigkeit von ¢ mit dieser Eigenschaft ¢ = ¢. Aulerdem
gilt fiir alle Objekte s aus &

Vcs (EA) = E? = VCS (/C\A)
und damit, da fiir alle Spec.-Sorten so ein Objekt s aus S und eine Sorte so’ aus SO,
existiert mit ¢59(s0') = so und ¢4 =V, (¢")sy (= 6.1.3, 6.2.6, 6.1.11), ¢ = ¢,

|

Beweis (6.2.22 Coequalizer fiir Algebren):

Im weiteren bezeichnen wir die Algebra ((Cso)soes0, (0Pc)opeor) mit C.

Es muf} gezeigt werden:

e (c,C) ist eine Senke und

e diese Senke ist eindeutig.

((¢,C) ist eine Senke): C' ist eine Spec-Algebra und ¢ eine Familie von Abbildun-
gen zwischen den Triagermengen von B und C. Aus der Definition der Operationen
in C folgt dariiber hinaus deren Vertréiglichkeit mit ¢. Damit bildet ¢ einen Algebra-
morphismus von B nach C'. Die Vertriglichkeit von ¢ mit den Diagrammorphismen
folgt aus der Definition der Trigermengen in C'.
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(Eindeutigkeit): Sei (¢, D) eine weitere Senke fiir D. Wir zeigen, da§ in diesem
Fall ein eindeutiger Algebramorphismus

¢cC —-D mit coc=c¢
existiert.

Die Abbildungsfamilie € = (€s,)socs0 Wird fiir alle Spec-Sorten so und alle Elemente
[b] aus Cy, durch:

Cso([D]) = Tso(D)
definiert. Zunichst mufl nachgewiesen werden, dafl ¢ wohldefiniert ist, d.h. daf3
Vso € SO, [b] € Cy,, b, b € [b]: Cy0(b) = Cyo(b')
gilt. Der Beweis erfolgt durch strukturelle Induktion.
(Induktions Basis): b, &' sind Konstanten oder nicht generierte Elemente.

Im Fall von Konstanten, folgt aus der Vertréiglichkeit der Algebramorphismen f, g
mit den Operationen und der Definition der Kongruenzrelation: b, b’ € [b)] = b =b'.
Damit gilt die Behauptung fiir Konstanten. Fiir nicht generierte Elemente folgt sie
aus der Definition der Kongruenzrelation in Zusammenhang mit der Vertraglichkeit
des Algebramorphismus ¢ mit den Diagrammorphismen, d.h. aus ¢o f =¢og.

(Induktions Schritt): Die Behauptung gilt fiir b;, b, i =1,...,n, b = opg(b1,...,bn)
und b’ = opg(by,...,0,).

ESO(OpB(bla ey bn))

= 0pp(Cs0, (b1); - - -+ Cs0,, (b)) ¢ € ALG(spec)
= 0Pp (Esol (bll)a s aEson (b%)) Ind Annahme
= Coo(opp(Bl, .., 1) ¢ € ALG(spec)

Fiir alle Sorten so aus SO und Elemente b aus By, gilt:
Cs0 © Cs0(b) = Cso([b]) = Ts0(D)

und damit ¢o ¢ = ¢. Mit Hilfe dieser Eigenschaft konnen wir die Vertriiglichkeit von
¢ mit den Operationen zeigen.

Fiir alle Sortentupel soq, ..., so, aus SO“, Sorten so aus SO, Operationssymbole op
aus QP03 und Elemente [b;] aus Cy,,, i = 1,...,n gilt:

/C\so(opc([bl]v sy [bn]))

= Cso(0pc (€50, (D1)y - -+, Cs0, (b1))) Def. ¢

= Cso(Cso(0pB(b1,...,b,))) 6.2.22
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= Cso(0pp(b1,. .., by)) coc=¢
= OpD(Esol (bl)a -+ Cso, (bn)) (S AEQ(SpeC)
= OpD(/C\sol ([bl])a s ;/C\son([bn])) Def /C\

Damit bildet ¢ einen, mit den Morphismen der neuen Senke vertriglichen, Algebra-
morphismus von C' nach D.

Fiir jeden anderen Algebramorphismus

und damit ¢ = ¢.

Beweis (6.3.5 Transformation von Colimites):
(Funktoreigenschaften von 7°):
Es muf} gezeigt werden:

e 7° bewahrt die Identititen und
e 7° bewahrt die Komposition.
(T° bewahrt Identitdten): Sei Spec = (SO, OP, EQ) eine Spezifikation und

T5(Spec) = Spec(X) = (SO, OP(X), EQ) ihre Erweiterung um die Variablenfamilie
X als zusétzliche Konstanten, dann gilt:

TS (idspec )
= T5((idso, idop)) 6.2.4
= (idso, (idop)?) 6.3.4

und fiir alle Spec(X)-Operationen op

v fidop(op), op € OP;
(idop)* (op) = {x:—>idso(s), op=r:—sANz€X. 6.54

= idop(x)(op)
= Ts(idSpec) = (idSO;idOP(X)) = Z.dSpec(X) 6.2.4
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(7% bewahrt die Composition): Seien
— Spec; = (50;, OF;, EQ,), i = 1,2,3, Spezifikationen,

— T9(Spec;) = Spec,(X) = (SO;, OP;(X), EQ,;), i = 1,2, 3, ihre Erweiterungen um
die Variablenfamilie X als zusétzliche Konstanten,

— hy = (h39, h2"): Spec; — Spec; 1, © = 1,2, Spezifikationsmorphismen und

~ TS(hi) = (RO, hP7"), i = 1,2,

dann gilt:

T5(hy o hy)

= T5 (h5° o hi® hy" o h{") 6.2.4
= (h§9 o h7°, (YT o h{FY") 6.3.4

und fiir alle Spec,;-Operationen op

(hy" o h{"")" (op)

= 19" o hP% (op) 6.3.4

= 9" o hOP= (op) hOF(op) € OP,, 6.3.4
und fiir alle Spec, (X)-Sorten s und Variablen x aus X

(hd" o hlop)m (x:— s)

= 2:— hy? o h¥9(s) 6.3.4
= hyP (20— h79(s)) 6.3.4, € X0,
z:— b9 (s5) € Specy(X)
= b9 o hOP (22 = 5) 6.3.4, v € X,
xr:— s € Specy(X)
—
TS(h2 e} hl)
= (h3? o h{%, by o hYT?)
= T5(hg) o T*(h1) 6.3.4

(7% ist treu):
Folgt direkt aus der Definition von 7. O
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(7% bewahrt endliche Colimites):

Sei S eine endliche Kategorie. Wir zeigen fiir jeden Funktor D: S — SPEC mit Co-
limes

((cs)seomi(s), Spec.) st ((TS(CS))seObj (8)° Specc(X)) “
ein Colimes fiir 7% o D. Dazu nehmen wir 0.B.d.A an:
— Spec, = (80, OF;, EQ,),
Spec . (X) = (SO., OP.(X), EQ,),
—{D(m) | m:s — s" € Mor (S) } = { hmm: Spec,— Specy | m:s — s € Mor (S) },

— ¢5: Spec,— Spec, fiir alle S-Objekte s

und notieren die Erweiterung 7°(h) eines Spezifikationsmorphismus h mit h?.

Das es sich beim Bild des Colimes fiir D, unter 7°, um eine Senke fiir 7° o D
handelt, folgt aus den Funktoreigenschaften von 7. Es verbleibt der Nachweis der
couniversellen Eigenschaft dieser Senke.

(Couniverselle Eigenschaft): Sei ((¢;)sconi(s), Specs) eine Senke fiir 75 o D, d.h.
es gilt:

(a): Cs = ¢y 0 hl,

fiir alle S-Morphismen m: s — s’, dann konstruieren wir einen Spezifikationsmorphis-
mus ¢*: Spec,(X) — Spec,, der bzgl. der Eigenschaft ¢® o ¢ = ¢, fiir alle S-Objekte
s, eindeutig ist.

Mit der Definition von 7% (- 6.3.4) gilt fiir alle Spezifikationsmorphismen h
(b). Ts(h) dom(h) — h.
Wir definieren fiir jede Sorte o aus SO, eine Menge

(0) E {(0,5) | s € OB} (5), 0 € SO, ¢5°(o) =0}

S

und zeigen, daf fiir jede Spec.-Sorte o und jedes Paar (¢, s), (0”,s') aus (o) gilt:

(c): (o) #D und T, (0") =y (0").

Colimites in der Kategorie der Spezifikationen SPEC werden aus den entsprechenden
Colimites der unterliegenden Signaturen gebildet (— 6.2.6). Deren Colimites werden
wiederum aus den Colimites ihrer Sorten- und Operationskomponenten zusammenge-
setzt (— 6.1.3, 6.1.4), d.h. unsere, nur die Sorten betreffende Behauptung, kann auf
dem Colimes der Sortenkomponenten nachgewiesen werden. Dabei handelt es sich

275 (Spec,.) = Spec,(X)
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um einen Colimes in der Kategorie der Mengen SET . Da nach Satz 5.1.19 in Zusam-
menhang mit Folgerung 5.1.17 jeder Colimes unter auschliellicher Verwendung von
Coprodukten und Coequalizern konstruiert werden kann, geniigt es unsere Behaup-
tung fiir diese beiden Colimeskonstruktionen in S€7 nachzuweisen.

Im Fall von Coprodukten, die in S€T durch die disjunkte Vereinigung der Diagram-
mobjekte und mit ensprechenden Inklusionen gebildet werden, enthilt die Menge (o)
fiir jede Sorte o des Coproduktobjekts SO, genau ein Element, soda$ (c) offensichtlich
erfiillt ist.

Das Objekt eines Coequalizers zweier Funktionen f, g in SE7T wird aus der Codoméne
der Funktionen durch Faktorisierung nach der kleinsten Equivalenzrelation gewon-
nen, die alle Paare (f(a),g(a)) fir die Elemente a der Funktionendomine enthélt
(— Differenzcokerne [ML70] S. 69).

Damit existiert, im Falle einer von dem Graphen s—=s generierten Kategorie S,
d.h. immer dann wenn der Colimes zu D ein Coequalizer ist, fiir alle Paare (oq, s'),
(0, s') aus (o) mit o; # o, eine Folge o1, ..., 0, von Sorten aus SOy mit der Eigen-
schaft, daf} zu jedem Paar von aufeinanderfolgenden Sorten o;, 0;,1 eine Sorte o' aus
SO, existiert, sodaf} fiir die S-Morphismen m, m' von s nach s’ gilt:

hS0 (o) =0; und 157 (0) = 041
Mit (a) folgt daraus:

e (0) = 50 0 h30 (o) = 20 0 h9 (o) = 250 (0141

fir i = 1,...,n — 1 und damit 5% (01) = (0,).

Fiir alle Paare (o', 5), (0", ') aus (o) gilt: (h59(0'),s') € (0). Zusammen mit dem im
vorangehenden Absatz gezeigten Ergebnis folgt daraus ¢5° (o) = &5° o h39(0') und
mit (a)

0 (0') =32 0 h39 (o) =252 (o).

S S

Fiir alle Paare (¢, s), (0", s) aus (o) gilt:

¢s(0') = 0 = ¢;(0") Def. (o)
—> ¢y 0 hiP(0') = 0 =cy 0 5P (") Colimes
= (hp (0), "), (hy0 (0"), ") € (o) Def. (o)
=0 o hp? (o) = e o hil (o) 5.0.
= 0(0) =57 (0") (a)

Damit haben unsere Behauptung fiir alle Sorten o aus SO, und alle Paarkombinatio-
nen aus (o) gezeigt.
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Aus (a) und (b) folgt fiir alle S-Morphismen m:s — s

Cs o hy,

= Cy

Spec, Spec g1

und damit, wegen des Colimites zu D mit dieser Eigenschaft, die Existenz und Ein-
deutigkeit eines Spezifikationsmorphismus
(d): ¢ = (¢"9,¢97): Spec, — Spec; mit  Co ey = Ty gy, -

Mit Hilfe dieses Morphismus und den Mengen (o) zu den Spec (X )-Sorten definieren
wir den Spezifikationsmorphismus ¢*: Spec,(X) — Spec; durch:

o= (250,2%%) mit %% (p) = " (p), p € OP,;
Y 53(271—)0’), p:l‘_>o/\(ol,8) E <0>’

fiir alle Spec,(X)-Operationen p. Die Definition ist wegen (c¢) vollstéindig und de-
terministisch. Da die Sortenabbildung von ¢* derjenigen von ¢ entspricht gilt wegen

(d):

250r o ¢80+ = 50,

Fiir die Operationsabbildung zeigen wir

-0

cOf o (OF

T
S

_ =OP
=c,

fiir alle S-Objekte s, zunéchst fiir alle Operationen p aus OP, C OP.(X) und dann
fiir die neu hinzu gekommenen Konstanten x: — o.

p € OP; Annahme

(@] CS
=¢%% 0 cPF(p) Def. ¢% | (b)
=c/"(p) (d)
p=1x:—0 Annahme

B (z:— ¢59(0)) 6.3.4

=Cs(1: — 0) Def. ¢9%

(0,8) € <cfo (0)>

Die Vertriiglichkeit der Sorten- und der Operationsabbildung mit den Spezifikations-

morphismen ¢, impliziert
e
c'oc; =¢s
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fiir alle S-Objekte s.

Fiir jeden anderen Spezifikationsmorphismus ¢: Spec,(X) — Spec; mit:

fiir alle S-Objekte s, gilt wegen

c Spec,. 0 Cs = Cs Spec,

fiir alle S-Objekte s und damit aufgrund der Eindeutigkeit von ¢ mit dieser Eigen-

schaft: ¢|g,,. =C.

Verbleibt noch fiir Sorten o und alle Variablen z zur Sorte o zu Zeigen:

_ ~ORK

r:—0) =c¢"*(x:— o).

EOP(

Aufgrund von (c) und der Definition von 7 (— 6.3.4), existiert fiir alle Operationen
z:— o aus OP.(X)\ OP,, ein S-Objekt s, eine Spec,(X)-Sorte o’ und eine Operation
z:— 0 mit ¢?F(x:— o) = x:— 0. Damit koénnen wir fiir jede Operation z:— o
zeigen:

cOP(z:— o)

=% 0 cOF(2: — 0) 5.0.

=% (1:— o) 5.0.

Beweis (6.3.8 Natiirliche Transformation):

Wir nehmen 0.B.d.A an
— h: Specy — Spec, ist ein Spezifikationsmorphismus,
— f+ A — B ist ein Specy-Algebramorphismus,

— fiir i = 1,2 ist F; der freie Funktor zur Inklusion von Spec; in Spec,;(X)

und zeigen

Vrsuy(F2(f)) o hy = hi o Fr(Vi(f))-

Der Beweis erfolgt mit Hilfe struktureller Induktion iiber den Elementen der Term-
algebra Top,(x,v,(4)) zur Spezifikation Spec, (X, V,(A)) (— 6.2.15). Faktorisiert nach
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den Sperzifikationsgleichungen ergeben sich daraus die Elemente (Kongruenzklassen)

in Vy(A)(X).

Fiir den Beweis benétigen wir die folgenden Zusammenhinge, die sich aus 6.1.11,

6.2.17, 6.2.18, 6.3.7 und 6.3.7 ergeben

(a): Vh € Mor (SPEC), f € Mor (ALG(cod(h))), a € dom(Vh(f)): Vi(f)(a) = f(a)
(b): Vh € Mor (SPEC), f € Mor (ALG(dom(h))), a € dom(f): Fr(f)([a]) = [f(a)]
(c): Yh € Mor (SPEC), A € Obj (ALG(cod(h))), a € Vi(A): hY([a]) = [a]

Fiir alle Sorten s aus Spec, (X, Vj,(A)) und Terme ¢ aus Top, (x,v,(4)).:

Induktionsbasis: t € OP;".

Es gilt: t € V,(A) oder t & Vy,(A)

t € Vi(A)

—

Vs (Fa(f)) o 4 ([1])

= Vs (F2())([]) = [f ()] = FL(Va () ([2])
= hy, o Fi(Vi(H)) (1)

t & Vu(A)

—

Vrs iy (Fa(f)) o hy([1])

= Vs (Fa(f)) 0 (v, ayx))
= Vrsa (F2 () (s, (acx))

= s ) (B(X))

= hp(tv,(B)(x))
= h o Fr(Va(f)) (tv,(a)(x))

= hy o FL(Va(£)) ()

Induktionsschritt: t = op(ty,...,t,) und fir i =1,....,n

s*

Annahme

(a), (b), (c)
(c)

Annahme

Quotiententermalg.
hy € ALG(Spec, (X))

Vrsmy (Fa(f)) €
ALG(Spec, (X))

hy, € ALG(Spec, (X))

Fi(Vn(f)) €
ALG(Spec, (X))

Quotiententermalg.

VTS(h)(fg(f)) o hz([tz]) = h]é o }—I(Vh(f))([tl])
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Vrsmy(Fa(f)) o hfx([t])

= Vrsuy (Fa(f)) o K (opy, ayx) ([t - -, [ta))) Quotiententermalg.

Vs (Bl ) (0pvy ey acon (BN BN(D) RS € ALG(Specy (X))

= opy(sey (V(F(f) o ha([t]), - V(F(F) o ha(ta]) Vs (Fa(f)) €
ALG(Spec, (X))

= opyixy (Mo FL(Vh(F)) (1)), - - -, By o Fr(Vi(f))([£a]))  Ind. Annahme
= hy(opy, (myx) (FLVu () ([1]), - FL V() ([ta]))) FiVn(f)) €

ALG(Spec, (X))
= hi o FL(Va(f)) (opv,cayc) ([0, - -5 [ta]))) hy, € ALG(Spec, (X))
= hy o Fi(Vu()([1]) Quotiententermalg.

Beweis (6.3.10 Eigenschaften von 74):
Im weiteren bezeichnet:

— F (mit leerem Index) den freien Funktor von einer Spezifikation Spec in ihre
Erweiterung Spec(X) und

— V (mit leerem Index) den Vergififunktor zur Inklusion einer Spezifikation mit
Variablen Spec(X) in die, durch Konstanten zu den Elementen einer Spec-Algebra
A, erweiterte Spezifikation Spec(X, A).

(Funktoreigenschaften von 74):
Es muf} gezeigt werden:

e 74 bewahrt die Identitdten und

e 74 bewahrt die Komposition.

(T4 bewahrt Identitdten): Fiir alle Spezifikationen Spec und alle Spec-Algebren
A gilt:

id% = V(eval: Tspee (X, Via(A)) = Via(Topee (X, A))) 6.3.7, 6.3.5

= V(eval: Tspee (X, A) = Topec (X, A)) 6.1.12

= V(idr,,.(x,1)) Tspee (X, A) ist initial
= 1d 4 (x) Fkt.Eigens. V.,

Daraus folgt:
TA(ida) = TH((idspec, ida))
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= (T5 (idspec), idy o Fida)) 6.3.7

= (idspec(x), idy 0 ida(x)) Fkt.Eigens. T°, F
= (idspec(x), tda(x) 0 ida(x)) $.0.

= idax)

(T* bewahrt die Composition): Wir zeigen, daf fiir alle Paare generalisierter
Morphismen (h, f), (k,g) mit cod((h, f)) = dom((k, g)) gilt:

T((k, ) o (h, f)) = T*((k,9)) o T*((h, f)).

Dazu nehmen wir 0.B.d.A an:

— h: Specy — Spec,,

— k: Spec, — Specs,

— (h, f): A— B,

~ (k,9):B—C
und definieren d: Spec, — Specy =k o h.
Der Beweis nutzt den Zusammenhang

(a): dg, = Vi(ke) o hzk(c)
dessen Giiltigkeit wir zunéichst nachweisen.

(d¢: = Va(ke) o hzk(C))i
Seien

— he: Specy (X, Vi(Vi(C))) — Specy (X, Vi(C)),

— k°: Specy (X, Vi (C)) — Specy (X, C') und

— d°: Spec (X, Vq(C)) — Specs (X, C)
die jeweiligen Erweiterungen (— 6.3.7) der Spezifikationsmorphismen h, k, d dann gilt
wegen d = ko h und Vy(C) = Vior, (C) = Vi, (Vi (C)):

d® = k° o h°.

In Zusammenhang mit der Initialitdt von Tpee, (x,v,(c)) in Spec, (X, Va(C')) folgt da-
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raus das Kommutieren des nachfolgenden Diagramms

eval

(b): Tspec, (x,v4(0)) Ve (Tspecy (x,0(C))) Tspec,(x,vi(0))
)
Vhe [ [
oval he (eval) eva
Ve (TSpec3(X,C’)) Vie (TSpec3(X,C))

und aus den Definitionen der h-Erweiterungen 7°(h) (— 6.3.4) und h¢ (— 6.3.7) folgt

(c): Spec, Spec,(X) s Spec, (X, A)
h\ T5(h) 3 he
(%
Spec, Specy(X) Specy (X, A)

Aus (c) ergibt sich zusammen mit der Definition der Algebraerweiterungen (— 6.3.7)

Vd(o) (X) =V, (TSpecl(X,Vd(C))) 6.3.7
und

Vs iy (Ve(A4) (X))

= Vrs(n) (Vs (Tspecy(x,v1(0))) 6.3.7

= (_)OTS(h)(TSpecz(X,Vk(C)))
= Vheoos (TSpecz(X,Vk(C))) (C)
=V (Vhe (TSpecz(X,Vk(C))))

und

Vrsa)(C(X))

= Vo5 (a) (Tspecy (x,)) 6.3.7
= Vdeof—>(TSpec3(X,C)) (c)
= Ve, Ve (Tspecy(x.0)))

und

v
hvk(c)
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= Vo, (eval: Ty (x v ) = Ve (Toxvi(c)))) T = Tspec,, 6.3.7
und

Vrsmy(kg)

= Vrsny (Vo (eval: Tox vy = Vie(Ts(x,¢)))) T; = Tspec,, 6.3.7
= Ve orsn)(eval)

= Vyeoos (eval) (c)

=V, (Vpe(eval))

und

¢

= Vo, (eval: Tspee, (x,v4(c)) = Ve (Tspec,(x,0))) 6.3.7

Damit entspricht unsere Behauptung dem Bild von Diagramm (b) unter dem Vergif3-
funktor V., zur Inklusion von Spec,(X) in Spec, (X, V4(C)). Thre Giiltigkeit folg mit

dem Kommutieren von (b) aus der Bewahrung von Kompositionen durch V..

Mit Hilfe von (a) und der h-generierten natiirlichen Transformation
hY:FoVy = Vys,oF

(— 6.3.8), die das Kommutieren des nachfolgenden Diagramms impliziert

(d): Vi(B)(X) his Vrsmy (B(X))

F(Vi(9)) ) Vrsmy) (F(9))

ViVR(ON(X) —5—— Vrsy (Vi (C)(X))
folgt:

T((k,9) o (h, f))
=T*((koh, Vi(g) o [))

= (T5(koh), (koh)lo F(Vilg)) o F(f)) Fkt.Eigens. F, 6.3.7

= (TS (ko h), Vrsuy (k) © hy, oy © F(Va(9)) o F(f)) (a)

= (T5(k o h), Vs (k) © Vs (F(g)) © hy o F(f)) (d)

= (T5(k) o T5(h), Vrsmy (k& o F(g)) o hy o F(f)) (d), Fkt.Eigens. Vs

= (T (k), kg0 F(g)) o (T5(h), b o F(f))
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=T*((k,9)) o T((h, f)) 6.3.7

(T4 bewahrt endliche Colimites):
Sei S eine endliche Kategorie. Wir zeigen fiir jeden Funktor D:S — GSPEC—-ALG

mit Colimes
(((037 ds))SGObj (s)a G) iSt ((TA((CSa dS)))seObj (3) ) TA(G)>
ein Colimes fiir 74 o D. Dazu nehmen wir 0.B.d.A an:
~A{D(m) | m:s— s € Mor(S)} ={(hm, fm): As = As},
— huy: Specy, — Specy,
— cs: Spec,— Spec, fiir alle S-Objekte s

und notieren die Erweiterung 7% (h) eines Spezifikationsmorphismus h mit h?.

Die Vertréglichkeit des transformierten Colimes mit den Morphismen des transfor-
mierten Diagramms 74 o D folgt aus den Funktoreigenschaften von 7. Es verbleibt
der Nachweis der couniversellen Eigenschaft.

(Couniverselle Eigenschaft): Mit Definition 6.3.9 gilt:

(T (e D))o THG)) = ((cF, (G) 0 F(dy)), G(X)).2

Wir zeigen, dafl zu jeder Senke

(((537 qs))seObj (8) Q)

eindeutig ein Morphismus

@ d):G(X)—=Q mit (& d) o (", ¥ (G)oF(dy)) = (e, qs)

fiir alle S-Objekte s existiert.

Fiir den Beweis benétigen wir die folgenden Zusammenhiinge, die sich aus 6.2.17,
6.2.18 und 6.3.7 ergeben

(e): Vh € Mor (SPEC), f € Mor (ALG(dom(h))), a € dom(f): Fu(f)([a]) = [f(a)]

(f): Vh € Mor (SPEC), A € Obj (ALG(cod(h))), a € Vi(A): h4([a]) = [a].

2eY(G) =Y, (- 6.3.8)

S



Beweise zu Kapitel 6 303

Da die erste Komponente von Colimites generalisierter Morphismen in GSPEC—-ALG
einen Colimes in SPEC bildet (— 5.3.5, 6.2.18) impliziert jede Senke, wegen ¢y oh,, =
¢, fiir alle S-Objekte s, die Existenz und Eindeutigkeit eines Morphismus

(g): ¢: Spec,— cod(¢) mit Cocy =

fiir alle S-Objekte s. Dieser Morphismus bildet die erste Komponente des generali-
sierten Morphismus von G(X) nach Q. Zur Konstruktion der zweiten Komponente
definieren wir zunéchst fiir jedes S-Objekt s einen Spec,-Algebramorphismus

(@) mit g (a) = gs,([a])

Specg

.G =V

Cs

fiir alle Spec,-Sorten o und Elemente a der o-Trigermenge von A,. Zusammen mit der
Einschrinkung von ¢, auf Spec, fiir alle S-Objekte s ergibt sich daraus die Familie
generalisierter Morphismen

((as Spens q;) G = Q)

deren Vertriglichkeit mit den D-Morphismen wir im folgenden nachweisen. Dazu ist
fiir alle S-Morphismen m: s — s', die Gleichung

th(QQ') o fm = (s

s€0bj (S)

als korrekt zu beweisen.

Vo € S04, a € AS:
Vi (45r) © fm(a)

= Vs, (a5)([fn(a)]) Def. ¢,
= Vig, (0v) © hop, © F(fm) ([a]) (e), (f)
= ¢s([a]) Senkeneigens. (Zy, qy)
= q,(a) Def. ¢/

Zusammen mit der aus Definition 6.3.4 folgenden Gleichung

N P .

Spec

fiir alle S-Morphismen m: s — s’ und der Annahme das ((Cs, ¢s)sc0p) (s), @) eine Senke
fiir 74 o D bildet, gilt fiir alle S-Morphismen m:s — s’

(Es' Specsf’q;’) © (hm, fm) = (Es’ spec,s © Prms Vi, (@) © fm) = (53

Aus der couniversellen Eigenschaft des Colimes (((cs, ds))scobj(s), G) folgt die Exi-
stenz und Eindeutigkeit eines generalisierten Morphismus

(h): (e 7)) © (e0rds) = (2,

/
Spec? qs)

/
Spec? qs)

Specc,r) G — () mit (5
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fiir alle S-Objekte s. Mit Hilfe von r definieren wir eine Menge von Konstanten
Const ={gr =1(g9): = V(Q), | 0 € SO, g € G, },
eine Spec, (X, G)-Algebra

= ((VE(Q)o)oesoc , OPy ) U Const)

mit der Eigenschaft V., (R) = Vs(Q) (= bezeichnet die Inklusion von Spec,(X) in
Spec.(X,G)) und die zweite Komponente des generalisierten Morphismus von G(X)
nach @) R

d: G(X) = Va(Q) =V, (eval: Topee, (x,c) — R).
Das Paar (c, c/l\) bildet einen generalisierten Morphismus von G(X) nach @. Um fiir
alle S-Objekte s dessen Eigenschaft

(@d)o (¢, (G) o F(dy)) = (B, 4s)

nachzuweisen, mufl

Vir (d) 0 ¢V(G) o F(dy) = g

gezeigt werden. Der Beweis dazu erfolgt fiir alle S-Objekte s mit Hilfe strukturel-
ler Induktion iiber den Elementen der Termalgebra zur Spezifikation Spec,(X, A;)
(— 6.2.15). Faktorisiert nach den Spezifikationsgleichungen ergeben sich daraus die
Elemente (Kongruenzklassen) in A;(X), der Doméne von ¢s.

Fiir alle Sorten o aus Spec,(X, A,;) und Terme ¢ aus Top,(x,4,),:

Induktionsbasis: t € OP>°. Es gilt: t € A, oder t ¢ A,

te A, Annahme

=

Ver (d) o ey, o F(d,)([t])

= Ve (d)([ds(1)]) (e), (f)

= Ver (d)(ds (D15, ) ds(t) € Geso )
— dy(t) g Def. d

= r(d,(t)) Def. Const

= Ve, (r) o ds(2) ds(t) € Ve, (G)o
= q,(t) (h)

= q,([t]) Def. ¢/

t g A Annahme
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—
Ve (d) 0 € 0 F(d,) ()

= Ve (d) 0 %, 0 F(dy) (ta,(x)) t ¢ Ay, Q-T.-Alg.
=ty (Q) Alg.-Mor.-Eigens., (g)
= qs(tay(x)) Alg.-Mor.-Eigens.

= q;([1]) Quotiententermalg.

Induktionsschritt: t = op(ty, ..., t,) und fir i =1,....,n

Ve (d) 0 ¢} (G) 0 F(dy)([1:]) = as([t:])

= Ve (d) 0 X(G) 0 F(dy) (0pa,x)([tr], - - - [t])) Quotiententermalg.

= 0pv,,.; (@ (Ve (d) 0 X (G) 0 F(d,)([1]), - - Alg.-Mor.-Eigens.
Ve (d) © ¥(G) © F(dy) ([ta]))

= opve, (@ (@s([11]); - s ([Ea]) Ind. Annahme, (g)

= ¢5(opa,xy([ta], - - - [t])) Alg.-Mor.-Eigens.

= ¢,([t]) Quotiententermalg.

Zusammen mit (g) folgt daraus:

~

@d) o (e, (G) o F(dy)) = (Foc, Vg (d) 0 )(G) 0 F(dy)) = (s 45)-

S S

Fiir jeden anderen generalisierten Morphismus

(): (6,d):G(X) =@ mit (¢.d)o(c, c(G) o F(dy)) = (2, q)

gilt, wegen ¢ o ¢ =¢ fiir alls S-Objekte s und der Eindeutigkeit von ¢, ¢ = ¢.

Umd = d zu zeigen geniigt es nachzuweisen, dafl d die Konstanten YT, (x.cy DEWahTL.
In diesem Fall wire d ein Spec.(X, G)-Algebramorphismus von Tspec(x,q) nach R und
damit bis auf Umbenennung gleich evalp. Da d als Vergifibild von evalg unter V.,

definiert ist und V., die Morphismen unverindert 148t,2® folgt daraus d = d.

Zder Vergififunktor zur Inklusion von Spec,(X) in Spec,(X,G) vergit lediglich die Konstanten
zu den Elementen aus G
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Wir definieren den Spec .-Algebramorphismus
d:G = Ve(Q) mit dy(g) = do([g])

fiir alle Spec.-Sorten o und Elemente g aus der o-Trégermenge von G und zeigen fiir
alle S-Objekte s: V., (d') o ds = ¢..

Yo € 504, b€ B,:

V.. (d") o ds(b)

— Vs (@) ([d, () Det. d
— Vs (d) 0 ¥(G) 0 F(dy) (1) (e), (9
— g, ([B]) (i)

= 4(0) Def.

Mit der Eindeutigkeit von 7 bzgl. dieser Eigenschaft folgt daraus d' = r und zusammen
mit den Definitionen von d’ und Const gilt:

Vg € G: d(9ry,,., (x.0) = dl9]) = d'(9) = r(9) = g,

d.h. d ist mit den Konstanten zu den Elementen aus G vertraglich. O

|
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