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Kurzfassung

Es werden Erhaltungssétze und Bilanzgleichungen fiir ein elastisches Kontinuum mit ei-
ner deformierbaren Mikrostruktur hergeleitet. Unter Benutzung der Lie-Gruppen Theo-
rie findet man alle Lie-Punkt Symmetrien, welche die Lagrangedichte der elastischen
Kontinua mit einer Mikrostruktur invariant lassen. Das Noether Theorem dient in der
Feldtheorie als Mittel zur Herleitung von Erhaltungssédtzen aus den bekannten kon-
tinuierlichen Lie-Punkt Symmetrien. Die Erhaltung des Impulses und Drehimpulses
folgt entsprechend aus der rdumlichen Translations und Rotationssymmetrie. Die Er-
haltung der Energie entspricht der Translationssymmetrie in der Zeit. Beim Ubergang
von dem klassischen elastischen Kontinuum in ein solches mit einer Mikrostruktur wird
die Skalierungssymmetrie der Lagrangedichte gebrochen. Dadurch entsteht aus einem
Erhaltungssatz eine Bilanzgleichung. Auf der gleichen Art und Weise wie fiir ein elasti-
sches Medium mit einer Mikrostruktur findet man Erhaltungssétze und Bilanzgleichun-
gen fiir die lineare Gradientenelastizitét. In der hier behandelten Gradientenelastizitit
wird in der Materialgleichung fiir die Spannung zusétzlich zum ersten noch der zweite
Verschiebungsgradient berticksichtigt.

Nach einer kurzen Einfiihrung in die inkompatible Elastizitdt und nachdem man ein
Versténdnis fiir die relevanten physikalischen Grofien wie den Versetzungsdichtetensor
bekommen hat, wird die 7(3) Eichtheorie der Versetzungen fiir ein linear isotropes
elastisches Kontinuum behandelt. Man wéhlt dabei einen asymmetrischen Spannungs-
tensor als Verallgemeinerung des bis jetzt iiblich verwendeten symmetrischen Cauchy-
schen Spannungstensors. Die Lagrangedichte setzt sich additiv aus zwei Bestandteilen
zusammen, jenen inkompatiblen elastischen Anteil und einen solchen, welcher den Ver-
setzungskern an sich beschreibt. Bei der Behandlung der Versetzungstheorie nach der
inkompatiblen Elastizitdtstheorie taucht der Versetzungskernanteil nicht auf. Unter
Verwendung der gleichen mathematischen Methoden wie zuvor in dieser Arbeit kon-
struiert man die Erhaltungssidtze und Bilanzgleichungen. Man zeigt die Bedeutung der
Eichfeldtheorie zur Bestimmung regulérer Losungen im Gebiet um den Versetzungs-
kern fiir eine Schrauben und Stufenversetzung. Aufgrund der Zylindersymmetrie fiir das
anti-ebene Distorsionsproblem der Schraubenversetzung spielt nur eine innere Lénge
eine Rolle. Im Gegensatz dazu, liefert die Eichfeldtheorie mit asymmetrischen Span-
nungen zwei innere Lingen. Somit lassen sich die Momentenspannungen sowohl aus
reinen Torsionsexperimenten wie auch Biegeexperimenten berechnen. Schliefllich be-
kommt man einen kurzen Einblick in die Gleichungen der dynamischen Eichfeldtheorie
der Versetzungen.






Abstract

Conservation and balance laws are derived for generalized continuous media such as a
microstrech and micromorphic elastic solid. This is achieved by using Lie-group theory,
which provides us with all the continuous Lie-point symmetries leaving the appropriate
Lagrangians for the description of elastic materials with microstrucutre invariant. The
Noether Theorem works in field theory as a tool for obtaining conservation laws from
continuous symmetries. Conservation of linear and angular momentum arises respec-
tively from translation and rotation in space, whereas conservation of energy is caused
because of the translational symmetry in time. By passing from classical continuum
theory of elasticity to an elastic continuum containing a microstructure, scaling sym-
metry is broken. As a consequence the conversion of a conservation law into a balance
law is taking place. In exact the same manner conservation and balance laws for the
linear gradient elasticity are found, whose constitutive relation for the stress takes in
addition to the first also the second diplacement gradient into account.

After a brief introduction into incompatible elasticity and giving an insight into
physical quantities such as the dislocation density tensor, we present the 7'(3)-gauge
theory of dislocations in an isotropic elastic medium. Thereby an asymmetric stress
tensor is choosed as a generalisation of the until now always used symmetric Cauchy
stress tensor. The Lagrangian is composed of two parts, an incompatible elastic one
and a part responcible for the dislocation core, which is missing in classical incompati-
ble elasticity. Using the same techniques as we did for the other theories of generalized
elastic media, we construct conservation and balance laws. The value of the translatio-
nal gauge theory of dislocations for obtaining regular solutions for the distortion and
stress field around the core of a screw and edge dislocation is also shown. Due to the
cylindrical symmetry of the anti-plain strain problem for a screw dislocation only one
inner length comes into play. On the contrary, for the plain strain problem of an edge
dislocation gauge theory with asymmetric stress predicts for the first time two inner
lengths, being now able to describe couple stresses arising from pure torsion as well as
bending experiments of probes. Finally an insight into the dynamical equations of the
gauge theory of dislocations is shortly provided.
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Kapitel 1

Einleitung

Diese Arbeit entstand aus dem Bediirfnis ein besseres Verstandnis fiir die Fichfeld-
theorie der Versetzungen zu bekommen, sowie Erhaltungssditze und Bilanzgleichungen
fiir die Elastizitdtstheorie mit einer Mikrostruktur und die Gradientenelastizitét herzu-
leiten. Die Motivation fiir die Weiterentwicklung der Eichfeldtheorie entstand aus der
Notwendikeit heraus, noch offene Fragestellungen iiber die Konstitutivgleichungen und
die richtige Beziehung zwischen den Materialparametern befriedigend zu beantworten.
Die schon iiber fiinfundzwanzig Jahren zuriickliegenden Arbeiten von Golebiewska-
Lasota [1] und Kadi¢ und Edelen [2, 3] in diesem Gebiet boten die ersten Vorschlidge
fiir die Anwendung des Eichprinizips auf die Versetzungstheorie. Da sie aber was die
richtige Wahl der Konstitutivgleichungen angeht, unvollstéindig blieben, eigneten sie
sich nicht fiir die physikalische Anwendungen und Losung konkreter Problemstellun-
gen. Versuche innerhalb der Eichfeldtheorie der Versetzungen Losungen fiir die kine-
matischen und dynamischen Zustandsgréfien fiir eine Schauben und Stufenversetzung
anzugeben findet man in den Arbeiten von Edelen [4], Valsakumar und Sahoo [5], Ma-
lyshev [6], Sharma [7] und Lazar [8, 9, 10]. Letzterem gelang eine geeignetere Wahl
der Materialgleichung fiir den Hyperspannungstensor fiir ein homogenes und isotropes
elastisches Kontinuum. Fiir den Torsionstensor wurden aus seiner irreduziblen Zerle-
gung drei Materialparameter anstatt einem gewéhlt, wie dies immer frither der Fall
gewesen ist. In dieser Arbeit fithrt man einen weiteren Schritt um zu einer allgemeine-
ren Eichtheorie zu gelangen. Die Bedingung fiir die Symmetrie des Spannungstensors
entfillt, d.h. es wird eine Eichfeldtheorie der Versetzungen mit asymmetrischen Span-
nungen prasentiert. Man erhofft sich dadurch ein physikalisch realistisches Bild von
den sich um eine Versetzung aufbauenden Distorsions und Spannungszustdnden ge-
ben zu konnen. Gleichzeitig soll gezeigt werden, wie die gegenseitige Wechselwirkung
zwischen zwei einzelnen Versetzungen verlauft. Innerhalb der Eichfeldtheorie findet
man Losungen fiir das Problem der Kraftberechnung zwischen zwei Versetzungen bei
Valsakumar und Sahoo [11]. Eringen [12] gab eine Losung mit Hilfe der nichtlokalen
Elastizitdt. Es wird gezeigt in welcher Art und Weise sich unser Ergebnis, was die Lage
und Hohe des Maximums dieser Kraft angeht, davon unterscheidet. Damit soll die Eich-
feldtheorie der Versetzungen eine abgeschlossene Fundamentaltheorie werden, welche
als Grundlage der mikroskopischen und auf sie beruhende makroskopischen Elastopla-
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

stizitat dienen soll. Aus der hier dargestellten Form erhélt man wichtige innere Lingen
fiir Biege und Torsionsprobleme. Damit liefle sich mit dieser Theorie auch fiir die, in
den Experimenten beobachtbaren Léngeneffekte im Mikrometerbereich eine Erklarung
finden.

Die vorhandenen Symmetrien in den Bewegungsgleichungen und der Lagrangedich-
te eines physikalischen Systems sind insofern wichtig, weil man durch ihre Kenntnis
Erhaltungssétze und Bilanzgleichungen konstruieren kann. Aus diesem Grund kommt
der Anreiz, die in der klassischen Elastizitdtstheorie schon bekannten Erhaltungssétze
auch in anderen phanomenologischen Kontinuumsmodellen wie das der mikromorphen
Elastizitdt und Gradientenelastizitéit zu finden. Die Bewegungsgleichungen leiten sich
wie im Fall der Navier-Gleichungen der klassischen Elastizitéit aus der Stationaritét ei-
nes Wirkungsfunktionals ab. Die Variationssymmetrien dieser Funktionale fithren auf
lokale Erhaltungséitze. Aus einer Volumenintegration und mit Hilfe des Gaufischen
Integralsatzes erhélt man daraus globale Erhaltungsétze fiir ein homogenes, isotro-
pes elastisches Medium. Fiir ein inhomogenes und anisotropes Material wird entspre-
chend die Translations und Rotationssymmetrie der Lagrangedichte gebrochen. Aus
den lokalen Erhaltungsséitzen werden Bilanzgleichungen. Die Oberflichenintegrale iiber
den Energie-Impuls Tensor und Drehimpulstensor verschwinden nicht, sondern stellen
ein Maf fiir die Grée der Konfigurationskraft und des Konfigurationsmomentes dar.
Man bekommt fiir die mikromorphe Elastizitdt und Gradientenelastizitiat auf gleicher
Art und Weise Ausdriicke wie die in der klassischen Elastizitiat bekannte J.- und Lj-
Integrale. Mit dem ausgerechneten Ji-Integral kann die Konfigurationskraft an der Rif3-
spitze eines solchen Materials als Erweiterung der von Rice [13] angegebenen Formel in
der klassischen Elastizitédt angesehen werden. Das M-Integral ist ein Erhaltungsintegral
in der klassischen Elastizitdt und driickt die Tatsache der Skalierungssymmetrie aus.
Dieses Kontinuum zeigt ein skalenunabhéngiges, selbsdhnliches Verhalten. Andererseits
wird diese integrale Erhaltungsgrofie sowohl in der mikromorphen Elastizitéit als auch
in der Gradientenelastizitat gebrochen. Die Losungen der Euler-Lagrange Gln. héngen
von den charakteristischen inneren Lingen ab. Dieser Symmetriebruch offenbart sich
als Konfigurationsarbeit in der Elastizitdt mit Mikrostruktur und in der Gradienten-
elastizitét.

Diese Arbeit gliedert sich in zwei Teile. Der erste Teil behandelt die Lie-Punkt-
Symmetrien der Euler-Lagrange Gln. sowie die Variationssymmetrien, Erhaltungssétze
und Bilanzgleichungen in der klassischen kompatiblen Elastizitétstheorie, mikromor-
phen Elastizitit und Gradientenelastizitidt. Im zweiten Teil wird die Kinematik der
inkompatiblen Elastizitat beschrieben und die fiir ein homogenes und isotropes Kon-
tinuum Eichfeldtheorie der Versetzungen mit asymmetrischen Spannungen vorgestellt.
Es werden Erhaltungssétze und Bilanzgleichungen aus der Lagrangedichte hergeleitet
sowie die statischen Gleichungen fiir das Problem einer Schrauben und Sufenversetzung
im unendlich ausgedehnten, linear isotropen Kontinuum gelost. Als Ausblick geben wir
die Gleichungen der dynamischen Eichfeldtheorie fiir das anti-ebene Problem einer
gleichméflig bewegten Schraubenversetzung an.

Nach dieser Einleitung, dient das zweite Kapitel als Einfithrung in die klassische
Elastizitéitstheorie und den mathematischen Methoden aus der Gruppentheorie, die uns



im Laufe der gesamten Arbeit begleiten werden. Es werden die von Sophus Lie (1842-
1899) [14]-[17] entdeckten gruppentheoretischen Methoden von Differentialgleichungen
benutzt. Dieser befafite sich mit kontinuierlichen Transformationen von unabhéngigen
Variablen  und abhéngigen Variablen u, welche die Differentialgleichungen invariant
lassen. In den neuen gestrichelten Koordinaten &’ und u’ besitzen die Differentialglei-
chungen die gleiche Form wie in den alten Koordinaten @ und w, d.h. diese Trans-
formation 148t sie forminvariant. Diese Transformationen stellen kontinuierliche Sym-
metrien dar. Diese Symmetrien hdngen von einer Anzahl reeller Parameter € ab. Die
Losungsmannigfaltigkeit bleibt dabei unveréndert, d.h. die Losungsschar wird in sich
abgebildet. Jede einzelne Losungskurve wird in eine andere Losungskurve so abgebildet,
dafl das gesamte Bild der Losungsmannigfaltigkeit unverdndert bleibt. Diese Tranfor-
mationen werden Lie-Punkt Symmetrien genannt. Sie erfiillen alle Axiome einer Grup-
pe. Fiir lange Zeit waren die von Sophus Lie entdeckten mathematischen Methoden
zur Losung von Differentialgleichungen in Vergessenheit geraten. Erst in den fiinfziger
Jahren erlebten sie eine Renaissance in der Schule von Novosibirsk durch Ovsyannikov
[18, 19]. Die gruppentheoretischen Methoden wurden zur Gewinnung von gruppenin-
varianten Losungen in der nichtlinearen Gasdynamik und Hydromechanik verwendet.
Bluman [20] konstruierte unter Benutzung der Lie-Gruppen Transformationen Losun-
gen fiir bestimmte Gleichungen aus der mathematischen Physik wie die Fokker-Planck
Gleichung und die nichtlineare Warmeleitungsgleichung. Spéter versuchte Bluman und
seine Mitarbeiter Methoden zu entwickeln mit denen man Erhaltungssétze fiir Differen-
tialgleichungen finden kann, die nicht aus einem Variationsprinzip stammen. Weitere
Referenzen findet man auch in den Biichern [21, 22]. Ibragimov und Anderson [23, 24]
untersuchten Transformationen bei denen die unabhéngigen und abhéngigen Varia-
beln noch von hoheren Ableitungen dieser abhéngen durfen, sogennante Lie-Bécklund
Gruppen. Anwendungen dieser Transformationen finden sich under anderem in den
Gleichungen der nichtlinearen Optik und in den dispersiven Flachwassergleichungen
23, 24].

Emmy Noether [25] zeigte, wie sich aus kontinuierlichen Symmetrien fiir die Lagran-
gedichte eines Variationsproblems, sogennante Variationssymmetrien, Erhaltungssitze
gewinnen lassen. Damit war auch ein grofler Meilenstein fiir die theoretische Physik ge-
legt, da mit dem Noetherschen Theorem sich die Moglichkeit ergab auf systematischen
Weg die Erhaltungssiitze fiir physikalische Theorien mit einer Lagrangedichte herzulei-
ten. Als erster nutzte Bessel-Hagen [26] das Noethersche Theorem, um Erhaltungsétze
in der klassischen Elektrodynamik zu finden. Dabei erweiterte er das Konzept der Va-
riationssymmetrien, indem er eine Divergenzgréfle in den Erhaltungsstromen zulief3. Er
bezeichnete diese Symmetrien fiir die Lagrangedichte als Divergenzsymmetrien. Peter
Olver [27, 28] nutze entsprechend die Methode von Sophus Lie und das Noether Theo-
rem um alle Symmetrien der Navier-Gleichungen zu vervollstdndigen und ergénzte alle
bis dahin von Giinther [29], Knowles und Sternberg [30] bekannte Erhaltungssétze in
der klassischen Elastostatik. Fiir die Elastodynamik wurden die Erhaltungsséitze von
Fletcher [31] hergeleitet. Wir werden durchgehend in dieser Arbeit fir die Berech-
nung der Symmetrien die Methode von Peter Olver [32] benutzen. Daraus kénnen auf
einem systematischen Weg ohne einen hohen Aufwand wichtige Erhaltungséitze und Bi-



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

lanzgleichungen fiir die mikromorphe Elastizitit und Gradientenelastizitit konstruiert
werden.

In diesem Sinne werden im dritten Kapitel Erhaltungsséitze und Bilanzgleichun-
gen fiir ein elastisches Kontinuum mit einer deformierbaren Mikrostruktur berechnet.
Dieses Medium stellt die Verallgemeinerung des von den Cosserat Briidern [33] am
Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts entdeckten Kontinuums. In einem sogennanten
Cosserat-Kontinuum oder auch mikropolaren Kontinuum erhélt die Materie lokal in
jedem Punkt eine angeheftete starre und homogene Mikrostruktur. Diese kann un-
abhéngig vom Makrokontinuum in jedem materiellen Punkt frei drehen. Durch den
axialen Vektor dieser Mikrorotation erhoht sich die Anzahl der Freiheitsgrade eines
klassichen, elastischen Kontinuums um drei auf sechs. Der Gradient dieser neuen kine-
matischen, vektorwertigen Grofe ist eine Tensorgrofle und ruft als Reaktionsgrofie so-
gennante Momentenspannungen (Kraftepaar-Dipole) hervor. Die Lagrangedichte kann
zusétzlich zum Verschiebungsfeld nach diesem unabhéngigen Drehfeld der Mikrostruk-
tur variiert werden. Als Ergebnis kommt zur iiblichen Impulsbilanzgleichung die Dre-
himpulsbilanzgleichung hinzu, welche in der klassischen Elastizitét trivialerweise wegen
der vorausgesetzten Symmetrie des Spannungstensors erfiillt wird. Die Asymmetrie des
Spannungstensors in einem mikropolaren Medium dient als Quelle fiir die Momenten-
spannungen. Die fiir lange Zeit in Vergessenheit geratene Arbeit der Gebriider Cosserat
fand wieder eine Bedeutung und Weiterentwicklung durch die Arbeiten von Giinther
[34] Schéfer [35], Mindlin [36] und Eringen [37]. Die letzten zwei genannten Autoren
verallgemeinerten das Cosserat-Modell und lielen aus einer starren eine deformierbare
Mikrostruktur werden. Aus dem polaren Vektor der Mikrodrehung entsteht der Tensor
der Mikrodeformation. Als kanonisch konjugierte Grofle zum Mikrodeformationsgradi-
enten erscheint der Hyperspannungstensor als Tensor dritter Stufe. Fiir ein solches mi-
kromorphes Kontinuum untersucht man die Lie-Punkt-Symmetrien der Euler-Lagrange
Gln. und die Variations und Divergenzsymmetrien der Lagrangedichte. Wir geben die
fiir die mikromorphe Elastizitét verallgemeinerte lokale und integrale Erhaltungsgrofien
und berechnen explizit die Ji-, Li- und M-Integrale. Wir zeigen, wie sich die Erhal-
tungssitze fiir die explizite Abhéngigkeit der Lagrangedichte von den Ortskoordinaten
und in Anwesenheit duflerer konservativen Volumenkréfte und Momente zu Bilanzglei-
chungen verdndern.

Das vierte Kapitel widmet sich der Gradientenelastizitdt. Im Prinzip stellt sie auch
die naheliegenste Erweiterung der klassischen Elastizitdt dar. Man 1ét einfach die La-
grangedichte von dem néchst hoheren Verschiebungsgradienten abhéngen, welcher die
zweite Ableitung fiir das Verschiebungsfeld beinhaltet. Dies kann fiir die zeitliche als
auch fiir die rdumliche Ableitung geschehen. Mindlin [36] untersuchte diese Art von
Kontinuum und stellte fiir kleine und grofie Wellenzahlen neue Dispersionsrelationen
auf. Dieses Modell gab auch die Inspiration zur Erschaffung neuer phéanomenologischen
Modellen fiir die Plastizitdt die unter dem Namen Gradientenplastizitéit [38, 39] be-
kannt wurden. Man wendet die gleichen mathematischen Methoden wie in den beiden
vorherigen Kapiteln zur Erzeugung von Erhaltungssidtzen und Bilanzgleichugen an.

Das Thema des fiinften Kapitels ist die inkompatible Elastizitat. Werden die Saint-
Venant Kompatibitdsbedingungen verletzt, so erleidet das Verschiebungsfeld Spriinge



und ist unstetig. Dies ist z.B. der Fall, wenn in einem Material Versetzungen existieren.
Davon gibt es zwei Sorten, die Schrauben und Stufenversetzungen, die ohne Zweifel als
die mikroskopische Ursache der plastischen Deformierbarkeit von Metallen gelten [40].
Am Anfang des vierten Kapitels erlautern wir kurz ihre Entstehung. In den fiinfzi-
ger Jahren stellten die Arbeiten von Kondo [41, 42] und unabhéngig davon von Bilby,
Bullough und Smith [43, 44] und Kroner [45] eine Beziehung der nicht-Riemannschen
Geometrie zur Versetzungstheorie und zeigten, dafl die differentialgeometrische Grofie
des Torsionstensors von Elie Cartan [46] mit dem dreistufigen Versetzungsdichtetensor
identisch ist. Die Torsion ist als eine in zwei Indizes antisymmetrische affine Konnexion
definiert. Wegen dieser gefundenen Identitét ist der zweistufige Versetzungsdichteten-
sor, der zur Torsion, dualer Tensor. Wir fithren die wichtige kinematische Groéfle des
Versetzungsdichtetensors als die Rotation der plastischen Distorsion ein [40]. Fiir ein
inkompatibles lineares elastisches Material zerlegt man die totale Distorsion in einem
elastischen und plastischen Anteil. Jeder dieser Anteile ist fiir sich inkompatibel, aber
die Gesamtsumme, also die totale Distorsion erfiillt die Kompatibilitdtsbedingung. Die
Divergenz des Versetzungsdichtetensors ist Null. Damit sind die Versetzungslinien in
einem elastischen Kontinuum genau so wie die Wirbellinien in einem Fluid entwe-
der geschlossen, oder enden an einer freien Oberfliche. Wenn keine duflere Volumen-
krafte vorliegen, sind die Navier-Gleichungen der kompatiblen Elastizitdt homogen. In
der inkompatiblen Elastizitdt bekommt man aus der additiven Zerlegung des totalen
Verzerrungsgradienten in einem elastischen und plastischen Anteil eine inhomogene
Navier-Gleichung. Auf der rechten Seite erscheinen drei Terme mit plastischen Grofien.
Man kann das Verschiebungsfeld nur fiir ein vorgegebenes plastisches Verzerrungsfeld
bestimmen. Eine Evolutionsgleichung fiir das plastische Verzerrungsfeld mufy noch po-
stuliert werden.

Das sechste Kapitel behandelt die Eichfeldtheorie der Translation fiir die Versetzun-
gen. In dieser Theorie gelingt es aus einer Variation der Lagrangedichte nach den zwei
Fichfelder (plastische Geschwindigkeit und plastische Distorsion), zur Impulsgleichung
zwei Bilanzgleichungen fiir die zum Versetzungsdichtetensor und Versetzungsstrom-
dichtetensor kanonisch konjugierte Groflen zu bekommen. Das resultierende Differen-
tialgleichungssystem ist geschlossen und beschreibt die Evolutionsdynamik der Verset-
zungen unter dem FEinflul der Spannung und des Impulses im elastischen Medium.
Ein solches Evolutionssystem wurde erstmalig von Kadi¢ und Edelen [3] aufgestellt
und zeigt nach Konstruktion eine Analogie zu den inhomogenen Maxwell-Gleichungen
der klassischen Elektrodynamik. Seitdem gab es weitere Arbeiten in diesem Gebiet,
die an der mathematischen Struktur zwar formal richtig, aber fiir die Anwendung und
Losung konkreter Problemstellungen, wegen unvollsténdiger und ungeigneter Wahl der
Materialparameter in den Konsitutivgleichungen, anfechtbar blieben. In der Arbeit
von Edelen [4] wird ein symmetrischer Spannungstensor und ein Materialparameter
fiir den Torsionstensor verwendet. Im Allgemeinen besitzt der Torsionstensor drei ir-
reduzible Anteile und damit auch drei Materialparameter. Fiir das ebene Problem der
Berechnung des Distorsionsfeldes um eine Schraubenversetzungslinie bekommt man ei-
ne Relation zwischen den Kopplungsparametern. Setzt man wie im Fall von Edelen
zwei von diesen gleich Null, so bekommt man eine verschwindende innere Lénge und
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als Losung die klassische triviale Losung. Malyshev [6] benutzt die Einstein Wahl fiir
die drei Materialparameter des Torsionstensors. Er bekommt eine unphysikalische, os-
ziellierende von Bessel-Funktionen bestimmende Losung fiir das Spannungsfeld einer
Stufenversetzung. Der Ursprung dieser Widersriiche liegt daran, dafl die Einstein Wahl
die Bedingung fiir die positive Definitheit der Energie verletzt. Das Ubernehmen der
Einstein-Wahl von der allgemeinen Relativitédtstheorie ist fiir die Versetzungstheorie
ungeeignet. Wir stellen die statische Eichfeldtheorie mit asymmetrischen Spannungen
vor. Es werden entsprechend das anti-ebene und ebene Problem fiir eine Schrauben
und Stufenversetzung gelost. Es wird die Notwendikeit von asymmetrischen Spannun-
gen fiir den Versetzungskern und das langreichweitige Fernfeld gezeigt. Dazu formuliert
man ein Materialgesetz mit drei Materialparameter fiir die Kraftspannungen, sowie drei
weitere Materialparameter fiir die Hyperspannungen. Zu den Laméschen Konstanten A
und g kommt als neuer Materialparameter im Vergleich zur symmetrischen Eichfeld-
theorie der Drehmodul ~ hinzu. Die Bedeutung des Drehmoduls fiir das Spannungsfeld
einer Versetzung wurde schon frither vom Kroner [47] erkannt. In dieser Theorie entfal-
len die von Edelen [4] getroffene ad-hoc Annahmen. Ebenso wird die Irrelevanz der von
Malyshev [6] benutzte Einstein Wahl fiir die Kopplungskonstanten der Torsion gezeigt.
Am Ende dieses Kapitels gibt man einen Ausblick iiber die dynamische FEichfeldtheo-
rie. Als Beispiel werden die dynamischen Feldgleichungen fiir eine gleichméfig bewegte
Schraubenversetzung untersucht.



Kapitel 2

Elastizitatstheorie

2.1 Kinematik und Dynamik

In diesem Kapitel mochten wir die kinematischen und dynamischen Gréflen der Ela-
stizitdtstheorie einfiihren, die fiir das Verstdndnis der weiteren Arbeit notig sind. Man
wird die nétigen mathematischen Hilfsmittel zur Herleitung wichtiger Erhaltungssétze
behandeln. In der Kontinuumsmechanik wird ein Festkorper als ein Kontinuum auf-
gefafit, dessen geometrische Punkte mit dem Ort der materiellen Partikel indetifiziert
werden. Der Festkorper stellt somit ein mit materiellen Punkten stetig ausgefiilltes
Kontinuum. Unter einer physikalischen Wirkung verdndert das Kontinuum seine Kon-
figuration. Bei einer elastischen Deformation eines Korpers unterscheidet man zwei
Konfigurationen. Der Zustand des Korpers vor der Deformation wird als Bezugskon-
figuration bezeichnet. Diesem entpricht nach Ablauf einer Deformation der Zustand
der momentanen Konfiguration. Jeder materielle Punkt der Bezugskonfiguration (Aus-
ganglage) im undeformierten Zustand wird durch den Ortsvektor X;, ¢ = 1...3 ge-
kennzeichnet. Die aktuelle Lage jedes materiellen Punktes nach der Deformation wird
durch die Raumkoordinaten x;, ¢ = 1...3 beschrieben. Nach der Deformation nimmt
jeder materieller Punkt X; eine andere rdumliche Lage x; ein. Wir wéhlen hier zur Be-
schreibung beider Konfigurationen ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem.
Man bezeichnet den Vektor, der den Ausgangsort mit dem Endort der Lage des mate-

riellen Punktes nach Ablauf der Deformation verbindet als Verschiebungsvektor. Er ist
durch

U :l’k—Xk, (2.1)

gegeben. Der materielle Punkt bewegt sich im Raum auf einer Bahn, derren Anfang
und Endpunkt der Verschiebungsvektor (2.1) verbindet. Bei einer stetigen Konfigu-
rationsdnderung, erfahrt jeder Punkt des Kontinuums eine in der Zeit kontinuierliche
Bewegung. Dieser Bewegungsablauf ist eine Punkttransformation und wird durch die
stetig differenzierbare Funktion @ = &(X,t) beschrieben. Sie gibt immer den Ort x je-
des materiellen Punktes X zur Zeit ¢t an, d.h. der materielle Punkt bewegt sich auf einer
Bahn gekennzeichnet durch die Funktion &. Im allgemeinen ist diese Funktion invertier-
bar, so daB auch die Inverse X = X (x,t) der Bewegung angegeben werden kann. Sie

7



8 KAPITEL 2. ELASTIZITATSTHEORIE

beschreibt den Bezugszustand jedes materiellen Punktes als Funktion seiner momenta-
nen Lage zur Zeit t an. Wie 143t sich die Deformation aus den Bewegungen & ableiten?
Dazu betrachtet man zwei benachbarte, in infinitesimalem Abstand voneinander ge-
trennte materielle Punkte. Sie befinden sich entsprechend in den Bezugszustdanden X
und X + dX. Durch die einzelnen Bewegungen dieser beiden Punkte im Raum, wird
das verbindende Linienelement d X eine Translation, Rotation und Langenverdanderung
erfahren. In der momentanen Konfiguration nehmen die beiden materiellen Punkte ent-
sprechend die Lagen & und « + dx ein. Die beiden Linienelemente d X und da héngen
durch folgende Relation

0% 0z

de = ——dX F . 2.2
€T aX ) aX Y ( )
zusammen. Die kinematische Grofie F' heiBt Deformationsgradient [48, 49]. Fiir den
inversen Deformationsgradienten F~' gilt entsprechend

0X 0X

dX = —d F 1=

oz ox
Fiir eine Starrkorperbewegung gilt |dx| = |dX|, d.h. detF = 1. Dies ist der Fall
fiir eine reine Translation, eine reine Rotation oder eine Starrkorperbewegung. Wir
mochten jetzt eine kinematische Grofe einfiihren, die sich wihrend einer Deformation
verandert. Dabei startet man mit den Abstandsquadraten

(2.3)

dsj == dX? = G;;dX;dX;, ds*:=dz’ = g;; dr; da;, (2.4)

der Linienelemente der Bezugskonfiguration und momentanen Konfiguration. Wir méchten
fiir beide Konfigurationen das gleiche orthogonale kartesische Koordinatensystem be-
nutzen. Es gilt fiir die Metriktensoren G;; = ¢;; = d;;. Aus der Gl. (2.4) ergibt sich mit
den Gln. (2.2) und (2.3) fiir die Linienelemente ds3 und ds?

0X,; 0X; 0&; 07
dsf =0y gt tdudan,  ds =4, (‘;Q a)? dX; dX,,. (2.5)

Mit diesen erhilt man die folgenden Differenzen zwischen den Linienelementen in der
Bezugskonfiguration und momentanen Konfiguration

X, 0X ot 0
2 _ g2 — o aietd m . i e zemme 5 ) .
ds® — dsf = (8 — O s )dzi d; = (G SRR 6 )AXi A, (2.6)
d82 — ng = QAZ]dSL’Z dZL’j = QEdeZ dX] (27)

Die Tensoren A, E beschreiben jeweils ein Maf fiir die Verzerrung in der momenta-
nen Konfiguration und Bezugskonfiguration. Sie heiflen entsprechend Almanischer und
Greenscher Verzerrungstensor und sind folgendermaflen definiert:

Aij = % (52‘]‘ — Orm

af(laf(m)’ 1(5lm 0%y O, o). (28)

Du: 0z, Bi= 5 Umox ox, ~
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Sie beschreiben beide den gleichen physikalischen Inhalt, ndmlich die Abstandsverdnde-
rung zwischen zwei infinitesimal benachbarten Punkten vor und nach der Deformation.
Aus obiger Definition sind die Symmetrien A;; = A;; und E;; = Ej; ersichtlich. Fiir
eine Starrkorperbewegung zusammengesetzt aus einer globalen Translation und Rota-
tion gilt ds2 = ds?, d.h. es ist A;; = E;; = 0. Aus den Funktionen & und X und den
Gln. (2.1)—(2.3) ergibt sich fiir den Deformationsgradienten und seine Inverse

~

0X, ou,

_ 0% 0u; el S el
n 81’]'— ‘ 81’]"

Fy= 25 g+ o
I ox, % T ax,

-1 __
F;' = (2.9)

Man setzt die Gl. (2.9) in die beiden Verzerrungstensoren (2.8) ein und bekommt

100, du; Oy iy

Aij = 2 (8:@ + oxr; Ox; 8:cj>’ (2.10)
1 0n  0n; Oy Oy

Bij=75 (an tox, tox, an)‘ (2.11)

Werden nur hinreichend kleine Deformationen betrachtet, dann kénnen die Produkte
der Verschiebungsgradienten vernachléssigt werden. Weiterhin gilt fiir den materiellen
Verschiebungsgradienten

- =5y = —— + 8 ). 2.12
0X;  Or 0X;  Or  0X; oz, 8Xj+5lj) (2.12)

Fiir kleine Deformationen kann obiges Produkt der Verschiebungsgradienten ebenfalls
vernachléssigt werden und man bekommt
ou;  ou,
an N (9:17]- .

(2.13)

Somit bekommt man aus den Gln. (2.10) und (2.11) den infinitesimalen Cauchyschen
Verzerrungstensor

1
eij = 5 (U@j + Uj,i), (214)

wobei , ¢ die partielle Ableitung nach den Koordinaten x; beschreibt. Das Symbol
steht fiir eine Funktion da und wird ab jetzt weggelassen. Mit der Linearisierung (2.12)
ergibt sich der linearisierte Deformationsgradient

Eij = 045 + uij = 045 + B, Bij = uij- (2.15)

Der Tensor f3;; heifit Distorsionstensor oder auch linearisierter Verschiebungsgradient.
Er 148t sich zerlegen in einen symmetrischen und antisymmetrischen Anteil

ﬁij = eij + wij. (216)
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Der symmetrische Anteil e;; = ;) ist der Cauchysche Verzerrungstensor (2.14). Der
antisymmetrische Anteil w;; = ;) lautet

1
Wij = 5 (UiJ — Uj7i), Wij = —Wyj. (217)

Der Tensor w;; beschreibt eine lokale Starrkérperrotation eines infinitesimalen Volu-
menelements. Dabei bleiben die Langen der Seiten des infinitesimalen Elements kon-
stant. Zu jedem antisymmetrischen Tensor zweiter Stufe existiert ein eineindeutiger
dualer Axialvektor

W = %Ekij Wij, Wij = €ijk Wk- (218)
Kann man fiir gegebene beliebige Verzerrungen e;; das Verschiebungsfeld w; ausrech-
nen? Man stellt sich dabei vor der Deformation ein geschlossenes Rechteck mit Seiten
infinitesimaler Léange vor. Wird jeder Punkt dieses Rechtecks eineindeutig von der Be-
zugskonfiguration in die momentane Konfiguration abgebildet, so wird er bei einer
kompatiblen Deformation am Ende des Deformationsprozesses als abgebildetes Recht-
eck wieder erscheinen. Anderfalls, d.h. wenn z.B. ein Eckpunkt des Rechtecks sich 6ffnet
und das Verschiebungsfeld dort einen Sprung erleidet, oder aber wenn sich zwei Seiten
sich durchdringen sollten, dann liegt eine inkompatible Deformation vor. Damit also
die Gl. (2.14) nach dem Verschiebungsfeld integriert werden kann, miissen bestimmte
Integrabilitatsbedingungen, auch als Kompatibilititsbedingungen bekannt, erfiillt sein.
Durch Differentation der Gl. (2.14) bekommt man

1
Cijkl = 5 (Wit + Ujixt)- (2.19)

Durch Vertauschen der Indizes erhélt man [50]

1

€kl = B (Wktij + Wikig), (2.20)
1

€jlik = 5 () 1i + U jik), (2.21)
1

Cik,jl = 5 (Wi kgt + Ukigi), (2.22)

Daraus sieht man sofort, dafl folgende Beziehung fiir die Verzerrungen gelten mufl
Rijk = €ikji + €jiik — €ij el — €rlij = 0. (2.23)

Der Tensor Ry ist der linearisierte Riemann-Christoffelsche Kriimmungstensor. Er
ist ein Tensor vierter Stufe und besitzt die folgende Eigenschaften

Rijr = —Rijr = —Rapj = Rjrar- (2.24)

Er ist in den ersten zwei und letzten zwei Indizes Rjy(;x antisymmetrisch. Sein Ver-
schwinden ist die Bedingung (2.23) dafiir, daf ein Kontinuum, welches einen dreidi-
mensionalen Euklidischen Raum vor der Deformation darstellt, einen solchen auch nach
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der Deformation einnimmt. Da der Riemann-Christoffelsche Kriimmungstensor (2.23)
nur sechs unabhéngige Komponenten besitzt, kann man ihn aus einem symmetrischen
Tensor zweiter Stufe gewinnen

Riljk = €ilm€jkn Nmn, Timn *= €mpg€nrs Eqrps- (225)

Der Tensor 7,,, ist der linearisierte Einstein-Tensor und stellt den Inkompatibilitétsten-
sor dar. Seine Definition (2.25) ist mit der linkseitigen und rechtsseitigen Anwen-
dung des rot-Operators auf den Verzerrungstensor e;; gegeben. Das Verschwinden von
Nmn = 0 liefert die Kompatibilitdtsbedingungen

EmpgEnrs Eqrps — 07 (226)

welche zum ersten Mal von St. Venant [51] angegeben wurden. Die Bedingung (2.26)
garantiert auch eine eindeutige stetige Losung u; der Gl. (2.14). Das Verschwinden des
Umlaufintegrals

fdu =0, (2.27)

C

kennzeichnet das Verschiebungsfeld als eine Zustandsgréfie. Mit den eingefiihrten kine-
matischen Groflen mochten wir die Konstitutivgleichungen fiir ein lineares, elastisches
Kontinuum herleiten. Fiir die elastisch gespeicherte Energie in der Nédhe des Bezugs-
zustandes gilt die Taylor-Reihen Entwicklung

ow 1 W

8% 0 2!862']'86“ 0

W(ei;) = Wo + (2.28)

Der Index 0 kennzeichnet den Referenzzustand. Ohne Verlust der Allgemeinheit setzen
wir Wy = 0. Ein verzerrungsfreier Referenzzustand mit e;; = 0 ist auch spannungsfrei
7;; = 0. Somit gilt fiir die Energiedichte der folgende Ausdruck

1

Wie;;) = 3 Cijkl €ij€hi- (2.29)

Aus der Energiedichte bekommt man die Cauchysche Spannung

__ow
ij 36@"

Tij = Cz‘jkl €Lkl (230)

Der FElastizititstensor Ciji charakterisiert die elastischen Eigenschaften des Materials
und besitzt die Symmetrien Cjjp = Chriij = Cijie = Cjiri- Ein isotroper Tensor vierter
Stufe mit den erwdhnten Symmetrien besitzt die Form

Cijkl = u(éikéﬂ + 5il5jk) + )\5135/%1 (231)
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Damit ergibt sich aus den Gln. (2.29) und (2.30) die elastisch gespeicherte Energie und
die Spannung

1
W = B Aegken + 1 €i€ij, (2.32)
Tij = Adijerr + 24 eij, (2.33)
eines isotropen Kontinuums. Die Materialkonstanten p und A heiflen Lamésche Kon-

stanten. Der symmetrische Spannungstensor 7;; heifit Cauchyscher Spannungstensor.
Er kann fiir ein isotropes Material in zwei irreduzible Anteile

Tij = Tilj + Tl-zj
1 1
= Q,u(eij — 552] ekk) + (3)\ + 2,u) géw CLk (234)

zerlegt werden. Er ist mit den zwei unabhéngigen Verzerrungsanteilen

1
e}j =e; — géij Chk Scherung, (2.35)
1
€2 = —0;: ek Dilatation, 2.36
17 3 J

gegeben. Die Verzerrungstensoren e}j und e?j heilen entsprechend auch Verzerrungsde-
viator und Kompressor. Der Deviator beschreibt eine Gestaltdnderung bei gleichblei-
bendem Volumen. Entsprechend wird durch den Kompressor eine reine Dilatation ohne
Gestaltinderung beschrieben. Der erste Term 7,; ist der deviatorische Anteil. Er ist
symmetrisch, spurlos und beschreibt die Spannungen aufgrund einer reinen Deforma-
tion ohne Volumenénderung. Der zweite Term TZ-2j in der irreduziblen Zerlegung (2.34)
ist der hydrostatische Spannungsanteil und gibt die Reaktion des Kontinuums auf ei-
ne Volumendilatation oder Kompression an. Er verschwindet fiir ein inkompressibles
Medium ey, = 0. Mit der Zerlegung (2.34) kann die Energiedichte als Summe zweier

unabhéngiger Terme

1 2
W = 3 pesen + (A + 3 1) €55, (2.37)
ausgedriickt werden. Daraus ergibt sich fiir die positive Definitheit W = %Tijeij >0

der elastischen Verzerrungsenergie [52]:
3A+2u >0, > 0. (2.38)

Die erste Ungleichung von (2.38) kann auch mit Hilfe der Poissonschen Querkontrak-
tionszahl v folgendermaflen ausgedriickt werden

A
V= —— —-1<rv<

o) (2.39)

N —
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Um die Spur des Spannungstensors zu bekommen, verjiingt man das Materialgesetz
zwischen Spannungen und Distorsionen mit dem Kronecker Symbol 6;;. Dies liefert
eine Beziehung fiir die Spur 7, des Spannungstensors

Trk = (A + 241) epp.. (2.40)

Um die Bewegungsgleichungen der Elastodynamik zu erhalten, mufl die potentielle
Energie (2.32) durch den Ausdruck

1
T = 5 p U Ui, (2.41)
der kinetischen Energie ergénzt werden. Die Dichte des elastischen Materials wird mit
p bezeichnet. Somit kann auch die kanonisch konjugierte Gréfle zur Geschwindigkeit
des Mediums, namlich der Impuls

_or
©ou;’

Di Di = P, (2-42)

erhalten werden. Man kann jetzt die Lagrangedichte eines isotropen elastischen Medi-
ums angeben

L=T-W, (2.43)

mit 7" und W aus den Gln. (2.41) und (2.32). Fiir die klassische Elastodynamik be-
kommt man aus der Variation des Wirkungsfunktionals

Vv

mit der Lagrangedichte (2.43) nach dem Verschiebungsvektor u; und anschliefende
Minimierung des Funktionals 65 = 0 die Euler-Lagrange Gln. der Elastodynamik

Pa — Tajj =0, pliq — pAug — (A + p1) ujjo = 0. (2.45)

Diese werden als dynamische Navier Gln. bezeichnet. Sie sind ein homogenes linea-
res Gleichungssystem von drei gekoppelten partiellen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung A= (Aq,...,A3) = 0. Wenn auf das elastische Medium &uflere konservati-
ve Kréfte wirken, dann konnen diese aus einem Potential V' abgeleitet werden. Die
Lagrangedichte lautet in diesem Fall

L=T-W-V, (2.46)

mit den dufleren Kriften gegeben durch

oL v

Fo= =22
Ouy, Ouy,

(2.47)
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Die Lagrangedichte £(u;, %, w; ;) hdngt jetzt explizit vom Verschiebungsfeld u; ab. Da-
mit erhélt man aus Variation nach dem Verschiebungsfeld u; die Bewegungsgleichungen

Pa — Tajj t F, =0, p g — /J/Aua - (>‘ + M) Ujjo + Fo =0, (248>

der Elastodynamik mit eingreifenden dufleren Kraften. Die statischen Navier Gln. der
Elastostatik ergeben sich aus den Gln. (2.45) und (2.48) fiir verschwindende Beschleu-
nigung p; = pii = 0. Man betrachtet die Gleichgewichtsbilanz ohne den Einflufl duflerer
Krifte, d.h. die Divergenz des Spannungstensors 7;;; = 0 mufl in jedem Punkt des
Kontinuums Null sein. Fiir diese Gleichung gibt es den folgenden Losungsansatz

Tij = €ikm€jln Xmn,kl» (249)

welcher zum ersten Mal im Jahr 1892 von Beltrami [53] angegeben wurde. Der Tensor
Xi; wird Tensor der Spannungsfunktionen 2. Ordnung gennant. Seine Komponenten
sind die Maxwellschen und Moreraschen Spannungsfunktionen. Wenn die Komponen-
ten Xzz = Xyy = Xz» = 0 gleich Null gewéhlt werden, so ergibt sich der Ansatz von
Morera [54]. Fiir die Wahl y;; = 0 fiir 4 # j bekommt man den Maxwellschen Ansatz
[55]. Fiir ebene Spannungsprobleme wenn alle Komponenten von y;; auler x., = f
verschwinden, erhélt man den Ansatz von Airy [56].

Ein ebenes Spannungsproblem liegt dann vor, wenn die Komponenten des Span-
nungstensors 7., = 7., = T,, = 0 verschwinden. Fiir ein ebenes Verzerrungsproblem
existiert keine Verschiebung u, = 0 in z-Richtung, wihrend die x und y-Verschiebungen
ug (2, y) und u,(x, y) eine Unabhéngigkeit von der z-Koordinate aufweisen. Fiir die Nor-
malspannung 7,, in z-Richtung gilt

Tow = VU (Tug + Tyy ). (2.50)

Fiir ein zweidimensionales Problem der Elastostatik in der xzy-Ebene [50] bekommt
man die Gleichgewichtsbilanzgleichungen

Towz + Toyy + Fo =0, Toyw + Tyyy + Fy =0, (2.51)
mit den Randbedingungen
TrzTyg + T:cyny = K:ca T:cyn:c + Tyyny = Ky> (252)

wobei n = (n,, n,) die Einheitsnormale auf dem Rand und K = (K, K,) die entlang
des Randes wirkende Spannungsvektoren darstellen. Die dufleren Kréfte lassen sich aus
einem Potential V' nach Gl. (2.47) ableiten. Wir skizieren kurz einen Losungsvorgang
fiir das ebene Verzerrungsproblem. Das inverse Hookesche Gesetz lautet

1 v
27 2u(1+v)
mit dessen Hilfe die Kompatibilitatsbedingungen (2.23) in den Spannungen ausgedriickt
werden. Fiir das ebene Verzerrungsproblem werden fiinf von den sechs Kompatibilitéts-

bedingungen wegen u, = 0 identisch erfiillt. Die einzige Kompatibilitdtsbedingung, die
noch iibrig bleibt lautet

0ij Thkes (2.53)

62']' =

Cazyy T Cyyar = 2 Caymy, (2.54)
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welche mit Hilfe des inversen Gesetzes (2.53) sich folgendermaflen in den Spannungen

v v 2
(Tyy - :Tmm) YTT + (Txgc - :Tyy) Yy — : Tgcy,myu (255)

schreiben 1a8t. Differenziert man entsprechend nach x die erste und nach y die zwei-
te Gleichung von (2.51) und addiert sie anschlieBend zusammen, so erhilt man die
Beziehung

Towpr + Tyyyy — Fow — Fyy = =2 Toy ay- (2.56)

Eliminiert man aus den Gln. (2.55) und (2.56) die Variable 7,,, dann erhélt man

1
A(Txm + Tyy) = _:(FZ‘,Z‘ + Fy7y). (257)

Sind die Vektorkomponenten K, und K, als Randbedingungen auf dem ganzen Rand
bekannt, dann lassen sich aus den Gln. (2.51), (2.52) und (2.56) die Spannungen 7.,
Tyy und 7, und somit auch aus Gl (2.50) 7., bestimmen. Damit ist es moglich die
Spannungen zu bestimmen, ohne etwas iiber das Verschiebungsfeld u; zu wissen. Die
linke Seite der Gln. (2.51) erscheint als Divergenz eines Vektors. Man fiihrt die zwei
Stromfunktionen A und y mit

oh oh dx 24
Txx—vza—?/ Tmy:_%a Twy:_a_yv Ty —V = oz’ (2.58)

ein. Man kann die beiden Stromfunktionen h und x durch folgendes Einsetzen

0 f 0 f 0?f
Tmm_v:a—y27 Tey = V=

920y’ Tyy = 92 (2.59)
auf die Airysche-Spannungsfunktion f(z,y) reduzieren. Durch eine beliebige Funk-
tion f(x,y) werden nach Gl. (2.59) Spannungen eingefiihrt, die das Kréftegleichge-
wicht (2.51) erfiillen. Diese Funktion darf in Wirklichkeit aber nicht beliebig sein, da
sie noch die Kompatibilitdtsbedingung (2.56) erfiillen muf}. Fiir verschwindende Volu-
menkrifte lautet diese

AAf =0, (2.60)
mit dem Differentialoperator AA definiert durch

ot ot ot
Al = Oxt * 209328y2 * 8—y4'

(2.61)

Die GI. (2.60) stellt eine biharmonische Gleichung fiir f dar. Eine regulire Losung von
dieser Gleichung heifit biharmonische Funktion.
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2.2 Statische Bilanzgleichungen und Erhaltungsin-
tegrale

Wie lassen sich Erhaltungssétze fiir die Elastizitit gewinnen? Dazu betrachtet man
zuerst die Elastostatik. Die Euler-Lagrange Gln. schreiben sich mit Hilfe der Lagran-
gedichte L = -W -V

" oL 0 oL
EML) = D0

=0 (2.62)

Y — Y
8$j 8ui,j

dabei héngt £ auBler der Ableitung u; ; noch explizit vom Verschiebungsfeld «; und den
Ortskoordinaten x; ab.

2.2.1 Das Ji-Integral

Wir moéchten jetzt zwei Ableitungen unterscheiden

oL
grad £ = P (

8[, ) 8£(Im,ui,u,-7j)

8—xk expl. - Oz, Ui = U j = T, = const.,m # k.
(2.63)

Bei der ersten Ableitung nach den Ortskoordinaten x; handelt es sich um den Gradien-
ten, der nach der Kettenregel anzuwenden sei, d.h. es wird erst nach den Feldvariablen
u; und wu; ; und anschlieBend nach der Koordinate x;, differenziert. Bei der expliziten
Ableitung ()expl. wird nur nach der unabhéngigen Koordinate z,, differenziert. Beide
héngen folgendermafien miteinander

oL oc oL oL

= et — g+ (— 2.64
8$k 8u2u ok * 8ui,ju gk * <a$k)expl. ( )

zusammen. Die Ableitung auf der linken Seite werden wir als totale Ableitung bezeich-
nen und mit dem Symbol D;, kennzeichnen. Dieser totale Operator lautet

0 0 0
Di= s+ st t (7= ) 2.
g 8uz ul,k * aui,j ul,]k + <a$k)expl. ( 65)

Man eliminiert in Gl. (2.64) den Term g—i aus der Euler-Lagrange-Gl. (2.62) und fafit
ihn mit dem zweiten Term in Gl. (2.64) zusammen. Auf der linken Seite schreibt man
die Ableitung als

um. Die explizite Abhéngigkeit der Forménderungsenergie von der Lagekoordinate xy
fithrt auf die Definition

= (520 ™~ (B 267

ox L/ expl. ox k
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der Materialkraft (Inhomogenitétskraft). Damit ergibt sich die folgende Beziehung

: ow
Dijj = — ];nh’ ij = ,C(Sk] — —uLk = Eakj — Tij UiJg. (268)
0ui,j
Im Falle, dafl es keine &ufieren Kréfte V' = 0 gibt, erhélt man aus der Gl. (2.68) den
Tensor

ow

ij - W(;k] —_ 87
Z,J

Uik = dej — Tij Wi k- (269)
Der Tensor Py; ist der kanonische elastische statische Energie-Impulstensor, abgeleitet
von der elastischen Forménderungsenergie W. In dieser Form (2.69) ist er auch als ela-
stischer Eshelbyscher Spannungstensor [57, 58, 59] bekannt. Nach Gl. (2.68) verschwin-
det die Divergenz von Pj; nur wenn keine rdumliche Inhomogenitét im elastischen Feld
vorliegt, also wenn keine explizite Abhéngigkeit der elastischen Forménderungsenergie
von den Ortskoordinaten x; vorliegt. Ist diese Inhomogenitdt vorhanden, dann ver-
schwindet die Divergenz des Eshelbyschen Spannungstensors nicht. In der Arbeit [57]
wird die Kraft auf eine elastische Inhomogenitdt in einem Kontinuum mit Hilfe der
klassischen Elastizitdtstheorie bestimmt. Diese Kraft 148t sich durch Raumintegration
aus der Divergenz des Eshelbyschen Spannungstensors als

\%4 S

angeben. Bei der obigen Integration wurde mit Hilfe des Gauflschen Satzes das Vo-
lumenintegral in ein Oberflachenintegral umgewandelt. Wahlt man eine geschlossene
Oberflache im 3-dimensionalen Raum, welche die Inhomogenitdt umschlieit, so 1483t
sich durch Integration des Eshelbyschen-Spannungstensors iiber diese Oberfliche die
eingreifende Kraft Fj, bestimmen. n; beschreibt dabei die Einheitsnormale auf der
Oberflache. Die Wahl der Oberfliche ist dabei beliebig, Hauptsache sie umschlieit die
Inhomogenitat. Das Integral (2.70) ist wegunabhéngig (“path independent”). In den
sechziger Jahren haben Sanders [60], Cherepanov [61] und Rice [62, 13] die Bedeutung
von (2.70) fiir die Energiefreisetzungsrate von Rissen erkannt. Angewandt auf das ebe-
ne Problem eines Risses, ist fiir das Integral (2.70) eine geschlossene zweidimensionale
Kontur zu wihlen, welche die Rifispitze umléduft. Fiir das wegunabhéngige Oberflachen-
integral und Randintegral (2.70) wird seit Rice der Begriff Ji-Integral verwendet. Somit
ist die Kraft auf den Defekt Fj = J, gleich mit

Ji 1= / Prjng dS = /(W”k = Tijnj Uik) A5 (2.71)
S S

zu setzen. Erste Anwendungen des zweidimensionalen wegunabhéngigen J-Integrals
auf die Spitze von Rissen findet man in den Arbeiten von Rice und Hutchinson [13,
63, 64]. Sind keine Quellen von inneren Spannung vorhanden, dann gilt der lokale
Erhaltungssatz
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Umschlieit die Oberflache S ein homogenes, defektfreies Material, dann verschwindet
das Oberfldchenintegral (2.71)

J, = 0. (2.73)

Die Gl. (2.73) ist eine integrale Erhaltugsgrifie. Aus der Gl. (2.68) bedeutet die lokale
Bilanzgl. (2.72) auch

inh __ a_W

k _<al'k>oxpl, - 0 = W(ui’uivj)’ (274)

d.h. die explizite Unabhéngigkeit der elastischen Forménderungsenergie von der Orts-
koordinate.

2.2.2 Das Li-Integral

Man betrachtet jetzt als Ausgangsgrofie das ”Moment” der Lagrange-Dichte £ = —W —
V' und bildet davon die Rotation

ot (62) = ey "2 = s [ s+ G P+ (T) ]2
mmn expl.

oxy, Oy,

Unter Benutzung der Euler-Lagrange Gl. (2.62) eliminiert man die Ableitung nach
der Feldvariable u,, und faB3t die ersten zweite Terme auf der rechten Seite zusammen.
Anschlieflend bringt man das Resultat auf die linke Seite, so dafl nur noch die explizite
Ableitung nach z; auf der rechten Seite iibrig bleibt

ow
8:@

€ijk O

)emp.l’j = Eijk (—I'j f]inh). (276)

- (Tmnxjum,k)m +ijum,k] = 6ijk<

Der letzte Term auf der linken Seite ergibt durch die partielle Integration. Bringt man

diesen auf die rechte Seite und addiert zusétzlich auf beiden Seiten den Term €; ;571 m

so ergibt sich

€ijmDi |25 (LOmk = Tak Unn) + Uj Tk | = €= [i™ — w5 Fie = (Tanj e — TonkWjm)]-
(2.77)

Man erkennt in den ersten zwei Termen auf der linken Seite obiger Gl. den Eshelbyschen
Spannungstensor (2.68). Man fithrt den folgenden Tensor

My, := €ijm (2 Pk + 0Tk, (2.78)

ein und bezeichnet ihn als den Drehimpulstensor der Elastizitét. Er ist als Summe von
zwei Anteilen

Mik = Mz(l(c)) + MZ(]?, M(]:) = Eijm LL’ijk, M(]? = Eijm Uj Tmk (279)

2 2
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gegeben. Den ersten Term auf der rechten Seite der Gl. (2.78) bezeichnet man als
auBeren, orbitalen Drehimpulstensor. Der zweite Term stellt den inneren Drehimpul-
stensor dar. Mit dem Drehimpulstensor (2.78) schreibt sich die Bilanzgleichung (2.77)
folgendermaflen

DkMzk = Emk(—l’] ]i:rlh — Uj Fk + kau%m — ijum’k). (280)

Im Fall eines homogenen Materials ist wie erwahnt die explizite Abhéngigkeit der Ver-
zerrungsenergie nach der Lagekoordinate gleich Null und somit auch die Materialkraft.
Wirken keine duere Volumenkrifte so entfillt auch der zweite Term in der Gl. (2.80).
Aus dem isotropen Konstitutivgesetz (2.34) fiir den Causchyschen Spannungstensor 7;;
erhélt man fiir die rechte Seite der Gl. (2.80) die sogennante Isotropiebedingung

€ (TmkWjm — TmjUmk) = 0. (2.81)

Somit ergibt sich aus der Bilanzgleichung (2.80) der lokale Erhaltungssatz des Drehim-
pulses

D, M, = 0. (2.82)

Aus der Divergenz des Drehimpulstensors (2.80) ergibt sich durch Volumenintegration
mit Hilfe des Gauflschen Satzes das L;-Integral

L, := / M;n, dS = / €ijm (25 Pt + W Ty, ) e AS. (2.83)
S s

Fiir ein isotropes Material verschwindet das Drehmoment und man erhélt den globalen
Erhaltungssatz des Drehimpulses

L;=0. (2.84)

2.2.3 Das M-Integral

Eine dritte Bilanzgleichung kann gewonnen werden, wenn die Divergenz des Lagrange-
schen Momentes

div (Lx) =

(2.85)

expl.

= Um, k u
oxy, oy, O, oxy,

in Betracht gezogen wird. Die Rechnung verlauft analog zu den oben behandelten zwei
Féllen. Die Ableitung z; = drr = n ist gleich mit der rdumlichen Dimension n. Das
Ergebnis lautet

n— 2

2

n— 2

D; (xkpki - Tmium) = —Tg f;ignh + Fy, (2.86)

Man fiithrt den Vorfaktor d, := —"7_2 ein und definiert den Skalierungsstrom
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Damit 1a8t sich die Bilanzgleichung (2.86) in die Form
D,Y; = —ay, fi™ — d, 2, Fy, (2.88)

bringen. Sollte die Arbeit der Materialkraft und der &ufleren Volumenkraft auf der rech-
ten Seite der Bilanzgl. (2.88) verschwinden, so erhélt man den lokalen Erhaltungssatz
des Skalierungsstromes

D;Y; = 0. (2.89)

Aus einer Volumenintegration und unter Benutzung des Gaufischen Satzes 148t sich
daraus das sogennante M-Integral

M = / Yin; dS = / (2 Pii + duy Ty ) 123 A5, (2.90)
S S

als neue globale Grofle gewinnen. Der integrale Erhaltungssatz lautet in diesem Fall
M =0. (2.91)

Diese drei hergeleitete Ergebnisse konnen auch als kontinuierliche Symmetrien ver-
standen werden. Betrachtet man z.B. den einfachsten Fall der Translation gegeben
durch die infinitesimale Transformation

Ty, =z + €0y, wi(x),) = wi(xy), (2.92)

so sagt Gl. (2.74) nichts weniger aus, als dafi obige Transformation das ’Objekt’ der
Lagrangedichte

L(ui(wp), wi(xe) 7) = L' (ui(a), up(2}) ), (2.93)

invariant 148t. Die Transformation (2.92) beschreibt eine Translation der Ortskoordi-
naten xj und die Invarianz (2.93) der Lagrangedichte beziiglich der Translation (2.92)
driickt die Homogenitét des elastischen Materials aus. Man sieht hier, dafl die gewéhlte
Form der Lagrangedichte L fiir den gefundenen lokalen (2.72) und globalen Erhaltungs-
satz (2.73) verantwortlich ist. Die bekannte Transformation (2.92) 148t die Lagrange-
dichte invariant und damit bleibt auch das Wirkungsfunktional (2.44) unter dieser
Transformation

S::/ E(u;,u;,j,)dV':/E(ui,um)dV (2.94)
' v

unverandert. Die Transformation (2.92) 148t das Wirkungsfunktional (2.94) invariant
und ist somit eine Variationssymmetrie. Diese Symmetrie ist also der Grund fiir den
lokalen und somit auch den globalen Erhaltungssatz. Dieses Prinzip léf3t sich verallge-
meinern. Man mochte dazu alle Transformationen der Art

SL’;C = LL’;(LL’l, uy, 61), ui = U;(:L’l, ur, El), (295)
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wissen, welche das Wirkungsfunktional (2.94) invariant lassen. Aus jeder einzelnen Va-
riationssymmetrie kann dann ein lokaler Erhaltungssatz und somit auch durch Integra-
tion ein integraler Erhaltungssatz gewonnen werden. Diese Korrespodenz zwischen Va-
riationssymmetrien und Erhaltungssétzen wurde in der Dissertationsschrift von Emmy
Noether [25] in ihrem bekannten Noetherschen Theorem bewiesen. In der theoretischen
Physik wurden als erstes mit Hilfe des Noetherschen Theorems die Erhaltungssétze
der Elektrodynamik von E. Bessel-Hagen [26] hergeleitet. Ist das 'Objekt’, welches die
Transformationen (2.95) invariant lassen, nicht das Wirkungsfunktional (2.94), son-
dern die Euler-Lagrange Gln. (2.45) mit u;, = 0 fiir die statischen Navier Gln., dann
spricht man von den kontinuierlichen Symmetrien dieser Gleichungen. Im allgemeinen
unterscheidet sich die Anzahl der Variationssymmetrien und der Euler-Lagrange Sym-
metrien. Sie ist nicht gleich. Es gilt aber immer dafl jede Variationssymmetrie auch eine
Symmetrie der Euler-Lagrange Gln. darstellt. Andererseits braucht nicht jede Euler-
Lagrange Symmetrie eine Variationsymmetrie zu sein [32].

Im Fall der Elastostatik wurden zum ersten Mal alle Transformationen (2.95), Va-
riationssymmetrien (2.94) und entsprechende Erhaltungssitze von Giinther [29] ange-
geben. Die hergeleitete Erhaltungsgrofien wurden von ihm fiir Biege und Torsionspro-
bleme von Balken und Platten angewandt. Einen mathematisch strengeren Zugang zu
den Erhaltungsséitzen der linearen und endlichen Elastostatik beschafften sich Knowles
und Sternberg [30]. Die Erhaltungsétze der linearen Elastodynamik wurden zum ersten
Mal von Morse und Feschbach [65] und Fletcher [31] angegeben.

2.3 Lie-Punkt Symmetrien

Wir starten wieder dort, wo wir im letzten Abschnitt aufgehért haben. Wir suchen

also allgemeine Transformationen fiir die unabhéngigen = (z1,...,x,) € R™ und
abhéngigen w = (uq, ..., u,) € R? Variablen von der Form
xy, = 2 (2, u, €), wl = ui(xy, g, &), (2.96)

die ein System von partiellen Differentialgleichungen forminvariant lassen. Die Trans-
formationen (2.96) heiflen auch Punkttransformationen, weil durch sie im Raum der
Variablen (x,u) eine eineindeutige Punktabbildung

realisiert wird. Hangen (,u}) noch von den ersten Ableitungen

xy = T (X0, Wy Tpmy Upm, €1), w; = (T, Uy, Ty Upm, €1) (2.98)

ab, dann spricht man von einer Kontakttranformation. Werden in der Kontakttrans-
formation Ableitungen von immer hoherer Ordnung zugelassen

x;g - x;g(xh ur, xl,m7 ul,m7 e 7€l)7 U; = ué(xlv ur, xl,m7 'U/l’m, te 76l)7 (299)
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dann werden verallgemeinerte Transformationen untersucht. Man nennt sie auch Lie-
Bicklund Transformationen. Die Punkttransformation (2.96) bildet eine Gruppe. Der
Parameter ¢; € R ist kontinuierlich und wird als Gruppenparameter bezeichnet. Somit
stellt (2.92) fiir jede Translationsrichtung eine einparametrige kontinuierliche Transfor-
mationsgruppe. Man mochte die ’Objekte’ wissen, die unter der Transformationsgrup-
pe (2.96) forminvarinat bleiben. Im letzten Abschnitt haben wir uns als einfachstes
Beispiel die Translationsgruppe (2.92) betrachtet. Wir stellten fest, daf§ falls die La-
grangedichte

,C,(ZL’;C, u;) = ﬁl(l'k + €101, uk) = ,C(Zli'k, uk), (2.100)

unter der Translationsgruppe forminvariant £ = £ bleibt, dann wird die Translations-
gruppe fiir £ zu einer Symmetriegruppe. Man sagt auch, dal £ unter der Gruppen-
transformation (2.92) global invariant ist, wenn fiir alle Werte des Gruppenparameters
g; die Symmetrie (2.100) gilt. Da diese Symmetrie aus einer Punkttransformation mit
einem kontinuierlichen Gruppenparameter hervorgegangen ist und Sophus Lie sich als
erster damit befasste, heifit sie auch Lie- Punkt Symmetriegruppe. Ab jetzt wird ihr das
Symbol G zugeordnet.

Fiir die statischen Navier Gln. gilt n = p = 3. Wir méchten dieses System aus drei
linearen partiellen Differentialgleichungen mit

Az, wi, i 5, wi i) = 0, (2.101)

bezeichnen. Wir vernachléssigen die &ufleren Volumenkrafte und wéhlen ein unendlich
grofles elastisches Kontinuum. Wir suchen nach der Lie-Punkt Symmetriegruppe G
im Raum R? x R3. Diese besteht aus der Punkttransformation (2.96), die das Glei-
chungssystem (2.101) forminvariant 148t. Es gilt A = A’ = 0, d.h. das forminvariante
‘Objekt’ ist jetzt das Differentialgleichungssystem A. Die Lie-Gruppe G ist nur dann
eine Lie-Punkt Symmetrie, wenn sie jede Losungskurve u = f(x) von (2.101) in eine an-
dere Losungskurve u' = f/(x’) abbildet, so dafi die gesamte Losungsschar unveréndert
bleibt, d.h. das Losungsschar-Bild bleibt dabei erhalten. Wir wihlen jetzt nur eine
unabhéngige und abhéngige Variable also das zweidimensionale Tupel (z,u) um die
weitere mathematische Methoden einfachheitshalber anschaulich zu machen. Wir wer-
den spéter nochmal die dreidimensionale Situation schildern. Aus (2.96) bekommt man
die zweidimensionale Punkttransformation

' =12 (z,u,¢), u = (z,u,¢€). (2.102)

Man kann die Punkttransformation (2.102) in der zu—Ebene in einer Taylorreihe in
Abhéngigkeit vom Gruppenparameter € um die Stelle ¢ = 0 darstellen

or’'

2 ./
, 0%z

1
$,:$+E§E:o+§€ 52 E:0+---::)§+5X(1’,u)+0(52), (2.103)
ou' 1 82 /
u’:u+58—1;€:0 562 8; 6:O—i—~-~:u+&tU(m,u)—1—0(52). (2.104)
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Wenn man alle Glieder ab zweiter Ordnung O(e?) in ¢ in den beiden Tayloreihenent-
wicklungen (2.103) und (2.104) vernachléssigt, so bekommt man aus der Gruppentrans-
formation (2.96) die obige infinitesimale Transformation. Die Komponenten X und U
der infinitesimalen Transformation lauten
oz’ ou/

X(z,u):= oe | U(z,u) = de |, (2.105)
Wiéhrend der Gruppenparameter € vom Wert ¢ = 0 im Punkt (z,u) kontinuierlich an-
steigt, beschreibt die Punkttransformation (2.102) eine Kurve im Raum (z,u) ¢ R%. Der
Vektor (X, U) ist der Tangentenvektor an dieser Kurve an der Stelle (z,u) fiir ¢ = 0.
Deswegen heifit (X, U) auch das Tangentialvektorfeld der Gruppe G. Aus der infini-
tesimalen Transformation (2.103) und (2.104) ergibt sich die einparametrige globale
Transformation (2.102) durch das Losen des Anfangswertproblems

da’
it X (', u), T|emo =, (2.106)
du/
it Uz, u'), U|ezo = u. (2.107)
Das Tangentialvektorfeld (X, U) lafit sich als Differentialoperator erster Ordnung
v=X(z,u) % + U(z,u) gu (2.108)

schreiben. Man bezeichnet ihn als infinitesimalen Erzeuger der Gruppe G. Wendet
man den infinitesimalen Erzeuger auf die Funktion f(z,u) fiir den einfachsten Fall der

eindimensionalen Translationgruppe =’ = = + ¢, v/ = u an, so ergibt sich aus den
Gln. (2.103), (2.104), (2.105), und (2.108) die Unabhsngikeit
of :
vf = i 0, mit X(z,u)=1, U(x,u) =0, (2.109)
x

der Funktion f(x,u) = h(u) von der Koordinate x. Fiir eine Translationssymmetrie
muf also f'(2/,u') = f(z,u) = h(u) gelten. Eine andere geldufige Transformation ist
die einparametrige Skalierungsgruppe ' = ez, v’ = eu. Fiir diese Transformation folgt

vf = :ca— +u== =0, mit X(z,u) =2, U(z,u)=u. (2.110)

Die partielle Differentialgleichung (2.110) kann mit Hilfe der Charakteristiken gelost
werden. Die Losung lautet f'(2/,u’) = f(x,u) = h(u/z). Wie man leicht sieht, wurden
in den beiden Féllen der Translationssymmetrie und Skalierungssymmetrie die explizite
Abhéngigkeit der Funktion f von den Argumenten um eins reduziert. Diese Tatsache
gilt fiir alle Symmetriegruppen von f. Wie lassen sich die Symmetriegruppen auf Funk-
tionen f(z,u,du/dzr) anwenden? Hangt die Funktion f noch zusétzlich von der ersten
Ableitung ab, dann wird nach einem erweiterten Vektorfeld von (2.108) in der Form
0 0

pr(l)’v e X(,’,U, u) g -+ U(ZI}',U) — + U(QU, u, U‘,ZB) a—’
U o

o o (2.111)



24 KAPITEL 2. ELASTIZITATSTHEORIE

gesucht. Fiir die erste Ableitung wurde du/dz = u, gesetzt. Dieser in dem dreidimen-
sionalen Raum (z,u,u,) € R* wirkende Operator heifit die erste Prolongation des
infinitesimalen Erzeugers (2.108). Wie kann man die Komponente U(x, u,u_,) bestim-
men? Unter der Transformation (2.102) soll die Kontaktbedingung

du = u , dz, du’ = o, da’, (2.112)

weiterhin gelten, d.h. sie soll in den gestrichelten Koordinaten ihre Form behalten. Fiir
die Differentiale gilt mit der Transformation (2.102)

/ /

du' = du/(z,u,e) = 08_1; dz + aa—z du, (2.113)
/ /

do’ = do' (2, u, €) = g_f; da + g—z du. (2.114)

Setzt man die Differentiale (2.113) und (2.114) in die zweite Gl. von (2.112) ein und
substituiert anschlieend das Differential du aus der ersten Gl. von (2.112), so erhélt
man

o’ _'_ u a_u/
o 0 T 9
Uy = U (T, U, Uy, €) = 557 (2.115)
Ox + T Qu

Fiir den Quotienten (2.115) gilt D, v’ fiir den Zé&hler und D, 2’ fiir den Nenner. Sie sind
entsprechend die totalen Ableitungen der Funktionen u/(z,u,e) und 2'(x,u,¢). Ent-
wickelt man die linke Seite der Gl. (2.115) in einer Taylorreihe bis zur ersten Ordnung
O(e) um die Stelle £ = 0 so erhédlt man die infinitesimale Transformation der Ableitung

Uy =ty +eU(z,u,uy). (2.116)

Auf der rechten Seite von (2.115) setzt man die infinitesimale Transformation (2.103)
und (2.104) in den Quotienten (2.115) ein. Durch Vergleich beider Seiten bekommt
man

Uz, u,uy) =DU —u, DX =Dp(U — Xuy) + Xt g, (2.117)
Der Term in der Klammer heifit Charakteristik
QY :=U— Xu,. (2.118)
Damit 148t sich die Komponente U auch als

Ulx,u,uy,) = DQ" + Xt gy, (2.119)

schreiben. Die totale Ableitung D, lautet

0,9 +iu,m+-~-. (2.120)

D:v = A A Uy
oz * ou'" ou 4
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Setzt man die Gl. (2.119) in das erste Prolongationsfeld (2.111) ein und beriicksichtigt
die totale Ableitung (2.120) so ergibt sich schliefflich

0

5~ + XDy = prvg + X D,, (2.121)
Uz

0
v Q" - + D,Q"

mit der Definition fiir das Vektorfeld v und seine erste Prolongation

0 0 0
vg = Q"%, pf(l)UQ:Q“%ﬂLDmQ" EIY

(2.122)

Diese Rechnung fiir den ersten Prolongationsoperator priMv 1Bt sich problemlos bis
zur n-ter Ordnung pr™wv fortsetzen [32]

pr™o = pr™u, + X D,. (2.123)

Wir mochten hier wieder den Fall mehrerer abhéngiger und unabhéngiger Variablen
aufnehmen und uns die Resultate fiir die infinitesimale Tranformation (2.103), (2.104),
den infinitesimalen Erzeuger (2.108) und die Prolongationsformel (2.111) fiir diesen
Fall anschauen [21, 22, 24, 32]. Die infinitesimale Transformationsgruppe lautet jetzt

z), =z + € Xp(z,u) +- -, (2.124)

mit den Komponenten des infinitesimalen Erzeugers von G gegeben durch

Xz, u) = %i’f X Ui(z, u) == %f X (2.126)
Fiir die einzelnen Indizes gilt k = 1,...,nund ¢ = 1,..., p. Der infinitesimale Erzeuger
v von G ist entsprechend durch
v :Xk(a:,u)ijLUi(w,u) 0 : (2.127)
oxy, ou;
gegeben. Man kann die erste Prolongation
prilo = v + Uy aj- ‘ (2.128)
i\j
und die zweite Prolongation von v
prPv = v + Uy % + Usji %ﬂ (2.129)

berechnen. Die Komponenten des zweiten Prolongationsvektorfeldes (2.129) bestimmen
sich zu

Uiy = D (Ui — Xpuig) + Xiti g, (2.130)
Uijt = DiD;(Us — Xy ) + X g (2.131)
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Fiir die Charakteristik (2.118) bekommt man im Fall mehrerer abhéngiger und un-
abhéngiger Variablen

Q' = U; — Xiuip. (2.132)

Damit 148t sich die zweite Prolongation (2.129) dhnlich wie im zweidimensionalen Fall
nach der allgemeinen Prolongationsformel (2.123) fiir n = 2 als

pr¥y = pr(2)'vQ + XDy, (2.133)

umschreiben.

Ist es moglich alle Lie-Punkt-Symmetrien des Systems (2.101) anstatt mit den kon-
tinuierlichen globalen Transformation (2.96) mit Hilfe der infinitesimalen Transfor-
mationen (2.103) und (2.104) zu bestimmen? Die Antwort zu dieser wichtigen Fra-
ge gab Sophus Lie [16]. Er zeigte, daBl die nichtlineare Bedingungsgleichungen fiir
die Invarianz A = A’ welche sich aus den Transformationen (2.96) ergeben, sich
enorm vereinfachen, wenn dafiir die infinitesimale Transformation (2.124) und (2.125)
in Betracht gezogen wird. Dadurch werden némlich die Invarianzbedingungen line-
ar und alle Lie-Punkt Symmetrien lassen sich immer noch bestimmen. Das System
(2.101) der Navier-Gleichungen kann als eine Hyperfliche im hoher dimensionalen
Raum ((w, us, u;j, u;j5) € R®) intepretiert werden. Die Lie-Punkt Symmetrien die-
ser Hyperfliche lassen sich aus folgender Bedingung [32]

pr@v(A)=0, mit A=0, (2.134)

berechnen, d.h. die Lie-Gruppe G ist dann und nur dann eine Symmetriegruppe von A,
wenn fiir jeden infinitesimalen Erzeuger v von G das infinitesimale Kriterium (2.134)
erfiillt wird. Aus diesem Kriterium bekommt man ein lineares System aus partiellen
Differentialgleichungen fiir die unbekannten Komponenten Xy (x,w) und U;(x, u)

[(,u + )\)Um + ,MUZ'” = 0. (2135)

Fiir die statischen Navier Gln. erhélt man die Losung [28]

Xk = dk + €Lj1T Q1 + dmk, (2136)
UZ' = cu; + €ij1U; Qg + fl(l’), (2137)

mit dy, a;,d und c als beliebige Parameter. Die Funktionen f;(x) sind beliebige Losun-
gen der statischen Navier Gln. Damit sind also die infinitesimalen Erzeuger welche die
Navier Gln. invariant lassen bekannt. Setzt man die Komponenten (2.136) und (2.137)
in den infinitesimalen Erzeuger (2.127) ein und fast die Terme mit den gleichen Pa-
rameter zusammen, so setzt sich das tangentiale Vektorfeld v aus mehreren linear
unabhéngigen Vektorfelder

v=v' +v+0° +o'+0° (2.138)
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zusammen. Alle diese Lie-Vektorfelder der infinitesimalen Symmetrien der Feldglei-
chungen spannen die Lie-Algebra auf. Sie lauten

vf = 88 (Translation im Raum), (2.139)
€y
v? = €k (m 0 + u; i) (Drehung im Raum) (2.140)
! ¢ ! 8:):k ! 0uk 7

v? = 1y 9 (Skalierung im Raum), (2.141)
8:@

vt =, ai (Skalierung der Verschiebung). (2.142)
U;

Das Lie-Vektorfeld der Translation v = (v}, v;, v}) setzt sich aus den in den drei Ko-
ordinatenrichtungen x, y, z unabhéngigen Translationen. Das Lie-Vektorfeld der Rota-
tion v* = (v, v,,v}) enthélt die in den drei Koordinatenebenen zy, 2z, yz unabhéngig
stattfindende Drehungen. Die Lie-Vektorfelder v* und v* beschreiben entsprechend die
Skalierung im Raum der unabhéngigen Ortsvariablen und des abhéngigen Verschie-
bungsfeldes. Somit bildet die achtparametrige Lie-Punkt-Gruppe (2.136) und (2.137)
eine Symmetrie fiir die statischen Navier Gln. Somit ist auch die 8-dimensionale Lie-
Algebra mit den Lie-Vektorfeldern (2.139)—(2.142) gegeben. Zusitlich zur Lie-Algebra

existiert noch die lineare Symmetrie

0
8ui

vy = fi(x) (Addition von Losungen), (2.143)
welche nur wegen der Linearitdt der Navier Gln. in Erscheinung tritt. Sie driickt das
Superpositionsprinzip fiir lineare Differenzialgleichungen aus. Fiir nichtlineare Diffe-
rentialgleichungen gibt es diese Symmetrie nicht. Olver [28] fand fiir die Bedingung
T + 3X = 0 zwischen den Laméschen Konstanten eine erweiterte Lie-Algebra. Als
Erginzung zu den Lie-Vektorfeldern (2.139)—(2.142) kommt die spezielle konforme Lie-
Gruppe

(speziell konform)

(2.144)

5
v = may —2xm— + (vu; — 2x5u;) — + 220

81’2' 81’1 8uj 8uz ’

hinzu. Diese ist aber nur von mathematischer Natur interessant, da die Bedingung
7p 43X = 0 im Widerspruch zu den Bedingungen (2.38) der positiven Definitheit der
Forménderungsenergie steht. Olver [28] untersuchte verallgemeinerte Transformatio-
nen von der Form (2.99) und fand fiir die statischen Navier Gln. sechs verallgemeinerte
Symmetrien. In dieser Arbeit werden wir uns nur mit den klassischen Lie-Punkt Sym-
metrien befassen, denen man immer eine geometrische und dadurch auch physikalische
Bedeutung zuordnen kann. Wie lassen sich alle Variationssymmetrien fiir die Lagrange-
dichte finden? Thre Kenntnis ist insofern wichtig, da man nach dem Noether Theorem
[25] jeder Variationssymmetrie einen Erhaltungssatz zuordnen kann. Man sucht nach
allen infinitesimalen Symmetrien (2.127) welche das Variationsproblem (2.94) invariant
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lassen. Man sah schon wie aus der Translationssymmetrie die Erhaltungsgrofie J, = 0
gewonnen werden konnte. Jetzt mochten wir uns mit einer systematischen mathema-
tischen Methode befassen, aus welcher alle Erhaltungssédtze aus den Symmetrien der
Lagrangedichte gewinnen lassen.

Im allgemeinen sucht man die Punkttransformationen fiir die Invarianz des Wir-
kungsfunktionals

S::/ L v, w/™)dV’ = /ﬁ(a:,u,u("))dv. (2.145)
' v

Dabei bezeichnet u(™ alle Ableitungen bis zur n-ten Ordnung des Vektorfeldes u
Das infinitesimale Invarianzkriterium [32] besagt, da8 die infinitesimale Transforma-
tion (2.124) und (2.125) dann und nur dann eine Variationssymmetrie des Funktio-
nals (2.145) ist, wenn fiir jeden infinitesimalen Erzeuger (2.127) die Bedingung

pr®™o(L) + LD;X; =0, (2.146)

gilt. Wendet man das infinitesimale Invarianzkriterium (2.146) auf die Formanderun-
genergie L = —W (xy, u; ;) der linearen Elastostatik unter der Vernachléssigung duflerer
Volumenkréfte V' = 0 an, so ergibt sich

prDy(W) + WD, X; =0, (2.147)

da die Forménderungsenergie nur von den ersten Ableitungen des Verschiebungsfeldes
abhéngt. Fiir die Anwendung des infinitesimalen Kriteriums (2.146) braucht man nur
die erste Prolongation. Aus den Gln. (2.121) und (2.122) ergibt sich

0 oW oW

prio(W) + X; DW + WDX; = QF — + D,Q;' Bu D;(WX;)=0. (2.148)
Uy ;i
Durch partielle Differentation des zweiten Terms erhélt man
ow
QIE;(W) +D, (Q + WX,-) —0. (2.149)
ou;

Da die Euler-Lagrange Gln. E;(W) = 0 immer gelten, erhélt man aus Gl. (2.149) den
folgenden Erhaltungssatz

8Uj,i
Mit der Charakteristik (2.132) bekommt man den erhaltenden Strom
ow ow
Ai=U; — — Xju;; — + WX, 2.151
J 8u] i L 8uj7i + ( )

Fiir die Translationssymmetrie x; = x; + €0k, u}, = ux bekommt man aus der infi-
nitesimalen Transformation (2.124), (2.125) mit den Komponenten des infinitesimalen
Erzeugers (2.127) X; = 0x; und Uy = 0 den erhaltenden Strom

ow

Pki = Akz = W(sm — u] kT~ — W(sm — uM Tji- (2152)
ou;
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In ihm erkennt man den im Abschnitt 2.2 auf anderem Weg hergeleiteten Eshelby-
schen Spannungstensor (2.68) wieder. Wenn fiir die Lagrangedichte der Elastostatik
ein infinitesimaler Erzeuger (2.127) die Bedingung (2.147) erfiillt, dann ist er als Va-
riationssymmetrie geeignet. Aus dieser Variationssymmetrie wurde gerade gezeigt wie
man den erhaltenden Strom (2.151) erhalt.

Sind alle bekannten Symmetrien (2.139)—(2.142) und (2.143) der statischen Navier-
Gln. (Euler-Lagrange Gln.) auch Variationssymmetrien? Falls alle das infinitesimale
Kriterium (2.147) erfiillen, dann sind sie es auch. Dieses entscheidet allein, welche
Euler-Lagrange Symmetrien sich auch als Variationssymmetrien eignen. Fiir jede Sym-
metrie, die dieses Kriterium erfiillt, bekommt man einen erhaltenden Strom. Man kann
natiirlich die Frage auch in umgekehrte Richtung stellen. Sind alle Variationssymme-
trien mit der Forméanderungsenergie W auch Symmetrien der statischen Navier Gln.?
Nach bekanntem Satz [32] gilt das immer, dafl alle Variationssymmetrien sich weiter
als Symmetrien in den Euler-Lagrange Gln. vererben. Aber in der umgekehrten Rei-
henfolge gilt dieser Satz nicht. Nicht jede Symmetrie der Euler-Lagrange Gln. ist auch
eine Variationssymmetrie. Als hiufigstes Gegenbeispiel gilt die Skalierungssymmetrie.
Die Rotationsinvarianz des Funktionals (2.145) in der Elastostatik beztiglich der Lie-
Gruppe SO(3) ist durch die infinitesimale Transformation

T, = T; + €1k, Up, = Uq + €xBalgER (2.153)

im Raum der unabhéngigen und abhéngigen Variablen zugleich (siehe auch Gl. (2.140))
gegeben. Die Komponenten des infinitesimalen Erzeugers (2.127) lauten

Xi = €ikjLy, Uak = €akpUg- (2154)
Somit ist nach Gl. (2.151) auch der erhaltende Rotationsstrom
ow 8W}

) 8ua,2- 8Uj’i

Aki = €kmj [xm (W(Sij ) + Uy

(2.155)
gegeben. Mit der Definition des Spannungstensors (2.30) bekommt man schliellich
My := Aki = € (T Pji + Um Tji), (2.156)

in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis (2.78), welches man aus der Anwendung des
Rotationsoperators auf das Moment der Lagrangedichte erhalten hat. Unter den be-
sprochenen Vorausetzungen der Abwesenheit duflerer Kréifte und der Wahl eines iso-
tropen Konsitutivgesetzes (2.34) folgt der lokale Erhaltungssatz (2.82) fiir den tota-
len Drehimpulstensor. Aus diesem folgt analog zur integralen Erhaltungsgrofie des Ji-
Integrals (2.73) eines homogenen Materials die Erhaltung des L;-Integrals (2.84) eines
isotropen Materials.

In der klassischen FElastizitat gehort die Skalierungsgruppe auch zu einer Variati-
onssymmetrie. Die infinitesimale Transformation fiir die Skalierungsgruppe lautet

z; = (1+e)x, ul, = (1 +edy)ua, (2.157)



30 KAPITEL 2. ELASTIZITATSTHEORIE

wobei d,, die Skalierungsdimension des Vektorfelds w angibt. Die Dimension des Vek-
torfeldes w in n-Dimensionen ist durch

n—2
2

gegeben. Somit gilt in der Elastostatik d, = —1/2, da n = 3. Der infinitesimale Erzeu-
ger hat die Komponenten

d, = —

(2.158)

Xi = Ty, Ua = duua. (2159)
Damit ist auch der erhaltende Skalierungsstrom
ow
A = 2 W + (dytq — Tpua ) 5 (2.160)
Ui

gegeben. Setzt man in den Skalierungsstrom (2.160) die Spannung ein, so ergibt sich
seine endgiiltige Form

Y= A = x;Pj; + dyu,; 7. (2.161)

Der Skalierungsstrom (2.161) erfiillt den lokalen Erhaltungssatz (2.89), aus welchem
durch Integration die Erhaltung (2.91) des M-Integrals (2.90) folgt. Andererseits ist
fiir ein Material, welches ein von den betrachteten Langenskalen abhéngiges Deforma-
tionsverhalten zeigt, das M-Integral (2.90) nicht erhalten und somit ungleich Null. Sein
Wert beschreibt den Bruch der Skalierungsinvarianz, d.h. den Verlust des selbstéhnli-
chen Verhaltens fiir die Materialeigenschaften. Dieser Symmetriebruch findet in Mate-
rialien mit einer inneren Struktur statt, welche das Vorhanden sein von inneren Léngen
fordern. Diese Mikrostruktur ist mit dem Auftreten von Spannungen héherer Ordnung
(Hyperspannungen, Momentenspannungen) verbunden. Deswegen bekommt man im
Vergleich zur Translationssymmetrie und Rotationssymmetrie fiir die Skalierungssym-
metrie keinen Erhaltungssatz, sondern eine Bilanzgleichung. Darauf werden wir im
zweiten und dritten Kapitel eingehen, wo die Erhaltungssétze der Elastizitdt mit Mi-
krostruktur und der Gradientenelastizitit untersucht werden. In solchen Materialien ist
die Skalierungssymmetrie gebrochen. In der Gradientenelastizitdt hingt die Lagrange-
dichte von hoheren Ableitungen des Verschiebungsfeldes ab. Beriicksichtigt man z.B.
zusétzlich zur ersten noch die zweite Ableitung des Verschiebungsfeldes, so ist fiir die
Anwendung des infinitesimalen Kriteriums (2.146) die zweite Prolongation erforderlich.

Die Symmetrie (2.143) ruhrt daher, dafl die Euler-Lagrange Gln. linear sind und
das Superponieren von einzelnen Losungen auch eine Losung ist. Das Vektorfeld v°
ist der Erzeuger dieser Divergenzsymmetrie. Die infinitesimalen Transformationen fiir
diese Symmetrie lauten

T, = @y, Ul = Ug + € fo (2.162)

Dabei ist f, eine beliebige Losung der Feldgleichungen. Die Komponenten des infini-
tesimalen Erzeugers der Addition von Losungen sind durch

Xi=0, Uy=fa, (2.163)
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gegeben. Fiir die Funktion B; gilt
B = —u; 7ii(). (2.164)
Damit kann der entsprechende erhaltende Strom
A = = [ Ti(u) + vy 75(f ), (2.165)

angegeben werden. Dies ist das Resultat des Betti-Theorems [32]. Es resultiert aus der
Linearitdt der Navier Gleichungen.






Kapitel 3

Mikrostruktur in der Elastizitat

3.1 Kinematik und Dynamik

Der Gedanke, bei welchem, jedem materiellen Punkt eines dreidimensionalen elasti-
schen Kontinuums eine sogennante Einheitszelle zugeordnet wird, geht auf die Briider
Cosserat [33] zuriick. In diesem Cosserat-Kontinuum stellt die Einheitszelle ein ortho-
gonales und starres Dreibein dar, welches aus drei zueinander ortogonalen Einheits-
vektoren aufgespannt wird. Zu den drei Translationsfreiheitsgraden des Verschiebungs-
feldes u; des Makrokontinuums kommen noch drei rotatorische Freiheitsgrade fiir das
Drehfeld v; der starren Mikrostruktur hinzu. Die materiellen Punkte erhalten damit
eine Orientierung. Man spricht auch von einem mikropolaren Medium. Der materielle
Punkt eines Cosserat-Kontinuums kann als ein infinitesimaler, starrer Korper aufge-
fat werden. Die Arbeit [35] bietet einen attraktiven zusammenfassenden Bericht tiber
das Cosserat-Kontinuum. Im allgemeinen Fall, wenn eine Deformation der Einheits-
zelle, gegeben durch ein deformierbares Dreibein, zugelassen wird, verbindet man mit
jedem materiellen Punkt einen sogennanten Mikrodistorsionstensor 1;; bestehend aus
neuen unabhéngigen Komponenten. Die Arbeiten [36, 67, 68] geben einen Uberblick
iiber die Elastizitatstheorie eines Kontinuums mit einer deformierbaren Mikrostruktur.
Man spricht dann von einem mikromorphen Medium. Beschrankt sich die Deformati-
on der Mikrostruktur nur auf eine starre Rotation und eine Dilatation, dann erfahrt
diese zusatzlich zur Mikrorotation 1; eine durch eine skalare Funktion v beschriebene
Muikrodilatation.

Wir mochten jetzt die kinematischen Groflen eines Kontinuums mit Mikrostruktur
fiir den Fall einer linearen Deformation nach Mindlin [36] einfithren. Ein materielles
Volumen V' mit der Oberfliche S erfahrt nach Gl. (2.1) die Verschiebung

U :l’k—Xk. (31)
Die Koordinaten xj stellen die rdumlichen, Eulerschen Ortskoordinaten dar, gemessen
von einem Koordinatensystem mit einem ortsfesten Ursprung. Die Koordinaten Xj

sind die mit dem Makropartikel materiell verbundenen Lagrangeschen Ortskoordinaten.
Innerhalb dieses Makropartikels befindet sich eine Mikrostruktur vom Volumen V’

33
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eingebettet. V' wird als Mikrovolumen bezeichnet. Die Mikrostruktur erfahrt in jedem
ihrer Punkte die Mikroverschiebung

uy, =z, — X;. (3.2)

Die Koordinaten X, ) sind entsprechend die materielle und raumliche Ortskoordi-
naten. Sie liegen am Anfang des Deformationsprozesses im Schwerpunkt des Makro-
partikels und sind parallel zu den x; Koordinatenachsen. Thr Ursprung ist mit der Mi-
krostruktur fest verbunden. Da lineare Deformationsprozesse betrachtet werden, sind
die Betrdge der Verschiebungsgradienten klein und die Linearisierung nach Gl. (2.12)
liefert

ou ou

8—)5 = a—SL’I; = U1, U = uk(:cl,t), (33)

ou, ou,

aAXﬁ - &rplf = Uk 1y u;c = u;c(xlv xi, t)v (34)
l l

wobei t die Zeit fiir eine dynamische Deformation darstellt. Unter der Annahme, dafl
die Mikroverschiebung u;, als Polynom in den z} Koordinaten geschrieben werden kann,
gilt als erste Naherung fiir den ersten linearen Term dieses Polynoms

uy = Yy, (3.5)

mit g = Y (x;,t). Somit verlduft die Mikrodistorsion

homogen im Volumen V'’ und inhomogen im Volumen V. Aus der Mikrodistorsion
lassen sich auch die Mikroverzerrung

er = Yy = %(@Dkl + Vi) (3.7)

als symmetrischer Anteil von 1 und die Mikrorotation

Wit = V) = %(?/)kz — Vi) (3.8)

als antisymmetrischer Anteil der Mikrodistorsion definieren. Weiterhin gelten die im
Kapitel 2 als Makrodeformation (2.15), Makroverzerrung (2.14) und Makrorotation (2.17)
eingefithrten kinematischen Groéflen des Makromediums. Der antisymmetrische Anteil
wy; des Mikromediums beschreibt die Drehungskomponenten des Cosserat-Dreibeins,
welche fiir Verdrillungen und Verkriimmungen zustédndig sind. Mit den gegebenen ki-
nematischen Maflen fiir das Makromedium und das Mikromedium kann jetzt die soge-
nannte relative Deformation

Yt = Brt — Vrl (3.9)
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definiert werden. Dabei stellt (i den in der Gl (2.15) im Kapitel 2 eingefiihrten Dis-
torsionstensor des Makromediums dar. Zusétzlich kann der Mikrodistorsionsgradient

Kktm = Yklm (3.10)

als Makrogradient der Mikrodistorsion vy, eingefithrt werden. Die Tensoren ey, Vi, Kk
sind unabhéngig von den Koordinaten x}.

Liegt ein lineares Cosserat-Medium [34] vor, so vereinfacht sich die Kinematik. Mit
Hilfe der infinitesimalen Drehung, die durch den Drehvektor @ gegeben ist, wird aus
der Gl. (3.9)

Vel = Bri — €kimWVm Yikl) = €kimW¥m. (3.11)

wobei €, der total antisymmetrische Tensor von Levi-Civita ist. Der dreistufige Mi-
krodistorsionsgradient (3.10) reduziert sich auf den zweistufigen Tensor

Kkl = Vil (3.12)

dessen Diagonalkomponenten k = [ Verdrillungsdeformationen und die mit ungleichen
Indizes k # [ Verkriimmungsdeformationen beschreiben. Der symmetrische Anteil von
Gl. (3.11) ist mit dem Verzerrungstensor des klassischen Kontinuums (2.14) identisch.
Der antisymmetrische Anteil

Vikl] = Wrl — €kimPm (3.13)

beschreibt die Relativdrehung des ortlichen, an jedem materiellen Punkt haftenden
Dreibeins gegeniiber der mittleren Drehung im Verschiebungsfeld. Fiihrt der Festkorper
als Ganzes eine Starrkorperbewegung aus, so verschwinden die Deformationen vy, k.
Wenn die Mikrostruktur als einzige Deformation einer Dilatation ¢ unterworfen wird,
so kommt als neue Grole zum Drehvektor ¢y der Mikrodilatationsgradient

€ = ’QD, R = ¢,k (314)

hinzu. Die Mikrostruktur wird in einem Kontinuum mit Mikrodilatation durch den
Drehvektor 1, und die skalare Dilatationsfunktion ¢ charakterisiert (siche auch [69,
70, 71]). Im folgenden werden die Kompatibilitdtsbedingungen [71] fiir die linearen
Kontinua mit diesen drei Arten von Mikrostuktur angegeben. Im allgemeinen Fall liegt
ein kompatibles mikromorphes Medium vor, wenn folgende Beziehungen

€kpg(VpLg T Kipg) = 0, (3.15)
€kpghimp,g = 0, (3.16)
Kktm + Kikm — 2€k1m = 0 (3.17)

gelten. Fiir ein elastisches mikropolares Medium heiflen diese

€kpgVigp T '%ppékl — Kk =0, (318)
€kpgtitqp = 0. (3.19)
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3.2 Elastizitat mit Mikrodilatation

Im Kapitel 2 haben wir uns mit dem Noetherschen Theorem vertraut gemacht und
die mathematischen Grundlagen zur Berechnung von Lie-Punkt Symmetrien kennen-
gelernt. Wir werden die Peter Olver Methode zum Berechnen der Euler-Lagrange Sym-
metrien und Variationssymmetrien fiir elastische Media mit Mikrostruktur verwenden.
Wir beschranken uns auf ein linear isotropes, homogenes und kompatibles Kontinuum.
Mit den bekannten infinitesimalen Symmetrien werden mit Hilfe des Noetherschen
Theorems die entsprechenden Erhaltungssiitze hergeleitet. Die schon fiir die klassische
Elastizitit gefundene wegunabhéngigen Ji-, Lp- und M-Integrale werden fiir elasti-
sche Festkorper mit einer Mikrostruktur verallgemeinert. Die damit zusammenh#ngen-
den divergenzfreien Groéflen sind der Energie-Impuls Tensor, der Drehimpuls Tensor
und der Dilatations oder Skalierungsflul. Die Arbeiten von Jaric [72, 73], Dai [74]
und Vukobrat [75] beschéftigen sich mit dem Problem der Formulierung von Erhal-
tungssitzen und ebenso mit der Angabe eines wegunabhéingigen Ji-Integrals fiir mi-
kropolare Media. Pucci und Saccomandi [76], Lubarda und Markenscoff [77] berech-
neten fiir ein mikropolares Medium die Variationssymmetrien und gaben mit Hilfe
des Noetherschen Theorems die entsprechenden Erhaltungsséitze fiir die Translations
und Rotations-Symmetrie an. Aufgrund der Mikrostruktur wird die Symmetrie der
Skalierung gebrochen. Fiir elastische, pordse Media findet man in der Arbeit [78] die
Erhaltungssédtze. Wir mochten die Erhaltungssidtze und wegunabhéngige Integrale fiir
ein Kontinuum mit Mikrodilatation und mikromorphes Kontinuum bestimmen (siehe
auch [79]). Es werden die Euler-Lagrange Symmetrien und die Variationssymmetrien
fiir diese beiden Félle ausgerechnet.

3.3 Lie-Punkt Symmetrien

Mit Hilfe der kinematischen Groflen v, ¥y, ¥ und ky; fiir ein Medium mit Mikrodila-
tation sind auch die dualen, Grélen folgendermafien

tkl: a—W, S—t:a—W, mkl:a—W, mk:a—W, (320)
OV o Ok oY
gegeben. Die potentielle Energiedichtefunktion W fiir ein solches Kontinuum lautet
W= %tmkl + %(s —t)e + %mkmz + %mmk. (3.21)

Der Tesnor ty; ist der Spannungstensor, s —t ist die, fiir die Dilatation der Mikrostruk-
tur verantwortliche, innere Volumenkraft, my; ist der Momentenspannungstensor und
my, ist der Mikrodilatationsvektor und verursacht die Dilatation der Mikrostruktur.
Im statischen Fall, wenn also die kinetische Energie 7" = 0 verschwindet, lautet die
Lagrangedichte £ = —W und aus dem Wirkungsfunktional

Si:/ W (wk 1, Vi, i, 0, 0 ) AV (3.22)
v
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mit der potentiellen Energiedichte (3.21) bekommt man fiir die Variation der Feldva-
riablen wuyg, ¥ und 1, die das Wirkungsfunktional S stationédr S = 0 werden lassen,
die folgenden drei Euler-Lagrange Gln.

ow ow

Eﬂwy:&%—mawjza (3.23)
oW oW

E@%LV)::8¢k——Di8¢k'::0, (3.24)
oW oW

wobei D; die totale Ableitung ist, welche auf die vektorwetige Funktionen der Ver-
schiebung des Makromediums wuy, der Drehung der Mikrostruktur ¢, und die skalare
Funktion der Mikrodilatation 1 wirkt

0 0 0 0 0 0
‘l'uazau +u05’lja +¢o¢28¢ _l'wamawa]_‘_?vbz w“_@bmawj‘l'

(3.26)

D; =

Fiir homogene Materialien ist die Energiedichte W unabhéngig von den Ortsvaria-
blen zy, d.h. es ist 2% = 0. Man bekommt aus (3.23)-(3.25) ohne Beriicksichtigung
von dufleren Volumenkraften Volumenmomenten und Mikrodilatationskréaften folgende
Bilanzgleichungen

Dyt =0, (3.27)
Dlmkl - 6Ifmntmn == 07 (328>
Dymy — s+ = 0. (3.29)

Die Konstitutivgleichungen fiir ein isotropes Kontinuum mit Mikrodilatation haben
folgende Gestalt

tir = (No® + My p ) 0rg + p(ury + wip) + 6(Uk g + €mtm), (3.30)

s —t =MV + Notyy, (3.31)
My = Qr O + Bk + Yk, (3.32)
my = k. (3.33)

Werden die Materialgleichungen (3.30)—(3.33) in den Gln. (3.27)—(3.29) eingesetzt, so
bekommt man als Ergebnis die Feldgleichungen der Elastizitdt mit Mikrodilatation in
Abhéngigkeit von den Feldvariablen wuy, ¥, und v

Aotr + (1 + Mg + (10 + K)ugu + Kegimmg = 0, (3.34)
(a4 B)rik + Yru + K€kmntnm — 26, = 0, (3.35)
O‘Ow,ll — >\1¢ - )\Oul,l = 0. (336)

Die Euler-Lagrange Gln. (3.34)—(3.36) stellen ein System von sieben gekoppelten, li-
nearen Differentialgleichungen A = (Aq,.....,A;) = 0 dar. @ sind die unabhéngigen
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rdumlichen Variablen und w, v, ¥ sind entsprechend die abhéngigen Feldvariablen. Sie
spannen den Basisraum (@, u,,1) € R x R? x R? x R (in unserem Fall gilt n = 3,
p = 3 und ¢ = 3) auf. Das Gleichungssystem A = 0 ist von zweiter Ordnung in den
unbekannten Variablen. Ist G die Lie-Gruppe, die die Gln. (3.34)—(3.36) invariant 148t,
dann sind die infinitesimalen Transformationen

v; =z +eXi(z, u, P, )+, (3.37)
ul, = Uy + U (T, u,0p,00) + -+ - (3.38)
Vh = Yo +eVa(T,u,,00) + -0 (3.39)
V=9 +el(z,u g, ¥)+--- (3.40)

mit folgenden infinitesimalen Erzeugern

/
O

/
ou,

X’l(w7 u’ d;?w) = ag b Ua(w7 u? 77[)7 w) = 05_ ) (3'41)
e=0 e=0
oY’ oY’
U (x,u,,v) = Oia , U(x,u,p, 1) = Oi , (3.42)
e=0 e=0

gegeben. Fiir die Indizes gilt: : =1,....,n,a=1,...,pund f = 1,...,p. Damit erzeugt
der infinitesimale Erzeuger G das Vektorfeld

0 0 0 0
=Xi—+Us—+V,—+ ¥ —, 3.43
V=i T e TV a0 T a0 (3.43)
welches lokal auf den Basisraum wirkt. Daraus erhélt man die erste Prolongation von
v als

_ 0 - 0 -0
Wy = v 4+ Uy + . T, 3.44
prov=ut 8ua,i - 81%,2' - 8¢,i’ ( )
mit

Usi = Di(Us — Xptia 1) + Xito i, (3.45)
\ilai - Di(\Da - Xkua,k) + kaa,kia (346)
U, = Di(¥ — Xyptar) + Xith gi- (3.47)

Aus dem Vektorfeld v lassen sich die Charakteristiken
Q;f = Ua — Xkua,k, (348)
QY = Vo — Xpthak, (3.49)
QY =V — X3y, (3.50)

angeben. Zu der ersten Charakteristik, die mit der Gl. (2.132) fiir das Verschiebung-
feld der klassischen Elastizitdat identisch ist, bekommt man aufgrund der Feldgrofien
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¥;; und ¢ zwei zusétzliche Charakteristiken hinzu. Mit den im Kapitel 2 eingefiihr-
ten Prolongationsformeln (2.121) und (2.122) 148t sich die erste Prolongation (3.44)
folgendermaflen

prv = priYug + XD, (3.51)

umschreiben, wobei prlYwvg die Form

o ., 0

0
Y
+Q°‘8wa

“ 31%,@'

+ D@

0
(1) —O0% — L D.OY
pr UQ Qa u(] _'_ ZQa aU/a’i
0 0
Y 4 D.OY

+ Q 8¢ + ZQ 8¢’i’
annimmt. Um die Lie-Punkt Symmetrien der Euler-Lagrange Gln. (3.34)—(3.36) zu
bestimmen, braucht man die zweite Prolongation pr®wv des Vektorfeldes v. Sie stellt

eine Erweiterung der ersten Prolongation (3.44) dar und ist gegeben durch

(3.52)

- 0 -0

2)ay — (D 7
prfv=prVv+Uyi— + Vpi—— + W ——, 3.53
! 8ua,ij ! 8¢a,z’j ! 8¢,ij ( )

mit den zusétzlichen Komponenten
Uaij = Dj(Uai — XiUa,ir) + XiUa,jik, (3.54)
\Ilaij = Dj(@ai - kaa,ik) + kaa,jim (355)
Ui =D (V¥ — Xphin) + Xi® jiks (3.56)

des prolongierten Vektorfeldes. Wendet man die Symmetriebedingung (2.134) mit der
zweiten Prolongation gegeben durch Gl. (3.53) auf die Euler-Lagrange Gln. (3.34)—
(3.36) an, so erhilt man folgendes Bestimmungsystem

|:)\0\Il7k + (u + )\)Ul,lk + (,U + K)Uk,ll + K€kim W, Ao =0, (3.57)
|:(Oé + 6)‘1’[7% + ”}/\I’k,” + K€kmnUn,m — 2k, Aco =0, (358)
OZO\I]J[ — )\1\11 — )\OUlJ- Ao =0. (359)

Xi = d; + €550k, (3.60)
Uy = gy + €qjrtijar + folx), (3.61)
U, = o + €ajitiar + ga(2), (3.62)

U =i+ g(a). (3.63)

d;, a; und c sind beliebige Parameter und f;(x), ¢;(x) und g(z) sind beliebige Losungen
der Gln. (3.34)—(3.36). Die Lie-Algebra der infinitesimalen Symmetrien der Feldglei-
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chungen wird von den folgenden Lie-Vektorfelder aufgespannt

v} = 8?1:- (Translation im Raum), (3.64)
0 0 0
2 _ o ) ) ) 1
Vi = €ijk (:L'j o + u; un + w] 0¢k) (Drehung im Raum), (3.65)
0
v = + Y, Skalierung), 3.66
et o (Skalierung) (3.66)
vt = fi(x ) 0 —i— () 57— 0 + g(x) 9 (Addition von Lésungen) (3.67)

Im Gegensatz zur klassischen Elastizitdt stellt die Skalierungsgruppe x;0; keine Lie-
Punkt Symmetrie der Feldgleichungen dar.

3.4 Erhaltungssitze

Wie schon im Kapitel 2 gezeigt wurde, kann eine Lie-Gruppe G nur dann eine Varia-
tionssymmetrie oder Divergenzsymmetrie sein, wenn folgende Bedingung

prDo(W) + WD, X; = D, B, (3.68)

erfiillt ist. B; ist eine analytische Funktion. Ist B; # 0, dann stellt v den Erzeuger einer
Divergenzsymmetrie der potentiellen Energiedichte W dar. Andernfalls wenn B; = 0,
wird aus v eine Variationssymmetrie. Setzt man die Gln. (3.51)—(3.52) fiir die erste
Prolongation von v in die Gl. (3.68) ein, so ergibt sich

prDvo (W) + Dy(WX;) = DBy, (3.69)

mit priM v (W) gegeben durch

oW ow oW ow
v Qr Q"
Wy = Qa +Qa 8%+Q 50 +DiQY aum+DQa 8wa,+DZQ o,
(3.70)

Fiihrt man eine partielle Integration aus, so bekommt man aus obiger Gleichung

prDog(W) =QUEX W) + QLEY (W) + QVE¥ (W)

oW oW oW
P P
+D<aam+wam+Qaw)

Durch die Kombination der Gln. (3.69) und (3.71) liefert das infinitesimale Kriteri-
um (3.68) die Bezichung

(3.71)

DiAi + QB (W) + QY EY (W) + QVEY (W) = 0, (3.72)
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mit dem Strom

oW
@ 0ua7,-

oW oW
P P
° Joes 9 B,

Die Euler-Lagrange Gln. EX(W) =0, E¥(W) =0 und E¥(W) = 0 sind wihrend des
gesamten Deformationsprozesses erfiillt. Damit folgt aus der Gl. (3.72) ein lokaler Er-
haltungssatz. Mit den Charakteristiken (3.48)—(3.50) erhélt schliefllich der Strom (3.73)
seine endgiiltige Form

ow
Ai - (Ua - Xkua,k) au— + (\I]oe - Xk,lvba,k)

A =Q +Q + WX, — B,. (3.73)

ow
31%,@'

ow
o,

+ WX, — B,
(3.74)

+ (U — X p)

3.4.1 Translationsstrom

Die Translationssymmetrie ist eine Variationssymmetrie B; = 0. Fiir diese Symmetrie
erfahren nur die unabhéngigen Variablen (x,t) eine infinitesimale Transformation. Die
abhéngigen Variablen (u,1),1) bleiben dabei unveridert. Aus den Formeln (3.37)-
(3.40) bekommt man

!lf; = T; + g0k, U; = Ua;, @Dfx = Ya, Y =1 (3.75)
Die entsprechende infinitesimale Erzeuger lauten
X]“' — 5kia Ua - 0, \I]a - 0, \I] - 0 (376)

Mit den Komponenten (3.76) fiir den Erzeuger der Translationsgruppe ergibt sich aus
der allgemeinen Formel (3.74) der Translationsstrom

ow ow ow
Py = Agi = Wp — gy =—— — Vo —— — . 3.77
2 k ki — Uak Dy Yok D ¢’ka¢,i (3.77)
Dieser 148t sich mit Hilfe der Spannungen (3.20) in seine endgiiltige Form
Pyi = W bpi — Ui ta; — Yok Mai — V1 M. (3.78)

bringen. Der Tensor Py; in der Gl. (3.78) ist der statische, kanonische Energie-Impuls-
Tensor eines elastischen Kontinuums, fiir dessen Mikrostruktur die Starrkérperrotation
1, und die Dilatation ¢ als gesamte Mikrodistorsion erlaubt sind. Er stellt durch die
letzten zwei Terme eine Verallgemeinerung des Eshelbyschen Spannungstensor (2.69)
der klassischen Elastizitdt dar. Aus dem infinitesimalen Erhaltungssatz D;P; = 0 und
dem GauBschen Satz bekommt man fiir das Ji-Integral (2.71) mit dem verallgemei-
nerten Eshelbyschen Spannungstensor (3.78) die integrale Erhaltungsgrofie J, = 0.
Im Falle, daff ein inkompatibles, oder inhomogenes elastisches Medium mit einer Mi-
krodilatatonsstruktur vorliegt, wird die Translationssymmetrie gebrochen und es gilt

Ty # 0.
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3.4.2 Rotationsstrom

Aus der Isotropie des Materials und der Rotationssymmetrie (3.65) gibt es genau wie
fiir die Translationssymmetrie einen erhaltenden Strom. Die infinitesimalen Transfor-
mationen lauten

Ty = T + €iTiCh,  Up = Ua + €xpallpes Vo = Yo + expatiper, ' =1. (3.79)
Daraus ergibt sich fiir die infinitesimalen Erzeuger
Xix = €jry,  17=0, Uak = €akplis, Vak = €arptls, U=0. (3.80)

Mit diesen Transformationen bekommt man aus der Gl. (3.74) den Rotationsstrom

ow ow ow ow ow
My = Agi =€gja (Uj E + 9 W) — €kjnT; (ua,n E + Ya,n W +Yn W)
+ Ekjil’jW (381)

Mit Hilfe des Eshelbyschen Spannungstensors (3.78) und den Spannungen (3.20) erhélt
man

Myi = €xjn(j Poi + j boi + 05 M) (3.82)

Dies ist der totale Drehimpulstensor. Der Tensor My,; steht mit einem Tensor dritter
Stufe

1

in Relation. Dieser setzt sich aus zwei Anteilen
M;ni = Ljni + Sjni (3.84)
zusammen. Der erste Term ist der orbitale Drehimpuls
Ljni =Py —x, Pj; (3.85)
und der zweite Term beschreibt den inneren Drehimpuls
Sini = Uj tni — Up tj + U0 My — Yy My (3.86)
Die Isotropiebedingung folgt aus der Invarianz beziiglich der Drehung
Di My = €xjn(Wjitni — Wi tji + V)i Mpi — Ui Myji + 05 M i — Y my). (3.87)

Unter Benutzung der Materialgleichungen (3.30)—(3.33) zeigt man, daf} die rechte Sei-
te der Gl. (3.87) fiir ein isotropes Material verschwindet. Damit stellt auch das Lj-
Integral (2.83) mit dem totalen Drehimpulstensor (3.82) eine globale Erhaltungsgrofie
mit L = 0 dar. Im allgemeinen Fall anisotroper Materialien, wenn also keine Isotropie
vorliegt, ist die Rotationssymmetrie Lj # 0 gebrochen.
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3.4.3 Addition von Losungen

Diese Symmetrie existiert genauso wie bei den Euler-Lagrange Gln. (2.48) der klas-
sischen Elastizitdt wegen der Linearitdt des Gleichungssystems A = 0 und ist eine
Divergenzsymmetrie. Das zu v* gehérende Vektorfeld B; lautet

Bi = u;t;i(f,9) + ¥ mii(g) + ¢ mi(g). (3.88)

Die Bezeichnungen t;;(f, g), m;;(g) und m;(g) bedeuten, dafl die Feldvariablen u, 1,
1 durch die GroBlen f, g und g entsprechend ersetzt werden. Der erhaltende Strom fiir
diese Symmetrie lautet

Ai = [iti(u, ¥) + gy myi() + gmi(¥) — [u; t:(f, g) + ¥ my(g) + ¢ mi(g)]. (3.89)

Dieses Resultat ist nichts anderes als die Erweiterung des Betti-Theorems fiir die Elasti-
zitdat mit Mikrodilatation. Falls ¢ = 0, bekommt man analog als Ergebnis die Funktion
B; und den Strom A; fiir ein mikropolares Medium. Mit dem Erhaltungsstrom (3.89)
ergibt sich folgender integraler Erhaltungssatz

/S[uj ti(f,g) +vimi(g) +vmi(g) — fitji(w,¥) — gymyi() — gm;(¥)|n; dS.
(3.90)

3.4.4 Skalierungsstrom

Fiir ein elastisches Medium mit einer Mikrostruktur, die einer Dilatation unterworfen
wird, ist die Skalierungssymmetrie wie im Fall der mikropolaren Elastizitéit weder eine
Variationssymmetrie noch eine Divergenzsymmetrie. Der Grund liegt namlich darin,
daB alle Elastizitdtstheorien mit einer Mikrostruktur, innere charakteristische Langen
liefern, welche fiir den Bruch der Selbstdhnlichkeit des Mediums verantwortlich sind.
Alle Konstanten mit der Dimension einer Lange, die in der potentiellen Energiedichte
W erscheinen, verletzen die Skalierungsinvarianz. Die Skalierungsgruppe fiir die un-
abhéngigen und abhéngigen Variablen lautet in der infinitesimalen Form

;= (1+¢)x, (3.91)
u, = (1 +edy)ua, (3.92)
¥, = (1+2dy)oa, (3.93)
W = (1+edy), (3.94)

wobei d,, dy und d;; die Skalierungsdimensionen der Verschiebung u, der Mikrorotation
1p und der skalaren Dilatation 1) sind. Die infinitesimalen Erzeuger lauten

Xi = Ty, Ua = duua, \I/a = dw’l?ba, U = du‘}’l?b, (395)

mit den Dimensionen

dy= -2 dd,:—g, daz—g. (3.96)
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Setzt man die Komponenten des Skalierungsoperators (3.95) in die allgemeine Formel
fiir den Strom (3.74) ein, so ergibt sich der Skalierungsstrom

1 3 3
Y,-::Ai:ijji——ujtji—§¢jmji—§

Dieser Strom ist auch fiir ein anisotropes Medium giiltig. Aus der Divergenz des Ska-
lierungsstromes erhélt man die symmetriebrechende Terme

Die Gl (3.98) ist somit eine Bilanzgleichung. Das wegunabhéngige M-Integral (2.90)
fiir die Skalierung ist in der Elastizitdt mit Mikrorotation und Mikrodilatation im
Gegensatz zur klassischen Elastizitdt (2.91) ungleich Null und ist somit keine globale
Erhaltungsgrofie. Mit Hilfe des Divergenztheorems bekommt man

\%4

3.5 Mikromorphe Elastizitit

Nachdem wir im letzten Abschnitt die Lie-Punkt Symmetrien der Euler-Lagrange Gln.,
die Variationssymmetrien und Erhaltungssétze fiir ein elastisches Medium mit Mikro-
rotation und Mikrodilatation untersucht haben, méchten wir das gleiche fiir ein mi-
kromorphes Medium tun. Fiir die Mikrostruktur ist jetzt eine aus einer Mikrorotation,
einer Mikrodilatation und einer Mikroverzerrung zusammengesetzte, homogene Mikro-
distorsion zugelassen. Aus dem Vektor v fiir die Mikrorotation und dem Skalar ) fiir
die Mikrodilatation, wird jetzt der Mikrodistorsionstensor 1, die entscheidende kine-
matische Grofle zur Beschreibung der mikromorphen Mikrostruktur. Da man schon im
letzten Abschnitt mit den notigen mathematischen Methoden vertraut gemacht hat,
wird die Rechnung gleich fiir die mikromorphe Elastodynamik [80] ausgefiihrt. Daraus
ergeben sich auch die Resultate fiir die mikromorphe Elastostatik [79]. Der Integrand
des Wirkungsfunktionals (3.22) ist durch die folgende Lagrangedichte

L= ‘C(uon'l/)aﬁauaa'l/')aﬁaua,iawaﬁ,i) (3100)

zu ersetzen. Aus der Bedingung der Stationaritdt bekommt man die FEuler-Lagrange

Gln.

wi o  OL oL oc
E*(L) = . D, T D; Pu = 0, (3.101)
EY(L) 0L _p, 0% _p 9% _ 0, (3.102)

- awaﬁ - ta'ljfaﬁ - iﬁwa@i B
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mit den totalen Ableitungen D; und D;

D_g—i-?l i+u 0 + 1 0 +¢ 0 +¢ 0 +w 0 +.
T T T T T e W I TN
(3.103)
0 0 0 . 0 0 0
D, oz, + Ui a—ua + Uayij auaj + Uayi 7 D, +¢a62 8¢a6 _'_waﬁﬂ'j 8¢a6,j
. 0
awaﬁ

Zusétzlich zur Homogenltat im Raum 25 = 0, kommt jetzt die expizite Unabhéngigkeit

a
der Lagrangedlchte 5 = 0 von der Zeit t hinzu. £ setzt sich aus der kinetischen Energie

T und der elastischen Verzerrungsenergie W folgendermafien
L=T-W (3.105)

zusammnen. Dabei ist der Ausdruck fiir die kinetische Energie T' durch

1 1

T = 3 paita + 5 Papas (3.106)

gegeben. Der zweite Term gibt den Anteil an kinetischer Energie, die in der Mikrostruk-
tur steckt. Dabei ist v, = 1, die Geschwindigkeit eines Makropunktes und v,g = ¥as
die der Mikrostruktur entsprechend. Mit den Makro und Mikrogeschwindigkeiten sind
auch die kanonisch konjugierten Grofien

oL oL

Pk = 7> Pkl = —, 3.107
Qi O ( )
gegeben. Dabei ist pr der Makroimpuls und py; der Mikroimpuls. Die elastische Ver-
zerrungsenergiedichte lautet
1 1 1

W = 3 tri Vil + 5 SHICkL + 5 Mijkkijk- (3.108)
Zu den schon angegebenen kinematischen Deformationsgréfien i, ey und ;55 gehoren
die Spannungen

ow ow ow

fy = 20 _ar = 3.100
M O oH Oex ikt OKkim ( )

Der Tensor t;; gilt als Erweiterung des Spannungstensors fiir ein mikromorphes Me-
dium, sy; ist der Mikrospannungstensor und my, ist der Hyperspannungstensor. Mit
den eingefiihrten dualen GroBen bekommt man aus den Gln. (3.101)—(3.102) folgende
Ausdriicke fiir die Euler-Lagrange Gln.

Dtpa - Diton' = 0, (3110)
Dipas — Dimapi — (tag — Sas) = 0. (3.111)
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Die Konstitutivgleichungen fiir den Makro und Mikroimpuls lauten

Pr = pﬂk, (3.112)
Pri = PIw, (3.113)

wobei p die Dichte des Makromediums und j den Tragheitstensor der Mikrostruktur
kennzeichnet. Die Materialgleichungen fiir die Spannungen tz;, sx; und mg, lauten in
der linearen, mikromorphen Elastizitét [71]

tkl :[)\'Vrr + ()\ + l/)err](skl + (,U + K)’)/kl + MUYk + 2(,U + U)ekl, (3.114)
s =[N+ )V + A+ 20+ 7)ep o + (1 + o) (Vi + Vi) (3.115)
+2(p + 20 + n)ew,

MEgim :Tl(f{'mrr(skl + "{:T’T’k)(sml) + 7_2(/’{'rmr5kl + /{T’T’lémk) + 7_3/€rrm5kl + 7_4/€krr5ml
+ T5(KrkrOmi + KirrOmik) + TebrirOmik + T78kim + T8 (Kimk + Kmkl)

+ ToKkmi + T10Kikm + T11Kmik- (3.116)

Setzt man die Materialgleichungen (3.112)—(3.116) in die Euler-Lagrange Gln. (3.110)
und (3.111) ein, dann bekommt man die Bewegungsgleichungen der linearen, mikro-
morphen Elastizitét fiir das Verschiebungsfeld w und das Mikrodistorsionsfeld

(e + K)ugu + (1 4+ Nw + vk + o + (0 — K) g = pliy, (3.117)
(11 4+ 72)Urr ik + T1VmrrmOkt + ToWrm rmOkt + T3UrrmmOr + (T4 + T9) Vkm,im

+ (75 + 78) (Vim,mk + Vmkim) + (T + T11) mimk + TrWkimm + T10Vik,mm

— (VA T )0kt — g, + (8 — gy — o — (5 +10)r = pita. (3.118)

3.6 Erhaltungssitze

In der mikromorphen Elastodynamik ist, der aus den unabhéngigen und abhéngigen
Variablen (z,t,u, 1) € R" x R x R? x R? zusammengesetzte Raum ein sechzehndimen-
sionaler Raum. Man fiihrt folgende infinitesimale Transformation fiir das Variablentu-
pel (x,t,u, 1) ein

x;:xz+5Xz(wvt7uv¢)+v ( )
t,:t+57(w>tau>¢)+'”> ( )
ul, = Uy + eUs(x, tu,0p) + -+ - | (3.121)

( )

«

¢;5 = Yap + €\Ifa5(w, tou, ) + -

Die infinitesimale Erzeuger sind

X2, t,u,1p) = ‘98?’ , (@t u, 1) = g—’; , (3.123)
e=0 e=0
oul, I,
Ua(,t,u, ) = 2| Uos(x, t,u, 1) = WB (3.124)
e=0 e=0
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Fiir die Indizes gilt « = 1,...,n, a = 1,...,pund § = 1,...,p. Der infinitesimale
Erzeuger wirkt lokal als Vektorfeld

’v:Xii—l-Tﬁ—FUi—i—\I’ 4

e 12
or; Ot “0us  * Oag (3.125)

auf den gesamten Raum mit dem Tupel (x,t, u, ). Aus diesem lassen sich seine erste
Prolongation

9 Bl 0 )
(1)gy — Ty —— 12
pro = v+ Uy —— P + Uy — 5t Uopi = o, + Tase " (3.126)

und die Komponenten dieses Vektorfeldes

Usi = Di(Uy — Xptla g — Tlla) + Xpla i + Tlai (3.127)
Uat = Dt(Uy — Xgtap — Tla) + Xglian + Tiia, (3.128)

gewinnen. Entsprechende Ausdriicke fiir \i/aﬁi und @aﬁt erhélt man aus den Gln. (3.127)—
(3.128), wenn u, durch ¢, und U, durch ¥,z ersetzt werden. Aus den Gln. (3.127)
und (3.128) und den erwihnten Substitutionen kann man die Charakteristiken

Qo = Us — Xjtnj — Tila, (3.129)
Qfﬁ = Vas — Xjtas,j — Tap, (3.130)

fiir die mikromorphe Elastodynamik angeben. Mit diesen schreibt sich die erste Pro-
longation (3.126) als

prifoy = pr(l)'vQ + X;D; + 7Dy, (3.131)
um, wobei priYvg die Form
0 8 0

D i
“ a Ui * tQ _I— Qaﬁ 8¢ QQIB 8¢a52

(3.132)

’UQ Q ——l—DQ
0

+DQY, —— 5
aﬁ
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besitzt. Aus der Symmetriebedingung (2.134) bekommt man die Lie-Algebra aus den
infinitesimalen Symmetrien der Bewegungsgleichungen (3.117)—(3.118):

v} = ai (Translation im Raum),
(3.133)
s O : :
V=5 (Translaton in der Zeit),
(3.134)
0 0 0 0 :
v} = €k (xj pr +u; o, + Yy B + Y =—— J0n ) (Drehung im Raum),
(3.135)
vt =, 9 + i 9 (Skalierung) (3.136)
— U4 auz ij a¢z] g), .
und die Symmetrie der Linearitdt von A =0
= filz ) 0 + gi(x) az (Addition von Losungen).
]
(3.137)

Die Skalierungssymmetrien x;0; und t0;, die sonst in der klassischen Elastizitéit existie-
ren, sind im Falle eines mikromorphen Materials abwesend.

Das infinitesimale Kriterium (3.68), dessen Erfiillung eine Lie-Gruppe G zu einer
Variationssymmetrie eines elastisches Medium mit Mikrorotation und Mikrodilatati-
on macht, bekommt fiir den Fall der dynamischen mikromorphen Elastizitéit folgende
Gestalt

prv(L) + £ (D;X; + Dy7) = DyB; + D, By. (3.138)
Im Vergleich zu (3.68) taucht jetzt £ statt W auf und zusétzlich tritt die Funktion
7(x,t, u, 1) aus der infinitesimalen Transformation (3.120) neu hinzu. Auf der rechten
Seite der Gl. (3.138) erscheint im dynamischen Fall fiir die Divergenz noch der Term

D, B, der totalen zeitlichen Ableitung von By. Substituiert man die Gln. (3.131)—(3.132)
fiir die Prolongationsformel in die Gl. (3.138), so ergibt sich

prvg (L) + Di(LX;) + Dy(L7) = D;B; + Dy By, (3.139)

mit prMvg gegeben durch

8£ oL oL oL 8£
(1) — v + D;
pr 'vQ(E) ‘|‘ Qag 8¢a6 zQa ou U Qaﬁ awa,@z tQ
+ Dth oL (3.140)

o a'lj}aﬁ .
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Nach partieller Integration ergibt sich aus obiger Gleichung

oL oL
pvg(L) = QUEX(L) + QU E(L) +Di( sa +Qhg—)
u_ v 0L
+Dt< +Qa5 a%ﬁ). (3.141)

SchlieBlich aus der Kombination der Gln. (3.141) und (3.139) bekommt man aus dem
infinitesimalen Kriterium (3.138) die Beziehung

D;A; + DAy + QI E, (L) + Q;f}ﬁEfﬁ(‘C) =0, (3.142)

mit den Ausdriicken fiir die Strome

oL

A= QY a o Qaﬁ T + LX; — B, (3.143)
oL oL

Ay = Qv == ¥ - B 144

" aaua+62aﬁa%ﬁ+£f " (3.144)

Da die Euler-Lagrange Gln. EX(£) = 0 und Efﬁ([,) = 0 wihrend des gesamten De-
formationsprozesses giiltig sind, resultiert aus der Gl. (3.142) ein Erhaltungssatz. Mit
den Charakteristiken (3.129)—(3.130) erhalten die Gln. (3.143)—(3.144) ihre endgiiltige

Form

.y 0L : oL
Ai = (Ua - Xjua,j - TUO!) W + (\I]aﬁ - X]waﬁ,] - Twaﬁ) a¢ y + ;CX Bla
(3.145)
oL

‘ o
A4 - (Ua - Xjua,j - Tua) —— + (\11065 - ijaﬁd - Tq?b@‘ﬁ) o

LT — By. (3.146
BTN aﬁ+ T— By ( )

3.6.1 Translationsstrom

Die Translationssymmetrie ist eine Variationssymmetrie mit B; = 0 und B4 = 0. Die
Gruppe der Translation wirkt nur auf die unabhéngigen Variablen (x,t) und 148t die
abhéngigen Variablen (u, 1)) der Verschiebung und der Mikrodistorsion unveridndert

T, = x; + eroi, th =t + 404, Up, = Ug, w(/lﬁ = Vag- (3.147)

Die entsprechende infinitesimale Erzeuger lauten

Xyi = Oy T = Oy, Ua =0, Wap = 0. (3.148)
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Aus den Gln. (3.145), (3.146) und unter Benutzung der Gl. (3.148) ergeben sich folgende
Strome

oL oL
A i — (5 i — Uq, o 14
k Ly U kauoc,z wﬁka¢aﬁl (3 9)
oL oL
Apa = —Ua,k 5 8 - ¢a5k 31%57 (3-150)
oL . oL
Ay = —Uy —— o 3.151
! N 8ua K ¢ 7 g 8¢a6 ) ( )
oL . oL
Ay = L — Gy = — g —. 3.152
44 ! 8 ¢ ’ a@DOﬁ ( )
Ausgedriickt mit Hilfe der Spannungen ¢,; und m,gs,; lauten diese
Py = —Api = =L 0ki — Uk tai — Vapk Masi, (3.153)
Pr = Ags = —Ua,k Pa — ¢a5,k Pag; (3-154)
Si = A4i - '[La tai + ,lvbaﬁ Magi, (3155)
H = _A44 - uoz Pa + ¢a6 Pas — L. (3156)

Wir benutzen die Vorzeichenkonvention von [81]. Der Tensor Py; stellt wie im Fall der
Elastizitat mit Mikrorotation und Mikrodilatation (3.78) eine Verallgemeinerung des
Eschelbyschen Spannungstensors (2.69) der klassischen Elastizitét fiir die mikromorphe
Elastodynamik dar. Die Vektorgréle Py ist der Pseudoimpuls. Den Pseudoimpuls fiir
ein mikropolares Medium hat Maugin in seiner Arbeit [82] angegeben. Die Grofie Py
in der Gl. (3.154) verallgemeinert dessen Resultat fiir ein mikromorphes Medium. Der
Vektor S; stellt den materiellen Energieflufl dar und wird auch Poynting Vektor gen-
nant. Er beschreibt die Verallgemeinerung fiir die mikromorphe Elastizitét. Die skalare
GroBe H = T + W ist die Hamiltonian und stellt die Gesamtenergie des elastischen
Kontinuums mit einer deformierbaren Mikrostruktur dar. Alle diese Groflen erfiillen
die Erhaltungssatze

DiPy — D;Py; =0, (3.157)

Die Gl. (3.157) ist der Erhaltungssatz fiir den Pseudoimpuls. Die Gl (3.158) ist der
Erhaltungsatz der Gesamtenergie. Mit Hilfe des Gauflschen Theorems, kénnen die in-
finitesimalen Erhaltungssétze (3.157)—(3.158) in integraler Form

\% S

/ D/H AV — / Sin; dS = 0, (3.160)
|4 S

geschrieben werden. Die Gl. (3.159) ist das Ji-Integral fiir die mikromorphe Elastody-
namik. Aus der Gl. (3.153) kann man den statischen Eshelbyschen Spannungstensor
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der mikromorphen Elastostatik als
Pri = Wk — tak tai — Yapk Magis (3.161)

ablesen [79].

3.6.2 Rotationsstrom

Die Drehung im Raum ist wie die Translation eine Variationssymmetrie, da im infi-
nitesimalen Kriterium (3.138) beide Funktionen B; = 0 und B, = 0 verschwinden.
Die Drehgruppe SO(3) wirkt im Raum («, ¢, u, 1) der unabhéngigen und abhéngigen
Variablen. Ihre lokale Wirkung ist durch

Tp =2 + epTicy, t =1, Uy = Us + kpaliger, Yog = Yap + €rjajser + rjplajcr
(3.162)

gegeben. Die infinitesimalen Erzeuger besitzen die Form
Xir = €ijry,  17=0, Uak = €akpls, Wapk = €arjip + €srjaj.  (3.163)

Wenn diese in die Formeln (3.145) und (3.146) eingesetzt werden, bekommt man die
folgenden Strome

oL oL oL oL oL
Ai = €km; (xm [ﬁéij e O, ; ~ Yany 81%@'] i ou; Y O + Yim 8%;‘,@')’
(3.164)
oL oL oL oL oL
Ak = Ekm'<um—. ‘l'wml PN +wlm - T, |iuoz,' - +¢o¢ 2J —:|)> (3]‘65)
4 J 8uj a¢jl sz J Oy, B,] a@%ﬁ

welche auch mit Hilfe der Spannungen und Hyperspannungen (3.109)

My == —Aki = €pm; (l’mpjz‘ + U Ljs + Vg M + Ui mlji)7 (3.166)
M = Aps = €mj (T Pj + W pj + Vot Dj1 + Yim P1j) (3.167)

ausgedriickt werden konnen. Die Gl. (3.166) ist der Tensor des totalen Drehimpulses.
Man kann ihn wie schon im Abschnitt 3.4.2 gezeigt wurde, in zwei Anteile zerlegen

My = M + MY, (3.168)

Der erste Term in dieser Aufteilung

M]g;)) = €kmj xmf)jia (3169)
ist der orbitale Drehimpuls und
i 1 « apuv
M) = = em (tta(Zmy) g5 + V(S Mg (3.170)

2



52 KAPITEL 3. MIKROSTRUKTUR IN DER ELASTIZITAT

beschreibt den inneren Drehimpuls. Die Tensorgrofien

(Smj) = 00,07 — 6800, (3.171)
(g = (S )20 4 (S )1 60 (3.172)

heiflen Spinoperatoren [83]. Der orbitale Drehimpuls Mé‘;) héngt mit der Drehsymme-

trie der unabhéngigen z-Koordinaten zusammen, wobei der innere Drehimpuls M,SZ)
aus der Drehsymmetrie des Raumes (u, 1)) der abhéngigen Variablen stammt. Die
Gl. (3.167) ist der Ausdruck fiir den totalen Pseudodrehimpuls. Dieser 148t sich eben-
falls in zwei Anteile

M= M + MY (3.173)
zerlegen, namlich das orbitale Pseudodrehimpuls-Vektorfeld

M = i T P; (3.174)
und das innere Pseudodrehimpuls-Vektorfeld

i 1 « afuv
M) = 5 et (ta(Sim)* P + Yo (Smg) D) (3.175)
Was den totalen Drehimpulstensor (3.166) angeht, besitzt er die gleiche Struktur wie in
der mikromorphen Elastostatik [79]. Die Isotropiebedingung fiir die Rotationsinvarianz
lautet

Dy M = DiMii = € (g, tni + i jtin + i (Sni — tni) + Vi (Sin — tin)
+ i1 Menti + Yuji Mani + Yui g mlm)- (3.176)

Wir benutzen die kinematischen Grofien (2.15), (3.9) und (3.11)—(3.13) zuziiglich der
Gl. (3.10) um die Isotropiebedingung (3.176) umzuformen

DMy, — DiMy; = €pn; (’in bni + Vij tin + 2 €45 Sni + Kjii Mapts + Kijs Ming + Kigj mlm)-
(3.177)

Setzt man die Materialgleichungen fiir die Spannungen (3.114), (3.115) und Hyperspan-
nungen (3.116) eines isotropen, mikromorphen Mediums in die Gln. (3.176) und (3.177)
ein, dann verschwindet die rechte Seite. Somit erhilt man nach Integration und Nut-
zung des GauBlschen Satzes den globalen Erhaltungssatz des Drehimpulses

%4 S

Mit dem totalen Drehimpulstensor (3.166) und Pseudodrehimpulstensor (3.167) stellt
das Erhaltungsintegral (3.178) das Ly-Integral der mikromorphen Elastodynamik dar.
Im Fall der Isotropie gilt L, = 0. Andererseits wird fiir ein anisotropes Material L # 0,
d.h. die Rotationsinvarianz wird gebrochen.
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3.6.3 Addition von Lésungen

Das Vektorfeld v° ist der Erzeuger einer Divergenzsymmetrie. Die dazu gehérenden
infinitesimalen Transformationen sind

i = x4, t=t, Up, = Uo + € fa, 1%46 = Yap + €9as, (3.179)

wobei die Funktionen f,, und g,s beliebige Losungen der Bewegungsgleichungen (3.117)—
(3.118) darstellen. Die infinitesimale Erzeuger der Transformation (3.179) lauten

X, =0, T =0, Uy = fa, Vos = Gap- (3.180)
Mit Hilfe des Betti-Theorems, lassen sich die Funktionen B; und B,

Bi = —uatai(f,9) — Yap Mapi(f), (3.181)
By = o pa(f) + Yap Pap(9) (3.182)

bestimmen. Die Bezeichnungen t;;( f, g), m;;x(f) stellen das Ersetzen der Feldvariablen
u; und vy durch die Funktionen f und g entsprechend. Aus der Symmetrie (3.179)
resultieren die folgenden erhaltenden Strome

Ai = _fa tai(uv Qp) — Yap maﬁi(w) T Ua tai(f; g) + waﬁ ma,@i(Q), (3183)
Ay = faPa(W) + Gap Pap(P) — ta Palf) = Yap Pas(g)- (3.184)

Diese driicken die Linearitét des Gleichungsystems (3.117)—(3.118) aus. Aus dem Gauf}-
schen Satz kann auch der Erhaltungssatz in integraler Form

L (Ua tai(fu g) + Q/Jaﬁ maﬁi(g) - fa tai(ua l/)> — Gap maﬁi(¢))ni ds =

/‘/Dt (ua Palf) + Vagp paﬁ(Q) — fapa(u) — Yop paﬁ("/)))dv, (3.185)

angegeben werden.

3.6.4 Skalierungsstrom

Der Symmetriebruch der Skalierung vom Abschnitt 3.4.4 veerbt sich natiirlich weiter
auf ein mikromorphes Medium. In einem mikromorphen Medium existieren auch innere,
charakteristische Langen, die den selbstdhnlichen Charakter des Materials fiir unter-
schiedliche Dimensionsskalen zerstoren. Die infinitesimale Form der Skalierungsgruppe
der unabhéngigen und abhéngigen Variablen lautet

vp=Q0+e)z, =0+t  uy=Q1+ed)ua, Vo= (1+edy)tap,
(3.186)
wobei d,, und d, die Skalierungsdimensionen des Verschiebungsfeldes wu; und des Mi-

krodistorsionstensors 1 sind. Die infinitesimale Erzeuger der Transformation (3.186)
sind durch

X; = x;, T =1, Us = dytg, Vg = dyag, (3.187)
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mit den Dimensionen

d—2 d
dy=-"—= dy=-—=, d=n+1, (3.188)

gegeben. Dabei steht n fiir die rdumliche Dimension (n = 3 fiir den dreidimensionalen
Raum). Wenn die Erzeuger der Skalierung (3.187) in die Gln. (3.145) und (3.146)
eingesetzt werden, dann erhélt man folgende Strome

oL oL

Ai = ZL’,E + (duua — TplUa ke — t'lla) aumi + (dw'l/iag - ZL’k@Da@k — t'l/'fag) 8%@@-’ (3189)
oL : oL

Ay =tL+ (duua — TUq; — t'lla) — + (ddﬂﬁaﬁ - l’k'l/iag,k — t@baﬁ) _ (3190)
8ua awaﬁ

Mit Hilfe des Makroimpulses py, des Mikroimpulses py;, der Spannungen o; und Hy-
perspannungen Mg, konnen die Skalierungsstrome in die Form

Y;- = —Ai = ZL’iji - tSZ' + duua tai + d¢¢a5 magi, (3191)
y = A4 = ZL’ij —tH + duua Do + dwwaﬁ Pags, (3192)
gebracht werden. In den Gln. (3.191) und (3.192) beschreiben die ersten zwei Terme
die orbitale Skalierungsstrome und die letzten zwei Terme sind der Beitrag der inneren

Skalierungsstrome. Da die Skalierungssymmetrie keine Variationssymmetrie ist, erfiillen
die Skalierungsstrome keinen Erhaltungssatz sondern eine Bilanzgleichung

DY — DiY; = —(Vap Pas — Vapi Magi)- (3.193)

Auf der rechten Seite der Bilanzgleichung (3.193) ist das erste Glied innerhalb der
Klammer das zweifache der kinetischen Energie der Mikrostruktur und das zweite Glied
stellt das doppelte des Termes —%mklm/ﬁklm der elastischen Mikroverzerrungsenergie in
der Gl. (3.108). Die integrale Form der Bilanzgleichung (3.193) ist durch

/ D,YdV — / Yin; dS = — / (Vo Pas — P Magi) AV (3.194)
14 S 14

gegeben.



Kapitel 4

Gradientenelastizitat

Im Anschlufl an das letzte Kapitel werden wir fiir ein Kontinuum mit einer allge-
mein deformierbaren Mikrostruktur eine Einschrankung in der Kinematik verlangen.
Dadurch ergibt sich aus der linearen mikromorphen Elastizitdt die lineare Gradien-
tenelastizitédt. Die kinematische Zwangsbedingung ist das Verschwinden der relativen
Distorsion 7;; = 0, man identifiziert also die Mikrostruktur mit dem umgebenden Ma-
kromedium. Diese spezielle Kinematik wird in der Arbeit [36] diskutiert. Es werden aus
der Elastizitatstheorie mit Mikrostruktur drei Formen der Gradientenelastizitét her-
geleitet, die alle auf die gleiche Differentialgleichung fiir das Verschiebungsfeld fithren.
Die Kinematik verdndert sich nach den Gln. (3.9) und (3.10) folgendermafien

Yaj = 0, 'lvbaj = Uaq,j, Rajk = Ua,jk; (41)

d.h. die Mikrodistorsion wird jetzt zur Distorsion des Makromediums und der Mikro-
distorsionsgradient wird zum Distorsionsgradienten, welcher die zweite raumliche Ab-
leitung des Verschiebungsfeldes w; ;. darstellt. Die elastisch gespeicherte Verzerrungs-
energie eines solchen Mediums hat die Form
1 1

W = 5 Tajua,j —+ 5 ajkumjk. (42)
Die hoheren Kraftspannungen werden jetzt als Reaktionsmomente auf die hohere, zwei-
te Ableitung des Verschiebungsfeldes verstanden. Die Geschwindigkeit des Mikrodis-
torsionsgradienten 1);; wandelt sich nach der kinematischen Einschrinkung (4.1) zum
réumlichen Gradienten des Geschwindigkeitsfeldes #; ; um. In dieser Arbeit werden wir
annehmen, daf der Betrag des Geschwindigkeitsgradienten |4, ;| << |u;| in jedem ma-
teriellen Punkt immer viel kleiner als der Betrag der Geschwindigkeit selbst bleibt. In
der Arbeit [90] findet man die Herleitung der Erhaltungssétze und Bilanzgleichungen
in der Gradientenelastizitat mit einer Lagrangedichte, in welcher der Geschwindigkeits-
gradient 1, ; mitberiicksichtigt wird. Fiir die in diesem Kapitel gewéhlte Einschrankung
kann die Grofle v, ; in der kinetischen Energie des Mediums vernachléssigt werden. Da-
mit ergibt sich die Lagrangedichte als

1 . 1 1
E =T — W = ipaua — 5 Tajua,j — 5 Tajkua’jk. (43)

95
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Aus der Lagrangedichte (4.3) folgen, die zu den kinematischen Gréfien der Distorsion
und des Distorsionsgradienten, dualen Groflen der Kraftspannungen und Hyperspan-
nungen

o o o
—auau aj — 8ua,j’ ajk —

Pa (4.4)

B 8ua,jk ’
dabei ist p, der physikalische Impuls, 7, der Kraftspannungstensor und 7, der Hyper-
spannungstensor. Die Euler-Lagrange Gln., die man aus der Variation nach der Feld-
variable u; und Minimierung des Wirkungsfunktionals mit der Lagrangedichte (4.3)
bekommt, lauten

oo OL oL oL oL
EY(£) = g = Digas = D+ DD, 5= =0, (4.5)

welche ausgedriickt mit dem Impuls, den Kraftspannungen und Hyperspannungen (4.4)
die Form

Dt Pa — D] (Tocj — DkTajk) = 0 (46)

annehmen. Dabei beschreiben D; und D; die totalen Ableitungen:

0 0 0 0

O P i

K 8t+u 8ua+u 8ua+u”8ua,j+ (4.7)
0 0 0 0 0

D; = e Ui g o U g e 48
Dy i Gy s g e g T ety (4.8)

Als Konsitutivgleichungen fiir den Impuls p,, die Spannungen 7,; und die Hyperspan-
nungen 7,;; wéhlt man fiir ein linear elastisches isotropes Medium folgende Beziehun-
gen

pa = pua 9 (49)
Taj = /J,(U,Lj -+ Uj,a) + )\ 5ajuk7k y (410)
1
Tk = @1 (Cajuu ik + Sartiy;) + 5 02 (ajtinu + Oartiju + 20;51110)

+ 23 6jUa i + 204 Ua i + 5 (W) ka + Uk ja), (4.11)

welche eingesetzt in die Euler-Lagrange Gln. (4.6) drei Differentialgleichungen fiir das
Vektorfeld der Verschiebung u;

piia — p[l — A Aug — (A + p)[1 — GA]uj 50 =0, (4.12)
ergeben. Man bekommt die zwei inneren Léngen

poglatis  p oWt drtas

p A+ p

(4.13)



4.1. LIE-PUNKT SYMMETRIEN o7

Die Gl. (4.12) beschreibt ein System von drei linearen partiellen Differentialgleichun-
gen vierter Ordnung A= (A1,...,A3) = 0. Zu den Laméschen Konstanten g und A
fiir den Spannungstensor 7,; erscheinen jetzt als zusétzliche Materialkoeffizienten fiinf
Gradientenkoeffizienten ay, - - - a5 fiir den Hyperspannungstensor 7. Die elastisch ge-
speicherte Energie eines Mediums, welches die zweite Ableitung des Verschiebungsfeldes
mitberiicksichtigt, kann die moglichen Formen

W (B, grad3), Gradientenelastizitit, (4.14)
W (e, grade), Verzerrungsgradientenelastizitét, (4.15)
W (B, rot3), Versetzungstheorie, (4.16)
W (e, rote), Elastizitdt mit Momentenspannungen, (4.17)

annehmen. Wir haben den ersten Typ gewéhlt. Wir werden im néchsten Kapitel sehen,
daB fiir ein inkompatibles elastisches Medium mit Versetzungen nur die dritte Form ge-
eignet ist. Aus dieser wird dann die vierte Form als spezieller Grenzfall in Erscheinung
tretten. Die zweite Form der potentiellen Energie findet auch in der Mikroplastizitét
(um Bereich) als Verzerrungsgradientenplastizitiat (“Strain-gradient plasticity”) An-
wendung. Mit dieser Theorie versucht man, die in Abhéngigkeit von der Abmessung
der Probe unterschiedlich grofle Zunahme der Verfestigung zu erkldren. Das Materi-
alverhalten zeigt Langeneffekte (“size-effects”). Fiir das Verstédndnis der Verfestigung
in solchen Dimensionen braucht man eine Theorie mit inneren Léngen. Damit kann
die phdanomenologische Plastizitéit so verifiziert werden, daf sie die Langeneffekte fiir
Proben im pm-Bereich erfassen kann. Der néchste Abschnitt beschéftigt sich mit dem
Ausrechnen der Lie-Punkt Symmetrien von der Gl. (4.12) und der Variationssymme-
trien der Lagrangedichte (4.3). Aus den Symmetrien letzterer, wird man nach dem
Noetherschen Theorem wichtige Erhaltungssétze gewinnen.

4.1 Lie-Punkt Symmetrien

Man mochte die Lie-Gruppen angeben, die das Gleichungssytem (4.12) invariant lassen.
Der Raum der Variablen besteht aus den unabhéngigen rdumlichen Ortsvariablen @ €
R™ und der zeitlichen Variable ¢ € R. Das vektorwertige Verschiebungsfeld w ist die
abhéngige Variable. Alle Variablen zusammen existieren in einem héher-dimensionalen
Raum (x,t,u) € R x R x R? (in unserem Fall ist n = 3 und p = 3). Sei G die Lie-
Gruppe welche die Gl. (4.12) invariant 148t. Die infinitesimale Transformationsgruppe
lautet

=z +eXi(x, tu) + - (4.18)
t'=t+er(z,t,u)+---, (4.19)
ul, = Uy + Uz, t,u) + - -+ (4.20)
mit den Komponenten des infinitesimalen Erzeugers von G gegeben durch
ox! ot ou!
Xi(z,t,u) = (@, tu) = — Ud(z,t,u) = =2 | (4.21)

) )
e e=0 e e=0 = e=0
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wobei € den Gruppenparameter darstellt. Fiir die einzelnen Indizes gilt ¢ = 1,...,n
and o = 1,...,p. Mit dem Vektorfeld v von G

v:Xi(a:>tau) 0 ot

s (4.22)

+ 7(x, t,u) R

ist der infinitesimale Erzeuger gegeben. Man kann die zweite Prolongation von v be-
rechnen

0 - 0 0

— 0
@y =040 U U, U 4.23
pl" v ’l)+ azau(xl_‘_ atau + azgaa”_l' attauOl ( )
wobei

U = Di(Ua — Xkumk — T?la) + Xkua,ki + Tﬂa,i, (424)

U = (U — Xkua,k — T'lla) + Xkua,k + Ty, (425)

U = D D, (Ua — Xku%k — Tﬂa) + Xkumkij + Tﬂaﬂ'j, (426)

U = D D (Ua — Xkua,k - Tﬂa) + in/;a,k + 7 ﬂa, (427)

die Ausdriicke fiir die hoheren Komponenten des zweiten Prolongationsvektorfeldes
(4.23) sind. Mit Hilfe der Charakteristik Q*

QY =Uy — Xjuq,; — Tla, (4.28)
von v, kann man die zweite Prolongation (4.23) folgendermafien
pry = pr(2)’vQ + X;D; + 7Dy, (4.29)

umschreiben. Das erste Glied in der Gl. (4.29) lautet

0 0 8 0 8
pr@uvg = —+DQa8 +DQ +DDQaa +DDQ . (4.30)
U g Uq,ij Uq
Das infinitesimale Kriterium (2.134) ist jetzt folgendermaflen
prYv(a) =0,  mit A=0, (4.31)

anzuwenden. Der Operator prv bezeichnet dabei die Prolongation vierter Ordnung.
Angewandt auf die Euler-Lagrange Gln. (4.12), findet man aus dem Kriterium (4.31)
eine Bestimmungsgleichung fiir die Komponente U, (x,t,u) des infinitesimalen Erzeu-
gers (4.22)

[pUs — p[1 = BAJAT, — (A + p)[1 = BA)T; o = 0] (4.32)

A=0’
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Die Losung der Bestimmungsgleichung (4.32) liefert die Lie-Algebra der infinitesi-
malen Symmetrien der Euler-Lagrange Gln. (4.12). Sie wird von den folgenden Lie-
Symmetrien

vf = 88x- (Translation im Raum), (4.33)

v? = % (Translation in der Zeit), (4.34)

v} = €iji (xj Oixk + u, 8iuk> (Rotation im Raum), (4.35)

vt =, 0 (Skalierung), (4.36)
8Ui

(4.37)

aufgespannt. Aus der Linearitdt des Systems (4.12) bekommt man zusétzlich die infi-
nitesimale Symmetrie

0

US - fZ(x) 0uz

(Addition von Losungen), (4.38)

Die Funktion f;(x) stellt eine beliebige Losung von (4.12) dar. Wie schon im Ab-
schnitt 3.4.2 erwiihnt wurde, setzt sich der infinitesimale Operator der Drehungen v*
aus zwei Anteilen zusammen. Der erste Anteil ist der Erzeuger des raumlichen (orbita-
len) Drehimpulses. Der zweite Anteil erzeugt den inneren Drehimpuls. Das Vektorfeld
v?* ist der Erzeuger der Skalierung der abhingigen Variablen. Im Gegensatz zur klassi-
schen Elastizitéit, ist die Skalierung der unabhéngigen Variablen v = xd, genauso wie
in der Elastizitdt mit Mikrostruktur keine Symmetrie der Euler-Lagrange Gln. (4.12).

4.2 Erhaltungsséitze

Man hat im Kapitel 3, als man die mikromorphe Elastodynamik behandelte, gezeigt,
daB ein lokaler Erhaltungssatz fiir das Gleichungssystem A= 0 die allgemeine Form

besitzt. A; ist dabei die vektorwertige FluBdichte and A4 beschreibt die Dichte einer
Grofle die erhalten bleibt. Mit Hilfe des Gauflschen Theorems gelangt man aus dem
lokalen Erhaltungsatz (4.39) zum folgenden globalen Erhaltungssatz

S \%

mit n; als Einheitsnormale auf der Oberfliche S, die das Volumen V' umschliefit. Die
infinitesimale Bedingung (3.138) gilt hier weiterhin mit dem einzigen Unterschied, dafl
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man jetzt die zweite Prolongation benutzen mufl. Eine Lie-Punkt Symmetrie ist eine
Variationssymmetrie in der Gradientenelastizitit wenn folgendes

pr@v(L) + £ (D;X; + Dy7) = DyB; + DBy, (4.41)

gilt. Setzt man die Prolongationsformel (4.29) in die Bedingung (4.41) ein, so erhélt
man die Beziehung

D;B; + DBy = prPuvg(L) + Di(LX;) + Dy(L7), (4.42)
mit
oL oL oL
(2) 4 u D.OY
pr@vg(L) = DiQy 5= i + D! i +D;D;Q P (4.43)

Benutzt man die Gl. (4.43), so kann der erste Term auf der rechten Seite der
Gl. (4.42) partiell integriert werden

) Lo upy 0L u 0L
pr@vo (L) = QUEL(L) +Di< * Jy DiQa 5, — a ~Qa Dj@u ) +Dt< “ O )
a,i azy ;1] o
(4.44)

Aus den Gln. (4.42) und (4.44) bekommt man unter Verwendung der Euler-Lagrange
Gln. E, (L) = 0 schlieflich die folgenden Stréme:

oL oL oL

A, =Qu D, D, LX; — B, 4.45
Qa |iauai ! 8uoz,ij:| Qa 8 U, ] * ( )
Ay = gjg—ﬁ + L7 — By. (4.46)

SchlieBlich bekommt man mit der Charakteristik (4.28) fiir die obigen Strome
. oL oL oU, oU, 0X,,
Ai = LX; + (Un — Xptta, — Titg - D, T gy S gy
+ ( Kllogk — T ){&La,i J 0uw-j} + <8xj M Oug Yok Oz,

00X}, .ot or ) oL

— Uq, kUB,; a—uﬁ — Xkumkj — Uy a—jlj'j — UaUg,j a—uﬁ — TUOC,]') a—(w — Bi, (447)
A4 = L7 + (Ua - Xkumk — Tﬂa)% — B4. (448)

4.2.1 Translationsstrom

Die Translationsgruppe wirkt nur auf die unabhéngigen Variablen. Die Translation in
Raum und Zeit ist gegeben durch die folgenden Transformationen:

/

t/ =t+ 84544, (450)
U = Ug. (4.51)

«
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Die entsprechenden Erzeuger der infinitesimalen Transformation lauten
in == 5ki7 T = (544, Ua =0. (452)

Mit diesen ergeben sich die Stréme der Translation

oL oL oL
Ay = L 0g; — Ua,k<8u - D; ou ) — Uakj Y (4.53)
@, a,i] a,1)
oL
Aps = —Uq 9 (4.54)
. (0L oL . oc
A4i - _uo‘(ﬁuw it Ouavi) B UQJ aua,ij’ (455)
Ap =L — g, STE (4.56)

Setzt man in den Stromen (4.53)—(4.56) die Spannungen aus der Gl. (4.4) ein, dann
erhdlt man

Py = —Ap; = =L 0y — U,k (Tai - DjTaij) — Uq,kj Taij s (4-57)
Pi = Ags = —Uak Da, (4.58)
Si = A4i = ’[La (Tai — DjTaij) + ﬂa,j Taijs (459)
H = —A44 = uapa - L. (460)
Fiir die Strome (4.57)—(4.60) gelten die lokalen Erhaltungssitze
DiPy, — DiPyi = 0, (4.61)
D/H — D;S; = 0. (4.62)

Die Gl. (4.61) stellt die Verallgemeinerung fiir den dynamichen Fall der Erhaltung des
Eshelbyschen Spannungstensors und des Vektors des Pseudoimpulses in der Gradiente-
nelastizitiat dar. Die Gl. (4.62) ist der Energieerhaltungssatz der Gradientenelastizitét.
Mit Hilfe des Gaufichen-Satzes, kénnen die globalen Erhaltungssétze fiir den Impuls
und die Energie

\% S
\%4 S

erhalten werden. Durch partielle Differentation, formt man die Gl. (4.57) folgenderma-
Ben

P]ﬂ' = — [[, (S]ﬂ + U,k Tai + 2ua,kj Taij] + Dj (ua,k Taij)’ (465)

um. Die Gl. (4.65) hat die Form des ‘effektiven’ Eshelbyschen Spannungstensors der
Gradientenelastizitidt. Diese Form findet man in den Arbeiten [103, 81, 100]. Werden
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alle Gradienteterme in den Gln. (4.57)—(4.60) vernachlissigt, so findet man wieder die
Formeln fiir die Elastodynamik [65, 31]. Vernachldssigt man den Term der kinetischen
Energie in der Lagrangedichte £, so stimmt Gl. (4.57) mit dem zum ersten Mal von
Eshelby [59, 93] angegebenen Ausdruck iiberein. Somit findet man in der Gradienten-
elastizitdt den statischen Eshelbyschen Spannungstensor [59, 93] wieder:

Pri = Wk — tak (Tai - DjTaij) = Ua,kj Toig - (4.66)

Fiir das Ji-Integral (2.71) bekommt man mit Gl. (4.65) den integralen Erhaltungssatz
Jp = / Pyin; dS = 0. (4.67)
S

Es stellt das von der Elastizitdt auf die Gradientenelastizitit verallgemeinerte Jj-
Integral dar. J; bezeichnet man auch als Rice-Integral der Gradientenelastizitat. Es
wurde schon frither von Chen und Georgiadis [92, 95] sowie von Georgiadis und Grent-
zelou [97] hergeleitet.

4.2.2 Rotationsstrom

Die dreidimensionale Rotationsgruppe SO(3) wirkt im Raum der unabhingigen und
abhéngigen Variablen zugleich (siehe auch Gl. (4.35)). Ihre infinitesimale Wirkung ist
durch die Transformationen

T, = T + €5jiTiEk, t =t Ul = Uy + €xgalsEL, (4.68)
gegeben. Daraus erhélt man leicht die infinitesimalen Erzeuger
Xik = Eiijja T = 0, Uak = €akpUg- (469)

Mit diesen Erzeugern und mit B; = B; = 0 bekommt man aus den hergeleiteten
Formeln (4.47) und (4.48) die folgenden Rotationsstrome

A = €kmijTm (£5ij — Ua,j [ oL D oL } — Ua,jl oL )

Ol 4 - g, il g il
oL oL oL oL
ma Um _D mam,j § mjYam 4.
+ €rmall <8ua7i lauaﬂ) + €Lmall J 8ua,ij + € jUa, 8ua7ij ( 70)
oL
Ak4 = €ijk (ujéil - xjum-) (471)

ouy’

welche, ausgedruckt mit Hilfe der Spannungen und Momentenspannungen (4.4), die
Form

My == —Aki = €pmy (SL’ijz‘ + W, [T50 — Dimjarl + Wi + Ul,mle‘j), (4.72)
Mk = Ak4 = Ekmj (S(Zm,Pj + umpj), (473)
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annehmen. Der Tensor M, ist der totale Drehimpulstensor in der Gradientenelastizitét.
Dieser setzt sich additiv aus den drei Anteilen

My = MO + M) + v (4.74)

7 )

zusammen. Diese lauten im einzelnen

Mig(;) = €kmj Tm i, (4.75)
M,ﬁ? = €kmy (um [7js — DuTja) + wmTji — umpji)a (4.76)
Mlgj) = €kmj Ul,mTlij- (477)

Die Grofe M,g(;) ist der orbitale Drehimpulstensor, und M,SZ) ist der innere Drehim-
pulstensor. Der Tensor M,S) stellt einen zusétzlichen Drehimpulstensor, der in der
klassischen Elastizitdtstheorie nicht existiert [98]. Er entsteht genauso wie der orbitale
Drehimpuls (4.75) aus der Rotationstransformation der unabhéngigen Variablen. Ver-
nachléssigt man wie fiir den Fall der Translation alle Gradiententerme in den Gln. (4.72)
und (4.73), so ergibt sich auch fiir die Rotation die Formel der Elastodynamik [31]. Aus
den Gln. (4.39), (4.72) und (4.73) ergibt sich die Isotropiebedingung der Gradienten-
elastizitét

€kmj (Wim,i Tji Wi Tij + Wimi Tiij + Umoti Tyit + Wit Tijt) = 0. (4.78)

Diese ist eine Erweiterung der Eshelbyschen Isotropiebedingung [59] fiir die Gradien-
tenelastizitat. Offensichtlich folgt diese immer aus der Isotropie des Materials. Somit
sind die Gl. (4.78) nur dann erfiillt, wenn das Material die Eigenschaft der Isotropie
besitzt. Mit den Materialgleichungen (4.9)—(4.11) kann gezeigt werden, daf die linke
Seite der Gl. (4.78) verschwindet. Der Erhaltungssatz des totalen Drehimpulstensors
und des Vektors des Pseudodrehimpules lautet

Der globale Erhaltungssatz der Rotation ergibt sich durch Integration
5 v

Er ist eine Erhaltungsgrofle fiir ein isotropes Material. Fiir anisotrope Materialien ist
die Rotationssymmetrie gebrochen. Im Falle der Statik M), = 0, erhdlt man mit P}
gegeben durch Gl. (4.66) das Ly-Integral

S

Dieses verschwindet fiir die isotrope Gradiententheorie. Es ist die Verallgemeinerung
vom L-Integral der klassischen Elastizitdt im Fall der Gradientenelastizitét.
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4.2.3 Addition von Losungen

Diese Symmetrie ruhrt daher, dafi die Euler-Lagrange Gln. linear sind und das Su-
perponieren von einzelnen Losungen auch eine Losung ist. Das Vektorfeld v° ist der
Erzeuger dieser Divergenzsymmetrie. Die infinitesimalen Transformationen fiir diese
Symmetrie lauten

o =z, (4.82)
=t (4.83)
Ul = Uy + € fa (4.84)

Dabei ist f,, eine beliebige Losung der Bewegungsgln. (4.12). Die infinitesimale Erzeuger
der Addition von Losungen sind durch

X; =0, T =0, Uy = fa- (4.85)

gegeben. Fiir die Funktionen B; und By gilt
B; = —u; [7i(f) = Drmyin(F)] = win yar(F), (4.86)
By = u;p;(f). (4.87)

Damit konnen die entsprechenden, erhaltenden Strome

Ay = — [ [mji(w) = Dymjin(w)] — fin mjan(w) + wy [750(F) = Dajur ()] + i 7jir (F),
(4.88)

As = fipj(u) — u;p;i(f) (4.89)

angegeben werden. Genauso wie in der klassischen Elastizitéit ist dies das Resultat
des Betti-Theorems [32]. Es resultiert aus der Linearitdt des Systems (4.12). Fiir die
statische Gradientenelastizitéit ist A4 gleich Null.

4.2.4 Skalierungsstrom

Im Gegensatz zur klassischen Elastizitéat ist die Skalierungsgruppe weder eine Variati-
onssymmetrie noch eine Divergenzsymmetrie. Wie schon in der mikropolaren [76, 77]
und mikromorphen Elastizitat [79, 80] (siche auch Kapitel 3), so kommen auch in
der Gradientenelastizitét innere Léngen (4.13) vor, welche die Skalierungsinvarianz des
Materialverhaltens brechen. Somit stellt die Skalierungssymmetrie in der Gradienten-
elastizitét ebenfalls eine gebrochene Variationssymmetrie. Die Skalierungsgruppe wirkt
in infinitesimaler Form auf die unabhéngigen und abhéngigen Variablen

[L’; = (1 + €)l’i, t = (1 + E)t, U/a = (1 + Edu)uon (490)

wobei d, die Skalierungsdimension des Vektorfelds w angibt. Die Dimension des Vek-
torfeldes w lautet in den “raumzeitlichen” d-Dimensionen:

—2
d—-1=2 g (4.91)
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Fiir den dynamischen Fall ist d, = —1, da n = 3 ist. Im statischen Fall erh&lt man
d, = —1/2, da d = n = 3. Der infinitesimale Erzeuger ist durch

Xi = Ty, T = t, Ua = duua. (492)

gegeben. Setzt man die Erzeuger (4.92) in die Formeln (4.47) und (4.48) ein, so erhilt
man die Skalierungsstrome

[ oL oL
Ay = 1, L+ (duua Y tua) e - D; e
oL
+ ((duy = 1)Ua,j — TpUak; — tlaj) 2—, (4.93)
Miaij
Ay = tL + (dyua — Tt — tig) 0L (4.94)

Dty
welche, wenn umgeschrieben mit Hilfe des Impulsvektors und Spannungstensors (4.4),
ihre endgiiltige Form
Y;' = —AZ = [L’]P]Z — tSZ + duUj [Tji — DlTjil] + (du — ]-)uj,ijika (495)
y = A4 = LL’ij —tH + duUj Pj, (496)

annehmen. Die Skalierungsstrome (4.95) und (4.96) stehen miteinander in folgender
Relation

DY - D;Y; = Ui 5kTijk, (4'97)

d.h. GL (4.97) ist kein Erhaltungsatz, sondern eine Bilanzgleichung. Der Term w; ;17
bricht also die Skalierungssymmetrie. Aus dem Divergenztheorem bekommt man die
Bilanzgleichung fiir die Skalierungstransformation:

\%4 S \%4

Den vektorwertigen Skalierungsstrom fiir die Gradientenelastostatik bekommt man fiir
T =0 aus den Gln. (4.93) und (4.95)

n—2 n
Y; = x;Pj; — 5 (15 — Dimjar) — 5 Uk Tjik- (4.99)

Die entsprechende Bilanzgleichung ist das M-Integral
S 1%

welches die Verallgemeinerung der klassischen Elastizitét fiir den Fall der Gradiente-
nelastizitdt beschreibt. In der Gradientenelastostatik und Elastodynamik ist die Ska-
lierungssymmetrie wegen dem Auftreten von Spannungen hoherer Ordnung (Hyper-
spannungen, Momentenspannungen) gebrochen. Aus diesem Grund bekommt man im
Vergleich zur Translationssymmetrie und Rotationssymmetrie fiir die Skalierungssym-
metrie keinen Erhaltungssatz, sondern eine Bilanzgleichung.
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4.3 Bilanzgleichungen

Bis jetzt haben wir uns mit den Erhaltungssétzen der homogenen Gradientenelastody-
namik ohne &ufleren Kraftquellen befasst. Wir méchten nun die Bilanzgleichungen un-
tersuchen, welche fiir die nichthomogene Gradientenelastodynamik mit dufleren Kraft-
quellen ergeben. Dazu postuliert man fiir die Lagrangedichte die Form

L= ‘C(xiauaauaaua,iaua,ij)- (4101)

Aufgrund der Materialkraft (2.66) und der &ufleren Last (2.47) ist der Translations, Ro-
tations und Skalierungstrom gebrochen. Fiir die Translation nimmt die Bilanzgleichung
die Form

D,P — Di Py = fimh, (4.102)

an. Diese Bilanzgleichung ist giiltig fiir die lineare, inhomogen anisotrope, Gradiente-
nelastodynamik. Unter Benutzung der Euler-Lagrange Gln. (4.12) erhélt man fir die
Rotation die Bilanzgleichung

DMy, — DiMy; = — €gjn (UZ] Tin + W) Tni + Wi ji Tinl + Wil Tnig + Wigj Tlin)
+ erjn (T i + wi ). (4.103)

Liegt ein isotropes Material vor, dann verschwinden die Terme in der ersten Klammer
auf der rechten Seite. Die andere Terme auf der rechten Seite sind die resultierende
vektorwertige Momente, die durch die Inhomogenititen und dufleren Volumenkrifte
erzeugt werden. Die Bilanzgleichung fiir die Skalierung lautet

d+2
2

DY — DiY; = o i Tajs + i fi™ + Uo Fy. (4.104)
Zu dem Term u, jj 7o i der Gl (4.97) bekommt man in der Gl (4.104) zwei weitere
Quellterme auf der rechten Seite. Offensichtlich hdngen sie mit der Arbeit der Inhomo-
genititskraft f"" und der duferen Kraft F,, zusammen.



Kapitel 5

Inkompatible Elastizititstheorie

5.1 Defekte im Kristall

In einem idealen Kristallgitter befinden sich die Atome in einer regelméfligen, peri-
odischen Anordnung. Beim Abweichen von dieser Atomanordnung begegnet man im
Aufbau eines realen Kristalls Gitterfehler (Defekte). Die Existenz dieser Defekte beein-
flult entscheidend die mechanischen Eigenschaften eines kristallinen Festkorpers wie
z.B. seine Verformbarkeit, Zihigkeit und Festigkeit. Manchmal werden sogar bewufit
Defekte in den Kristall eingebaut, um die erwiinschten magnetischen und elektrischen
Eigenschaften, wie sie z.B. in der Halbleitertechnologie benétigt werden, zu erzielen.
Abhéngig von der Dimension des Gitterfehlers, spricht man von null, ein, zwei und
dreidimensionalen Defekten. Die Dimension wird durch den Raumbereich bestimmt,
in dem eine lokale Symmetriebrechung des idealen Atomgitters stattfindet. Dadurch
verindert sich die innere Gittergeometrie des Kristalls. Der Kristall an sich ist dann
kein Euklidischer Raum mehr.

Ein Punktfehler liegt dann vor, wenn ein Atom an einem Gitterplatz fehlt und da-
durch eine Leerstelle im Kristallgitter erzeugt. Eine andere Moglichkeit ist die Platzein-
nahme eines reguldren Atoms im Gitter durch ein fremdes, Zwischengitteratom. Die
rdumliche Ausdehnung dieser Fehler hat die Dimension Null. Liniendefekte sind eindi-
mensionaler Natur. Man unterschiedet zwei Arten, nédmlich jene, die lokal die Transla-
tionssymmetrie des Kristalls und solche die lokal die Rotationssymmetrie des Kristalls
unterbrechen. Zur ersten Art gehoren die Kristallversetzungen. Es gibt zwei Sorten,
die Schrauben und Stufenversetzung. Die zweite Art von Liniendefekten werden als
Kristalldisklinationen bezeichnet. Die Schrauben und Stufenversetzungen werden auch
nach dem Mathematiker V. Volterra als Volterra Distorsionen erster Art und die Diskli-
nationen als Volterra Distorsionen zweiter Art [110] benannt. In den Abbildungen 5.1
und 5.2 reproduziert aus [122] sieht man die Operationen (elementare distorsioni) an
einem Hohlzylinder, welche Volterra durchfiihrte, um die elementare Eigenspannungs-
zustdnde zu erkldren. In den ersten drei Fillen, entstehen die Volterra Distorsionen
dadurch, dal nach dem Aufschneiden des Zylinders die drei moglichen, relativen Ver-
schiebungen der beiden Schnittufer ausgefiihrt werden. In dieser Position werden die
beiden Schnittuffer wieder miteinanderverklebt und die Krifte, welche sie zu dieser

67
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0%

Abbildung 5.1: Die Volterra Distorsionen 1.Art.

Abbildung 5.2: Die Volterra Distorsionen 2.Art.

Lage brachten entfernt. Die Pfeile geben entsprechend die Richtung der drei relati-
ven Verschiebungsvektoren b,, b, und b, an. Bei den erten drei a, b, ¢ Distorsionen ist
nur eine relative Verschiebung und keine Drehung der Schnittufer zugelassen. Man be-
kommt eine Versetzung in einem elastischen Kontinuum, indem man bei den Volterra
Zustédnden den Innenradius des Hohlzylinders immer kleiner werden 148t. Die Verzer-
rungen und Spannungen steigen auf der Seite des Innenzylinders mit abnehmendem
Innenradius schnell an, bis es schliellich bei einem verschwindenden Innenradius zu
einer Singularitdt auf der sogennanten Versetzungslinie kommt. Die Richtung dieser
Linie im Konitinuum wird durch den Tangentialvektor ¢ beschrieben. Die beiden Vek-
toren b und t legen die Versetzung in einem Kontinuum fest. Die Distorsionen a und b
in der Abb. 5.1 dienen in einem realen Kristall zur Erzeugung einer Stufenversetzung.
Der Fall ¢ stellt das Konstruktionsprinzip fiir eine Schraubenversetzung dar.

Sind zwei Kristallstiicke unterschiedlich orientiert, dann treffen sie sich entlang ei-
ner Ebene, die sogennante Korngrenze. Diese stellt einen zweidimensionalen Fehler im
Gitteraufbau dar. In einem Materiall, welches aus einer Kristallsorte A besteht und
an bestimmten Stellen durch ein Kristall einer anderen Sorte B oder einem amorphen
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Abbildung 5.3: Eine Stufen und Schraubenversetzung im Kristallgitter.

Korper ersetzt wird, kommt ein dreidimensionaler Gitterfehler mit der Bezeichnung
Ausscheidung vor.

In diesem Kapitel werden wir uns mit der Schrauben und Stufenversetzung befassen.
Die Abb. 5.3 zeigt diese zwei Sorten von Versetzungen im Kristallgitter. Wir mochten
zur Veranschaulichung der Erzeugung einer Stufenversetzung und Schraubenversetzung
folgendes Gedankenexperiment fiihren. Man schneidet den Kristall entlang einer Flache
S bis c.a. zur Mitte auf. Beim Auseinanderhalten beider Schnittufer fiigt man durch
Gleiten entlang des Schnittes eine Halbebene ein. Schliellich klebt man den Kristall
wieder zusammen und l&8t ihn relaxieren. Somit hat man eine Stufenversetzung im
Kritall erzeugt. Im Fall der Schraubenversetzung schiebt man keine Halbebene entlang
des Schnittes ein, sondern fiihrt um den Betrag eines Atomabstandes eine Scherung
beider Schnittufer parallel zur Schnittkante durch. Bei der Stufenversetzung gelangen
die ursprunglichen Schnittufer auseinander und bei der Schraubenversetzung gleiten sie
aufeinander. Die Halbebene endet im Kristall entlang einer geraden Linie, die Verset-
zungslinie heift. Im Fall eines endlichen Festkorpers endet sie entweder an der freien
Oberflache, oder sie kriimmt sich zwangsldufig um eine geschlossene Linie innerhalb
diesem zu bilden.

Wie 148t sich herausfinden ob in einem Kristall Versetzunglinien existieren? Um eine
Versetzung aufzuspiiren bietet sich die Moglichkeit mit Hilfe des Frankeschen Umlaufs
[111] (siehe Abb. 5.4). Frank verglich zwei von der Gitterstruktur identische Kristalle.
Der eine kam als ungestorter, idealer Kristall vor und der andere war durch die An-
wesenheit einer Versetzung gestort. Ausgehend vom Punkt P’ fithrt man im gestorten
Kristall einen im Uhrzeigersinn geschlossener Weg C” und bildet diesen anschlieBend
in den idealen versetzungsfreien Kristall ab. Ausgehend vom Punkt P wird der innere
Beobachter im idealen Kristall bei gleicher Anzahl von Schritten nicht in den Ausgangs-
punkt P ankommen, sondern in den um einen Atomabstand entfernt, zuriickliegenden
Endpunkt Q. Es existiert ein SchlieBungsfehler. Er wird durch den wahren Burgers-
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Abbildung 5.4: Der Frankescher Umlauf um eine Stufenversetzung.

vektor b, welcher den Ausgangspunkt P mit dem Endpunkt ) verbindet, beschrieben.
Frank gab somit eine, fiir einen aus einzelnen diskreten Atomen aufgebauten Kristall,
angepasste Definition des Burgers Umlaufs und Burgersvektors, die frither von Burgers
selbst fiir ein materielles Kontinuum angegeben worden war. Den Burgers Umlauf wer-
den wir im néchsten Abschnitt benutzen, wo wir uns mit dem kontinuumstheoretischen
Aspekt der Versetzugen befassen werden. Nimmt man sich wie in der Abb. 5.4 das ein-
fache kubischprimitive Gitter vor Augen, dann wird in einem kleinen Gebiet um die
Versetzungline die Translationssymmetrie des Kristalls zerstort sein. Auflerhalb dieses
Gebietes, wo der Defekt présent ist, bleibt sie weiterhin erhalten. Dieser Schliefungs-
fehler, der durch einen Translationsvektor dargestellt wird, ist wie erwéhnt der Burgers-
vektor b. Im obigen Gedankenexperiment entspriche also u = b. Im allgemeinen kann
lokal aufgrund eines Gitterfehlers die Gesamtverschiebung u = b + £ x r stattfinden.
Der erste Anteil ist die lokale Translation, die bei einer Schraube und Stufenversetzung
(Volterra Distorsion 1.Art) existiert und es gilt £ = 0, da keine gegenseitige Drehung
der Schnittufer stattfindet. Fiir die “Disklination” (Volterra Distorsion 2.Art) gibt es
keine lokale Translation u = 0 aber dafiir eine lokale Drehung € # 0, d.h. der zweite
Anteil von w ist dann wichtig. Die Abb. 5.2 zeigt die moglichen lokalen Drehungen die
es bei einem Hohlzylinder geben kann. Die Volterra Distorsion 2.Art kann in bestimm-
ten Fillen aus einer speziellen Anordnung von Versetzungen erklidrt werden. Durch
das Anordnen von Stufenversetzungen gleichen Vorzeichens untereinander kann eine
Versetzungswand aufgebaut werden. Diese stellt dann eine singulédre Flédche dar.

Je nach Groflenordnung der lokalen Stérung (z.b. Anzahl der eingeschobenen Halb-
ebenen fiir die Stufenversetzung!) kann der Burgersvektor u = nR ein ganzes vielfa-
ches des Bravaisgittervektors R betragen. Man spricht dann auch von vollstédndigen
Versetzungen. Die Korngrenzen werden durch unvollstéindige Versetzungen begrenzt.
In diesem Fall ist n halbzahlig. Der Burgersvektor b und der, an der Versetzungslinie
tangentiale Linienvektor t spannen die Gleitebene auf. Auf dieser spielt sich die Be-
wegung der Versetzung ab. Bei Stufenversetzungen kann es aufler einer Gleitbewegung
auch eine Kletterbewegung stattfinden. Die Versetzungen erzeugen um ihre Linie eine
elastische Deformation und rufen somit ein Eigenspannungsfeld im Material hervor,
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ohne dafl das Wirken einer Kraft von auflerhalb notwendig wére. Wird aber zusétzlich
von auflen eine Scherspannung an den Kristall angelegt, dann wird die elastische Defor-
mation um den Versetzungskern zunehmen, bis bei Uberschreitung einer bestimmten
Grenzspannung, ein Wandern der Versetzungen entlang der Gleitebenen einzusetzen
beginnt. Dieser Vorgang wird sich solange fortsetzen, bis diese schliellich auf bestimm-
te Hindernisse wie Korngrenzen steckenbleiben oder aber durch ein freies Fortbewegen
an die Oberflache des Kristalls gelangen. Bei diesem Bewegungsmechanismus werden
die Teile des Kristalls gegenseitig verschoben bis es unter einer weiteren Beanspruchung
zu einem Bruch kommt.

5.2 Kinematik

In der klassischen statischen Elastizititstheorie wird eine kompatible Deformation mit
Hilfe der folgenden Gleichungen behandelt

Tij,j = F’ia (51)
€ikm€jln Cmn,kl = 07

Tij = Uikl €kl-

Die Gleichgewichtsbilanzgleichung (5.1) zusammen mit der St. Venantschen Vertréglich-
keitsbedingung (5.2) und dem Hookeschen Gesetz (5.3) der Elastizitét fiir einen belie-
bigen, linearen, elastischen Korper bilden die Gleichungen, aus denen man die Verschie-
bungen, Verzerrungen und Spannungen in jedem materiellen Punkt ausrechnen kann,
wenn die dufleren Krifte F; bekannt sind. Im Kapitel 2 hat man die elastische Distor-
sion additiv in ihren symmetrischen und antisymmetrischen Anteil zerlegt (2.16). Die
elastische Verzerrung (2.14) ist der symmetrische Anteil des Verschiebungsfeldes und
man schreibt sie auch in symbolischer Form als Deformator eines Vektorfeldes

e = defu. (5.4)

Zuerst wird mit Hilfe der Gradienten-Operation aus dem Verschiebungsfeld ein Ten-
sorfeld erzeugt und anschlieBend symmetrisiert. Liegt eine inkompatible Deformation
vor, dann ist die St. Venantschen Vertréglichkeitsbedingung (5.2) verletzt. Wenn in
einem Medium Versetzungen in der Gitterstruktur existieren, dann werden zusétzliche
kinematische Groflen eingefiihrt. Bei kleinen Deformationen kann die totale Verzerrung
additiv in zwei Anteile, einen elastischen und einen plastischen zerlegt werden

eiq;- =e; + efj. (5.5)

Die beiden Anteile sind inkompatibel, nur die totale Verzerrung kann als Deformator
des Verschiebungsfeldes angegeben werden

e’ = defu. (5.6)
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Das MaBl der Inkompatibilitdt kann man mit Hilfe der ink Operation bekommen.
Sie stellt eine von links und rechts ausgefithrten Rotation auf einen Tensor 2. Stufe dar
[112]:

ink :=V x () x V. (5.7)

Fiir die totale Verzerrung, die jetzt die Rolle der elastischen Verzerung des kompatiblen
Falls {ibernimmt und den Deformator des Verschiebungsfeldes darstellt, ist dieses Maf3
gleich Null aufgrund der bekannten Identitéit aus der Vektoranalysis

rot grad = 0, (5.8)
die in unserem Fall eigentlich
ink def = 0 (5.9)

heifit. Die ink Operation kann auf die Gleichung (5.5) angewandt werden und dies
liefert

0 = inke™ = inke + inke". (5.10)

Das Maf§ der inkompatiblen elastischen und plastischen Verzerrung wollen wir mit
1 bezeichnen. Dieses ist definiert als [112]

n := inke = —inke". (5.11)
Wegen der Definition von i und einer anderen Identitét aus der Vektoranalysis
divrot =0, (5.12)
gilt entsprechend
divink = 0. (5.13)

Alles was bisher iiber die Zerlegung der totalen Verzerrung ez;- besprochen wurde,

gilt auch fiir das totale Rotationsfeld wg = wjj + wg, d.h. fiir den antisymmetrischen
Anteil der Distorsion (2.17) und somit wegen der allgemein giiltigen Zerlegung

T_ el 4ol (5.14)

ij ij
auch fiir die totale Distorsion

= B + B, (5.15)

i3
die als Gradient des Verschiebungsfeldes definiert ist
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Man wendet die Operation der Rotation auf Gl. (5.15) von rechts an und erhélt
0 =rot3" = rot8 + rot3". (5.17)

Diesmal wird als Gré8e fiir die inkompatible Deformation des Materials der Tensor der
Versetzungsdichte a eingefiihrt [112]

a = —rot@" = rots3, oG = €1 Birk, (5.18)

welcher eine Inkompatibilitdtsbedingung erster Ordnung in differentieller Form dar-
stellt. Aus dieser Defintion ist abzulesen, dafl in einem endlichen Material wo nur Ver-
setzungen als Defekte existieren, die Versetzungslinien geschlossen seien miissen und
im Inneren des Mediums nicht aufhoren diirfen. Der mathematische Ausdruck fiir diese
Tatsache lautet

Q55 = 0. (519)

Die Gl (5.19) wird als Bianchi Identitit bezeichnet. Aus der Gl. (5.18) zusammen mit
der Gl. (2.16) 1a83t sich folgende Beziehung herleiten

Kij = K;‘; + Kz (520)

Dabei hat man folgende Tensoren [112]

1
Kij = aji — 2 Qg Oij, K;; = Wi j, Kfj = €ikl Cjl ks (5.21)

eingefiihrt (siche Anhang, Gl. (A.5) und Gl. (A.6)).

Wir haben bislang zwei Moglichkeiten gesehen die Inkompatibilitdtsbedingung in
differentieller Form auszudriicken, ndmlich die Gln. (5.11) und (5.18). Zwischen beiden
kann ein Zusammenhang hergestellt werden. Wendet man den rot-Operator von links
auf die Gl. (5.18) und symmetriesiert anschlieend, dann bekommt man als Ergebnis
den Inkompatibilitdtstensor 1. Aus Gleichung (5.18) kann mit Hilfe des Stokeschen
Satzes die Inkompatibilitatsbedingung in folgender integraler Form

rot3dS = ¢ Bdr =b. (5.22)
[mois-f

S

geschrieben werden. Wird das Verschiebungsfeld entlang eines geschlossenen Umlaufs
C um die Versetzungslinie integriert, so erfahrt dieses einen Sprung um den Betrag |b|
in eine Richtung senkrecht zur Versetzunglinie (Stufenversetzung) oder parallel dazu
(Schraubenversetzung). Dieser hangt nicht von der Grofle und Form des geschlossenen
Umlaufs C ab, sondern nur von der Anzahl der Versetzungen, die er umschliefit. Der
Burgersvektor b und die durch ¢ angegebene Versetzungslinienrichtung ist die notige
Information, um eine Versetzung zu definieren.

Stellt man sich eine kontinuierliche Verteilung von Versetzungen in einem Kontinu-
um vor, dann kann db als der resultierende Burgersvektor infinitesimaler Stérke aller
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durch das Fliachenelement dS verlaufende Versetzungslinien interpretiert werden. Lokal
gilt also der Zusammenhang

dbl = Oy de, (523)

aus welchem durch Integration

S

sich der Burgersvektor ergibt. Somit bekommt man auch ein Versténdnis fiir a;; als
die Dichte der Versetzungslinien. Der erste Index gibt die Richtung des Burgersvektors
b; an, wiahrend der zweite Index die mittlere Richtung aller, das Flacheelement dS
durchstoflende Versetzungen kennzeichnet. Die diagonale Komponenten von c;; mit
b||t beschreiben Schraubenversetzungen und die nichtdiagonale Komponenten mit b_L¢
sind fiir die Stufenversetzungen relevant.

Betrachtet man eine inkompatible Deformation und werden die dufleren Krafte in
der Gleichgewichtbilanz (5.1) zu Null F; = 0 gesetzt, dann spricht man von einem
Eigenspannungsproblem. Setzt man die elastische Verzerrung

1 P p_ L, p P
Cij = 5(“2] + i) — €ij> €ij = 5( i T ji) (5.25)
ins Materialgesetz (5.3) ein und benutzt dieses anschlieflend fiir die Gleichgewichtbi-
lanz (5.1), dann bekommt man drei Gleichungen fiir das Verschiebungsfeld u;

1
Cijrr urj = Ciji 5(@54 + 6112,]')7 (5.26)

wenn die plastische Distorsion ﬁil; als gegeben vorausgesetzt wird. Fiir ein linear isotro-
pes Kontinuum mit dem Hookeschen Tensor (2.31) ergeben sich die inhomogene Navier
Gln.

A+ (A ) wigi = By + 657 5) + M (5.27)
Diese kann man mit der Methode der Fourier Transformation 16sen. Das ist die Vor-
gehensweise fiir die Losung der Gln. (5.1)—(5.3) in der klassischen Elastizitédtstheorie.
Die ausgerechneten Spannungen werden singuldr auf der Versetzungslinie, und sind
nur auflerhalb eines bestimmten Gebietes, welches den Einflufl des Versetzungskernes
auf die elastische Deformation beschreibt, giiltig. Sie liefern also ein richtiges Fernfeld.
Es stellt sich nun die Frage, nach einer Theorie, die physikalisch sinnvolle Resultate
hervorsagt, d.h einerseits die klassische Fernfeldlosung reproduziert und andererseits
eine richtige reguldre Losung innerhalb des Kerngebietes liefert. Weiterhin weifi man
z.B., daBl eine Stufenversetzung fiir die Biegung des Kristallgitters verantwortlich sei,
was darauf hinweist, dal auch Momentenspannungen préasent sein sollten. Im néchsten
Abschnitt wird gezeigt, daf3 es diese Theorie tatsichlich gibt und sie mit dem Namen
FEichfeldtheorie der Versetzungen verbunden ist.



Kapitel 6

Eichfeldtheorie der Versetzungen

Bei einer kompatiblen Deformation eines homogenen isotropen Festkorpers, héingt die
elastisch gespeicherte Energie nur von der Distorsion ab, die dieser erleidet. Aus der
Definition von 3;; = w;; als Gradient des Verschiebungsfeldes ergibt sich folgende
Symmetrie

W) =w@), B8;=0; u=u-fi (6.1)

mit f € R? einen iiberall im Material konstanten Translationsvektor. Erfihrt jeder
materieller Punkt die gleiche, globale Translation, so bleibt seine elastisch gespeicher-
te Energie erhalten. Wirkt durchgehend im Material in jedem materiellen Punkt eine
konstante globale Rotation u; = R;;u;, mit R; = Ri_jl = const., so verdndert sich
die elastisch gespeicherte Energie im Kontinuum ebenfalls nicht. Die aus einer kon-
stanten Translation und Rotation ergebende Euklidische Gruppe beschreibt somit die
[sometriegruppe der Elastizitit, da bei der Verschiebung

up = Rijuj — fi, (6.2)

die Abstédnde zwischen den materiellen Punkten des Kontinuums unverédndert bleiben.
Der Erhaltungsstrom dieser inneren Symmetrie sind die Euler-Lagrange Gln. der kom-
patiblen Elastizitét.

LaBt man eine Translation zu, die in jedem materiellen Punkt einen anderen Betrag
haben kann, also eine lokale Translation f(x), dann geht die Invarianz der elastischen
Distorsion und somit der potentiellen Energie verloren

W(B)AWPB),  Biy=0y—fiy uilew) = wilzx) — fila). (6.3)
Offenbar ist die Transformation (6.3) keine innere Symmetrie mehr fiir den elasti-

schen Korper. Die Symmetrie kann wieder hergestellt werden, indem man ein neues Feld
¢ einfiihrt, um den Stérungsterm f; ; aufzuheben. Dabei hat ¢ sich folgendermafien

G = dij + fi,ja (6.4)

75
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zu transformieren. Das Feld ¢ heifit Eichpotential und transformiert sich nach Gl. (6.4)
inhomogen. Die eichinvariante Grofle kann durch die minimale Kopplung

B = Bij = Vjui == uij + dij, (6.5)

erhalten werden. Dabei ist V; die kovariante Ableitung beziiglich der Translationsgrup-
pe. Setzt man das Eichpotential ¢ gleich mit der negativen plastischen Distorsion

bij = —55- (6.6)

ein, so ergibt sich die Invarianz der elastischen Distorsion eines Materials mit Verset-
zungen

Im weiteren Verlauf der Arbeit wollen wir fiir das Eichpotential weiterhin die Be-
zeichnung ¢ benutzen. Man behélt im Hinterkopf, dafl es sich dabei um die negative
plastische Distorsion handelt. Die inkompatible Distorsion kann als minimale Kopp-
lung (6.7) der kompatiblen Distorsion (3;; = u; ; durch eine Eichtheorie der Translati-
onsgruppe verstanden werden. Durch die Einfiihrung dieses Eichpotentials beschreibt
jetzt W die potentielle Energie eines inkompatiblen Materials. Die Forderung einer Ei-
chinvarianz beziiglich der Translationsgruppe fiithrt also auf Wechselwirkungsterme der
Versetzung mit dem Medium. Um die Eichfeldtheorie zu vervollstdndigen, fithrt man
zusétzlich zur inkompatiblen Distorsion die Eichfeldstdrke der Translation

Tz’jk = ¢z’k,j - ¢z’j,k> Tz’jk = ﬁzkg - @j,k, (6-8)

ein, welche differentialgeometrisch die Torsion beschreibt. Die Torsion wurde von Elie
Cartan [46] im Jahr 1922 in die Differentialgeometrie als der antisymmetrische Anteil
einer affinen Konnektion im linearen Raum eingefiihrt (siche Anhang, Gl. (A.16)). Kon-
do [41, 42], Bilby, Bullough und Smith [43, 44] und Kroner [45] erkannten unabhéngig
voneinander, dafl es einen Zusammenhang zwischen einer nicht-Euklidischen Geome-
trie und den geometrischen Problemen der Plastizitéit gibt. Es stellte sich heraus, dafl
die Torsion das passende mathematische Werkzeug zur Beschreibung einer Versetzung
im Kristall darstellt. Anwendungen dieser differentialgeometrischen Grofle finden sich
auch in einer erweiterten allgemeinen Relativitdtstheorie, die auler der Massenvertei-
lung noch einen mit dieser Grofle verbundenen Spin beriicksichtigt [115].

Die beiden Indizes j, k der Torsion Tj;, geben die Ebene an, in welcher der Umlauf
um einer Versetzung stattfindet. Der Index ¢ gibt dann die Translationsverschiebung
(Burgers Vektor), die man bei der Umkreisung der Versetzung erleidet. Liegt die Ver-
setzungslinie einer Schrauben und Stufenversetzung entlang der z-Achse, so wird bei
der Umkreisung der Versetzungslinie in der xy-Ebene im ersten Fall eine 7,, Kompo-
nente geben. Im zweiten Fall kann es zu einer T, oder T,,, Komponente kommen, je
nachdem ob die Translationsverschiebung (Burgers-Vektor) in die x oder y-Richtung
jeweils stattfindet. Die Torsion ist die zusténdige kinematische Grofle fiir das statische
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Versetzungsfeld. Sie ist in den letzten zwei Indizes antisymmetrisch und steht mit dem
Versetzungsdichtetensor «;; folgendermaflen

1
Tigl = €r150ij s Qij = 5 €ikiLirl (6.9)

im Zusammenhang (siche Anhang, Gl. (A.18)). Die kanonisch konjugierte Grofie zur
Torsion Tj;;, ist die Hyperspannung H;;i,. Diese beinhaltet auch Momentenspannungen
Hiij), derren Quelle der antisymmetrische Anteil der Spannungen oy;; ist. Da wir zu
einer dynamischen Eichtheorie der Versetzungen gelangen wollen, erweitern wir das
Konzept der lokalen rdumlichen Translation. Wir lassen also zu, daf f(z,t) noch von
der Zeit abhéngt. Fiir die kinetische Energie bekommt man ebenfalls einen Symmetrie-
bruch

T(vi) # T'(vi), v =i — fu v; = Uj. (6.10)

Diesmal fithren wir zur Restauration der Symmetrie ein dynamisches Eichpotential ¢
ein, das sich folgendermafien transformiert

&= i+ fi (6.11)
Die neue eichinvariante Grole bekommt folgende Gestalt
v = v; = Vi = ; + ;. (6.12)
Genau wie die elastische Distorsion (6.6), stellt das elastische Geschwindigkeitsfeld

V)= = U — vy (6.13)

eine Zustandsgrofle dar. Dabei wurde das dynamische Eichpotential

0; = —oF (6.14)

)

mit dem negativen plastischen Geschwindigkeitsanteil identifiziert. Wir werden im Wei-
teren fiir das dynamische Eichpotential die Bezeichung ¢ behalten. Aus den Eichpo-
tentialen ¢, ¢ ergibt sich eine zweite Feldstérke, die Versetzungsstromdichte

Lij == —pij+ ng’j, (6.15)
die auch in den eichinvarianten Gréfen (3;;, v;
Lij = —v;; + @'j, (6.16)

formuliert werden kann [52]. Diese ist die zweite kinematische Grofle, verantwortlich
fiir die Dynamik des Versetzungsfeldes. Im Falle der dynamischen Versetzungstheorie
bekommt man zusétzlich zu (5.19) noch eine weitere Bianchi Identitét
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Mit Gl. (6.9) beschreibt diese die lokale Erhaltungsgleichung fiir den Versetzungsdichte-
tensor. Aus einer Fldchenintegration bekommt man die Erhaltung des Burgers Vektors
als globale Erhaltungsgréfie. Die lokale Translation von w; zusammen mit den Glei-
chungen (6.4), (6.11) fiir das Transformationsverhalten von (¢, ¢) liefern also die vier
folgenden eichinvarianten kinematischen Gréfien

Aus den Beziehungen (6.5) und (6.12) ergibt sich die Lagrangedichte fur das in-
kompatible elastische Material

1 1

Lep = 5 pivi — 5
P p 9

5 O'ijﬁij- (619)

Diese beschreibt die kinetische und potentielle Energie eines elastischen Kontinuums,
welches mit den vorhandenen Versetzungen wechselwirken kann. Die Versetzungskern-
energie ist durch folgenden Ausdruck

1

1
»Cve = 5 Dij]ij - Z Hijk,—rijka (62())

gegeben. Die gesamte Lagrangedichte fiir das Variationsprinzip lautet
LB, T,v,I)=Lep + L. (6.21)

Mit dieser Lagrangedichte und der Bedingung, dafl das Wirkungsintegral bezuglich
der Variation nach den Feldvariablen (u;, ;, ¢;;) minimal wird, ergeben sich folgende
Euler-Lagrange Gln.

E(L) = Dyp; — Djoi; = 0, (6.22)
EF(L) =D;Dy; +p; =0, (6.23)
EZ?(E) = D¢Dij + Dy Hyjp, + 045 = 0. (6.24)

Dabei sind D; und D; die totalen Ableitungen

0 0 0 .0
D; = — Doy = — +... 2
t 8t+ua8ua+gpa8g0a+¢a8q§a+ (6 5)
0 0 0 0 0
D’i — aIZ au _I_ uOé Z] a _I_ (poé Z] a _I_ QSOC 7,] a¢a] _I_ . (626)

Die kanonisch konjugierten Groéfien definiert man aus der Lagrangedichte folgenderma-
Ben

oL oL oL oL

DZ"Z: =T Hz =2 y i = T A, i T — .

’ alij Ik aTijk %1 8@']‘ P 8%

Das Gleichungssystem (6.22)—(6.24) hat eine analoge Struktur zu den Maxwell Glei-
chungen der Elektrodynamik. Fiir einen mehr formalen Zugang als Einfithrung in die

(6.27)
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Eichfeldtheorie der Versetzungen siehe auch [117]. Die Gln. (6.22)—(6.24) beschreiben
das dynamische Verhalten der Versetzungen in einem Material, dessen materielle Punk-
te unter Spannungen stehen. Einerseits treiben die Spannungen die Versetzungen und
andererseits erzeugt derren eigene Bewegung einen FluBl der materiellen Punkte in
die entgegengesetzte Richtung. Es besteht eine dynamische Wechselwirkung zwischen
den Versetzungen und dem Material in dem sie sich befinden. Die Gl. (6.22) stellt
die Impulsbilanz dar. Sie ist auch die Integrabilitdtsbedingung fiir die Bilanzgleichun-
gen (6.23), (6.24) der Versetzungen. Wendet man nédmlich den Differentialoperator D,
auf Gl. (6.23) und D; auf Gl (6.24) und subtrahiert anschlieend das Ergebnis der
letzten von der ersten Gleichung, ergibt sich die Impulsbilanzgleichung als Integrabi-
litdtsbedingung. Diese Gleichung iibernimmt die Rolle der Ladungserhaltung in der
elektromagnetischen Feldtheorie. Wir méchten in dieser Arbeit das allgemeinste linea-
re Materialgesetz fiir ein homogenes, isotropes Kontinuum wéhlen. Dies liefert folgende
Ausdriicke fiir den Impuls, die Spannungen, die Hyperspannungen und den Impuls des
Versetzungsstromes

i = pu;, (6.28)
0ij = N0ij Bk + 1(Bij + Bji) + v(Bij — Bji), (6.29)
Hiji = a1Tiji + co(Tiki + Thiz) + c3(8i5Tur + 6ixTi0), (6.30)
D;; = dy0;j 1, + do(Li; + L) + ds(L;; — 1j;). (6.31)

Man achte darauf, dafl die Spannungen in diesem Fall asymmetrischer Natur sind. Im
Vergleich zum symmetrischen Cauchyschen Spannungstensor (2.30) der konventionel-
len Elastizitatstheorie leistet in der Materialgleichung (6.29) durch das Auftreten des
Drehmoduls vy die elastischen Rotation w;; = ;5 auch einen Beitrag. Die Spannungen
dienen im Kontinuum als Quelle fiir das Auftreten von Hyperspannungen. Dies wird
in der Gl. (6.24) ersichtlich. Ebenso besagt Gl. (6.23), daf der Impuls der materiellen
Punkte als Antrieb fiir den Impuls der Versetzungen verstanden werden kann. Wahlt
man die Relationen (6.28)—(6.31) als Materialgleichungen, dann sieht man sofort eine
Verallgemeinerung der bisher bekannten Beziehungen fiir die Cauchyschen und Mo-
mentenspannungen. Durch das Zufiigen der zusétlichen Konstanten v, co, c3 fiir den
statischen und dy, ds, ds fiir den dynamischen Fall, gelangt man also zu der Eichtheo-
rie der Versetzungen fiir ein homogenes, isotropes Medium. Es wird gezeigt, wie die
Materialgleichung (6.30) fiir die Hyperspannungen zustande kommt. Dazu wihlt man

Hijk = DijklmnT‘lmn~ (632)

Der Materialtensor sechster Stufe D, hat fiir ein isotropes Material folgende Ge-
stalt

Diiktmn = A1 0i0jmOkn + A2 8:1000km + A3 010,10mn + As 0indjmOm
+ A5 0in010km + A6 0in0;101m + A7 0i50510mn + As 6:i0kn0im
+ Ag 0i0kmOim + A10 0ik010mn + A11 0ikjmOim + A1z 6i0jnOm
+ A13 0im0jnOrt + A14 0im0;101n + A1 0im0ji0kn (6.33)
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mit den zusétzlichen Eigenschaften
Dijklmn = Dlmnijk - _Dikjlmn = _Dijklnm = Dimnljk~ (634)
Somit ergibt sich fiir den Tensor H,j; der Hyperspannungen

Hijie = DijiimnTimn = A1 Tiji + Az Tigj + Az 0T + As Thyji
+ As T + As 05T + A7 85 Thmm + As 05T
+ Ag 6i 11w + Aro ik Ljmm + A11 0T + Av2 6Ty,
+ A1z Thij + Arg 053 T + Avs T (6.35)

Aus der Antisymmetrie in den Indizes j, k sieht man, dafl A3 = Ag = Ay = 0, sein
muB, da d;; = dy; gilt. Dazu kommen noch die Beziehungen Ay = —A;, Ay = —A4;,
Ao = —A7, Ay = —Ag, A1g = —Ag und A5 = —A;3. Mit dieser Information fiir die
Materialkonstanten bekommt man die Materialgleichung (6.30) wenn noch

Al = (y, A5 + Alg = Co, Ag - Ag = C3 (636)

fiir die iibrig gebliebenen Konstanten gesetzt wird.

Die Materialgesetze fiir die Spannungen (6.29), Hyperspannungen (6.30) und fiir
den Impuls des Versetzungsstromes (6.31) stellen keine irreduzible Zerlegung dar. Die
irreduzible Zerlegung des Cauchyschen Spannungstensors (2.34) veréndert sich fiir den
asymmetrischen Spannungstensor eines isotropen inkompatiblen Mediums (6.29) fol-
gendermafien

Oij = O'Z-lj + 0'2-2]- + O'?j
1 1
= 2#(5@') - géijﬁkk) + 275[:7} + (3A + 2p) géijﬁkk- (6.37)

Anstelle des Verzerrungstensors e;; geht jetzt als kinematische Grofle die gesamte Dis-
torsion f3;; in die Materialgleichung (6.37) ein. Der asymmetrische Spannungstensor o;;
setzt sich aus drei unabhéngigen Distorsionsanteilen

1
ii = By = 300w Scherung, (6.38)
2 = Bui Rotation, (6.39)
1 . .
?j = géij/@kk Dilatation, (6.40)

zusammen. Der erste Term ailj ist symmetrisch und spurlos und beschreibt die Span-
nungen aufgrund einer reinen Deformation ohne Volumenénderung. Der zweite Term
afj fehlt in dem Cauchyschen Spannungstensor (2.34) und ist fiir die Asymmetrie des
Spannungstensors o;; verantwortlich. Er ist antisymmetrisch und gibt die Erzeugung
von Spannungen aufgrund einer lokalen relativen elastischen Drehung des materiellen
Punktes. Der dritte Term af’j in der irreduziblen Zerlegung (6.37) des Spannungstensors

gibt die Reaktion des Kontinuums auf eine Volumendilatation. Mit der Zerlegung (6.37)
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bekommt man aus der positiven Definitheit W = %aijﬁij > 0 der elastischen Verzer-
rungsenergie (siche auch [52])

3N+ 2u >0, >0, ~v > 0. (6.41)

Die erste Ungleichung von (6.41) kann auch mit Hilfe der Poissonschen Querkontrak-
tionszahl v geschrieben werden (2.39). Zu den ersten zwei Ungleichungen, welche sich
auch fiir die positive Definitheit mit dem symmetrischen Cauchyschen Spannungstensor
7,5 ergaben (2.38), kommt noch die Bedingung fiir den Drehmodul v hinzu. Wegen der
Antisymmetrie der Torsion T;j; und der Hyperspannungen H,j; in den letzten zwei Indi-
zes j und k, 148t sich aus der Beziehung (6.9) eine entsprechende Relation zwischen dem
dreistufigen Hyperspannungstensor H,j; und dem entsprechenden zweistufigen Tensor
Hi i

1
H;; = 5 €jxHin, Hix = €rjHij, (6.42)

angeben. Damit kann das Materialgesetz (6.30) in ein solches zwischen den Grofien H;;
und o @iberfithrt werden. Dabei wird die zweite Relation von Gl. (6.42) und Gl. (6.9) in
das Materialgesetz (6.30) eingesetzt und anschlieflend verjiingt. Als Ergebnis bekommt
man das auf zweistufige Tensoren reduzierte Materialgesetz

77l 2 3
Hij - Hij + Hij + Hz’j
1 1
= ay (o) — §5ijakk) + ag a5 + as géijakka (6.43)
mit den irreduziblen Parametern

ap = C1 — Cg, a9 = C1 — Cy + 203, a3 = c1 + 202. (644)

Dieses setzt sich ebenfalls aus den drei folgenden unabhéngigen Anteilen

1
ailj = Qgij) — gdijakk Tentor, (6.45)
a?j = Q) Trator, (6.46)
1
af’j = géijakk Axitor, (6.47)

zusammen und wurde von Lazar [10] in der Eichfeldtheorie der Versetzungen benutzt.
Die Bezeichnungen fiir die drei irreduziblen Anteile gehen auf Hehl [116] zuriick. Fir
die positive Definitheit der Versetzungskernenergie

1 1
Wie = 1 HipTijr = B Hijaij 2 0 (6.48)

muf} immer

aq Z 0, (05} Z O, as Z 0, (649)
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erfiillt sein.

Setzt man die Konstitutivgleichungen (6.28)—(6.31) unter Berticksichtigung der Gln.
(6.5), (6.8), (6.12) und (6.15) ins Gleichungssystem (6.22)—(6.24) ein, so ergibt sich ein
geschlossenes Gleichungssystem von 15 gekoppelten linearen partiellen Differentialgl.
A= (Ayq,...,Ay5) =0 fiir die unbekannten Feldvariablen u;, ¢;;, i

p(t; + i) — Ny (Unkj + Prk.j)

— (g5 + Ui + Gijj + Gjig) — V(Wigj — Ujij + Dijg — Pjig) = 0, (6.50)
p(t; + i) — didii(Pri; — duy)
— da(pijj — Gijj + Piji — i) — ds(@ij; — Gijg — ©jgi + Gjig) =0, (6.51)

- d15z’j(¢l,z - éu) - d2(§bi,j - Q% + Sbj,z‘ - 9%) - d3<9bi,j - Q% - %%i + ¢92)
+ c1(Pik,jk — Dijk) + C2(Pjikk — Pjkik + Orjik — Prijk) + C3 [5ij(¢lk,lk — bukk)
+ (Pugi — Pujai)] + Nij (g + du) + plwiy + wjs + dij + i)
+y(wij —uj; + ¢ij — ¢ji) = 0. (6.52)

6.1 Lie-Punkt Symmetrien

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den infinitesimalen kontinuierlichen Transfor-
mationen befassen, die das Gleichungsystem (6.50)—(6.52) invariant lassen. Diese Trans-
formationen wirken auf die unabhéngigen (¢, ) und abhéngigen Variablen (u, ¢, )
und bilden eine Lie-Gruppe G, die das Gleichungssystem (6.50)—(6.52) invariant 148t.
Die infinitesimale Gruppen-Wirkung hat fiir die unabhéngigen (¢, ) und abhéngigen
Variablen (u, ¢, ¢) folgende Gestalt
x;:xl+6XZ<w7t7u7¢7¢)+'.' ( )
t'=t+er(z,t,u, o, @)+ (6.54)
ul, = ug + el (2, t,u, 0, ) + - - (6.55)
(p;:<pa—0—g‘§[la(a:,t,u,go,d))—b—-~- ( )
(b:xﬁ:¢a5+5®aﬁ($,t,u,¢,(f))+"' . ( )

Die infinitesimalen Erzeuger sind definiert durch

X1, @) = o . (6.58)
et 0. 9) = O r (6.59)
U, 1., 0, 9) = o B (6.60)
Vo (a b, ¢) = O (6.61)
byt . ) 1= o (6.62)




6.1. LIE-PUNKT SYMMETRIEN 83

Mit diesen infinitesimalen Erzeugern 148t sich das entsprechende Vektorfeld

0 0 0 0 0
v=T—=4+X,—+U,—+V,—+ Dy —,
ot 825‘2 8ua &pa & a¢a6
konstruieren. Da das zu untersuchende Gleichungssystem zweiter Ordnung ist, benétigt
man fiir das Berechnen der Lie-Symmetrien die zweite Prolongation

(6.63)

prPv =v+a+bite (6.64)
Die Vektorfelder a, b, ¢ sind von folgender Natur
— 0 0 0 0 0
= Uy U, Udi Udi U, 6.65
&= e G U B U G T i, T i (6.65)
_ 0 0 - 0 0 0
b=V, U, Wi U, U, 6.66
890az+ t&oa—l_ 79 azy+ t&oaz_l_ tt&ﬂa ( )
0 0 0 - 0 - 0
C = éaﬁz + (I)aﬁt + (I)aﬁi' — + éaﬁit — + éaﬁtt (667)
Obagp,i Oap 7 0¢ap.ij Dbag,i Oap’
mit den Komponenten
Ui = Di(Uy — Xptia g — Tla) + Xptapi + Tla, (6.68)
Uat = Di(Uy — Xgtia — Tla) + Xgliap + T, (6.69)
U = D D, (U Xkuak —Tua)—FXkuam] +Tuaw, (670)
Uazt — Dth(Ua - Xkua,k - Tua) + Xkua,kz + Tuoz,ia (671)
Uatt = DtDt(Ua — XkuOC’k — T?la) + Xkﬁa7k + 7 "L.L'a, (672)

und entsprechend gleiche Ausdriicke fiir die Erzeugenden der Prolongationsfelder b
und c. Fir das Feld b ist U,, u, durch ¥,, ¢, und fiir ¢ durch ®,3, ¢p,3 mit den
entsprechenden hoheren Ableitungen erster, zweiter und dritter Ordnung in den For-
meln (6.68)—(6.72) zu ersetzen. Wendet man das infinitesimale Kriterium (2.134) mit
dem Vektorfeld (6.63) auf das System (6.50)—(6.52) an, dann ergeben sich fiir die Kom-
ponenten von v folgende Bestimmungsgleichungen

p(Uitt + @it) - )\5z‘j(Ukkj + (I)kkj) - M(Uijj + Ujji + (i)ijj + (i)jji)

—(Uij; = Ujji + ®ijy — Py)| =0, (6.73)
A=0

p(Uis + ;) — dibi (W — Puje) — do(Wij; — Pijju + Wy — Pjije)

— d3(Wij5 — Pijje — Wjji + ®jije)| =0, (6.74)
A=0

— d10;; (Y — ) — do(Wije — i + Wjie — ]ztt) ds( it — Pijre — Vi + Pjine)
+ c1(Pirje — Pijir) + c2(Pjirk — Pjrin + Prjix — (I)kijk)

+c3 [&j(‘i)lkzk - (i)ukk) + ((I)zlji - (I)ljli)} + )\5@(0” + (i)ll)

+ N(Uij + Uji + (i)ij + (i)ﬂ) + ’}/(Uij — Uji -+ (i)ij — (i)ﬂ) = 0. (675)
A=0
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Durch ihre Losung findet man die Symmetrien fiir die Euler-Lagrange Gln. (6.50)—
(6.52)

r=d, (6.76)
X, = d; + €p7 01, (6.77)
Uy = Clig + €ajrtijar — folt, ), (6.78)
U, = cpo + €ajrpjar + f;(t, x), (6.79)

Qo = Chap + €ajk®jpn + €gjkPajar + fa,ﬁ- (6.80)

Die Eichsymmetrie wird durch die beliebige und stetig differenzierbare Funktion f; und
deren rdumliche sowie zeitliche Ableitungen beschrieben. Da diese schon in der Lagran-
gedichte vorhanden ist, wird sie in den Euler-Lagrange Gln. vererbt. Die Lie-Algebra
der infinitesimalen Symmetrien wird von den folgenden Vektorfelder aufgespannt

v = % (Translation in der Zeit),
(6.81)
s 0 L
v = (Translation im Raum),
825‘2'
(6.82)
0 0 0 0 0
3 — ¢ L L L L L tation i
VP = €k (z] o + u; Jun + ©; Bor + ¢y Bon + @i aﬁbm) (Rotation im Raum),
(6.83)
0 0 0
4 L g kali .84
vl =i + ¢ 90, + i o (Skalierung), (6.84)
00 = —f(t, x) 9 + f(t x) 9 + fi(t, @) 9 (Eichsymmetrie). (6.85)
- 1\Y aul 1\Y &pl 2,7\Y 0¢Z] y . .

6.2 Kanonische Strome

Man mochte mit den gleichen Methoden wie in den vorherigen Kapiteln Erhaltungssétze
und Bilanzgleichungen fiir die Eichfeldtheorie der Versetzungen herleiten. Die Erhal-
tungsdichte A, und der zugehorige FluB A; hdngen jetzt von t,x,u,p, ¢ und den
Ableitungen von w, ¢, ¢ beziiglich der Zeit t und dem Ort @ ab. Ist durch den in-
finitesimalen Erzeuger v von G eine Variationsymmetrie gegeben, dann heiflen die
Komponenten Ay, A; fiir den Erhaltungssatz

oL oL oL
A4 =L1+ (Ua — Xjua,j - Tua)a—ua + (\I]a - Xj‘)pa,j - T‘:Oa)a(pa
. oL
+ (Pap — XjPapj — TPap) = (6.86)

aéaﬁ ’
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A =LX;, + Uy — Xjug,; — Tua)ai—i + (Vo — Xj@a,; — T@a)%
+ (Pap — Xjbap; — T%ﬁ)%- (6.87)
6.2.1 Translationsstrom.
Die Translationen im Raum und in der Zeit sind durch folgende Formeln
= di e, €=t e, W=t Gh=Pu D= by (6.89)

gegeben. Die entsprechenden Erzeugenden der infinitesimalen Transformationen lauten:
X]“' = (S]ﬂ', T = 544, Ua = 0, \I/a = 0, (I)ag = 0 (689)

Mit Hilfe der Gleichungen (6.86), (6.87) und (6.89) erhélt man fiir die Translation
folgende Strome

Api = L6 — umk% - %7,{% - %ﬁ,k%, (6.90)
b= sl g 2 o)
Ay = _u“ai—i — %% — q‘m%, (6.92)
Ay =L — uag—i — %88—5& — gzsaﬁ%. (6.93)

Diese Strome konnen mit Hilfe der Impulsdichte p;, der Impulsdichte des Versetzungs-
stromes D;;, der Spannungen o;; und der Hyperspannungen H,j; folgendermaflen ge-
schrieben werden

Py = —Api = =L 0ki — Oai Uak — Dai ok + Haopi Pap ks (6.94)
Pi == Apa = —Pa Uak — Dap Gapk (6.95)
SS = Ay = Gaitia + Doi P — Hagi Gas, (6.96)
HE i= — Ay = —L + Dol + Dop Gup- (6.97)

Der Index c steht fiir die Bezeichnug canonical aus dem Englischen und wird ab jetzt im-
mer die kanonische Strome kennzeichen. Der Tensor P, ist der kanonische Eshelbysche
Spannungstensor. Die Vektorgrofien Py, Si bezeichnen entsprechend den kanonischen
Pseudoimpuls und den Poynting Vektor. Das Skalar H® steht fiir die kanonische totale
Energiedichte da. Alle diese Groflen erfiillen folgende lokale Erhaltungssitze

D/H® — D;S¢ = 0. (6.99)



86 KAPITEL 6. EICHFELDTHEORIE DER VERSETZUNGEN

Aus diesen kann man, unter Verwendung des Gaufischen Satzes und Integration, die
globalen Erhaltungsitze fiir die kanonischen Strome des Impulses und der Energie
erhalten

/ D, P dV — / Pn;dS =0, (6.100)
14 S

/ D,HedV — / Sn; dS = 0. (6.101)
\% S

6.2.2 Rotationsstrom

Die Gruppenwirkung der Rotation wirkt gleichzeitg im Raum der unabhéngigen (x,t)
und abhéngigen Variablen (u, ¢, ¢) und lautet

T = T; + €1 Tk, t =t, Ul = Uy + €xBaUsEL, (6.102)
Dny = Pa + €1gaPsEks  Pup = Gap T (€kja®ip + €hjpPaj)Er- (6.103)

Die dazu gehdrenden infinitesimalen Transformationen heiflen
Xik = €irjTj, Uak = €arptip, Yok = €akpPp,  Papk = €akj®jp + €prjPaj-  (6.104)

Aus den oben angegebenen Erzeugenden, erhélt man aus den Gln. (6.86) und (6.87)
die folgenden Stréome

oL oL oL
Aizem' Lm Eéz — Ug, a, o
g g ]|: ( 7 ]a Uq i — ]a Pa,i (bﬁjagbaﬁz)
oL oL oL oL
+ m_— —+ m —+ m m o~ 6105
“ auj,i 7 090]2 ¢ la¢]zl ¢l a¢li,j:| ( )
oL oL oL oL
o S {“ ou, o O ag, T ad,
oL oL oL
— 2| uq + ©q + Pag, )} (6.106)
J< J a J a J a¢aﬁ

Der Tensor der kanonischen Drehimpulsfluidichte und der Vektor der Pseudodrehim-
pulsdichte werden durch folgende Ausdriicke

M+ = = Ay = €kmj (@ Pj; + 0ji U + Dyji om — Hjii ¢t — Hiji Gim), (6.107)
M% = Ay = €kmy (SL’m 'P]C +DpjUum + Djl Omi + Dlj ¢lm) (6108)

definiert. Diese kann man in zwei Anteilen zerlegen, den kanonischen orbitalen M,;(O)

und den inneren Drehimpulsanteil M ]:Ei)

Mg, = M7 + MY, = M + MY, (6.109)

1
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wobei die einzelnen Anteile folgendermaflen

M = € o B, (6.110)
M;z,(i) = €kmj (0ji um + Dyji om — Hjti ¢t — Hiji Qim), ( )
MO = € T PE, (6.112)

(6.113)

J
MZ(I) — Ekmj (p] U, _'_ Djl ¢ml _'_ Dl.? ¢lm)

aussehen. Damit bekommt man fiir die Drehimpulsbilanz

DM — D ME, = DM — DM + D MY — DM, (6.114)

Aufgrund der Erhaltung des Pseudoimpulses (6.98), wird aus dem orbitalen Anteil

Dth(o) — DZM;(O) = Ekjmp

C
7 jm:

(6.115)

Fiir den inneren Drehimpuls folgt aus der Rotationsinvarianz unter Benutzung der
Gln. (6.5), (6.8), (6.12), (6.15) und der Euler-Lagrange Gln. (6.22)—(6.24) die Beziehung

c(i c(i 1
Dth() - DiM]ﬂ() =€pmj(— 051 Bt + Dji Ly — 3 Hjiy Toit — Huij Tiim, (6.116)

— 01 Qi + Dy élm — Hiij Guim)-

Letzlich bekommt man aus den Gln. (6.94), (6.115) und (6.116) fiir die Bilanzgleichung
des Drehimpulses die sogennante Isotropiebedingung des Kontinuums.

1
DM, — DMy, = €xmi(—0j1 Bt — 015 Bim + Dij Iy + Dji Ly — 3 H;y Tt — Hiij Tiim).
(6.117)

Im Fall, daf§ ein isotropes Material vorliegt, wird mit Hilfe der konstitutiven Gln. (6.29)—
(6.31) aus der Isotropiebedingung (6.117) der folgende lokale Erhaltungssatz

Mit Hilfe des Gaufichen Satzes, 1é8t sich durch Integration, der globale Erhaltungssatz
fiir den kanonischen Drehimpuls herleiten

%4 S

6.2.3 Skalierungsstrom

In der Eichtheorie der Versetzungen, ist die Skalierungsgruppe (Dilatationsgruppe)
weder eine Variationsgruppe noch eine Divergenzgruppe. Durch die Existenz der Ver-
setzungen im Material, werden innere Léngen in die Physik des Problems eingefiihrt.
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Die Selbstdhnlichkeit wird gebrochen. Es besteht aber weiterhin die Méglichkeit, die
gebrochene Strome auszurechnen. Die Skalierungsgruppe wirkt wie folgt

T, = x; + exy, t'=t+et, (6.120)
Uy, = U + € dylla, P = Qo+ Edpa, Pog = Pap + € dgPag, (6.121)
infinitesimal auf die unabhéngigen und abhéngigen Variablen. Die infinitesimale Er-
zeuger sind gegeben durch

Xi=x;, 7=t Uy=dywu., VYo=dopa, Paosg=dsdas, (6.122)

wobei d,, die Skalierungsdimension des Verschiebungsvektorfeldes und d, d, entspre-
chend die Vektor und Tensorfelder der Eichpotentiale darstellen. Setzt man die infini-
tesimale Erzeuger (6.122) in die Bezichungen fiir die Strome (6.86) und (6.87) ein, so
erhélt man folgende Ausdriicke fiir die Dichten der Skalierungsfliile

) L .. oL
Ai = .TZ}'ZE -+ (duua — TrUa,k — tua)au— + (dSD(pa — xkgpa,k — tapa) 8@ )
. oC |
+ (dpPap — TuPapk — t%ﬁ)m, (6.123)
. 0L .. 0LC
Ay =tL+ (dyug — TpUak — tua)ﬁ + (dpPa — TkPak — wa)%
. oL
+ (d¢¢aﬁ - xk¢aﬁ,k - t¢aﬁ)% (6124)
af

Driickt man diese mittels der Spannungen, Hyperspannungen, des Poynting Vektors,
des kanonischen Pseudoimpulsvektors, des Eshelbyschen Spannungstensors und der
Energiedichte aus, so ergibt sich folgendes Resultat

Y° .= —Ai =Ty F)]":i - tSf + du 0ji Uy + dap Dji P — d¢ Hjli ¢jl7 (6125)

yc = A4 :SL’j 7)]0 —t'HC—l—dupj uj+d¢>Djl ¢jl- (6126)
Die Skalierungsdimensionen der abhéngigen Variablen lauten
d—2 d d
d, = ——, d,=—=, dy = —=, d= 1, 12
B ) B @ 5 n+ (6 7)
wobei d = n + 1 die Raumzeitdimension angibt. Im dynamischen Fall ist d = 4 und
somit d, = —1, d, = —2 und d, = —2. Mit den Ergebnissen fiir die Dimensionen (6.127)
und unter Berticksichtigung der Gleichungen (6.5), (6.12), (6.8), (6.15) und der lokalen
Erhaltungssitze (6.98) ergibt sich die folgende lokale Bilanzgleichung

D,;Y° — DY = —2L.. (6.128)
Diese kann unter Nutzung des GauBichen Satztes in eine globale Bilanzgleichung

/ D,V dV — / Yen; dS = —2 / LoodV (6.129)
\%4 S |4

gebracht werden.
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6.2.4 Eichtransformation

Die Translationen im Raum und in der Zeit, sowie die Rotationen im Raum sind Er-
zeuger einer Variationssymmetrie einer endlichen Lie-Gruppe, die zu Erhaltungsséitzen
fiithren. Aus den Beziehungen (6.86), (6.87) folgt fiir den Gruppenerzeuger v°

GY = —Ai = —0j; f;(t,x) + Dyi f;(t,x) — Hyi fia(t,z), (6.130)
gc = A4 = =Dy fj(t, [L’) + Dji fjﬂ'(t, ZE') (6131)
Die folgende Kontinuitéatsgleichung

impliziert einen lokalen Erhaltungssatz. Aus diesem 148t sich ein globaler Ehaltungssatz
ableiten

/Dtgc dVv —/ani dS = 0. (6.133)
1% S

6.2.5 FEichinvariante Strome

Die Tatsache, daf} alle lokale Bilanzgleichungen und Erhaltungssiitze fiir das gesamte
System, bestehend aus dem elastoplastischen und dem Versetzungsanteil der Lagrange-
dichte, in eine eichinvariante Form gebracht werden kénnen, ist fiir die einzelnen Stréme
nicht immer gegeben. Nur die Strome, die aus der Translationsymmetrie stammen,
lassen sich auch eichinvariant schreiben. Als erstes wird der kanonische Eshelbysche
Spannungstensor mit Hilfe von den Gleichungen (6.5), (6.8), (6.15) und die Bilanzglei-
chung (6.23) umgeschrieben. Um den kanonischen Pseudoimpuls umzuschreiben, be-
nutzt man anstatt der Bilanzgleichung (6.23) die Gl. (6.22). Fiir die Umschreibung der
kanonischen Energiedichte werden die Gl. (6.12), (6.15) und die Bilanzgleichung (6.22)
gebraucht. Der Poynting Vektor 5; 148t sich mit den gleichen Gleichungen wie die kano-
nische Energiedichte umschreiben, aber anstatt von der Bilanzgleichung (6.22) wird die
Gl. (6.23) benutzt. Mit den oben erwihnten Umformungen lauten jetzt die kanonische
Strome der Translation:

Py = Pri — Di(Dai dar) + D(Hapi Pok), ( )
Pi = P = Ds(Dagp Par), (6.135)
S; = 5; + Di(Dai pa) — Dﬁ(Haﬁi Pa) ( )
H® =H + Dg(Das pa)- (6.137)

Die eichinvariante Strome sind folgendermaflen definiert

Pri == —L 0k — 00i Bak + Dai Lok — Hopi Topr, (6.138)
P = —Pa Bak + Dag Taﬁk; (6139)
Si = 0ai Vo — Hupi Lo, (6.140)
H ==L+ pava+ Das log. (6.141)
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Die lokale Erhaltungssétze heiflen jetzt

da die Divergenzterme sich gegenseitig autheben und die Terme
D;Dg(Hagi bar) =0,  DDg(Hapi pa) =0, (6.144)

verschwinden wegen der Antisymmetrie von H;;j) in den letzten zwei Indizes. Aus dem
Gauflschen Satz folgen der Impuls und Energieerhaltungssatz fiir die eichinvarianten
Groflen in integraler Form

\% S

\% S

6.3 Konfigurationskrifte und Momente

6.3.1 Translationsstrom
Elastoplastischer Anteil

Im letzten Abschnitt hat man die Erhaltungssétze fiir den kanonischen Pseudoimpuls,
Pseudodrehimpuls und die Energiedichte hergeleitet. Diese Erhaltungssétze existieren
nur fiir die totale Lagrangedichte £, die sich aus den kinetischen und potentiellen
Energien des elastoplastischen und Versetzungsanteils zusammensetzen. Wird nur einer
der beiden Anteile betrachtet, gelten die Erhaltungsséitze fiir die kanonischen Strome
nicht ldnger und Konfigurationskriafte und Momente treten auf. Wird z.B. nur der
elastoplastische Anteil L, der Langrangedichte beriicksichtigt, dann erhilt man aus
Gl. (6.94) fiir die Translationssymmetrie und den Gln. (6.86) und (6.87) fiir die Strome

Pgi = —Aki = —Lep Opi — Tai Uak, (6.147)
Pp. = Aps = —Pa Ua i, (6.148)
S; = Ag = 04 Ua, (6.149)
H = —Agy = —Lep + Pa Ua- (6.150)

Die lokalen Erhaltungssétze (6.98) sind dann gebrochen. Auf der rechten Seite erschei-
nen jetzt die Konfigurationskraft und die Konfigurationsarbeit
D/H® — D;S; = W~-. (6.152)

Diese sind gegeben durch folgende Ausdriicke:

C

& = Pa Pak — TapPabk; (6.153)
W = —Pa Pa + Oap Gap- (6.154)
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Die kanonische Form der Konfigurationskraft wurde auf eine andere Art und Weise
von Kadi¢ und Edelen [2] hergeleitet. Fiir den elastoplastischen Anteil L., der totalen
Lagrangedichte £ bekommt man aus Gl. (6.134) die eichinvarianten Stréme

Pyi = _£0p Oki — Oai Baks (6-155)

Pr := —Da Bak, (6.156)

S = Opai Va, (6.157)

H = —Lep + Pa Va- (6.158)
Aus diesen Stromen kann man die gebrochenen Erhaltungsitze angeben
Die eichinvariante Konfigurationskraft und Konfigurationsarbeit lauten

Fr = —Da Lok + 0ap Tupr, (6.161)

W= Oap [aﬁ- (6162)

Diese findet man auch in den Arbeiten [118, 119]. Die Verallgemeinerung des wegun-
abhéngigen Integrals J; heifit fiir die inkompatible Elastizitét

so== [ ppeavs [ Pamas= [ —mav = [ #a, (6.163)
174 S 1% 174

mit der Kraft F'¥ definiert als
Fik = =F. (6.164)

Der dynamische Teil der Konfigurationskraft beschreibt den Impulsflufl aus dem Ma-
terial zum Versetzungsstrom und der statische Teil entspricht der Peach-Koehler Kraft
[120], welche die Wechselwirkung zwischen der Spannung und der Versetzungsdichte
angibt. Die Konfigurationsarbeit kommt von den Spannungen zustande, welche auf die
Versetzungsstromdichte wirken, und dafiir sorgen, dafl die Versetzungen in Bewegung
bleiben. Hétte man noch die Dissipation mitberiicksichtigt, dann wére ein Teil dieser
Arbeit in Wirme umgewandelt. Betrachtet man etwas naher die Struktur der Konfi-
gurationskraft und Konfigurationsarbeit, so stellt sich heraus, daf§ sie die gleiche Form
wie die Lorentz-Kraftdichte und die elektromagnetische Leistung besitzt, die durch die
Wechselwirkung von elektrischen Ladungen und Stromen mit dem elektromagnetischen
Feld zustande kommen [121]

Fd = p By + enpijs B, (6.165)
W = j, E. (6.166)
E, und By sind die elektrische Feldstdrke und magnetische Induktion entsprechend.
Leitet man die Konfigurationskraft und Konfigurationsarbeit aus dem Versetzungsan-

teil L, der totalen Lagrangedichte £, dann bekommt man die gleichen Ergebnisse wie
oben, nur mit entgegengesetztem Vorzeichen.



92 KAPITEL 6. EICHFELDTHEORIE DER VERSETZUNGEN

Versetzungsanteil

Auf der gleichen Art und Weise wie oben, bekommt man fiir die kanonischen Stréme
des Versetzungsanteils L, der Lagrangedichte £

Py = —Api = —Lye Oki — Dai Pa + Hapi Gap.ks ( )
Pi = Aks = —Daop Gapis ( )
S¢:= Ay = Do po — Hopi Gags (6.169)
H® = — Ay = —Loe + Dog dag. (6.170)

Die eichinvarianten Strome des Versetzungsanteils L. der totalen Lagrangedichte £
lauten

Pri := —Loye 6ki + Dai Lok — Hapi Tagr, (6.171)
Pr := Dop Topr, (6.172)
S; = —Hop; Ins, (6.173)
H = Lo+ Do Los. (6.174)

Die Konfigurationskraft und Konfigurationsarbeit berechnet man genauso wie fiir den
elastoplastischen Anteil. Man bekommt das gleiche Resultat nur mit entgegengesetztem
Vorzeichen.

6.3.2 Rotationsstrom

Auf der gleichen Art und Weise wie man fiir die Translationen im Raum vorgegangen
ist, findet man fiir den elastoplastischen Anteil der Lagrangedichte L,

My 2 = = Agi = €mj (T Pj; + 0ji ), (6.175)
My o= Apa = €l (T P + Dj ), (6.176)

mit P;; und P§ gegeben durch Gl. (6.147). Dadurch wandelt sich der lokale Erhaltungs-
satz (6.118) in die folgende Bilanzgleichung um

DM, — Dy My =€pmj(xm Fj + Ayyj).- (6.177)

Dabei ist F; gegeben durch die Gleichung (6.153) und fiir A7, ergibt sich folgender
Ausdruck

Abnj = Dj U + Ot Ujig + Ot Ut 5. (6.178)

Das Li-Integral lautet jetzt

Ly = —/ DtMidV‘l’/MkcinidS:/Ekjm(sz;+A$nj)dV (6.179)
v s 1%
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Man substituiert fiir den kanonischen Pseudoimpuls P; und Eshelbyschen Span-
nungstensor P;; die Relationen

P; = Pj +pa (baja (6180)
chi = P]z + Oai ¢aj (6181)

in den Gln. (6.175) und (6.176) fiir die Rotationsstrome des elastoplastischen Anteils
der Lagrangedichte und fithrt anschliefend die Definitionen

Mg, = My + €kmj Tm Oai Gaj My = €xmj (T Pji + 0ji ), (6.182)
z = Mk + €kmj Tm P ¢aja Mk ‘= €kmy (l’m Pj + pj um)> (6183)

ein. Dadurch kann die lokale Bilanzgleichung (6.177) in die Form
DM, — DM, = DMy — DMy + Di(€pmj Tm Pa @aj) — Dil€rms Tm Tai @aj) (6.184)
gebracht werden. Es gilt
DMy, — DiMy; = €gmj(Tm Fj + Oim Bij + Omi Bji + Dm @5 + 0ji Omi)- (6.185)

Aus der lokalen Bilanzgleichung (6.185) ergibt sich das wegunabhéngige Integral

Ly :—/Dt./\/lkdv—l-/anldS
v s
Z/ €kjm (Tm Fj + Oim Bij + Omi Bji + Pm @5 + 0ji dmi) dV. (6.186)
1%

Im statischen Fall ergibt sich die Form [102].

Versetzungsanteil

Fiir den Versetzungsanteil L., und die Gréflen Pj;, P§ aus den Gleichungen (6.167)
und (6.168) bekommt man fiir die kanonischen Strome

My, : = —Agi = €kmj (Tm Pj; + Dji o — Hjii S — Hiji bim), (6.187)
M o= Apa = €mj (Tm Pj + Dt @i + Dij Gim).- (6.188)

Somit bekommt man fiir den Versetzungsanteil die folgende Bilanzgleichung

DtME - DiMﬁi = Ekmj(—SCm f; — 0ji Ormi — Oij Gim — Py U,

1
+ Dij Lim + Dji Ini — 3 Hja Tt — HiijThim)- (6.189)
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6.3.3 Skalierungsstrom
Elastoplastischer Anteil

Fiir die Skalierung lauten die kanonischen Strome fiir den elastoplastischen Anteil der
Lagrangedichte L,
VARES _Az =Tj Pji—tSZ-C—f—duUjin, (6190)

7

Vo= Ay = a; PS5 — tH + du pj uy, (6.191)

J

mit den Groflen P, Pf, S§ und HC aus den Gln. (6.147)—(6.150). Daraus ergibt sich
die Bilanz fiir den Skalierungsstrom

d—2 d—2
Dtyc - DZYVZC =—t WC + T ~7:1§ + (du + T) Pa ua - (du + T) Uakua,k
d d
‘|‘§ Pa Pa — 5 Oap ¢aﬁ~ (6]‘92)
Mit der Wahl d,, = —d;22 folgt daraus
C C C C d d
DY = DY = ~tW* + 24 Ff + 5 PaPa — 5 o Pap- (6.193)

Das wegunabhéngige M-Integral heifit nun

M= —/ DtyCdv+/Y;n,-dS - / (tWC Y - C—lpagoajtc—iaagqbag) av.
v S 1% 2 2
(6.194)
Auf die gleiche Art und Weise wie bei der Rotation kann die Skalierung auch mit
Hilfe von eichinvarianten Groflen geschrieben werden. Man substituiert die kanonischen
GroBen des Pseudoimpulses und Energieimpulstensors nach Gl. (6.180) und GI. (6.181)
durch die entsprechenden eichinvarianten Groflen. Zusétzlich driickt man die kanonische

Hamiltonsche Funktion H¢ und den kanonischen Poynting Vektor S5 mit Hilfe folgender
Formeln

HE ="H — pa Ya, (6.195)
SZC = Oqi Vo — Oqi Pa (6196)

aus. Wenn die Gln. (6.180), (6.181) und die Gln. (6.195), (6.196) in die kanonische
Skalierungsstrome (6.190) und (6.191) eingesetzt werden, bekommt man

Y;'C - Y; + Xj O ¢aj + taai Pos (6197)
yC:y+$jpa¢aj+tpaS0aa (6198)

mit den neu definierten Stromen

Y;' =Ty Pji_tSi+duUjin, (6199)
Vi=a; P —tH +dyp;u;. (6.200)



6.3. KONFIGURATIONSKRAFTE UND MOMENTE 95

Aus der lokalen Bilanzgleichung (6.193) bekommt man
Dtyc - DZY;C = Dty - DZY; + Dt(xj Pa ¢aj + tpa @a) - Dz(xy O wi ¢aj + taai Soa)-
(6.201)

Werden die rdumlichen und zeitlichen Randterme zu Null gesetzt, so ergibt sich mit
d, = —d;22 die lokale Bilanzgleichung

d—2 d—2
DY = D;Y; = =tW + a, Fi + 5 Pat¥a T —5 Oag Pagp; (6.202)
und somit das in den eichinvarianten Kraft und Arbeitsgrofien formulierte Integral
d—2 d—2
M = —/ DtdeJr/YmZdS :/ (tW—SL’kfk — ——— PaPa T —O’ag(f)aﬁ> dv.
% s % 2 2

(6.203)

Fiir den statischen Fall haben Lazar und Kirchner das M-Integral in der Arbeit [102]
angegeben.

Versetzungsanteil

Verfihrt man bei der Skalierung mit dem Versetzungsanteil der Lagrangedichte L.
nach der gleichen Art und Weise wie fiir die Translationen und Rotationen, so bekommt

man aus den Gln. (6.167)—(6.170) fiir die kanonischen Stréme
Y= —Ai = Pl =t 57+ dy Djipj — dyHjui, (6.204)

V&i=Ay=12;P; —tH +dy Dj, ;1. (6.205)

Da es fiir die Variatonssymmetrie der Skalierung keine erhaltende Dichte gibt, ist es
sinnvoll die Bilanzgleichung fiir den Versetzungsanteil anzugeben

d—2 .
D, Y* —]DZ'YVZ-'3 = tW° —xk}—;ﬁ—l-oﬂppa Pa _d¢gaﬁ ¢a6+ <d¢+ T) Da6¢a6

(6.206)
1 d—2 d—2
- = <d¢ + —> Hepr Tope — (dgo + —) Dap pa,p-
2 2 2
Waihlt man d, = —g und d, = —g, so bekommt man folgendes Resultat
d d
DY = DY =t W* — 2 Ji = 5 Pa o+ 5 0ap Gap — Lap Dag
1
+3 Hopr Topr- (6.207)

Beriicksichtigt man in der Bilanzgleichung (6.207) den Ausdruck (6.20) fiir die Lagran-
gedichte, so ergibt sich ihre endgiiltige Form
d d
D,V — DY = t W® — 2, FC — 5 Pa Pa + 5 Jap Gap — 2Lye. (6.208)

Werden die Gln. (6.208) und (6.192) zusammenaddiert, dann bekommt man wie er-

wartet die Bilanzgleichung (6.128) fiir das gesamte System mit der Lagrangedichte
L.
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6.3.4 FEichinvarianz

Fiir den Strom aus der Eichinvarianz wird ersichtlich, wenn man nur den elastoplasti-
schen Anteil der Lagrangedichte L., berticksichtigt, daf§ fiir ein konservatives System,
welches keinen dufleren Kraften unterworfen wird, der gesamte Impuls erhalten bleiben
soll. Mit den folgenden Strémen

GS = —A; = —0j; f(t, ), (6.209)
GS = Ay = —p; fi(t,x), (6.210)

bekommt man folgende Bilanzgleichung
DiG¢ = DiG§ = —p; [+ 05 10 = (Dip; = Dioi) fi + Diloyif;) + Dalps f3). - (6.211)

Integriert man iiber das ganze raumzeitliche Gebiet und wahlt solche f] fiir welche die
Divergenzterme auf dem Rand zum Verschwinden gebracht werden, gilt die Impulser-
haltung

6:(t) ~ G*(ta) = | [(Dp; ~ Do) Fdeav = (6.212)

nur dann, wenn die lokale Impulsbilanz (6.22) erfiillt ist.

6.4 Statische L6sungen

Es wird gezeigt, ob die im letzten Abschnitt vorgestellte Eichtheorie der Versetzun-
gen, physikalisch sinnvolle Lésungen im Gebiet nahe des Versetzungskernes liefert, al-
so solche, die kein singuldres Verhalten auf der Versetzungslinie aufweisen. Gleichzei-
tig sollen die Losungen des Fernfeldes fiir asymmetrische Spannungen verallgemeinert
werden. Die Euler-Lagrange Gln. (6.50)—(6.52), die im letzten Kapitel hergeleitet wor-
den sind, beriicksichtigen nicht die Fernfelder der Distorsionen und Spannungen. Da
aber die Theorie auch die Fernfelder fiir das klassische Verhalten reproduzieren soll-
te, mul (6.22) zu diesem Zweck modifiziert werden. Die Losung soll sich fern vom
Gebiet des Versetzungskernes asymptotisch dem klassischen Fernfeld anpassen. Diese
Randbedinung kann durch Additon einer sogenannten Null-Lagrangian £y

Ly = U?jﬁij - P?Uu (6.213)

zur Lagrangedichte (6.21) erreicht werden [117]. Die gesamte Lagrangedichte lautet
jetzt

L="Leyp+ L+ Ly (6.214)

und die modifizierten Euler-Lagrange Gln. heiflen
Dtpi - Djaij = 0, (6215)
D;Dij +pi = 13, (6.216)

DtDij + Dkak + O'Z'j = 0’Q

i7"

(6.217)
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Als Randbedingungen fiir das Gleichungssystem (6.215)—(6.217) der Eichfeldtheorie
der Versetzungen gelten also die klassischen Lésungen p?, a?j fiir die Fernfelder. Im
statischen Fall vereinfachen sich die Euler-Lagrange Gln. (6.215)—(6.217) zu

Djaij = 0, (6218)

Ausgedriickt in den kinematischen Gréflen u; und ¢;; lauten diese

AOij (Un kg + Ok g) + 1(Wi g + Wy ji + Gijg + Pjig) + Y Uiy — wjij + bijj — bjiy) = 0,

(6.220)
c1(Ginjk — Pijk) + C2(Pjikk — Pjkik + Prjik — Prijr) + C3 [5ij(¢lk,lk — Pukk)
+ (P gi — Gjai)] + A (g + du) + plus; + wji + ¢y + i)
+ V(Ui — uj; + ¢ij — bji) = oy (6.221)
Wir schreiben diese in die eichinvarianten Distorsionsfelder
Abij B + (1 + )85 + (b +7)Bji5 = 0, (6.222)
c1(Bik ik — Bijek) + c2(Bjiek — Bjkki + Brjki — Brikj)
+ 5[0 (Bur — Buswr) + (Bugi — Bijui) | + A6izBu
+ (4 7)Bij + (1 =) By = o3 (6.223)

um. Die Euler-Lagrange Gln. (6.218)—(6.219) konnen mittels des inversen Materialge-
setzes vollstdndig in den Spannungen o;; ausgedriickt werden. Dabei geht man folgen-
dermaflen vor. Als erstes verjiingt man das Materialgesetz zwischen Spannungen und
Distorsionen mit dem Kronecker Symbol §;;. Dies liefert eine Beziehung fiir die Spur
ok des Spannungstensors

Okl = (3)\ + Q,U) Ok (6.224)

Als néchstes wird der Spannungstensor o;; in seine symmetrische und antisymmetrische
Teile zerlegt

o(ij) = Aij Bk + 2 p Biigy, o] = 2 Bgy, (6.225)

Der symmetrische Anteil wird mit v und der antisymmetrische mit p multipliziert und
anschliefend zusammenaddiert

Vs

Y OG5 T MO = 1550 Thk + 2uy By, (6.226)

wobei v die Poissonsche Querkontraktionszahl (2.39) darstellt. Umgeformt nach dem
Distorsionstensor f3;; ergibt sich

v+ u v —u v
Ty Y Apy T 2u(140) Y
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Die Hyperspannungen H,j;, ausgedriickt mit Hilfe der Distorsionen, lauten

Hijk =G (ﬁzkg - ﬁzyk) + C2(5ji,k - ﬁ]kz + ﬁkgz - ﬁkzg)
+ ¢3[0i5 By — Buk) + 6i(Bu — Bija))- (6.228)
Jetzt ist es moglich die Bilanzgleichung fiir H;;; unter Benutzung des inversen Materi-

algesetzes (6.227) und Gl (6.228) nur als Funktion der Spannungen o;; auszudriicken.
Sie besitzt die Form

2vyv
1+v

+ [02(7 —p) —ci(y + ,U)] (Uij,kk - Uik,kj) + [02(7 +p) =y —w) (Uji,kk - Uki,kj)

[(01 — o + 2¢3) - 2037] (0ij Oukk — Ouij) + 2¢37Y 0ij Ot il
+ [202u —c3(v+ M)} Okjiki — [QCM +c3(y — M)} Tjki + Ay oy = dpy oy (6.229)

Unter Berticksichtigung des Kréftegleichgewichts o;;; = 0 bekommt sie die folgende
Gestalt

2vv
[(01 — ¢+ 2¢3) S 2037} (0ij O ke — Ouij) + [02(7 — ) —a(y+ M)} Oij kk

1+v

+ [02(7 +u) —aly— M)] (Tjikk — Okij) + [202M —c3(y + M)} Okjki + 4y oij = 4y U?j'
(6.230)

6.4.1 Schraubenversetzung

Wir behandeln das Problem einer einzelnen geraden Schraubenversetzung mit der Ver-
setzunglinie parallel zur z-Achse. Es handelt sich um einen anti-ebenen Verzerrungs-
zustand (“anti-plane strain”) mit den kinematischen Zustangrofien

0 0 0 00
Bii=| 0 B 0|, a;=00 0 |. (6.231)
/625(: /gzy 0 0 0 Qlyy

Eine ausfiihrliche Behandlung dieses Problems nach der klassischen Elastizitédtstheorie
findet man bei deWit [122]. Es handelt sich hierbei um den Verzerrungszustand ei-
ner Versetzungslinie in einem unendlich ausgedehnten, isotropen Medium. Aus dieser
Theorie erhilt man fiir die elastische Distorsion

b y b x
0 0
—__J = 6.232
Bea 2 r?’ ey 2m 12 ( )
Die dazu gehorenden symmetrischen Spannungsfelder lauten

0 pb y 0o _ Mbz
- _J == 6.233
= o r2’ o 22 ( )

Diese Losungen zeigen auf der Versetzungslinie » — 0 ein singuléres Verhalten und be-
schreiben deswegen eine unphysikalische Situation in der Ndhe des Versetzungskernes.
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Aus dem Krifte und Hyperspannungsgleichgewicht (6.222)—(6.223) folgt eine Relation
zwischen den Distorsionskomponenten

/625(:,:(; + /Gzy,y =0 (6234)

und vier weitere Gleichungen fiir 3., @y

[1+ A}ﬂm =3, (6.235)
[1- i VA}ﬁzx =3, (6.236)
[1+ Z&}ﬁky 0 (6.237)
[1- A}ﬂzy =3, (6.238)

Dies ist ein iiberbestimmtes System fur dle zwei unbekannten Distorsionskomponenten
B2 und f3,,. Multipliziert man die erste Gleichung mit dem Faktor cl% und die zweite
mit ¢ und addiert sie anschliefend zusammen, so bekommt man folgende algebraische
Gleichung

[ 2= 4 ) (B — %) = 0. (6.239)
M+
Da im allgemeinen eine Losung (3., # (3°, gesucht wird, folgt
n=7,
Co = L (6.240)
P

welche eine Beziehung zwischen den beiden Materialparameter c;, ¢ darstellt. Ausge-
driickt in den irreduziblen Parametern (6.44) lautet diese

37— H

2p

Wird der Parameter ¢ zu Null gesetzt, fordert (6.240), dafi auch ¢; = 0 wird. Aus
der Gl. (6.241) sieht man, dal wenn a3 = 0 auch a; = 0 fiir beliebige Materialpara-
meter v und g sein mufl. Dies hat zur Folge, dal aus den Gleichungen (6.235)—(6.236)
sowie (6.237)(6.238) sich die triviale Losung 8., = (2,, ., = 05, ergibt. Somit er-
zwingt die Beziehung (6.240), dal das Materialgesetz (6.30) fiir die Hyperspannungen
einer Schraubenversetzung zwei Materialparameter ¢; # 0 und ¢ # 0 haben muf. Die
Energiebedingung (6.49) verlangt, dafl beide a; > 0 und a3 > 0 sind. Daraus folgt aus
Gl. (6.241) die zusétzliche Bedingung fiir den Materialparameter

v > % (6.242)

as = ai. (6241)

Mit der Bedingung (6.240) und wenn die gleiche Operationen wie oben fiir die dritte
und vierte Gleichung ausgefiihrt werden, ergeben sich die folgenden zwei Bestimmungs-
gleichungen

[1 — (A ]/6250 = 32, (6.243)
[1 - Ez }/6231 zy? (6244)
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welche zwei inhomogene Helmholtz Gleichungen fiir die beiden Distorsionsfelder 3., 3.,
sind. Im Rahmen der Eichtheorie erhalten wir eine eigene, innere charakteristische
Lange ¢, fiir das anti-ebene “anti-plane-strain” Problem. Sie ist gegeben durch

&1 a1

2= = —.
p+y 2p

(6.245)

Obwohl v # 0, ergibt sich aus (6.245) die gleiche innere Lange wie in der Eichtheorie
fiir eine Schraubenversetzung mit symmetrischen Spannungen, (siche [9]). Die Asym-
metrie der Spannungen verédndert somit nicht die innere charakteristische Lénge fiir die
Schraubenversetzung. Aus der Losung der Gleichungen (6.243)—(6.244) bekommt man
die entsprechenden Distorsionskomponenten (3., 3.,

=S E (D) e
By = 25;;2[ —EKl(El)} (6.247)

In den Losungen erscheint die Funktion K. Diese ist die modifizierte Bessel Funktion
zweiter Art und erster Ordnung (siehe Anhang, Gl. (A.24)). Aus den Distorsionskom-
ponenten (6.246) und (6.247) folgen auch die Komponenten des axialen Drehvektors
w; fiir die Schraubenversetzung

e 2l () oo
= L3 L(D)] o2

Aus den Gln. (6.248) und (6.249) lassen sich nach Gl. (5.21) die Komponenten des
deWitschen Verkriimmungstensors angeben [123]

K = %yz;x [1 - ZK1<£1> + %%Ko(%)] (6.250)

=t =gl f0 () gpn()] o
_ 2

Ky = 4&;9: 7"4y [1 B ZK1<£1) y 262}(0(2)} (6.252)

K, %a (6.253)

In diesen Komponenten kommt zusétzlich zu der Funktion K; die modifizierte Bessel
Funktion zweiter Art und nullter Ordnung Ky hinzu (siche Anhang, Gl. (A.23)). Aus
den Distorsionen (6.246) und (6.247) und der Gl. (5.18) ergibt sich die Komponente
a,, des Versetzungsdichtetensors bzw. der Torsion als

Tay = 0z = 5 b@ Ko( 61) (6.254)
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Aus dem konstitutiven Gesetz (6.30) konnen die Hyperspannungen

_ _ (b
sz - Hzxy = Tz:cy - o KO(Z), (6255)
(b= . (7
H, = H,., = cyTopy = —F— D0 g (1) 2
vy y Co L zzy o 0<€1> (6.256)
(L=7)b .. (T
=t ==L () 6257

berechnet werden. Die Torsionskomponente 77,, und damit auch die Momentenspan-
nungskomponenten H.,,, H,.., H,., besitzen fiir r — 0 eine logarithmische Sin-
gularitdt. Im Gegensatz dazu, sieht man fiir die Distorsionsfelder, die sich aus der
Eichfeldtheorie ergaben, dafl die klassischen Losungen mit dem Klammerausdruck
[1 — r/ty Ky (r/€1)] multipliziert werden. Dieser sorgt dafiir, da§ das singulére Ver-
halten auf der Versetzungslinie fiir r — 0 beseitigt wird (siehe Anhang, Gl. (A.24)).
Fiir die Spur von H;; bekommt man fiir die Schraubenversetzung

Hy = —(“277?;7)6 K0<Z—1). (6.258)
Die Hyperspannungen (6.255)—(6.258) gehen in wachsender Entfernung von der Ver-
setzungslinie fiir » — oo exponentiell gegen Null. Andererseits sieht man aus den
Gln. (6.250)—(6.252), dafi die Verkriimmungskomponenten langreichweitige Momen-
tenspannungen hervorrufen, da sie proportional zu 1/r? abfallen.

Bevor wir das Ergebnis fiir die Spannungen angeben, méchten wir zeigen, wie man
die Losung mit Hilfe eines Spannungsfunktionsansatzes bekommen kann. Aus der Be-
ziehung (6.230) konnen vier Gleichungen fiir die Komponenten o, 0y, 0., 04, der
Schraubenversetzung aufgestellt werden

[ea(y + 1) — e1(y = )] (Tyaer — Tunmy) + [c2(v = 1) — c1(y + p)] Acy,

+ 4pyo.y = 4oy, (6.259)
[ea(y + 1) = er(y = )] Aoy + [ealy — p) — er(y + )] Aoy,
+ [2e01 = e3( + 1) (Guzay + Oysiy) + 4p70,. = 410y, (6.260)
[ea(v + 1) — e1(v = )] (Cazgy — Oyeay) + [c2(v — 1) — 1 (v + )] Aoy

+ 40y = Ao, (6.261)
[ea(y + 1) = er(y = )] Avey + [y — 1) — er(v + )] Ao
+ [2c000 = ea(y + )] Oz a0 + Oyazy) + 47002 = 4p0y,. (6.262)

Fiir dieses Gleichungssystem wird folgender, geeigneter Spannungsfunktionsansatz

0 0 —EX9F
Mty
045 = 0 0 B QCF y
Kty

—0,F 0,F 0

(6.263)
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gewéhlt. Damit konnen die vier Gleichungen fiir die Spannungskomponenten o, 0.,
0.z, 0z, in nur eine fiir die Spannungsfunktion F' zuriickgefithrt werden. Obiger An-
satz erfiillt das Kriftegleichgewicht o;;; = 0 identisch. Mit diesem Ansatz und unter
Beriicksichtigung der Beziehung (6.240) zwischen den beiden Materialparametern co
und ¢, ergeben sich die folgenden Gleichungen

%{ [1-2A]F - FO} _p, (6.264)
8%{ [1—2A)F - FO} — 0, (6.265)

welche notwendigerweise auf die folgende Gleichung fiir die Spannungsfunktion F' fithren
[1—GAF =F°. (6.266)

Diese ist eine inhomogene Helmholtz-Gleichung fiir die unbekannte Spannungsfunktion
F. Die rechte Seite F° berechnet man mit Hilfe der inkompatiblen, klassischen Ela-
stizitétstheorie. Die schon eingefiihrte Inkompatibilitdtsbedingung (5.18) lautet fiir die
einzige Komponente o, des Versetzungsdichtetensors im Fall einer Schraubenverset-
zung

a2, = 8, — B, (6.267)

Aus dem inversen Materialgesetz (6.227) schreibt sich obige Inkompatibilitdtsbedin-
gung mit Hilfe der Spannungen

1
a(z]z = L + ,y(o-,(z)y,m - U,(z);p,y)’ (6268)

Fiir eine Schraubenversetzung der Betragsstérke b, deren Burgersvektor b in z-Richtung
zeigt, gilt
a?, =b8(x)d(y). (6.269)

zZz

Mit dem angegebenen Spannungsfunktionsansatz fiir die Funktion F° anstatt F' und
(6.269) bekommt man schliefllich folgende inhomogene Laplace-Gleichung

AF° = (u+7)bdo(x)d(y). (6.270)
Diese besitzt die folgende zweidimensionale Greensche Funktion

(e +7)b
2T

FY = Inr. (6.271)

Daraus ergeben sich fiir die modifizierten klassischen Spannungskomponenten o?_, o0

xrz) T zx)
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oy.,09, folgende Ausdriicke
(L—"by
Oh = =5 (6.272)
(L+Mby
o _ (w—7bx
Uyz - o 7’_2’ (6274)
(k+ba

Aufgrund der allgemeineren Wahl von asymmetrischen Spannungen im konstitutiven
Gesetz, wurde die klassische Losung (6.233) modifiziert. Die entsprechenden Distor-
sionskomponenten [,,, 3., besitzten die gleiche Form wie (6.232). Mit dem bekannten
FY erhalten wir aus Gl. (6.266)

- ea)r = B0l (6.276)

2T

Die Losung dieser Gleichung lautet

F= W s+ 5, (%)] . (6.277)

Mit diesem Ergebnis fiir F' folgen die Spannungskomponenten

Oy = —%f—z [1 - Z—1K1<Z—1)] (6.278)
0on = —(“;77?)[):{—2 [1 - ;—11(1 (%)} (6.279)
0y = %% [1 . %IQ(;—I)] (6.280)
0.y = w% [1 - %Kl(g—)] (6.281)

Da bei einer geraden Schraubenversetzung, die Versetzungslinienrichtung und der Bur-
gersvektor parallel zueinander liegen, besitzt das Problem Zylindersymmetrie. Der
Spannungsfunktionsansatz in Zylinderkoordinaten ist gegeben durch

0 0 —L2lo,F
R
—19,F 0.F 0

Fiir die Schraubenversetzung gilt F'(r, ¢) = F(r) und somit gibt es die Spannungskom-
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ponenten o4, 04, und die Distorsionskomponente (3.,

0o — w % - 2—1K1 (%)} (6.283)
04 = (“;773)[’ % [1 . %Kl (2—1)] (6.284)
Brp = % % [1 - £—1K1<£1>] (6.285)

Genau wie bei den Distorsionen werden die klassischen Losungen fiir asymmetrische
Spannungen mit dem Klammerausdruck [1 —r/¢; K, (r/¢1)] multipliziert, der das sin-
guldre Verhalten auf der Versetzungslinie r = 0 beseitigt (siehe Abb. 6.1). Der Burgers-
vektor 148t sich aus der Komponente «,, des Versetzungsdichtetensors durch folgende
Integration in Polarkoordinaten gewinnen

]{ﬁwrdqs //a Yo' dr d¢_b[1——K1(€1)} (6.286)

Im Gegensatz zur inkompatiblen Elastizitét ist in der Eichfeldtheorie der Burgersvektor
b(r) nicht mehr im Ursprung lokalisiert, sondern stellt eine um den Versetzungskern
ausgeschmierte Funktion dar. Er ist fiir eine Schraubenversetzung eine ansteigende
Funktion vom Abstand r von der Versetzungslinie. Diese Funktion strebt fiir grofie
Entfernungen r — oo dem bekannten asymptotischen Wert b von der klassischen Elasti-
zitdt an. Dieser effektive Burgersvektor b(r) steigt im Gebiet 0 < r < 6/, von b(0) =0
bis zum Wert b(6¢;) = 0.992 an. Aus den Gleichungen (6.283) und (6.284) sieht man
daB 0,4 > 04, aus der vorhandenen Asymmetrie des Spannungstensors resultiert. Die
Spannungsverldufe dieser Komponenten werden im Kernbereich bis zum Kernradius
r = r modifiziert und nehmen fiir r > 7, mit 7~ ab. Die Eigenspannungen Oz¢, Oz
nehmen ihr Maximum an der Stelle r ~ 1.1/, an

b
o — 0.4%, (6.287)
_gqln=b

Im Falle symmetrischer Spannungen fiir v = 0, (siehe [9]), ergibt sich die symmetrische
Spannung oy, = 04

0o = % [1 - ZKI(&)] (6.289)

Wir mochten uns nun mit dem Problem der Kréfteberechnung zwischen zwei par-
allelen Schraubenversetzungen befassen. Im Abschnitt 6.3.1 wurde die Formel fiir die
Peach-Koehler Kraft hergeleitet. Fiir den statischen Fall bekommt man

FJ.PK = —Fj = =0k * Thij = —€10k;i * Qs (6.290)
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ﬂz«p a4l '

0 2 4

(a) e

Abbildung 6.1: Die Komponente 3., gegeben in Einheiten von b/(27¢;) . Die gestri-
chelte Kurve stellt die Distorsionskomponente aus der klassischen Elastizitédt dar.

woraus folgende Zentralkraft FF® fiir die Schraubenversetzung ergibt

FP =0 4% a,., (6.291)
dabei bezeichnet die Operation * die rdumliche Faltung. Ein Versuch die Kraft zwischen
zwei Schraubenversetzungen mit dem Konzept der Faltung innerhalb der Eichtheorie
fiir symmetrische Spannungen auszurechnen, findet man in der Arbeit [11]. Mit der
Faltung (6.291) kann die Kraftwechselwirkung zwischen zwei Versetzungen als Funktion
des Abstandes r berechnet werden. Man stellt sich dabei zwei parallele Vesetzungen
vor, die eine befindet sich im Koordinatenursprung » = 0 und hat den Burgersvektor
b und die andere im Abstand r = R und hat den Burgersvektor b'. Die Peach-Koehler
Kraft an der Stelle » = R ergibt sich aus folgendem Faltungsintegral

F8(R) = / 026(1) a2 (R — 1) e, dr. (6.292)

Dabei zeigt der Einheitvektor e, = T in die Richtung des verénderlichen Ortsvektors

r. Die Integrandten lauten

0. = (“;7;)6 :—2 [1 - %Kl(é)} (6.293)
= %@ K(](g—l). (6.204)

Man definiert die folgenden Funktionen

f(r) = V[lnr+Ko(Z—l)], (6.295)
g(r) = Ko(%), (6.296)
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mit dem Gradienten

V-—e g_‘_e i-fg
T %06 1 or

entlang des Einheitvektors. Aus dem Faltungstheorem folgt fiir die Fourier-Transformierte
der Peach-Koehler Kraft

FPK

(6.297)

@)= 1 L F@ i) (6.208)

Die Funktion f(q) ergibt sich aus folgender Transformation

flq) = / V[lnr + K()(el)} eI dr

21

1q/ 1nr+K0 )]rdr/ el7eos(@=x) (). (6.299)

0 0
Die in der oberen, ausgefiihrten partiellen Integration entstehende Randterme ver-
schwinden fiir ein unendliches Gebiet. Die Integration iiber die Winkelvariable fiihrt
auf die Beziehung

2

Jolqr) = / elareese 4 C=0¢—vy, (6.300)
0
welche die Darstellung der Bessel-Funktion erster Art und nullter Ordnung darstellt.
Bei der ausgefiihrten partiellen Integration in der Tranformation (6.299) wurden die
Randterme zu Null gesetzt. Damit ergibt sich fiir die Integration aus der Gl. (6.299)

o0

f(q) = —iq/ [lnr + K()(%)} Jo(gr)rdr. (6.301)

0

Ahnlich liefert die Transformation fiir die Funktion §(¢) das Integral

o0

9(q) = / Ko( / )Jo(qr)rdr (6.302)
) 1
Die Integralausdriicke in den Gln. (6.301) und (6.302) kommen bei der zweidimen-
sionallen Fourier-Transformation von zylidersymmetrischen Funktionen h(r, ¢) = h(r)
vor. Diese Transformation heifit Hankel-Transformation nullter Ordnung. Die Hankel-
Transformation und ihre Inverse sind durch

[e.e]

h(q) = / h(r) Jo(qr)r dr, (6.303)

/ ) Jo(qr)qdg, (6.304)
0
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gegeben. Die Hankel-Tranformierten von In(r) und Ko(r/¢;) lauten [127]

H[K(](g—l)] - i T (6.305)
H[ln 7’] _ —q—lz. (6.306)

Somit bekommt man aus den Gln. (6.301) und (6.302)

AN

~ iq 1
=45 —F— (6.307)
1 g2 <q2 + éz)
1
alg) = . 6.308
g(Q) q2+é ( )

Die Fourier-Transformierte der Peach-Koehler Kraft lautet jetzt
- PK bb' (i + ) iq
F (Q) B 47 2€4 1 2
L oe(erd)

Mit Hilfe der Riicktransformation bekommt man fiir die Peach-Koehler Kraft an der
Stelle r = R:

(6.309)

= Wipty) 0 [ln T+ K(](L) + 11K1<LH e,

2T or 61 261 61 r=R
/ 2
_ %;7) [1 - £K1<£) . %?—12 Ko(gﬂe}g. (6.310)

Die Abb. 6.2 zeigt den Verlauf der dimensionslosen Kraft

SPK _ 2ml FPX(r)
b’ (1 + )

in Abhéngigkeit von der dimensionlosen Abstandskoordinate r/¢; von der Versetzungs-
linie. Man wéhlt v = 0, um die Peach-Koehler Kraft mit der Kraft aus den anderen
Theorien zu vergleichen. Die grob gestrichelte Kurve in der Abb. 6.2 stellt die Kraft in
der klassischen Elastizitét dar. Die fein gestrichelte Kurve zeigt das Resultat von Erin-
gen [12], welches mit Hilfe der nichtlokalen Elastizitdat hergeleitet wurde. Im Vergleich
dazu, reprisentiert die volle Linie, die aus dieser Arbeit berechneten Peach-Koehler
Kraft. Das Maximum dieser Kraft liegt tiefer und weiter entfernt von der Versetzungs-
linie. Vergroflert sich der Abstand zwischen den beiden Versetzungen R — o0, so
bekommt man als Grenzwert

(6.311)

. bb' (1 +
Jlim FP(R) = %em (6.312)
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‘ ‘ 6
(a) 7"/61
Abbildung 6.2: Die Kraftkomponente FPX gegeben als Funktion von r/¢;.

welcher den klassischen Ausdruck wiedergibt. Andererseits liefert die Eichtheorie fiir
die Nahfeld-Asymptotik R — 0

lim FY5(R) =0 (6.313)
R—0
eine verschwindende Kraft und korrigiert somit das unphysikalische Ergebnis einer
unendlich grofl werdenden Kraft aus der klassischen Elastizitiét.
Durch die Schraubenversetzung existiert im Material pro Volumeneinheit die ela-
stische Energiedichte

1 1
Wa = 50i;8; = 5(%5% + 0oy zy)- (6.314)

2
Die gespeicherte potentielle Energie der Schraubenversetzung im Material aufgrund der
Distorsion folgt durch Integration daraus

i (p+ 7)v? / 11 r\12
el—//welrdasdr—i/ [;—ZKl(Z)] dr

= %[lnr+2l€o<£> + %%(fﬁ(;_l)z - K0(€1>K2(€1>)]

wobei R fiir die grofite Langenabmessung des Kontinuums steht. Mit Hilfe der Tay-
lorreihen Entwicklungen fiir die modifizierten Bessel Funktionen in der Ndahe des Null-
punktes » — 0 (siche Anhang, Gl. (A.23)—(A.25)), ergibt sich nach Ausfithrung der
Integration folgender Ausdruck fiir die elastische Energie

9 2
LD Lo (B)] B (2) - (D) )]}

(6.316)

[

R
. (6.315)
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Im Gegensatz zum Ergebnis der Elastizitdtstheorie weist F,. auf der Versetzungslinie
r = 0 keine Sigularitdt auf. Die in der Schraubenversetzung gespeicherte Kernenergie-
dichte berechnet sich aus

1 1

Wie = —HijpTijr = —

1 4(Hzxyszy + H.yiToyer). (6.317)

Daraus folgt durch Integration fiir die Kernenergie der Schraubenversetzung

R 27

R
b2
Ekoz//Wkerdédr— “:ZZ /TKO
0 0 0

= () - s ()l (6318
welche folgendes Resultat liefert
B = 0 0 B (R - (D). (6:319)

Somit bekommt man fiir die totale Energie einer Schraubenversetzung

Eschraube = Eel + Exe = w [l 2};1 %+ 2K0(Z> fKO(Z)[Q(Z)}
(6.320)

Hier mochten wir kurz auch eine andere Moglichkeit erlautern wie man auf die For-
mel (6.292) fiir die Wechselwirkungskraft zwischen zwei parallelen geradlinigen Schrau-
benversetzungen kommen kann. Als erstes schreibt man die gesamte Energiedichte

WSChraubc (7’, R - T) = Wel('ru R - T) + Wko(ru R - T)

- %('u T 7)[62(15(7’) + ﬂﬂf’(R - T)]2 + ch [O‘ZZ(T) + azz(R - T)]z
= Wa(r) + Wie(r) + Wa(R — 1) + Wie(R — 1)

F W R =) + WA R = 7). (6.521)

Diese setzt sich aus vier Termen zusammen. Die ersten vier beschreiben die eigene
elastische und Kernenergiedichte der zwei Schraubenversetzungen

1 1
Wectraube (1) = Wa(r) + Wie(r) = 5 (1 +7) Zo(r) + 1010432(7“) (6.322)
WSChraubc(R - T) = WOI(R - T) + Wke(R - T)
1 1
=5+ NB(R = 1)+ Jer0l (R =), (6.323)

Die iibrigen zwei Anteile sind fiir die Wechselwirkung zwischen den Versetzungen
zustandig. WY (r, R—r) ist die elastische Wechselwirkungsenergiedichte und W3¢ (r, R—
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r) stellt die Wechselwirkungenergiedichte der beiden Kerne dar. Thr Betrag berechnet
sich aus folgenden Ausdriicken

0 R—1) =(1+7)B26(R —17)Bp(1) = 026(R — 1) B0(r) (6.324)
Wil (r, R —) :%Clazz(R — 1) (1) = 2H (R — 1) T (7). (6.325)

Die Peach-Koehler Kraft folgt aus WY¢(r, R — r). Multipliziert man diesen Anteil mit
dem infinitesimalen Linienelement r d¢ so bekommt man

dEY® = 0.4(R — 1)B.4(r)r d¢ = 0.4(R — r)db(r), (6.326)

wobei die elastische Wechselwirkungsenergie pro radialer Langeneinheit

dES == Wi de = 0.4(R — 7)db(r) (6.327)
definiert wurde. Aus der Definition der Zentralkraft
dEWe
F, = 392

und unter Berticksichtigung von db(r) = a..(r) r dé dr, anschliefende Integration und
dem Gleichsetzen der unteren Integrationsgrenze mit Null F.(0) = 0 folgt die GL
(6.292). Die Peach-Koehler Kraft, die aus Symmetrieiiberlegungen hergeleitet worden
ist, ndmlich durch den lokalen Bruch der Translationssymmetrie des elastischen Teilsy-
stems W, kann man auch aus dem Teil W¢(r, R—r) der Wechselwirkunsenergiedichte
bekommen. In der Arbeit [11] wird zur Berechnung der Kraft die gesamte Wechsel-
wirkungsenergiedichte, als Summe aus der elastischen Wechselwirkungsenergiedichte
W¥e(r, R — r) mit der Wechselwirkungsenergiedichte W¥¢(r, R — r) zwischen den bei-
den Versetzungskernen, benutzt. Die Rechnung liefert eine viel hohere Kraft F,.(R) im
Kernbereich

F(R) = 2% [1 . gm(g)]. (6.329)

In dieser Theorie gibt es nur einen einzigen Kopplungsparameter, der mit unserem
¢y identisch ist. Es gibt also in dem Materialgesetz fiir die Hyperspannungen nur den
Materialparameter ¢;. Wir wihlen einen Querstrich iiber die Kraft, um sie vom unseren
Resultat zu unterscheiden. Der zusétliche Energieterm fiir die Wechselwirkung zwischen
beiden Versetzungskernen fiihrt dazu, dafl der letzte Term in der eckigen Klammer
der Konfigurationskraft (6.310) in der Gl. (6.329) fiir die Wechselwirkungskraft aus
[11] nicht vorkommt. Aus diesem Grund liegt das Maximum aus dieser Theorie hoher
und seine Lage liegt nédher zur Versetzungslinie. Ein Vergleich der Resultate fiir die
dimensionslose Kréfte beider Theorien zeigt die Abb. 6.2. Ein weiterer Unterschied
besteht fiir die Steigung der Tangente der beiden Kurven an der Stelle » = 0. Wihrend
man aus Gl. (6.310) folgende Taylor-Reihe Entwicklung um die Stelle » = 0 bekommt

2

dF.(r) 1 5 r 4
F(0)+ = —4+(31nr 3102 4+3%) = +0(r") (6.330)
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und somit eine endliche Steigung fiir die Tangente an der Peach-Koehler Kraft

. dF.(r) 1
i 5 = 633

gilt fiir Gl. (6.329) die folgende Taylor-Reihe Entwicklung

_ dF’T(r) 1 1 1 1 11 r? 4
F.(0) + = §In2—§%— 1 —§lnr+ <31n2—31nr+z—3%) 1—6+O(r ),
(6.332)
aus welcher sich an der Stelle r = 0
. dE.(r)

eine unendliche Steigung fiir die Tangente ergibt.

6.4.2 Stufenversetzung

Fiir eine gerade Stufenversetzung mit der Versetzungslinie in Richtung der z-Achse
gibt es folgende kinematischen Zustandsgréfien

ﬁxw 6my 0 0 0 ag.
0 0 0 00 O

Es handelt sich hierbei ebenfalls um einen ebenen Verzerrungszustand (“plane strain”).
Es gibt die Komponenten o, und «,,, des Versetzungsdichtetensors, die einer Stufen-
versetzung mit dem Burgersvektor entlang der x und y-Achse entsprechen. Die Rech-
nung kann genauso wie fiir die Schraubenversetzung mit den Mitteln der klassischen
Elastizitétstheorie ausgefithrt werden. Der Verzerrungszustand wird durch die Verset-
zungslinie in einem unendlich ausgedehnten, isotropen Medium hervorgerufen. Zeigt
der Burgersvektor entlang der z-Achse, dann liefert diese Theorie [124, 122] die sym-
metrischen Spannungsfelder

Y Y
0 = —ASW +32%), oy =-AS0" -7, (6.335)
X Y
Ugy =4 7,_4(?/2 —a?), 0, = —2vA 2 (6.336)
mit dem Vorfaktor A gegeben durch
b
A= 12 (6.337)

2n(1—v)

Mit Hilfe der Eichtheorie fiir die allgemeinen asymmetrischen Spannungen wird in die-
sem Kapitel gezeigt wie die klassische Losung fiir den Bereich des Versetzungskernes
regularisiert wird und welche Form das Fernfeld, durch das Konsitutivgesetz (6.29)
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fiir die Spannungen eines isotropen Materials annimmt. Aus der Gleichung (6.230)
konnen fiinf Gleichungen fiir die Komponenten 0,,, 0y, 04y, Oys, 0. der Stufenverset-
zung gewonnen werden

29(ca — 1) Aoy + [(e1 — 2 + 2¢3)270 — 2¢37(1 + V)] (Cawyy + Oyyyy)

+ [(e1 = e2) (7 = 1) = e3(y + 1)) (Cawzw + Oyoye) + 4uy00e = dpryol,,  (6.338)
29(ca — c1) Aoy, + [(Cl — ¢+ 2¢3)29v — 2e3y(1 + V)] (Oewwa + Oyyea)

+ [(Cl —c)(y—p) —aly+ N)} (Ovyay + Oyyyy) T 470y = 4#702317 (6.339)
[caly = 1) = er(y + )] Aoy + [e2(y + 1) = a1(v = )] (a0 = Traey)

+ [2#02 —c3(y+ ,U)} (Ozyax + Oyyya) — [(Cl — Cg + 2¢3)2yv

—2c3y(1+ V)} (Owaay + Oyyey) + ApYOzy = 4/”702;;» (6.340)
[ea(y = ) = er(y + )] Aoy + [ea(y + 1) — er(y = )] (Tyayy — Ty )

+ [20c2 — c3(v + )] (Owzay + Tyayy) — [(c1 — 2 + 2¢3)27v

— 2c37(1 + 1/)} (O + Oyyya) + 4oy = 4#702957 (6.341)
1—

[1 — (1-v) C3 A} 0. =00, (6.342)
2uv

Die Gleichungen (6.338)— (6.341) werden mit dem folgenden Spannungsfunktionsansatz
xrf-02v =0 f+02,9% 0
oij=| —%,f-0;% 05 f+2,¥ 0 (6.343)

0 0 vAf

in ein iiberbestimmtes System von fiinf Gleichungen fiir die Spannungsfunktionen f, ¥
tiberfiihrt

;_yz [(1_ G J;;s)(l—V) A)f—fo}

_ aj;y [(1 (o ZMC;,)(MﬂLV) A)\If—\IIO] o, (6.344)

e

P (1 —cate3)p+7) o] _
+ 580 (1- i A)w-w] =0, (6.345)

gy (17 )]

0? 1 —c2+tc3
0 [(1 _( Zm)(wrv)

A)\If - \1/0] —0, (6.346)
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5 [(1— (c1 —ca+c3)(1—v) A)f—fo]

0xdy 244
+ aa_; [(1- (1 =2 Z:;’x“ +7) A)w -] =0, (6.347)
A [(1 - (12;;) cs A) f fo} —0. (6.348)

Der oben erwéhnte Spannungsfunktonsansatz enthélt die Airysche Spannungsfunktion
f und zusétzlich die von Mindlin [66] eingefiihrte Spannungsfunktion ¥, die zum ersten
Mal fiir ein isotropes, elastisches Material mit Momentenspannungen “Couple stress
theory” benutzt wurde. Dieser Spannungsfunktionsansatz findet auch in der mikropo-
laren Elastizitétstheorie Anwendung [125]. Es zeigt sich, daff dieser Ansatz zu einer
Entkopplung der Differentialgleichungen der Eichfeldtheorie fiir die einzelnen Span-
nungskomponenten fithrt. Addiert man die Gleichung (6.344) fiir die 0,, Komponente
mit der Gleichung (6.345) fiir die 0,, zusammen, dann heben sich die Anteile fiir die
Spannungsfunktion ¥ auf und es ergibt sich folgende Gleichung fiir f

A [(1 _(a—oa Z:B)(l —v) A)f _ fo] —0. (6.349)

Der Vergleich von (6.348) mit (6.349) liefert eine Beziehung fiir den Materialparameter
C3

v
1—v

(c1 — ca), (6.350)

C3 =

welche, in den irreduziblen Parametern aq, as und as

1+ v
a9 —

a, (6.351)

1—v

umgeschrieben werden kann. Aus der Bedingung (6.351) gilt immer fiir a; > 0 auch
az > 0, da fiir den Giiltigkeitsbereich der Poissonschen Querkontraktionszahl (2.39)
der Vorfaktor (1 +v)/(1 —v) > 0 immer groBer Null ist. Damit beschriankt sich der
Materialparameter a, im Intervall

0 < ay < 3a,. (6.352)

Die Einstein Wahl mit ay = —a; und az = —1/2 a; ist somit fiir eine Stufenversetzung
durch die Bedingung (6.351) nicht moglich. Diese Wahl fiihrt zu einem oszilierendem,
abklingendem Vehalten fiir die Spannungen und die Versetzungsdichte und verletzt
im Bereich des Versetzungskernes die Bedingung e.. = ..y = 0 [6]. Die Gleichun-
gen (6.344)—(6.348) konnen erfiillt werden, wenn folgende Gleichungen fiir die Span-
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nungsfunktionen f, ¥ gelten

02

_2A 0 1 2 _ g0 —
o [(1 CAV—f } 8:68y (1-Gaw—v|=o, (6.353)
0 0 2 0]

= [(1 A)f—f ] + 8y (1- AW v | -o. (6.354)
> [(1—E2A)f—f0}—— (1- AW — 3] =0 (6.355)

0xdy 2 ox? L 3 | ’ '
o [(1—£2A)f—f0} L2 T eaw -] —o (6.356)

Oxdy 2 oy? L 3 I ’
A [(1—53 AVf— 1] =o, (6.357)

mit den zwei inneren Léngen (5, (3

p=0"2_%9_g (6.358)

2u 21
o _(a—a)pt+y) _ a(p+)
Todpy(l-v) Ay (1-v)

Verglichen mit der Eichfeldtheorie fiir symmetrische Spannungen kommt die neue in-
nere Lange /3 hinzu. Man sieht aus der Gleichung (6.351) fiir as, dafl im Falle ay = 0
auch a; = 0 und ¢; = 5 = ¢35 = 0 gilt. Als Resultat bekommt man die klassische
Losung f = fY, ¥ = ¥°. Ein vernunftiges Materiallmodell fiir die Hyperspannungen
H;ji,, welches mit den asymmetrischen Spannungen (6.29) eines isotropen Materialls
kompatibel sein soll, muf} fiir die Beschreibung der Spannungsverlaufe um eine Stu-
fenversetzung as # 0 besitzen. Andernfalls liefert das Eichfeldtheoretische Modell als
Losung nur die triviale Losung f = f°, ¥ = WO, Fiir die Schraubenversetzung ergab
sich fiir die Existenz einer nichttrivialen Losung a; # 0 und a3 # 0. Ein Materialmodell
fiir die Hyperspannungen H;;,, welches fiir eine Schraubenversetzung und eine Stufen-
versetzung geeignet sein sollte, mufl drei Materialparameter a; # 0, as # 0, ag # 0
haben. Die Gleichungen (6.353)—(6.357) werden erfiillt, wenn folgende Gleichungen fiir
die Spannungsfunktionen f, ¥ gelten

(6.359)

1-GAIf =/ (6.360)
[1— 2AY =10, (6.361)

Um die Rechnung fiir die Eichfeldtheorie fortzusetzen, mufl man die Spannungsfunk-
tionen f°, ¥° kennen. Diese miissen nach der modifizierten klassischen Elastizitéit fiir
das Problem der Stufenversetzung mit asymmetrischen Spannungen bestimmt werden.
Der Versetzungsdichtetensor fiir das ebene Verzerrungsproblem der Stufenversetzung
besitzt im allgemeinen die zwei Komponenten

agz = 63@/@ o g(p)x,yv (6362)
oy, =00 . — By (6.363)

yz yz,y
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Aus diesen Komponenten konstruiert man zwei neue Grofien, die uns dabei helfen
werden f°, Y auszurechnen. Diese bezeichen wir mit A;, As. Sie sind durch

_ 0 0 _ A0 0 0 0

A = Qyze = Agzy = ﬁyyvm + ﬁx:myy T Fayaxy T ﬁyw,xy’ (6‘364)
_ 0 0 _ 20 0 0 0

Ay = — Qpow ~ Qo = Pyzyy — Poyas + f@ﬂr,my T Pyyay- (6‘365)

gegeben [125]. Mit Hilfe des inversen Materialgesetzes ergeben sich aus den Gln. (6.364)
und (6.365) folgende Beziehungen

_ 1o 0 0 0 v 0 0

Al ':ﬂ(amc,yy + Tyyazr ~ Oayay — ny,xy) - ﬂ A(Uxx + Oyy)’ (6366)
_ 10 0 Y= M, o 0 YHH, o 0

A2 -:ﬂ(o-xx,xy - ayy,my) + M(ny,yy - ayw,xw) + M(ayx,yy - ny,mm)' (6367)

Unter Benutzung des Kréftegleichgewichts o;;; = 0 mit ¢ = 1,2 fiir den ebenen Fall
konnen die Scherspannungen

ot =00 o) =0 (6.368)

TY,yx rT,22) YT,y Yyy,yy’

in der Gl. (6.366) eliminiert werden. Dabei wurde die erste Bilanzgleichung in (6.368)
nach der Koordinate x und die zweite nach der Koordinate y abgeleitet. Damit erhalt
man fiir A; den folgenden Ausdruck

1—v 0 0
Al :W A(Jxx + O'yy). (6369)

Wird der Spannungsfunktionsansatz (6.343) mit den Funktionen f°, ¥°
RO RO RO R O
0 _
oy =| =02, 0,9 RO+, 0 (6.370)

0 0 vAfO

in die Gleichungen (6.369) und (6.367) eingesetzt, so folgen die zwei inhomogene
biharmonische Gleichungen

2

AA f° = %Al, (6.371)

AAT = — 417 As. (6.372)
T

Betrachtet man eine Stufenversetzung mit dem Burgersvektor vom Betrag b in der

x-Richtung, so gilt fiir die Komponenten agz, a?, des Versetzungsdichtetensors

al, =0, al, =bo(x)0(y). (6.373)

Tz
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Damit bekommt man aus Gln. (6.371) und (6.372)

A =~ 5 5(a)s(w)), (6.374)
o_ Apyb
AN = T 0,[5(2)5() (6.375)

Aus der Greenschen Funktion G der zwei-dimensionalen bi-harmonischen Gleichung:

AAG = 8()oy), G = 8%2 In 7, (6.376)

bekommt man fiir die ”klassischen” Spannungsfunktionen f° W° folgendes Resultat

o= pb O(r*Inr) b

=) 9y am(i—pYd T2 (6.377)

b O(r*Inr) 1y b
Y - 1+2In 7). 6.378
2r(p+v) O 27 (1 + ) #(l+2Inr) (6.378)

Aus den bekannten Fuktionen f°, U° ergeben sich die klassischen asymmetrischen
Spannungsfelder fiir das Fernfeld

Op = —%[A (y* +32%) = B (2" — )], (6.379)
of, = SlA @ —y?) — B~ ), (6.380)
0ty = A (> =) + B (a* + 317)) (6.381)
o = (AW —y?) = B(2® ), (6.382)
0y, = —2vA 7% (6.383)
mit dem Vorfaktor
B = W(,/jilby) (6.384)

Ein Vergleich mit den klassischen Losungen (6.335), (6.336), die aus einem Konstitutiv-
gesetz fiir symmetrische Spannungen ergaben, erkennt man den Effekt der Asymmetrie
bei den Termen mit dem Vorfaktor B. Die nun bekannten klassischen Spannungsfunk-
tionen f9 W® werden in die Gleichungen (6.360) und (6.361) eingesetzt. Die Losung
dieser inhomogenen Helmholtz Gleichungen lautet

f:—#b_y) [y(1+21n 7")4—453(%—%%}(1(%))], (6.385)
S ! [ 2mn e (- ()] (6.356)
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Damit ergeben sich aus der Eichtheorie der Versetzungen folgende Spannungskompo-
nenten .y, Oyy, Ogy, Oya, O, fr die Stufeversetzung

o= = Ll 30+ 2207 -0 0L (1) - 202 - 3 ()]
—B[(:cz—y)—4—€2(3:c — ) + 227 EK1(£3)+2<3:6 ~y >K2(£3)}}
(6.387)
Oy = —%{A[(yQ—x2)—4—€2(y - 30%) - 208 LH () 20 - 30 (1)
+B[(x2 —y’) — 4ng(3$ — %) + 227 EIQ(%) +2(32 —ﬁ&(é)} :
(6.388)
Cay —%{A[(wz—y% - 4—% = 3y%) — 27 I () 26 =3 ()]
+ B[(az2 + 3y%) + T—l;?”( 7 3y%) — 2#2—3&(2—3) —2(2? — 3y2)K2(2—3) :

nyzﬁ{A[(xQ—yQ)—élr—?(xz—%) 2y 62 (€2> +2(2® = 3y )K2<

=Bl )~ P =3 2 K () 20 =3 ) ¢

(6.390)
_ yhi_"
0 =—2wAL [1 €2K1(€2>] (6.391)
Die Spur des Spannungstensors oy fiir die Stufenversetzung ist dann durch
p— —_— y —_——
Ok = (14 1) (000 + 0,) = —21+ ) A [1 £2Kl <£2)] (6.392)

gegeben. Die Spannung oy, die durch eine Dilatation oder Kompression des Mediums
hervorgerufen wird, héngt offenbar mit der inneren Lénge ¢ = ¢; zusammen. Die
Kriimmung des Kristallgitters ruft die antisymmetrische Spannungskomponente

Oles) = B |1 EKl <£3)] (6.393)

hervor, welche mit der Rotationslinge /3 zusammenhéngt. Weiterhin kann man aus
den Gln. (6.389) und (6.390) auch den symmetrischen Spannunganteil o(,,) berechnen.
Dieser héngt von beiden inneren Lingen /5 und ¢35 ab. Man betrachte die Modifikatio-
nen der Spannungsfelder (6.387)—(6.391) nahe der Versetzungslinie. Die Abb. 6.3 zeigen
die einzelnen Verldufe der Spannungskomponenten im Bereich des Versetzungskernes.
Die Spannungen zeigen kein singuléres Verhalten auf der Versetzungslinie und die Ma-
xima werden in kurzem Abstand von der Versetzungslinie erreicht (siche Abb. 6.4
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und 6.5). Sie verschwinden an der Stelle r = 0. Die Spannungen nehmen folgende

Extremwerte an: |o,,(0,y)| ~ 0.546A/¢, + 0.2608/¢5 an der Stelle |y| ~ (0.996/5 +

1.49445) /2, |0, (0, y)| >~ 0.260A/¢,—0.260B /{5 an der Stelle |y| >~ (1.494¢,+1.494/5)/2,

|y (,0)] == 0.260A/0240.546 B /{3 an der Stelle |z| =~ (1.4940,+0.99603) /2, |0y, (2, 0)| =~
0.260A/0,—0.260B/¢3 an der Stelle |z| ~ (1.494¢5+1.494¢3)/2 und |0, (0, y)| ~ 0.399A

an der Stelle |y| ~ 1.114¢5. Somit, bestimmen die charakteristischen inneren Léingen

{5 and ¢35 den Ort und Wert der Spannungsmaxima. Aus den Spannungskomponen-

ten (6.387)—(6.392) folgen unter Benutzung des inversen Hookeschen-Gesetzes, die ela-

stischen Distorsionen B3z, Byy, Beys Byz,

A 2
/6:(::(: - - E{_ [(1 - 2]/)7,2 + 21’2 + 4—52('3/2 — 3!13'2)

—2(y" - Wz)g%Kl (g%) ~2Ay e >K2<€2)]

2

443 2 2 2 r
(6.394)
2
By = — ﬂ{i [(1 — W) — 227 — 4—“22@2 — 32?)
2

’l“

ez (@) +2(y" - 3e )KQ(&)}

+%[(x2 ~y’) - 462(39«“ y’) + 20 gKl<g3> — 2yt —3a )K2<£3>”
(6.395)
ﬁmy:%{%[(ﬂ_yz)_ 4T_“§2(x —3y*) — 2y° €2K1(€2> + 2(2? — 3y )K2<€2>]
%[zy +4€ 2o =39+ (7 =) K () — 20 = 3K ()|
Bl e ) oo
ﬂyw:%{%[(ﬂ_yz)_t—?@ =357 = 2P K (1) + 26 = 3 ()
+%[2y2+ 47“—%(932 —3y%) + (v —$2)éKl<é> —2(z* = 3y )K2<€3>}
- gra - 18(F)] } (6.397)

B = (2v — 1)é A [1 — LKl(L)}, (6.398)
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welche analog zu oy, nur von der inneren Lénge ¢, abhéngt. Da diese Linge alleine
in dem irreduziblen Anteil 23] des Distorsionstensors 3;; auftaucht, bezeichnet man sie
als Dilatationslénge. Der antisymmetrische Anteil §,,) ist gegeben durch

or = By = 551 = £ ()] (6.399)

Dieser entspricht dem irreduziblen Anteil ﬁizj in der Zerlegung des Distorsionstensors
Bi;- Bei diesem taucht nur die innere Lange /3 auf, deshalb wir sie auch als Rotati-
onslange bezeichnen mochten. Mit Hilfe der Gl1.(5.21) kann man die Komponenten des
Tensors K7 angeben

2 2

K = —%xz;y [1 . EIQ(E?’) . ﬁ%%(éﬂ (6.400)
K = ffg [52 - %Kg(éﬂ (6.401)

welche als langreichweitige Felder aus der Biegung des Kristallgitters durch die Stufen-
versetzung iiberleben. Diese rufen langreichweitige Momentenspannungen hervor, die
man auch in der Elastizitdtstheorie mit Momentenspannungen wiederfindet. Es miissen
sich mehrere Versetzungen in einer spannungsfreien speziellen Anordnung wiederfinden,
damit es zu einer stetigen Gitterkriimmung kommen kann. Fiihrt man Biegeexperi-
mente mit immer kleiner werdenden Proben, und gelangen diese in die Grélenordnung
0.1um < r < 10pm, dann gilt langst nicht mehr r > /3 und die Momentenspannungen
diirfen nicht vernachlassigt werden. Sie fiihren dann auch bei grofieren Deformationen,
wo plastisches Flieflen eintritt, zu einer hoheren Flieigrenze. Fiir diese Dimensionen
sind die inneren charakteristischen Lé&ngen von Bedeutung, es entstehen sogennan-
te Langeneffekte (size effects) und die phdnomenologische makroskopische Plastizitét
verliert dabei bei solchen Dimensionen ihren selbstédhnlichen Charakter. Mit Hilfe der
folgenden Umrechnungsformeln fiir die Spannungen in Zylinderkoordinaten

=05, f + 183(1)\11 - iaw, (6.403)

Org = ——a2¢ [+ a¢ f+0 (6.404)
1

Opr = ——a2¢ f+ a¢ f- - ﬁag(ﬁ\p, (6.405)

.. . . . 0 0 0 0
kénnen die modifizierten klassischen Spannungen Trrs O s Opess Oy

s = S0 py 0l = L (6.406)

r r
cos ¢

cos ¢
agr (A— B), a?d)

r

(A+ B), (6.407)

r
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10

-10

-10
-10 10 -10

(¢) _ z/l (d) _ z/l
Abbildung 6.3: Der Spannungsverlauf einer Stufenversetzung in der Néhe der Verset-
zungslinie: (&) 044, (b) 04y, (¢) 0y, (d) 0y with v = 0.3 and v = p/2.

10

und die Spannungen aus der Eichfeldtheorie o0,,, 044, 0v¢, 04, angegeben werden

Gy = —Sii¢{A[1 - 4% + 2}@(%)} - B[l - 4% + QKQ(éﬂ } (6.408)

o Bl i (D) 2 ()]

- g% N\
+B[1-4-2 +2K2(g)_ } (6.409)

v =20 A1 B vom (D)) - B[i-1 B wem()]} )
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Abbildung 6.4: Die Spannungskomponenten einer Stufenversetzung: (a) oz, (b) 04y,
(c) oyy, (d) oy sind in Einheiten von A mit v = 0.3 und v = p/2 gegeben.
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Die Abb. (6.6) zeigt die Verldufe der beiden Komponenten a,, und c,,. Durch die
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Mit den ausgerechneten Distorsionen (6.394), (6.396) und (6.395), (6.397) konnen

(6.411)

entsprechend die Komponenten «,. und «,. des Versetzungsdichtetensors berechnet

. (6.412)

(6.413)
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|
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(d) x/ly
Abbildung 6.5: Die Spannungskomponenten in der Nahe der Versetzungslinie: (a)
0:2(0,y), (b) 04y(2,0), (¢c) 04y(0,v), (d) oys(x,0) sind in Einheiten von A mit v = 0.3
und v = u/2 gegeben. Die gestrichelten Kurven entsprechen den Spannungen in der
asymmetrischen Elastizitdt und die diinn gestrichelten Kurven den symmetrischen
Spannungen (v = 0).



6.4. STATISCHE LOSUNGEN 123

10 10

-10

(a) _ [t (b) - [t
Abbildung 6.6: Die Komponenten der Versetzungsdichte einer Stufenversetzung in der
Néhe der Versetzungslinie: (a) o, (b) oy, with v = 0.3 and v = p/2.

Taylorreihen Entwicklung der Bessel Funktionen Ky und Ky, (siche Anhang, Gl. (A.23)
und (A.25)) bekommt man fiir die Nahfelder

O = —% [v(% + %) + %m(é) + %111(2—3) + yz;f (% = %)} (6.414)
a,. = %% (% - %) (6.415)

Aus Gl. (5.21) sind die Komponenten der totalen Gitterkriimmung (Nye-Tensor), durch
K., = a,, und K., = oy, gegeben.

Somit kann man den Burgersvektor als Funktion des radialen Abstandes r von der
Versetzungslinie angeben

2 r
b(’l“) = %(ﬁxw dl’ + ﬁxy dy) == //Oé;cz (’f’,, ¢,) ’l“/ d’l“/ dQSI
0 0
177 T T r
_ b{l = [E K1<E> t K (@] } (6.416)
Die Komponente «, liefert keinen Beitrag zum Burgersvektor
2 r
b(r) = f (Bye da + Byy dy) = / / ay:(r', @) r' dr’ dg =0, (6.417)
0 0

Die Abb. 6.7 zeigt die Funktion des modifizierten Burgers Vektors b(r). Mit dem Er-
gebnis (6.412) bekommt man die Hyperspannungskomponente fiir die Stufenversetzung
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T
b(r)/b 0.8
0.6/
0.4}
0.2

(a) 0 2 4 r/€26 8 10

Abbildung 6.7: Der modifizeirte Burgers Vektor einer Stufenversetzung b(r)/b fiir £y =
3 (volle Linie) und fiir » = 0.3 und v = p/2 (gestrichelte Linie).

aus den Gln. (6.9) und (6.30)

= alro(7) + ()]l () - ()
(6.418)
= {ai(f) + ()] - 5[ (7)) - ()]
(6.419)
Hypy = H, = G2,
— 9 % [A K2<é> - BKZ(é)} , (6.420)
— 92y % [A l@(é) - BKz(é)]. (6.421)

In einem mikropolaren (Cosserat) Medium gelten die kinematischen Gln. (3.11) und (3.12).
Aus diesen sind fiir ein elastisch isotropes mikropolares Medium folgende Materialge-
setze

0ij = ABk 035 + 2u805) + 27 (Baj) — €ijntdn), (6.422)
mij = Chik 0i5 + 20K 35y + 2€Kp5), (6.423)

fiir die Spannungen o,; und Momentenspannungen m;; gegeben. Die Momentenspan-
nungen m;; in der mikropolaren Theorie entsprechen den langreichweitigen Momen-
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tenspannungen, die sich aus dem Verkriimmungstensor K77 in der Eichfeldtheorie er-
geben. Im allgemeinen Fall gilt aber K;; # K. Die Spannungsfelder und Momenten-
spannungsfelder fiir eine Schrauben und Stufenversetzung wurden in den Arbeiten von
[126, 127] berechnet. Die Ergebnisse aus beiden Theorien stimmen iiberein. Die inneren
charakteristischen Léngen in einem inkompatiblen isotropen elastischen mikropolaren
Medium sind entsprechend durch

m 2 m

O S R (O (@t e)+7) (6.424)
Ay Apry

fiir die Schrauben und Stufenversetzung gegeben. Ein Vergleich mit den entsprechenden

inneren charakteristischen Léngen ¢y, {3 aus der Eichfeldtheorie mit asymmetrischen

Spannungen ergibt folgenden Zusammenhang

ay
(1-v)
Kennt man also die Materialparametern a; und 7, dann konnen z.B. die Materialpa-

rameter ¢ und e aus der Gl (6.425) eliminiert werden. Fiir die inneren Léngen des
mikropolaren Mediums wire dann nur noch a zu bestimmen.

¢+ 2a =2a,7, e+a=

(6.425)

6.4.3 Fall A: 63 = 162

Setzt man (3 = {5, so ergibt sich aus den Gln. (6.358) und (6.359) folgender Zusam-
menhang zwischen den Materialparametern v, u, v

_ H
1—2v°

y (6.426)
Der Parameter v ist also fiir diesen Spezialfall durch Gleichung (6.426) gegeben. Die
Versetzungsdichtekomponente «,, aus der Gl (6.413) wird Null. Setzt man diesen
Wert fiir v in die Gleichung (6.384) fiir B ein, so folgt daraus, dafl B = A und fiir die
Spannungsfelder (6.387)—(6.392) ergibt sich

r r T r r
am:—QA%P—qu@Q} %f:mﬁzﬁ—gK&Eﬂ,awzo,awzo
(6.427)
und die gleiche Ausdriicken fiir 0, und o wie in den Gleichungen (6.391) und (6.392)
entsprechend. Fiir die Distorsionen (6.394)—(6.397) erhalten wir

&wﬂv—wéfﬂl—éK(éﬂ, (6.428)
Byy =v % % [1 - Z—zfﬁ (é)], (6.429)
@W:“_”ﬁégh_é?“(éﬂ= (6.430)
ﬁy:c :Vég[l - l%Kl (%)] (6.431)
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Aus den Gleichungen (6.412), (6.416) folgen fiir 3 = ¢, die entsprechenden Beziehungen
fiir ar,., und b(r)

gy = %% K()(l%), b(r) = b[l - éKl (2—2)] (6.432)

Fiir die Momentenspannungen H,,, H,, folgt fiir {3 = {5 aus den Gleichungen (6.418)
und (6.419)

H,. = 2A Ko(é), H., = —2vA K0<é>. (6.433)

Die Versetzungsdichtekomponente o,.(r,¢) = a,.(r) wird zylindersymmetrisch. Fir
l5 = 0 bekommt man aus der Gl. (6.427) die klassischen Spannungsfelder

Y
ol =-2A i (6.434)
op, =0, (6.435)
x
oy, —QAﬁ, (6.436)
oy, =0, (6.437)
Y
o) =—2wA i (6.438)
Im Vergleich dazu lauten die klassischen Volterra-Losungen [110, 124]
0 pby
=—— = 6.439
=0 (6.439)
o _Kkby
Uyy = 7 7’_2’ (6440)
o _Hkbx
=— — 6.441
=" (6.441)
o _ kb
Uy:c - ? 7’_2’ (6442)
o =0, (6.443)

Die Eichfeldtheorie liefert fiir den Fall ¢35 = /5, die Spannungsfelder (6.434)—(6.438).
Wir mochten diese, im Vergleich zu den Spannungen (6.439)—(6.443), als einer mo-
difizerten Volterra-Versetzung gehorig ansehen. Die Vorfaktoren sind unterschiedlich.
Die Volterra-Versetzung besitzt keine o,, Komponente, d.h. Kompressionen und Dila-
tationen des Kristallgitters durch die Stufenversetzung werden nicht erfalt. In einem
inkompresiblen Medium, wenn v = 1/2 und entsprechend nach Gl. (6.426) auch v = oo
ist, werden die Spannungskomponenten o, und o,, beider Theorien identisch. In einer
modifizierten Volterra-Versetzung gilt aber immer oy, # 0, d.h. eine Stufenversetzung
kann nicht in einem inkompressiblen Medium mit asymmetrischen Spannungsfelder
existieren.
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Die Energie zur Erzeugung einer Stufenversetzung kann analog zur Rechnung fiir
die Schraubenversetzung berechnet werden. Aufgrund der Erzeugung einer Stufenver-
setzung existiert im Medium die elastische Verzerrungsenergiedichte

1
Wa = 50485 =

1
5 — (022 Buw + Ouylay)- (6.444)

5
Die gespeicherte Verzerrungsenergie der Stufenversetzung im Material folgt aus der
oben angegebenen Dichte durch Integration

R 27
Eel = //Wel’l“d¢ dr (6445)
_oub? R 1 R R? R\2 R R
T (1= { [1“272 a7 2K°<£2)] Tom [Kl(€2> KO(e)K?(ﬁZ)]}
(6.446)
Die Kernenergiedichte einer Schraubenversetzung berechnet sich aus
1 1
Wie = 3 HijiTijh = 3 (HaayToay + HopoToy). (6.447)

Durch anschliefende Integration ergibt sich fiir die Kernenergie der Stufenversetzung
wenn diese an den beiden Integrationsgrenzen ausgewertet wird, folgendes Ergebnis

2w

R
-/ Wiardodr = A2 0 B (w0 (B - (B))] Gy

0

Somit bekommt man fiir die Erzeugung einer Stufenversetzung die gespeicherte Ge-
samtenergie

EStufe :Eel + Eke

LU I T ok (B) - Taa(B) ()] e

Die Peach-Koehler Kraft, die eine Stufenversetzung mit dem Burgersvekor b, am Ort
r = (0,0) auf eine andere zu ihr parallel ausgerichtete mit dem Burgersvektor b, am
Ort r = (R,, R,) ausiibt, ist gleich mit

F(R,,R,) = F,(R;,R,)e, + F,(R;, R,)e,, (6.450)
mit den einzelnen Komponenten gegeben durch
F.(R:, Ry) //ny z,y) (R, — 2, Ry, — y) dz dy, (6.451)

F,(R;,R,) = //am(x,y) g (Ry — 2, Ry — y) da dy. (6.452)
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Die Integranden besitzen die folgende Form

Ouy(2,y) g (Re — 2, Ry — y) = M%E [1 ! —K; (€2>} K()(R _ T),

272 (1 —v) (312 Uy Uy
(6.453)
pbsby 1y R—r
Uxx(x>y) axZ(Rx_x’Ry_y) - _W—yl])gﬁ[l f Kl(fg)} KO( EQ )
(6.454)

Fiir die Betrdge der Abstdnde im ebenen Fall gilt » = /22+y2 und R — r =
V/(R; — )2 + (R, — y)%. Man definiert die folgenden Funktionen

fi(z,y) = 19 [lnr + K0<€2)] fo(z,y) = %83 [lnr + K(](i)],

27 O0x T oy ly
(6.455)
(r) = 1K<T) (6.456)
g\r) = o 0 62 . .

Die zweidimensionale Fourier-Transformation und ihre Inverse sind durch die Formeln
400 +o0

hqa, qy) = / / f(z,y) ==ty dg dy, (6.457)
1 400 +o0

)= 5 / / F(gzrqy) €% 700 dg, gy, (6.458)

T

gegeben. Aus dem Faltungstheorem folgt fiir die Fourier-Transformierten der Kompo-
nenten der Peach-Koehler Kraft

2pby by 1 -

- ~ 2ub. b, 1
I filderay) 3(0),  Folderqy) = .

1 €_2f2(qﬂcaQy)§(Q)a
- 2

(6.459)
mit dem Betrag vom ¢ = /¢? + ¢2 im Fourier-Raum. Die Funktionen fiund f5 ergeben
sich aus folgenden Transformationen [125]

Fl(qxa Qy) =

—+00 +00

f 0z Gy) // P lnr+K0<€2>} (@ o+ y) q g dy
“+0o0 400
= qu// Inr + K, Eﬂ (@2 42y v) 41 dy
2
1¢,

6.460
27?@ @+ ) (6:460)
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—+00 +00

fz(qx,qy)zﬁ/ / %[lnerKo(;n—Qﬂ6i(q’”x+qyy)d:):dy

—00 —00

—+00 400

= lqy// Inr + Ko ()| el dr ay
2

lqy
2“3% (@ +7)

(6.461)

Bei der ausgefiihrten partiellen Integration wurden die Randterme zu Null gesetzt. Die
Transformierte von §(q) ist zylidersymmetrisch und wurde schon fiir die Schrauben-
versetzung benutzt. Es ist das gleiche Ergebnis fiir die Rechnung zu iibernehmen. Da-
mit bekommt man aus der Gl. (6.459) die Fourier-Transformierten der Peach-Koehler
Kraftkomponenten

- 2ub.b, 1 iq,

Fy(aray) = = o = (6.462)
Lo (e )

~ 2ubyb, 1 ig

Fo(qn, qy) = 2 y (6.463)

1—v 4n2 /0 2
v.oam 2q2<q2+é>

Mit Hilfe der Riicktransformation bekommt man fiir die einzelnen Komponenten der
Peach-Koehler Kraft an der Stelle r = R:

bpby o iq, 1
F:B(R:mRy) :731)}. 1{—— <——2-|—

(- "\ g qi— ! <q2+1%>2f2)}
- 521%_”,/)%[1 T+K°<£T_2> +%Z:Kl<é)] ()= (Re )
S ST RE TR AT
Fy(Ba, By) = %f { (- qi TP i BN %)%2)]
abtiint LI OO R T (3]
:%%[1_2[(1(% _%%2 0@” (6.465)

Die Peach-Koehler Kraft in Polarkoordinaten lautet

F.(R) = \/F2+ F? = 7:(916@’_’“‘”) % [1 - gKl (g) - %%2 KO(Z)]. (6.466)
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Da eine Zylindersymmetrie vorliegt, ist F,;, = 0. Fiir einen realistischen Wert von
v = 0.3, bekédme man den Vorfaktor 5b,b, p /2 7. Nach Gl. (6.426) ist dann v = 5/2 p.
Die Kraft (6.466) ist zylindersymmetrisch, d.h die Kraft zwischen beiden Stufenverset-
zungen ist richtungsunabhéngig. In Wirklichkeit sind die Stufenversetzungen fiir die
Strukturbildung im Material verantwortlich und es werden Versetzungsnetzwerke be-
obachtet. Unter einer zylindersymmetrischen Kraftverteilung kénnen diese Strukturen
nicht gebildet werden und somit ist die Peach-Koehler Kraft (6.466) unphysikalisch.
Werden weiterhin alle inneren Léngen {3 = {5 = {1 gleich gesetzt, so erhdlt man wie-
der die Beziehung (6.426) fiir den Materialparameter -, welche zu unphysikalischen
Stufenkonfigurationen fiithrte. Da also mit einer inneren Lénge nur zylindersymme-
trische Konfigurationskréifte moglich sind, braucht man um die physikalische Felder
naturgeméaf zu beschreiben die zusétzliche innere Lénge aus dem Fall B. Man kann
trotzdem so tun als ob eine Zylindersymmetrie fiir die Stufe moglich wére, um ein
Gefiihl fiir die Grofle der Peach-Koehler Kréfte dieser beiden Versetzungstypen zuein-
ander zu bekommen. Setzt man néamlich fo = ¢; in die Gl. (6.466) ein, dann bekommt
man mit der Gl. (6.310) und die Wahl v = 0.3 und v = 5/2 p nach GI. (6.426) folgendes
Verhéltnis fiir die Kréfte

FStufo (R) 40

_— = — < 1, 6.467
FSchraubo(R) 49 ( )

d.h. eine kleinere Konfigurationskraft fiir die Stufe als fiir die Schraube, ein unrealisti-
sches Resultat.

6.4.4 Fall B:v—

Dieser Fall ist insofern interessant, da er eine Analogie zur klassischen Elastizitdtstheo-
rie mit Momentenspannungen herstellt. Es gilt ndmlich
ay 1 2

. 2 _ .
I b= i 20-n® (6.468)

d.h die innere Linge /3 ist fiir bekannte innere Linge /5 immer gegeben. Fiir die oft in
Metallen vorkommende Poissonsche Querkontraktionszahl v = 0.3 gilt /5 = 0.845 /5.
Dem Giiltigkeitbereich der Poissonschen Querkontraktionszahl (2.39) entspricht der
Bereich 1/20; < ¢35 < {5 fiir die innere Linge (3, d.h. fiir ein inkompressibles Medium
v =1/2, gilt {3 = {5 und man ist wieder im Fall A angesiedelt. Fiir die Vorfaktoren A
und B ergibt aus den Gln. (6.337) und (6.384) die Beziehung

B 2 1

1= g = m (6.469)
Man erkennt, dafl fiir ein inkompressibles Medium B = A gilt. Fiir den Grenzwert
7 — oo des Materialparameters 7 verschwindet die Rotationkomponente (6.399) der
Distorsion und somit auch die Komponenten des Tensors K7

W =Py =0, K5 =0, K3=0. (6.470)



6.4. STATISCHE LOSUNGEN 131

Fiir die antisymmetrische Spannungskomponente of,,) bekommt man aus Gl. (6.393)

SYLERPEI ) Ly eIt ) (6.47)

O'[my} - ?7’2 62 62

Entsprechend sind die anderen Spannungskomponenten und Distorsionkomponenten
mit den Gln. (6.468) und (6.469) zu modifizieren. Der Nyesche-Kriimmungstensor K;
hingt mit K% nur noch von der Rotation der elastischen Verzerrung ab, die nur von den
Abstandsidnderungen zwischen den materiellen Punkten gegeben ist. Man bezeichnet
sie auch als Dehnungskriimmung. Im Fall v — co kommen also die Hyperspannungen
allein durch die Dehnungskriimmung zustande. Aus der Distorsion iiberlebt nur die
Verzerrung und die Versetzungsdichte und somit auch der Nyesche-Kriimmungstensor
werden eine Funktion von der Rotation der Verzerrung. Fiir die potentiellle Energie-
dichte eines inkompatiblen elastischen Mediums mit Stufenversetzungen gilt

lim W(3,rot8) = W(e, rote). (6.472)
=00
Solche Energiedichten werden auch fiir ein kompatibles elastisches Medium mit Mo-

mentenspannungen benutzt [84, 85, 128]. Fiir ein kompatibles Medium gilt a;; und
somit K;; = 0. Aus der Gl. (A.7) bekommt man

Wi, j = —E€ikl €l ks (6-473)

d.h. die ortsverénderlichen elastischen Drehungen sind fiir ein bekanntes Verschiebungs-
feld u; immer von den Abstandsdnderungen abhéngig. Ist das elastische Medium in-
kompatibel, also existieren im Material Versetzungen, dann kann es unter Umsténden
auch ortsverénderliche Drehungen w; ; im Material geben, die aus einer reinen relativen
starren Rotation benachbarter Volumenelemente ergeben. Bei bestimmten regelméfi-
gen Versetzungsanordnungen von mehreren Stufenversetzungen [40], ist ein makro-
skopischer, spannungsfreier Kraftzustand &,; = 0 mdglich. Der waagerechte Schritt
bedeutet eine Mittelung von allen einzelnen Spannungsfelder der Stufenversetzungen
iiber einem makroskopischen Fldchenelement. Die regelméflige, periodische Anordnung
ist so gegeben, daf§ die einzelne Dilatations und Kompressionsfelder um die Verset-
zungen sich gegenseitig anihilieren. Das Kristallgitter erfahrt also eine spannungsfreie
Gitterverbiegung mit H;j; 5 = 0. Diese gegenseitige Wirkung der Stufenversetzungen
verursacht einen verzerrungsireien Zustand e;; = 0, also entsprechend auch l_(f}- =0
und die zugehorige verzerungsfreie Gitterverbiegung K;; = Kjj des Kristalls ruft die
makroskopischen, spannungsfreie und divergenfreie Momentenspannungen H;j;r = 0
hervor. Die Mittelung der langreichweitigen Biegekriimmungen K77, K, des Kristalls
aus den Gln. (6.400) und (6.401) iber ein makroskopisches Volumenelment, welches
eine verzerrungsfreie Anordnung von Stufenversetzungen beinhaltet, gibt dann die ma-
kroskopischen Nyeschen-Kriimmungen K, = &.,, K., = @, an, die als Schnittgrofen
an einer infinitesimalen, makroskopischen Schnittfliche erscheinen. Fiir eine einzelne
Stufenversetzung ist natiirlich so ein Zustand nicht méglich, da dort immer o,y # 0
herrschen muf [129].
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6.4.5 Fall C: V0=V, v=0

Das Momentengleichgewicht fiir den antisymmetrischen Anteil H;j, der Hyperspan-
nungen lautet

Dy Hiijie + 07ij) = op1j)- (6.474)
Fiir v = 0 geht dieses Gleichgewicht mit verschwindenden antisymmetrischen Spannun-
gen oy = 03 =0 verloren. Es sind duflere Momente dann nétig, um das Gleichgewicht
weiterhin aufzubewahren. Asymmetrische Spannungen sind also immer erforderlich,
um das Momentengleichgewicht zu erfiillen. Fiir ein Materialgesetz mit symmetrischen
Spannungen v = 0, ist B = 0 und wenn dieser Wert fiir B in die Gln. (6.387)—(6.391)
fiir die Spannungskomponenten eingesetzt wird, ergeben sich die symmetrischen Span-
nungen

2

70 = AL { (47 + 3% + 4T—€1(y2 - aet) — 2L () 200 - 3 (1))

(6.475)
Jyy:—ATi{(y —:L’)—4—£2(y ~ 322) — 24 €—1K1<€1>+2(y 3z )K2<€1)}
(6.476)
y=A— {(x —y)—i—f(x —3y%) — 2/° 61 (£1>+2(93 — 3y )K2<£1)}
(6.477)
.. = —2v A 32 {1 - ZKl <€1)} (6.478)

Damit sind auch die Ergebnisse der Eichfeldtheorie fiir symmetrische Spannungen [10]
mit der inneren Linge 5 = ¢; = a1 /2u reproduzierbar. Ein Vergleich dieser Ergebnis-
se mit der Gradiententheorie der Elastizitdt vom Helmholtz-Typ [131] zeigt, da8 die
Gleichungen fiir die Spannungskomponenten die gleiche Form besitzen. Nur die inneren
Langen unterscheiden sich. Die Distorsionen sind durch die Verzerrungen

0, = 0 =e 0, =30 =¢ 0, =0. (6.479)

zr — Vaw vy vy Ty yx zy» B [zy]

gegeben.

6.5 Die mikromorphe Elastizitidt als Versetzungs-
theorie.

In dem Kapitel iiber Elastizitdt mit einer Mikrostruktur hatten wir drei kinematische
Groflen eingefithrt. Zur Erinnerung mochten wir sie kurz auflisten

Mikroverzerrung : e;; = ¢, (6.480)
Relative Deformation : v;; = w; ; — 15, (6.481)
Mikrodeformation : ki = ;) k. (6.482)
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Aus diesen hat man die entsprechenden zugehorigen dualen Grofien der Mikrospannung
s;j, der relativen Spannung ¢;; und der Hyperspannung m;;, hergeleitet. Es stellt sich
nun die Frage, ob aus den oberen kinematischen Deformationsgréfien, die kinematischen
GroBlen der Eichfeldtheorie der Versetzungen reproduzierbar ist. Fiir den statischen
Fall wurde gezeigt, dafl es moglich ist. Zu diesem Zweck werden fiir die kinematischen
Gln. (6.480)—(6.482) eines kompatiblen elastischen, mikromorphen Mediums folgende
Substitutionen ausgefiihrt

eij = —Gs) = By, (6.483)
Yij = Bij = uij + ij, Yij = —¢ij = ﬁfjl (6.484)
Kijk = Tiji = Vi) = Pik,j — Pijk- (6.485)

Man intepretiert jetzt die Mikrodeformation als die plastische Distorsion. Aus der ela-
stischen Mikroverzerrung wird die plastische Verzerrung eines elastischen Mediums mit
Versetzungen. Damit ist diese Grofle keine Zustandsgréfie mehr. Aus der relativen Dis-
torsion wird die elastische Distorsion als neue Zustandsgrofe. Schliellich bekommt man
aus dem Mikrodeformationsgradienten durch eine Antisymmetrisierung in den letzten
zwei Indizes die Cartansche Torsion. Somit wird aus dem Gradienten die Rotation gebil-
det. Man hat gerade gesehen, dafl die kinematischen Gleichungen eines mikromorphen
elastischen Mediums durch die Substitutionen (6.483)—(6.485) in solche der Eichfeld-
theorie der Versetzungen iiberfiithrt werden kénnen. Aus der potentiellen Energie eines
kompatiblen mikromorphen Mediums ergibt nun die entsprechende potentielle Energie
der statischen Eichfeldtheorie

W(e,v, k) = W(B,T). (6.486)

Wir wissen, dafl die Gleichungen der mikromorphen Elastizitéit ihren komplexen Cha-
rakter durch die Matrialgesetze bekommen. In dieser Theorie besitzt ndmlich der Ma-
terialtensor D;jpimy fiir das lineare Hookesche Gesetz zwischen den Hyperspannungen
mjr und dem Gradienten der Mikrodeformation ki, nur die Symmetrie D;jiim, =
Dippnije. Diese Symmetrie reduziert die Anzahl der Materialparameter von fiinfzehn
auf elf. Durch die Antisymmetrie in den letzten zwei Indizes von k;j;;, sieht man sofort
aus der Materialgleichung (3.116), dal 7 = 74 = 75 = 0. Durch einen weiteren Ver-
gleich mit den Gln. (6.35), (6.36) und (6.30) ergeben sich folgende Relationen zwischen
den Materialkonstanten

c1 = Ay = T7 — To, (6.487)
co =As + A1z = 2 (78 — Ti0), (6.488)
c3=As — Ag =173 — e, (6.489)

mit den entsprechenden Beziehungen zwischen den verschiedenen A; und 7; Material-
konstanten

Ay = 17 — 7o, As =718 — T11, Ag = T3 — To, (6.490)

Ag = Te — T2, A1z = T8 — To, Ti1 = Tio- (6.491)
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Fiir die Spannungen ty;, s, und Momentenspannungen my,,, aus der Gl. (3.109) gilt
jetzt

lkt — Ol s — 0, Mgim — Hpim, (6.492)

d.h. der Mikrospannungstensor s;; = 0 mufl verschwinden, da die Mikroverzerrung nach
Ausfithrung der Substitution (6.483) keine Zustandsgrofie mehr ist. Aus der Konstitu-
tivgleichung (3.115) bekommt man die zusétzliche Gleichungen fiir die Materialpara-
meter

Atv=0, A\+2v+7=0, p+o0=0, 2(u+20+n)=0. (6.493)

Man substituiert noch k =  fiir den Spannungstensor ty;. Vor dem Tensor ~; muf
noch v subtrahiert werden. Verdndert man entsprechend durch obige Wahl der Mate-
rialkonstanten die Konstitutivgleichungen (3.114)—(3.116), so gelangt man auch zum
linearen statischen Gleichungssystem der Eichfeldtheoretischen Versetzungstheorie mit
den insgesamt zwolf unbekannten Grofien u;, ¢;;. Die in diesem Abschnitt erwéhnte Her-
leitung einer Versetzungtheorie aus einer mikromorphen Theorie erfolgte zum grofiten
Teil in der Arbeit von Eringen und Claus [130]. Ein Unterschied besteht darin, dafl zur
Zeit als diese Arbeit erschien, anstatt der Mikroverzerrung (6.480) die Makroverzer-
rung e;; = u; ;) fiir die Konstitutivgleichungen benutzt wurde. Spéter erkannte Eringen
[71], daB fiir die potentielle Energie eines mikromorphen Mediums zusétzlich zur rela-
tiven Deformation (6.481) und Mikrodeformation (6.482), die Mikroverzerrung (6.480)
als dritte kinematische Grofie und nicht die Makroverzerrung die entscheidene Rolle
spielt.

Die dynamischen Gleichungen der Eichfeldtheorie sind aus der dynamischen mi-
kromorphen Elastizitét nicht herleitbar. Die Tragheitglieder sind durch pu; und pJ qblj
gegeben. Der Versetzungsstromdichtestrom I;; entspricht aber nach Gl. (6.15) im all-
gemeinen nicht nur der plastischen Distorsionsgeschwindigkeit. Dies wurde nur gel-
ten wenn der Gradient des dynamischen Eichpotentials ¢; ; = 0 verschwinden wurde.
Zusétzlich besitzt im allgemeinen die Geschwindigkeit des materiellen Punktes au-
Ber dem elastischen pi; noch einen plastischen Geschwindikeitsanteil pg;, d.h. beide
Trigheitsglieder unterscheiden sich. Wahrend also fiir die dynamische mikromorphe
Elastizitét weiterhin zwolf unbekannten Variablen gibt, erhoht sich diese Anzahl in der
dynamischen Eichfeldtheorie wegen dem vektorwertigen Eichpotential y; auf fiinfzehn.
Wie schon gezeigt wurde, fiihrt die Variation der Lagrangedichte nach dieser zusétzli-
chen Variablen ¢; auf die Gl. (6.23), die in der dynamischen mikromorphen Elastizitét
nicht vorhanden ist.

6.6 Das dynamische anti-ebene Problem

In der klassischen Elastizitétstheorie gab Frank [132, 133] als erster eine Losung fir das
Verschiebungsfeld um eine gleichméfig bewegte Schraubenversetzung. Eshelby [134]
gab zur gleichen Zeit eine Losung fiir die gleichméfBig bewegte Stufenversetzung. In
der Dynamik wurde lange die Meinung vertreten, dafl der Schall eine uniiberwindbare



6.6. DAS DYNAMISCHE ANTI-EBENE PROBLEM 135

Grenzgeschwindigkeit fiir die Bewegung einer Versetzung in einem Kristall darstellt. In
der dynamischen Eichfeldtheorie 148t sich Sharma und Zhang [135] aus der Lorentz-
Invarianz der Bewegungsgleichung fiir eine Schraubenversetzung in die Irre fithren. Er
leitet eine zweite, hoher liegende Grenzgeschwindigkeit als die Schallgeschwindikeit ab,
die er im klassischen Sinn als uniiberwindbar ansieht. Die von Gumbsch und Gao [136]
numerische Berechnung gab Indiz dafiir, dafi das Ubertreten einer Bewegung in den
Uberschallbereich maglich ist. Somit weist die Dynamik eine Parallele zur Gasydyna-
mik auf. Ahnlich wie dort verindern die Bewegungsleichungen fiir die Versetzung beim
Ubergang vom Unterschall zum Uberschall ihren elliptischen Charakter und werden
hyperbolisch. Damit verliert fiir dieses Problem die Lorentz-Invarianz ihre Bedeutung.
Die Bewegungsgleichung fiir eine Stufenversetzung ist nur Galilei-invariant. In der klas-
sischen, dynamischen inkompatiblen Elastizitit wurde diese Tatsache schon frith von
Eshelby [137, 138] und Weertman [139, 140] erkannt. Wir mochten die dynamischen
Feldgleichungen der Eichfeldtheorie fiir eine gleichméflig bewegte Schraubenversetzung
untersuchen. Wir beschrinken uns dabei auf eine Bewegung im Unterschall.

Im Fall des anti-ebenen Problems fiir eine Schraubenversetzung bekommt man aus
den Euler-Lagrange Gln. (6.215)-(6.217) fiir die Distrosionsfelder f.,, (., und das
Geschwindigkeitsfeld v, die folgenden Bewegungsgleichungen

POz = (1t +7) (Bezz + Bayy) =0, (6.494)
pv. + (da +ds) (ﬂz;p «t Bzy,y — Av,) = pov?, (6.495)
(do — d3) (Bew — V20) + c2(Bowy — Boyry) + (1t =) Bow = (1 —7) 8%, (6.496)
(dy + d3) (Bow — V22) + 1(Bayay — Bowy) + (0 +7) Bow = (1t 4 7) 2, (6.497)
(do = d3) (Bay = 02) + €2(Bayaw — Baway) + (10 =) By = (1 =) B2 v (6.498)
(do + d3) (Bay — 02y) + 1(Banmy — Boya) + (1 +7) Boy = (1 +7) B° (6.499)

Die GI. (6.494) beschreibt die Impulsbilanzgleichung (6.215) fiir v,, die Gl. (6.495) er-
gibt sich aus der ersten Bilanzgleichung (6.216) fiir den Versetzungsimpuls. Diese kann
aus einer dynamischen mikromorphen Theorie nicht hergeleitet werden. Die letzten
vier Gln. (6.496)—(6.499) resultieren aus der zweiten Bilanzgleichung (6.217) fiir die
Hyperspannungen. Man setzt die anti-ebene Bedingung (6.240) fiir eine Schraubenver-
setzung in die Gln. (6.496)—(6.499) ein. Subtrahiert man dann die aus den Gln. (6.496)
und (6.497) resultierenden Gln. voneinander, so erhilt man die folgende Gleichung

[(dz ds)z +Z (dz + ds) | (e — b20) = 0, (6.500)

aus welcher man, im allgemeinen Fall fiir (., — U, 7 0, folgende Bedingung fiir die
Materialparameter d, und ds

dy—d dy+d 6.501
=y =2y ), (6:501)

erhélt. Aus dieser Bedingung sieht man, daf fiir symmetrische Spannungen ~ = 0 der
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Materialparameter d3 = 0 verschwinden muf. Mit der Wahl (6.501) fiir die Material-
parameter verdndern sich die Bewegungsgleichungen zu

pi: — (1 +7) (Beww + Beyy) =0, (
pv, + (dg + d3) (ﬂzxw + Bzy,y — Auv,) = pr?, (6.503
(do + d3) (Bew — V20) + €1 (Bayay — Boogy) + (1 +7) Beo = (W +7) By |
(dy + ds) (Boy = 029) + 1 (Beray — Boyas) + (1 +7) By = (1 +7) 55, (

Mit Hilfe der Impulsgleichung (6.502) kénnen die Terme ©, , und 9, ,, in den Gln. (6.504
und (6.505) eliminiert werden. Zusétzlich konnen durch die Impulsgleichung die raumli-
chen Ableitungen in den Distorsionen in der Bewegungsgleichung fiir den Versetzungs-
impuls (6.503) eliminiert werden. Dadurch entsteht eine partielle Differentialgleichung,
die nur die Geschwindigkeit v, beinhaltet. Es ergibt sich folgendes Gleichungssystem
fiir die Feldvariablen v,, 3., und 3.,

720, + 05 Av, — v, =7, (6.506)
7-2 ﬁzx _I' (E% - Eé) ﬂzy,xy - g?[ /Gz:c,:c:c - E% /Gz:c,yy + ﬁzz = ng (6507)
7 Boy + (6 = 00) Bezay — L By — O Byow + By = 2, (6.508)

mit der inneren charakteristischen Zeit 7 und der inneren dynamischen Lange ¢4, die
folgendermaflen definiert sind

2= da + ds, 2= da d3. (6.509)

Aty p
Die Gln. (6.506)—(6.508) beschreiben die allgemeine Dynamik fiir eine Schraubenver-
setzung mit der Versetzungslinie entlang der z-Achse. Wir betrachten jetzt eine in
z-Richtung gleichméfig bewegte Schraubenversetzung. Fiir einen in z-Richtung mit
der Schraubenversetzung gleichméflig mitbewegten Beobachter werden die Bewegungs-
gleichungen (6.506)—(6.508) stationér. Man fiihrt dabei entlang der z-Achse die Galillei-
Transformation

¥ =z —ut, y =1, z2=2, v = const. (6.510)

Fiir die zeitliche Ableitungen bekommt man aus der Transformation (6.510)

) W, 0

O=-vgs  (O=vas (6.511)
Damit bekommt man die stationéren Bewegungsgleichungen
2
[1 — (%) } Vpalg? — Uy — Uy = vg, (6.512)
[(U 7-)2 - 63] 6zm’,m’x’ - g% ﬁzx’,yy + (6% - 63) ﬁzy,m’y + 6zm’ = Sm’v (6513)
[(v 7_)2 - E%] Bayarar — E?l Beyyy + (E% - E?l) Baat ary + Bay = /Ggy' (6.514)

Die Gleichung (6.512) fiir die Geschwindigkeit v, ist eine modifizierte Helmholz Glei-
chung. Das liegt an dem Vorfaktor von v, ,,». Nur im Spezialfall v 7 << ¢4 wurde man
eine Helmholtz Gleichung bekommen. Die Gln. (6.513)—(6.514) fiir die Distorsionen (3.,
und (3., sind gekoppelt. Eine Entkoppelung kann nur fiir den Fall £2 = /2 stattfinden.



Kapitel 7

Zusammenfassung

Ausgehend von den kontinuierlichen Symmetrien des Wirkungsfunktionals fiir ein ela-
stisches Medium mit einer deformierbaren Mikrostruktur wurden nach den Emmy
Noetherschen Theorem Erhaltungsitze und Bilanzgleichungen hergeleitet. Fiir die Trans-
lations und Rotationssymmetrien bekam man analog zur homogenen und isotropen
klassischen Elastizitédt die Divergenzfreiheit des Energie-Impluls Tensors und des Dre-
himpulstensors. Der Eshelbysche Spannungstensor bekommt in elastischen Materialien
mit Mikrostruktur zusétzliche Terme. Ist die Mikrostruktur ein starrer Mikrokorper,
so erscheint im Vergleich zum Eshelbyschen Tensor der klassischen Elastizitéit, noch
das Produkt der Momentenspannungen mit dem Gradienten der Mikrorotation. Ist
fiir die Mikrostruktur eine homogene Dilatation zugelassen, so kommt ein Produkt
des Vektors der Mikrodilatation mit dem Gradienten einer skalaren Funktion, welche
die Dilatation beschreibt, hinzu. Anschlieend wurde gezeigt, daBl im allgemeinsten
Fall einer beliebig deformierbaren Mikrostruktur der neue Term als Produkt des Mi-
krodistorsionsgradienten mit einem Tensor dritter Stufe, den Hyperspannungstensor,
dargestellt wird. Die Isotropiebedingungen fiir diese Kontinua wurden fiir den Drehim-
pulstensor berechnet. Aus den lokalen Erhaltungssidtzen wurden mittels des Gauflschen
Integralsatzes die integrale Erhaltungsgrofien als Ji- und Lg- Integrale angegeben. Der
Dilatationsstrom wird in elastischen Medien mit einer Mikrostruktur gebrochen. Das
M-Integral verschwindet nicht wie in der klassischen Elastizitdt. Fiir das Kontinuum
mit einer Dilatationsstruktur und das mikromorphe Kontinuum ist dieses ein Maf fiir
die Konfigurationsarbeit.

Man untersuchte die Struktur der Erhaltungssétze und Bilanzgleichungen in der
Gradientenelastizitdt. Man bekam analoge Ergebnisse. Ein Unterschied besteht in der
Herleitung der allgemeinen Formeln fiir die Stréme. Die in dieser Arbeit untersuchte
Lagrangedichte der Gradientenelastizitdt beinhaltet in sich die zweite Ableitung des
Verschiebungsfeldes, im Gegesatz zur mikromorphen Elastizitdt, wo nur die ersten Ab-
leitungen des Verschiebungsfeldes und der Mikrodeformation auftreten. Die einzelne
Strome weisen eine dhnliche Struktur wie die in der Elastizitat mit Mikrostruktur. Der
Eshelbysche Spannungstensor bekommt im Vergleich zur klassischen Elastizitiat zwei
zusétzliche Terme. Der erste Term erscheint als Produkt des Verschiebungsgradien-
ten mit der Divergenz des Hyperspannungstensors. Der zweite Term enthélt analog zur
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Elastizitédt mit Mikrostruktur das Produkt des Hyperspannungstensors mit der zweiten
Ableitung des Verschiebungsfeldes. Fiir den Symmetriebruch des Dilatationsstroms ist
die Struktur sehr dhnlich. Die zum Hyperspannungstensor kanonisch konjugierte Grofie
ist nicht der Mikrodistorsionsgradient sondern die zweite Ableitung des Verschiebungs-
feldes.

Zur Beschreibung eines inkompatiblen elastischen Mediums kommt durch die Ver-
letzung der Inkompatibilitdtsbedingungen die Versetzungsdichte als neue kinematische
Grofle zur elastischen Distorsion neu hinzu. Nach der klassischen Elastizitat geht an-
statt des Verschiebungsgradienten die elastische inkompatible Distorsion ins Materi-
algesetz ein. Mit Hilfe der additiven Zerlegung des totalen Verschiebungsgradienten
taucht zur Bestimmung des Verschiebungsfeldes in der Gleichgewichtsbilanzgleichung
die plastische Distorsion auf. Die Eichfeldtheorie der Versetzungen liefert eine aus er-
sten Prinzipien geschlossene Theorie. Aus der Lagrangedichte der Elastizitit erzeugte
man nach Ausfithrung der minimalen Kopplung die Lagrangedichte der inkompatiblen
Elastizitét. Zu dieser addierte man eine Lagrangedichte, die den Einflufy des Versetzung-
kernes beriicksichtigt. Die aus diesen beiden Teilen zusammengesetzte Lagrangedichte
stellte die Grundlage fiir ein System aus der gleichen Anzahl von Bewegungsgleichungen
wie fiir die unbekannten Felder, das Verschiebungsfeld und die beiden Eichfelder. Die-
ses kann fiir bekannte Anfangsbedingungen oder Randbedingungen geltst werden. Der
Versetzungsanteil der Lagrangedichte beschreibt dabei den Einflufl des Versetzungsker-
nes auf die Verzerrungs und Spannungsverteilung im elastischen Medium. Beschrieben
durch die kinematische Grofle des Versetzungsdichtetensors ruft Spannungen hoherer
Ordnung, sogennante Hyperspannungen hervor. Man untersuchte die kanonische und
eichinvariante Strome fiir die Teilsysteme und das gesamte aus dem elastoplastischen
Anteil und einen den Einfluf§ des Versetzungskernes beriicksichtigen Anteil.

Im Vergleich zu den vorherigen Arbeiten in der Eichfeldtheorie der Versetzungen,
wéhlten wir fiir ein isotropes elastisches Material mit Versetzungen das allgemeinste
Materialgesetz fiir den Spannungs und Hyperspannungstensor, welches die Asymme-
trie in den Spannungen beriicksichtigt. Aus der Bedingung fiir die positive Definitheit
der potentiellen Energie bekam man Ungleichungen fiir die sechs Materialparametern
und hat die Notwendigkeit fiir die Asymmetrie der Spannungen gezeigt. Es wurde an-
hand des Beispiels einer einzelnen Schrauben und Stufenversetzung Losungen aus dieser
Theorie ermittelt. Im Vergleich zu der Eichfeldtheorie mit symmetrischen Spannungen
blieb jetzt die kinematische Grofle der elastischen Rotation nicht unbestimmt. Zur
Losung des statischen Gleichungssystems benutzten wir den Mindlinschen Spannungs-
funktionsansatz welcher sich zur Entkopplung der Gleichungen als geeignet erwies.

Aus der Behandlung des anti-ebenen und ebenen Problems ergaben sich zwei cha-
rakteristische, innere Lédngen. Aus dem anti-ebenen Problem fiir die Schraubenver-
setzung ergab sich die gleiche innere Lénge wie im Fall der symmetrischen Eichfeld-
theorie. Die Asymmetrie offenbart sich lediglich in den Vorfaktoren fiir die gesuchten
Distorsionsfelder und Spannungsfelder. Fiir die Stufenversetzung hat man eine neue
innere Lange bekommen. Somit lieferte die Eichfeldtheorie mit asymmetrischen Span-
nungen zwei innere Lingen geeignet entsprechend fiir Torsions und Biegeprobleme.
Die inhomogene Bilanzgleichung fiir die Spannungen hergeleitet unter Benutzung des
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inversen Materialgesetzes wird mit einem Spannungsfunktionsansatz gelost. Man be-
kommt eine durch den Versetzungskern modifizierte Losung, welche auch das richtige
asymptotische klassische Fernverhalten zeigt. Die Losungen nach der klassischen Elasti-
zitdtstheorie wurden fiir asymmetrische Spannungen berechnet. Die Distorsionen und
Spannungen steigen vom Wert Null auf der Versetzungslinie bis zu einem maximalen
Wert in unmittelbarer Entfernung vom Kernradius. Dann fallen sie wieder ab und pas-
sen sich schlielich asymptotisch dem klassischen Abklingverhalten an. Somit werden
auch die Spannungen regularisiert. Man berechnete die Versetzungsdichte und Hyper-
spannungen fiir beide Probleme. In den allgemeinen Losungen fiir die Stufenversetzung
kommen zwei innere Langen vor und die Funktion der Versetzungsdichte zeigt im Ver-
gleich zur symmetrischen Eichfeldtheorie keine Zylindersymmetrie mehr. Man hat die
Peach-Koehler Kraft zwischen zwei geraden, in z-Richtung gerichteten Schraubenver-
setzungen berechnet. Die Rechnung wurde mit Ergebnissen aus anderen Theorien, wie
die aus der klassischen und der nichtlokalen Elastizitat vergliechen.

SchlieBlich gab man einen Ausblick iiber die Bewegungsgleichungen der dynami-
schen Eichfeldtheorie. Man untersuchte das anti-ebene Problem einer Schraubenverset-
zung. Man bekam eine dynamische Lange und eine innere charakteristische Zeit. Fiir die
gleichméBig bewegte Schraubenversetzung ergab sich aus der Galillei-Transformation
ein stationdres Gleichungssystem aus gekoppelten modifizierten Helmholtz Gleichun-
gen.






Anhang A

A.1 Kriimmungstensoren

Der Ausgangspunkt ist die Gl. (5.18) fiir den Versetzungsdichtetensor als die Rotation
der elastischen Distorsion

o = rotf3, (A.1)

Symbolisch héngt der Versetzungsdichtetensor e mit der Anwendung des Rotations-
operators von rechts auf die Distorsion

o= ,6 X V, Q5 = Ejklﬁil,k- (AQ)

Man setzt die additive Zerlegung (2.16) fiir die elastische Distorsion in die Gl. (5.18)
ein und schreibt dabei die elastische Rotation durch ihren equivalenten axialen Vektor
aus Gl. (2.18) um, so bekommt man fiir den Versetzungsdichtetensor die Beziehung

Qij = W — Wik Oij + €k it k- (A.3)
Aus Gl. (A.3) ergibt auch die Spur des Versetzungsdichtetensors
Al — —2 Wk k- (A4)

Man multipliziert die Gl. (A.4) mit ¢;;/2 und subtrahiert das Resultat anschliefend
von der Gl. (A.3). Bildet man die Transponierte, dann erhélt man folgendes Ergebnis

Ky = K + K, (A.5)
mit den eingefithrten Tensoren
1 w e
Ki' = Oy — 5 Ak (5@', Kij = Wi, Kij ‘= €ikl €l k- (AG)

Den Tensor K4 findet man in einer Theorie mit Momentenspannungen (Couple stress).
Er ist als der Gradient des axialen Vektors w; der lokalen Rotation des Kontinuums
definiert. Im Falle einer kompatiblen Deformation ist ;; = 0 und somit auch K;; =0,
d.h. aus Gl (A.5) folgt K = —K§. Diese Beziehung gilt auch in der kompatiblen
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linearen Elastizitdtstheorie mit Momentenspannungen. Aus Integration der Gl. (A.3)
ergibt sich die lokale Rotation (2.17), (2.18) eines kompatiblen Kontinuums. Der Tensor
K;; wird Nyescher Tensor gennant [113]. Er héngt nach Gl. (A.6) nur vom inkompati-
blen Mafl des Versetzungsdichtetensors. Bei einem Verzerrungfreien Zustand (e;; = 0),
bestimmt er alleine die lokale Rotation des Kristallgitters. Im allgemeinen Fall héngt
nach Gl. (A.5) K mit Kj; iiber die elastische Rotation der Verrzerrung K7 zusammen.
Fiir das Differential des axialen Rotationsvektors folgt aus Gl. (A.5) und Gl. (A.6)

dw; = K;; da?j — €kl €51k dxj' (A7)

Fiir ein kompatibles elastisches Rotationsfeld verlangt man

%dw =0, (A.8)

C

d.h. dw ist ein totales Differential. Um die Bedingung (A.8) zu erfiillen gibt es zwei
Moglichkeiten. Entweder verschwindet die Rotation an sich fiir jeden einzelnen der
Summanden auf der rechten Seite der Gl. (A.7)

€jkmEiln €mn kil = 0, €ikm Kimpk = 0, (A.9)
oder aber verschwindet die Gesammtsume als
—€jkmEiln Cmn,kl T €jkm FKimp = 0. (A.10)
In symbolischer Form geschrieben, lautet die Gl. (A.10)
E = —inke + rot K = 0, (A.11)

dabei bezeichnet E;; den Einsteinschen Tensor, der im dreidimensionalen Fall dquiva-
lent mit dem Riemannschen Tensor ist

1
Ei' - Zeinmejlkanlka anlk = EinmejlkEij- (A12)
Im linearen Fall gilt die Gl. (A.11), d.h. die Riemannsche Kriimmung verschwindet, es
existiert also ein Fernparallelismus, welcher die globale Kristallstruktur garantiert.

A.2 Cartansche Torsion

Die Bestimmung des SchlieBungsfehlers als Burgers-Vektor b in einem Kristall, der
Versetzungen beinhaltet konnte mit Hilfe des Burgers oder Frankeschen Umlaufs um
die Versetzung identifiziert werden. Man kann zu diesem SchlieSungsfehler auch mit
Hilfe der Differentialgeometrie von Mannigfaltigkeiten gelangen. Diesen Weg wéhlte
der Mathematiker Elie Cartan. Zu diesem Zweck benutzte er das Konzept der Paral-
lelverschiebung von infinitesimalen Vektoren. Man betrachtet den Kristall als Konti-
nuum und untersucht seine differentialgeometrische Eigenschaften als Mannigfalitgkeit
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im Raum. Ausgehend von einem Punkt C' auf dieser Mannigfaltigkeit zeichnet man
zwel infinitesimale Vektoren dyz;(C) und daz;(C), die in einem diskreten Kristall zwei
Vektoren von endlicher Linge entsprechen wurden, entlang zweier Richtungen. Jetzt
transportiert man jeden einzelnen um einen infinitesimalen Betrag jeweils parallel zum
anderen, also als erstes dyz;(C) parallel zu dsx;(C') und anschliefend doz;(C') parallel
zu d;x;(C). Am Ende bekommt man jeweils zwei neue Vektoren, dyz;(B) im Punkt B
und dyz;(D) im Punkt D. Nach diesem infinitesimalen Transport bekommt man

dll’Z(B) = dll’Z(C) — Fijk dll’k dgl’j,
dozi(D) = daai(C) — T'iji dowp dy; (A.13)

Der SchlieSungsfehler ergibt sich als

= I'jje(diay doxy — doxy dizj) = Ty A Sy, (A.14)

mit dem Flachenelement
dSkj = dll’j dgl’k - ngL’j dll’k (A15)

aufgespannt durch die vier infinitesimalen Vektoren d;z;(C), dyz;(C), diz;(B) und
daz;(D). Da der Tensor fiir das Flédchenelement (A.15) antisymmetrisch in den beiden
Indizes j und k ist, trégt nur der antisymmetrische Anteil I';;;) der Konnektion zum
SchlieBungsfehler db; bei. Weiterhin definiert man

Tije = 20z = (Cing — Tije) (A.16)

durch die antisymmetrische Konnektion I';j;;) den Cartanschen Torsions-Tensor. Dieser
stellt einen Tensor dritter Stufe dar, der einen Zusammenhang (A.14) zwischen dem
Flachenelement dS;; und dem SchlieBungsfehler db; herstellt. Mit der Einfiihrung der
Torsion (A.16) kann eine Beziehung zur Versetzungsdichte hergeleitet werden. Ausge-
hend von Gl. (A.14) gilt

1 1
dbZ = Fz[k]] dS]k = 5 ﬂjk dSyk = 5 Ejkl [6%)] dS]k = dSl (Al?)

Dabei wurde die Relation
Tijr = €1 vy (A.18)

zwischen dem Tensor der Torsion und dem Versetzungsdichtetensor eingefiihrt und die
Beziehung

dS[ = % €5kl dS]k (Alg)

zwischen dem antisymmetrischen Tensor dSj; und dem axialen Vektor d.S; fiir das
Flachenelement benutzt. Damit ist auch die Gl. (5.23) reproduziert. Durch die G1.(A.18)



144 ANHANG A.

ist also ein Zusammenhang zwischen der Cartanschen-Torsion und dem Versetzungs-
dichtetensor gegeben. Vergleicht man weiterhin die Gl. (A.16) mit der Gl. (6.8), so sieht
man, dal wenn die Konnektion der Mannigfaltigkeit folgendermafien

Lirj = Bik,j (A.20)

gegeben ist, diese Mannigfaltigkeit einen teleparallelen Raum beschreibt. Somit 148t
sich im linearen Fall eine Beziehung fiir den symmetrischen I'¢;j), und antisymme-
trischen I'j;;;r Anteil der Konnexion mit den entsprechenden Anteilen der Distorsion
herstellen

F(ik)j = €ik,j» F[ik}j = Wik,j- (A-21)
Der Torsionstensor 1a8t sich mit der Konnexion (A.20) als
Tiji = Bi,j — Dijok (A.22)

schreiben.

A.3 Die Taylorreihen der modifizierten Bessel Funk-
tionen

In diesem Anhang geben wir die Taylorreihe Entwicklung der modifizierten Bessel-
Funktionen fiir das Nahfeld r — 0 an. Sie lautet (siche z.B. [141])

K0<%> ~— [IHQLE + %} - [anL - (1- %)} 4T—€2 +O0(r), (A.23)
K1<%> ~ % + r22€2 — [lni — wn % +0(r?), (A.24)
Ké(%) ~ —% + % — [ln% - (Z - %)] ;—; +0(rh), (A.25)

dabei ist 7. = 0.57721566 die Euler Konstante. Durch die ersten Terme in den Tay-
lorreihen Entwicklungen werden die Singularitdten fiir die Distorsionsfelder 3;; und
Spannungsfelder o;; in der klassischen Elastizitét aufgehoben. Die anderen Terme ver-
schwinden an der Stelle r = 0.
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