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Einleitung

In einer Arbeit von 1961 [zu finden in [Gro95]] hat A. Grothendieck ein projek-
tives k-Schema konstruiert, dessen abgeschlossene Punkte die Quotienten einer
gegebenen kohirenten Garbe F auf einem projektiven k-Schema X parametri-
sieren — das sogenannte Quot-Schema Quots. Diese Konstruktion wurde von
Douady und Pourcin auf den Fall komplexer Rédume iibertragen [siehe [Dou66]
und [Pou69]]. Bereits in der Arbeit von Grothendieck wird fiir jeden abgeschlos-
senen Punkt ¢ = [§] € Quoty eine Darstellung des Zariski-Tangentialraums
T, Quots im Punkte ¢ angegeben. Allerdings gibt Grothendieck keine globale
Beschreibung des Tangentialraumes, wie sie beispielsweise durch eine globale
Darstellung der Tangentialgarbe oder der Kotangentialgarbe gegeben wére.

Eine solche Beschreibung gibt M. Lehn in [Leh98]: fiir ein glattes projektives
Schema X wird eine globale Darstellung fiir den Kotangentialmodul des Quot-
Schemas Quot4 konstruiert. Hauptidee in dem Beweis von Lehn ist die Cha-
rakterisierung des Quot-Schemas als Verschwindungsort eines geeigneten Gar-
benhomomorphismus auf einem Produkt von Grassmannschen Schemata. Der
Beweis verwendet dabei Standard-Techniken der algebraischen Geometrie; mit
einigen Anpassung ist der Beweis auch fiir komplexe Rédume giiltig.

In der vorliegenden Arbeit wollen wir einen Beweis angeben, der sowohl in der al-
gebraischen als auch in der analytischen Situation giiltig ist. Im Gegensatz zur
vorgenannten Arbeit von Lehn wird das Quot-Schema nicht konkret als Ver-
schwindungsort eines Morphismus von kohérenten Moduln realisiert, sondern
vielmehr als Basis eines geeigneten Objektes einer ,,globalen Deformationstheo-
rie”. Mit dieser Methode erhilt man allgemeiner auch fiir nichtglatte eigentliche
Schemata resp. komplexe Riaume eine Darstellung der Kotangentialgarbe von
Quot 4. Unter einer ,,Deformationstheorie” verstehen wir dabei eine homogene
Faserung in Gruppoide p : F — Any, wie sie beispielsweise in [Fle8la] oder
[Rim72] eingefiihrt wird.

Da das zu Beginn betrachtete Quot-Schema ein feiner Modulraum fiir die Fami-
lie von Quotienten eines vorgegebenen kohérenten Moduls F ist, liegt es nahe zu
fragen, ob man mit den Methoden dieser Arbeit auch fiir weitere Modulrdume ei-
ne globale Beschreibung der Differentialformen angeben kann. Diese Frage kann
fiir feine Modulrdume zumeist positiv beantwortet werden, beispielsweise fiir
das Hilbertschema oder das Picardschema. Fiir grobe Modulrdume hingegen ist
eine globale Darstellung des Kotangentialmoduls nicht méglich. In diesem Fall
kann nur eine Aussage iiber die lokale Gestalt des Kotangentialmoduls gemacht



werden. In Kapitel 3 werden als Beispiele der Modulraum S der Familie von
einfachen Moduln, der Modulraum K der Familie einfacher kogerahmter Mo-
duln und der zur Familie der einfachen Vektorbiindel gehorige Modulraum V
behandelt.

Zur Formulierung des Hauptsatzes 3.2.1 in Kapitel 3 werden einige Begriffe und
Grundlagen der Deformationstheorie und der Kohomologietheorie benétigt, die
in Kapitel 1 und 2 soweit wiederholt werden, wie es fiir diese Arbeit notig
ist. Insbesondere werden die Funktoren Aut(a/S,—) und Ex(a/S, —) behandelt,
welche auf natiirliche Weise durch eine Deformationstheorie p : F — Any und
ein Objekt a € F definiert sind. Sie beschreiben — vereinfacht gesprochen — die
infinitesimalen Automorphismen und Erweiterungen von a.

Eine wesentliche Voraussetzung fiir die Berechnung der Kotangentialgarbe ist
die Existenz einer sogenannten S-Auflésung: diese werden in Kapitel 2 ein-
gefiihrt. Eine S-Auflosung eines Objektes a ist gegeben durch einen Komplex
K € D, (S5), der (in N funktorielle) Isomorphismen

Aut(a/S,N) = Ext’(X",N) und Ex(a/S,N) = Ext' (K", N)

induziert.
Die infinitesimalen Automorphismen und Erweiterungen eines Objektes sind oft-
mals bekannt: fiir die Erweiterungen eines Quotienten ¥ — Q gilt beispielsweise
[siehe 3.3.14]

Ex(a/S,N) 2 Hom(X,Q ®N).

Dabei bezeichnet X den Kern der Projektion ¥ — Q. Eine S-Auflésung ist aus
einer solchen Darstellung ableitbar. Dazu wird die Dualitidtsaussage fiir relative
Ext-Garben aus [Fle81b] ausgenutzt. Dadurch ist sichergestellt, dass fiir Objek-
te, deren infinitesimale Automorphismen und Erweiterungen bekannt sind, auch
eine S-Auflosung existiert und somit eine der wesentlichen Voraussetzungen des
Hauptsatzes erfiillt ist.

Eine weitere technische Anforderung fiir die gewiinschte Darstellung des Ko-
tangentialmoduls ist, dass der Kohomologiemodul H°(X") lokal frei ist. Fiir
ein universelles Objekt a, dass eine derartige S-Auflosung K besitzt, ist der
Kotangentialmodul 2} der Basis S dann isomorph zu H~*(X"). An dieser Stel-
le wird deutlich, warum damit eine Darstellung der Differentialformen feiner
Modulrdume moglich ist: falls ein feiner Modulraum existiert, so gibt es auch
stets ein universelles Objekt der betrachteten Familie. Betrachtet man die zu
dem jeweiligen Modulproblem gehorige Deformationstheorie, so ist dieses Ob-
jekt universell in der Faser F(M) iiber dem Modulraum M.

Im Beweis von 3.2.1 werden implizit formale und lokale Deformationstheorien
benutzt. Diese ergeben sich durch gewisse Lokalisierungs- und Komplettierungs-
prozesse aus der globalen Deformationstheorie p; sie werden in Kapitel 1 genauer
studiert. Da der Kotangentialmodul eines komplexen Raumes S € Any in ge-
wisser Weise mit diesen Prozessen vertréglich ist, wird mit 3.1.1 zunéchst eine
,,formale Version” des Hauptsatzes gezeigt. Diese gibt — allgemeiner als der
Hauptsatz fiir global definierte Objekte — eine Darstellung des Kotangentialm-
oduls Q% eines formalen Raumkeimes S an, der Basis einer formal versellen



Deformation a ist. Eine (formal) verselle Deformation a eines gegebenen Ob-
jektes ag ist dabei eine solche Deformation, die die folgende Liftungseigenschaft
erfiillt:

(FV) ist_E — l_)’_ein Morphismus in F iiber einer abgeschlossenen Einbettung
p(b) < p(b') in An(s gy und f : b — @ ein Morphismus, so gibt es stets
einen Morphismus o’ — a, so dass das Diagramm

b~ b

N

v
a
kommutiert.

Im Gegensatz zu ,,universellen” Deformationen ist die Liftung b’ — @ nicht ein-
deutig. Unter der in den meisten Féllen erfiillten Voraussetzung, dass die infini-
tesimalen Erweiterungen Ex(ag, C) des Objektes ag endlich-dimensional als C-
Vektorraum sind, gibt es stets solche formal versellen Deformationen, darunter
auch eine, die in gewisser Weise ,,minimal” unter allen versellen Deformationen
ist. Diese minimale formal verselle Deformation hat die Eigenschaft, dass zumin-
dest der auf den Tangentialriumen induzierte Morphismus T'(p(b')) — T(p(a))
eindeutig bestimmt ist. Sie wird als formal miniverselle oder semiuniverselle
Deformation von ag bezeichnet. Eine formal universelle Deformation, also eine
solche, die in der Situation von (F'V) stets eine eindeutige Liftung induziert,
gibt es im Allgemeinen nicht.

In den betrachteten Beispielen ist ferner auch Aut(ag,C) endlich-dimensional.
In dem Fall kann man jeder formal versellen Deformation a eindeutig eine nicht-
negative Zahl d zuordnen. Sie wird verselle Uberschussdimension genannt und
ist ein Maf} dafiir, wie ,,weit” a von der formal semiuniversellen Deformation
a* entfernt ist. Theorem 3.1.1 ldsst sich nun wie folgt zusammenfassen: ist a
eine formal verselle Deformation von ag und gibt es fiir @ eine minimale S-
Auflssung, so ist der Kotangentialmodul von S (modulo einem freien direkten
Summanden) isomorph zum Kokern der zweiten Randabbildung dieser minima-
len Auflésung. Der Rang des direkten Summanden ist dabei durch die verselle
Uberschussdimension d von a gegeben.

Unter einer minimalen Auflésung verstehen wir dabei eine minimale Auflésung
im gewohnten Sinne der Kohomologietheorie, also einen Komplex von freien Mo-
duln, dessen Randabbildungen durch Matrizen (a;;)o<i,j<n gegeben sind, fiir die
alle Elemente a;; im maximalen Ideal von Og liegen. Mit Theorem 3.1.1 wird
also allgemein fiir jede S-auflosbare, formal verselle Deformation @ iiber S eine
Beschreibung des Kotangentialmoduls von S gegeben.

Die Arbeit ist folgendermassen eingeteilt: in Kapitel 0 werden sdmtliche Grund-
lagen zusammengetragen, die nicht direkt Teil der Deformationstheorie oder
Kohomologietheorie sind.

Kapitel 1 fasst die wichtigsten Begriffe und Aussagen der Deformationstheorie
zusammen. Insbesondere werden dort Kriterien fiir Versalitdt und Semiuniver-
salitdt einer Deformation gegeben sowie sogenannte Offenheitskriterien, die es
erlauben, bequem festzustellen, ob eine Deformation auf einer offenen Teilmenge
des zugrundeliegenden komplexen Raumes versell oder semiuniversell ist.



In Kapitel 2 wird das wichtigste technische Hilfmittel in dieser Arbeit eingefiihrt,
die sogenannten S-Auflésungen. Ferner zeigen wir, welche Eigenschaften solche
Auflésungen besitzen und welche Informationen eine S-Auflosung iiber das be-
trachtete Objekt a iiber S bereithélt. In diesem Kapitel wird auch die fiir den
Beweis wesentliche Dualitidtsaussage aus [Fle81b] wiederholt und der Funktor
Ly, der in [Fle81b] definiert wird, fiir einen glatten eigentlichen Morphismus 7
explizit berechnet.

Im letzten Kapitel geben wir dann zunichst den Darstellungssatz fiir Kotan-
gentialgarben von Basisrdumen (formal) verseller Deformationen fiir formale
Deformationstheorien und Deformationen an und leiten sodann ein Kriterium
her, wann eine #hnliche Aussage fiir globale Deformationstheorien gilt. Abschlie-
Bend werden einige Anwendungen des Satzes betrachtet. Dabei zeigt sich, dass
der Douady-Raum zum Quot-Funktor Quots, /x, (diesem entspricht das Quot-
Schema im algebraischen Fall) und der zum Hilbertfunktor Hilbx, gehorige
Douady-Raum im glatten Fall eine zu [Leh98] analoge Darstellung der Kotan-
gentialgarbe haben.



Grundlagen

0.1 Notation und Grundbegriffe

0.1.1 Die in dieser Arbeit vorkommenden Ringe seien sdmtlich kommutativ
und mit Einselement. Die betrachteten Korper seien algebraisch abgeschlossen
und von Charakteristik Null.

0.1.2 In dieser Arbeit bezeichnet A zumeist einen lokalen Noetherschen Ring.
Oftmals tragt A zusétzlich die Struktur einer analytischen C-Algebra. Die Ka-
tegorie der A-Moduln wird wie iiblich mit Mod(A) bezeichnet; die Kategorie
der endlichen A-Moduln bezeichnen wir mit Coh(A) und die Kategorie der
A-Moduln endlicher Linge mit Art(A).

Soweit nicht anders angegeben seien die betrachteten Ringhomomorphismen in
dieser Arbeit stets lokal, dass heifit ist f : (A,m4) — (B, mp) ein Ringhomo-
morphismus lokaler Noetherscher Ringe, so gelte f~!(mp) = ma.

0.1.3 Eine Teilmenge U C X eines komplexen Raumes ist Zariski-offen oder
kurz Z-offen, wenn das Komplement X \ U eine analytische Teilmenge von X
ist. Dabei nennt man eine Teilmenge A C X analytisch, wenn sie lokal das ge-
meinsame Nullstellengebilde geeigneter holomorpher Funktionen ist, das heif}t,
wenn es zu jedem Punkt x € X eine Umgebung U gibt und fi, ..., fx € Ox(U)
mit AﬂUZ{UE U| filu)=...= fr(u) =0}.

Die Z-offenen Teilmengen definieren die Zariski-Topologie auf X. Diese ist zu
unterscheiden von der feineren Standardtopologie auf X: fiir jeden Punkt z € X
und jeder Z-offenen Teilmenge U, die x enthilt, gibt es eine (beziiglich der Stan-
dardtopologie) offene Teilmenge U’, die x enthélt und in U liegt. Eine solche
Teilmenge U’ (resp. U) bezeichen wir auch als Umgebung (resp. Z-Umgebung)
von x. Zur Unterscheidung der Topologien werden die Begriffe Z-offen und Z-
abgeschlossen im Gegensatz zu offen und abgeschlossen verwendet. Ist die To-
pologie aus dem Zusammenhang klar, wird das Prifix ,,Z” einfach weggelassen.

Ein Noetherschers Schema wird stets mit der Zariskitopologie versehen. Die
vorgenannten Begriffe werden synonym verwendet.

0.1.4 Unter einem kohérenten Og-Modul F versteht man stets eine Garbe von
Moduln auf S, fiir die es eine offene Uberdeckung {U} gibt, so dass fiir jedes U
Zahlen p, ¢ existieren, fiir die Og‘u — OQS|U — F|, — 0 exakt ist. Fiir solche
kohérenten Moduln F bedeutet f € F, dass f ein lokaler Schnitt von F ist, dass
es also eine Umgebung U C X gibt mit f € F(U). Ist fiir einen Punkt z € X ein



endlicher Ox ,-Modul M gegeben, so gibt es stets eine Umgebung U von x und
einen kohérenten Ox |, -Modul M mit M, = M [[Gro60], Kapitel 0, (5.3.9)].

0.1.5 FKine offene Teilmenge U eines komplexen Raumes X heiflt Steinsch,
wenn die hoheren Kohomologiemoduln sémtlicher kohdrenter Garben F auf U
verschwinden, i.e. H/(U,F) =0 Vi > 0.

Ein Steinsches Kompaktum K C X ist eine kompakte semianalytische Teilmenge
von X, zu der eine Umgebungsbasis aus offenen Steinschen Unterrdumen U C X
existiert. Wir versehen K mit der Strukturgarbe O := O X x5 fiir den Fall, dass
K = {z} nur aus einem Punkt besteht, ergibt sich Ox = Ox ,. Jeder kohérente
O x-Modul erfiillt Theorem A und Theorem B von Cartan. Nach [Fri67] ist ferner
der Ring der globalen Schnitte I'(K, O k) Noethersch.

Aus den vorgenannten Eigenschaften von Steinschen Kompakta folgt, dass sich
diese wie Noethersche affine Schemata verhalten [[BF03], Abschnitt 2, (2.1)].
Sind X und Y Rdume iiber einem Basisraum ¥ und K C X sowie L C Y
jeweils Steinsche Kompakta, so ist auch K Xy L C X Xy Y ein Steinsches
Kompaktum.

Eine Uberdeckung {Ui}ier eines komplexen Raumes X durch Steinsche Kom-
pakta wollen wir lokal endlich nennen, wenn es zu jedem Punkt xz € X eine
Umgebung U, gibt derart, dass U, N U; = @ fiir alle bis auf endlich viele i € I.

0.1.6 Ein komplexer Raum X ist parakompakt, wenn er lokal kompakt ist, das
heifit wenn es zu jedem Punkt x eine Umgebung U gibt, zu der es endlich viele
Umgebungen V; gibt mit U = |JV;. Man beachte, dass es fiir solche Rdume
zu jeder Uberdeckung stets eine lokal endliche Verfeinerung durch Steinsche
Kompakta gibt [siehe 0.1.5].

Ein Schema heiBt quasikompakt, wenn es lokal stets eine endliche Uberdeckung
durch affine Noethersche Schemata gibt.

0.1.7 Ein komplexer Raum X ist Hausdorffsch, wenn es zu zwei Punkten
z,y € X mit ¢ # y stets Umgebungen U, von « und U, von y gibt mit U,NU, =
(). Ein Morphismus komplexer Ridume X — Y ist eigentlich, wenn Urbilder
kompakter Mengen kompakt sind.

Beziiglich der Zariski-Topologie gibt es keine Hausdorffschen Raume. Fiir Sche-
mata verwenden wir daher die folgenden relativen Begriffe: ein Morphismus von
Schemata f : X — Y ist separiert, wenn die Diagonalabbildung A : X —
X Xy X eine abgeschlossene Einbettung ist. f heiflt eigentlich, wenn f sepa-
riert, vom endlichen Typ und universell abgeschlossen ist [siche [Har83], Kapi-
tel 2, Abschnitt 4]. Diese Begriffe iibertragen sich auch auf komplexe Rdume.
Insbesondere ist ein komplexer Raum X genau dann Hausdorffsch, wenn die
kanonische Abbildung X — C separiert ist. Ebenso ist X genau dann kompakt,
wenn X — C eigentlich ist. Anstelle von Hausdorffsch verwenden wir auch fir
komplexe Rdume den Begriff separiert.

0.1.8 Ein Morphismus komplexer Rdume f : X — S heifit endlich, wenn
eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist [sieche [KK83], Kapitel
3, Abschnitt 45, insbesondere Theorem 45.4]:

i) jede Faser ist endlich, das heifit f~1(f(x)) ist fiir alle z € X eine endliche
Menge,



ii) fiir jeden Punkt o € X ist Ox , ein endlicher Og, ¢(;)-Modul,

iii) der Morphismus f3 : Og ¢(z) — Ox s ist quasi-endlich, i.e. Ox o /Mf()Ox 2
ist ein endlich-dimensionaler Og f(»)/M(2)0s, f(») = C-Vektorraum.

Die Dimension eines komplexen Raumkeimes (X, xzg) ist die kleinste Zahl d,
fiir die es eine endliche holomorphe Abbildung (X,zo) — Cg& gibt. Diese Zahl
stimmt stets {iberein mit der Krull-Dimension der zu (X, o) gehorigen analy-
tischen Algebra Ox 4,; sie ist definiert als die maximale Lénge von echt auf-
steigenden Primidealketten in Ox .. Ist X ein komplexer Raum, so setzen wir
dim X := sup,¢c y dim(X, z).

Fiir ein Noethersches Schema ist die Dimension stets als das Supremum der
Krulldimensionen aller Halmringe definiert.

0.1.9 Komplexe Rdume werden mit groflen Buchstaben wie S, T oder X
bezeichnet. Unter einem komplexen Raum versteht man in der vorliegenden Ar-
beit stets einen separierten komplexen Raum von endlicher Dimension mit einer
abzéhlbaren Basis der Topologie, der zudem parakompakt ist. Die Kategorie der
komplexen Réume iiber einem Basisraum ¥ bezeichnen wir mit Any,. Wenn kei-
ne Verwechselung moglich ist, werden auch Raumkeime mit S und 7" bezeichnet.
In Abgrenzung zu komplexen Rdumen schreiben wir S = (S, s) fiir den Keim im
Punkte s € S. Die Kategorie der komplexen Raumkeime {iber einem Basiskeim
(%,0) wird mit An(s o) bezeichnet.

Die Strukturgarbe Og eines komplexen Raumes S ist stets kohdrent und ih-
re Halmringe sind analytische Algebren. Diese sind wegen [[KK83], Kapitel ,
Abschnitt 24, Satz 24.2] insbesondere Noethersche lokale Ringe.

Ein Raumkeim (5, s) eines komplexen Raumes S im Punkt s ist (bis auf Isomor-
phie) eindeutig durch den Halmring Og ; bestimmt [[KK83], Kapitel 4, Abschnitt
44].

0.1.10 K;(z,o) bezeichnet die Kategorie der formalen vollstindigen Raumkei-
me. Objekte sind formale Raumkeime S = (0,0g), wobei Og eine analytische
A := Oy g-Algebra ist, die vollstdndig beziiglich des maximalen Ideals m ist und
Restekorper Og/m = C besitzt. Genau wie konvergente Raumkeime sind auch
formale Raumkeime eindeutig durch die A-Algebra Oz bestimmt.

I&e\inigen Beweisen technischer Natur verwenden wir auch die Bezeichnung
Anal, fiir die Kategorie der A-Algebren mit vorgenannten Eigenschaften. Mit
A := Oy ist offenbar KE???O) ~ m,\.

0.1.11 Wir verwenden oft die folgende Notation: ist s € S ein Punkt und
my C Og s das zugehorige maximale Ideal, so bezeichnet Og/m, die im Punkt s
konzentrierte Garbe auf S, das heifit

Og/mg := j.Os mit j: {s} — S.

Ist S ein komplexer Raum, so ist stets Og s/ms = C und wir verwenden ebenfalls
die Notation Cy := Og/m;



0.1.12 Fiir einen Morphismus komplexer Raume oder Noetherscher Schemata
f: X — S bezeichnet X (s) die Faser von X im Punkte s € S. Der zugrun-
deliegende topologische Raum ist gegeben durch f~!(s) und die Strukturgarbe
durch

OX(s) =0x ® k(s) =0y R®og Os/ms.

In der vorliegenden Situation gibt es stets ein kartesisches Diagramm

X(s) 2> X

|

{s} — S.

Im Falle komplexer Réume ist {s} der reduzierte Punkt, den wir zusammen mit
der Strukturgarbe C als komplexen Raum auffassen. Betrachten wir Noether-
sche Schemata, so ist {s} := Speck(s), wobei k(s) den Restekorper von Og g
bezeichnet. Ein reduzierter Punkt trégt also stets die Struktur eines komplexen
Raumes bzw. eines Schemas. Er wird mit Ss bezeichnet; falls sich s aus dem
Zusammenhang ergibt, so verwenden wir auch die Notation Sy.

Ist F ein kohédrenter O x-Modul, so bezeichnen wir mit

F(s) =F o, Og/ms :=F R k(s) :=F/m;F :=p*F
den auf der Faser X (s) induzierten Modul.

0.1.13 Fiir einen Morphismus komplexer Rdume f : X — S und einen Punkt
x € X ist die Faserdimension von f in x definiert als dim, f := dim f~1(f(z)).
Ist f flach, so stimmt diese mit der sogenannten relativen Dimension von f in
x iiberein, das heifit es gilt [vgl. [Har83], Kapitel 3, Abschnitt 9]

dim,, f = dim(X, ) — dim(S, f(z)).

0.1.14 Wenn eine Aussage lokal gilt, so bedeutet dies, dass es fiir jeden Punkt
s € S eine Umgebung U gibt, beziiglich der die Aussage gilt. Fiir einen Og-
Modul J bedeutet dies: J, erfiillt die Aussage.

Gibt es eine Abbildung von Raumkeimen (S,s) — (7T,t), so lidsst sich diese
stets auf eine Z-offene Umgebung von S fortsetzen [[Gro60], Kapitel 0, (5.2.6)
und [KK83], Kapitel 4, Abschnitt 41, Satz 41.15ff]. Ist s ein Punkt in S und
sind F und G zwei kohérente Og-Moduln, so lisst sich ferner ein Isomorphismus
Fs — G5 auf eine Umgebung U C S fortsetzen [[Gro60], Kapitel 0, (5.2.7) und
[KK83], Abschnitt 41].

0.1.15 Fiir Funktoren werden unterschiedliche Notationen verwendet. Mit F :
Mod(A) — Mod(A) bezeichnen wir einen Funktor, auf der Kategorie der A-
Moduln definiert ist. Eine natiirliche Transformation zweier solcher Funktoren
Y Fy — Fy ist surjektiv auf einer Unterkategorie K', wenn t»(N) : F1(N) —
F5(N) surjektiv ist fiir alle Moduln N aus K’. Analog verwenden wir diese
Sprechweise fiir injektive und bijektive Transformationen.

Desweiteren treten Funktoren der Form p : F — Any auf. Objekte in F werden
mit kleinen Buchstaben wie a oder b bezeichnet. Héufig wird p(a) = S und
p(b) = T sein. F°PP bezeichnet die zu F duale Kategorie, und analog bezeichnet
p°PP den durch p auf den dualen Kategorien induzierten Funktor.
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0.1.16 Mit den entsprechenden Anpassungen gelten die Aussagen dieser Ar-
beit auch fiir Noethersche separierte quasikompakte Schemata vom endlichen
Typ mit endlicher Krulldimension, dessen Strukturgarbe in jedem Halm den
gleichen Restekorper besitzt [vgl. 0.2.5]. Bei der Darstellung werden wir uns im
Folgenden auf komplexe Rédume beschrénken. Nur wenn sich eine Aussage nicht
offensichtlich auf den algebraischen Fall {ibertridgt, werden wir naher darauf
eingehen.

0.2 Glatte Algebren und Morphismen

In diesem Abschnitt werden die wesentlichen Begriffe und Aussagen iiber glatte
Morphismen komplexer Rédume und Noetherschen Schemata zusammengetra-
gen. Da jede analytische Algebra ein Noetherscher lokaler Ring ist, werden die
Begriffe und Aussagen fiir Algebren iiber einem Noetherscheren kommutativen
Ring R formuliert. Eine ausfiihrliche Darstellung und Beweise zu den angefiihr-
ten Aussagen findet man in [[Gro67], Kapitel 17] und [[Mat70], Kapitel 10 und
11]. Ferner sei auch auf [[Wei95], Abschnitt 9, 9.3.1] verwiesen.

0.2.1 Eine R-Algebra A heifit glatt (iiber R), wenn es zu jeder R-Algebra B,
jedem Ideal I C B mit I? = 0 und jedem R-Algebrahomomorphismus v : A —
B/I einen Homomorphismus von R-Algebren u : A — B gibt mit eu = v, das
heifit wenn sich jedes kommutative Diagramm der Form

k—— B

A—5 B/I

wie angedeutet vervollstéindigen lisst. Dabei bezeichnet ¢ : B — B/I die ka-
nonische Surjektion. Ein glatter R-Algebra-Homomorphismus A — B ist ein
Homomorphismus von R-Algebren derart, dass B glatt iiber A ist. Insbesonde-
re ist R —— A genau dann glatt, wenn A eine glatte R-Algebra ist. Aus den
Definitionen folgt unmittelbar, dass der Polynomring R[X1, ..., X,] sowie auch
der Ring der formalen Potenzreihen R[X1,...,X,] glatt iiber R ist [siche auch
[Mat70], Kapitel 10, Abschnitt 26, Beispiel 26.J].

0.2.2 Sei A eine R-Algebra und M ein endlicher A-Modul. Eine R-Derivation
von A in M ist ein R-Homomorphismus d : A — M, der fiir alle a,a’ € A die
Produktregel d(aa’) = ad(a’) + a’d(a) erfiillt. Die Menge aller R-Derivationen
von A in M wird mit Derg(A, M) bezeichnet. Sie trigt eine A-Modulstruktur.
Der universelle endliche Kotangentialmodul Q}4/R := Q4 p und die universelle
R-Derivation d : A — QY /R sind definiert durch die folgende universelle
Eigenschaft: ist d’ : A — M eine beliebige R-Derivation in einen endlichen A-
Modul M, so existiert genau ein A-Modulhomomorphismus A : Qz /R M, so
dass

Qa/n

d] 7
U "

A—d>M
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kommutiert.

Es bezeichne ® das Tensorprodukt auf der Kategorie der A-Moduln. Q}L‘ R ldsst
sich wie folgt konstruieren: es sei K der Kern der Multiplikationsabbildung p :
A®rA — Amit p(x; @x2) = x1-xe. Vermdge A — AR A, a — a®1 betrachten
wir den Quotienten K/K? als A-Modul. Zusammen mit der Abbildung d : A —
K/K? d(a) == 1®a—a® 1 mod I? liefert das den universellen endlichen
Kotangentialmodul und die universelle Derivation.

Auf analoge Weise definiert man den universell endlichen Kotangentialmodul
fiir eine analytische R-Algebra A oder fiir eine vollstdndige Noethersche lokale
R-Algebra A. Im letzteren Fall wird der universell endliche Kotangentialmodul
mit Q}a /R bezeichnet. Es sei angemerkt, dass sich auch in diesen Féllen die
oben angegebene Konstruktion des Kotangentialmoduls iibertrdagt, indem man
das Tensorprodukt durch das analytische resp. komplette Tensorprodukt ersetzt
[[GRT1], Kapitel 3, Abschnitt 5 und [Nag62], Kapitel 6, Abschnitt 42].

Aus dem Kontext wird klar sein, von welchem Kotangentialmodul die Rede ist.
Wir werden im Folgenden also stets annehmen, dass der universelle endliche
Kotangentialmodul existiert und eindeutig ist. Auflerdem verwenden wir ohne
weitere Anmerkungen die folgenden Eigenschaften:

i) Aus der universellen Eigenschaft fiir (2114 /R ergibt sich unmittelbar die
Isomorphie Derp(A, M) = Homu(Q} 5. M) ¥V M € Coh(A).

ii) Der universelle endliche Kotangentialmodul €Y /g ist mit Basiswechsel

vertriglich, dass heifit ist R’ eine weitere R-Algebra und A’ := A ®pr R/,
SO gllt Q}4’/R’ = 9}4/}% ®R A,'

iii) Ist R ein Noetherscher lokaler Ring und A eine lokale R-Algebra, so ist
9114/1% mit Komplettierung vertriglich, i.e. (Q}MR)A = Q,lai/R [folgt aus
[SS72], Korollar 1.6].

0.2.3 Eine Komposition von Ringhomomorphismen R — A’ N A indu-

ziert stets die folgende fundamentale exakte Sequenz der zugehorigen Kotan-
gentialmoduln:

Die Abbildungen sind gegeben durch a(ds//r(a’) ® a) := ada/r(f(a’)) und
B(dasr(a)) := dajar(a). Ist f glatt, so ist die Abbildung o injektiv und die
Sequenz spaltet. Einen Beweis findet man beispielsweise in [[Wei95], Kapitel 9,
9.3.5).

Ist a ein Ideal von A und bezeichnet A’ := A/a, so ist auch

& o
a/a2 —_— Q}4’/R®A'A4> Qh/RHO,

eine exakte Sequenz, wobei § durch §(z) := dz®1 definiert ist. Ist A’ glatt iiber
R, so ist § injektiv und die Sequenz spaltet.

0.2.4 Essei X — S ein Morphismus komplexer Rdume und A : X — X xg X
die Diagonaleinbettung. Man beachte, dass dies wegen der Separiertheit von X
und S stets eine abgeschlossene Einbettung ist. Bezeichnet J die definierende
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Idealgarbe der Diagonale, so definieren wir den (relativen) Kotangentialmodul
Q}(/S analog zu 0.2.2 durch

Ok =A%) =3/

Dies definert einen kohérenten Modul auf X. Aus der Konstruktion folgt, dass

Qﬁ( /s halmweise isomorph ist zu den endlichen Kotangentialmoduln Qéx’m 051"

Daraus ergibt sich leicht, dass Qﬁ( /s mit Basiswechsel vertréglich ist.

Die exakten Sequenzen aus 0.2.3 iibertragen sich mit den offensichtlichen An-
passungen: sind f : X — S und S — ¥ holomorphe Abbildungen, so gibt es
eine exakte Sequenz von O x-Moduln

[ Q5 — Qx/m — Vx5 = 0;

ist j : Z — S eine abgeschlossene Einbettung und § C Og die definierende
Idealgarbe, so gibt es eine exakte Sequenz

/8 = 5" Qs — Qs

0.2.5 Um den Begriff der Glattheit auf Morphismen komplexer Rdume zu
iibertragen, erkldren wir zunéchst, wann ein Morphismus f : X — S glatt in
einem Punkt z € X ist. Wir setzen s := f(z), A := Og s und B := Ox ;. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) Der Ringhomomorphismus f, : A — B ist glatt
ii) A — B ist flach und Qﬁc/s ., ist ein freier B-Modul vom Rang n := dim, f

iii) Die Abbildung f, ist flach und die Faser X ist regulir, das heifit fiir jedes
x' € f~1(s) ist der Halmring Ox, v = Ox v ® k(s) ein regulirer lokaler
Ring.

iv) B = A[[Th T

Die Aquivalenz dieser Aussagen folgt aus [[Gro67], Kapitel 17, insbesondere
Theorem 17.5.1, Theorem 17.5.3 und Satz 17.15.15]. Wegen des Weierstrass-
schen Vorbereitungssatzes [siche [KK83], Kapitel 2, Abschnitt 22] iibertragen
sich diese Aussagen auch auf die analytische Situation. Fiir Noethersche Sche-
mata X und S miissen wir zusétzlich fordern, dass alle Halmringe den gleichen
Restekorper besitzen.

Sind die Bedingungen i) — iv) fiir f und einen Punkt x € X erfiillt, so nennt
man f glatt im Punkt x. Ist f in jedem Punkt x € X glatt, so heifit f kurz glatt.
Wegen 0.2.5ii) ist f genau dann glatt, wenn f flach ist und Q}( /s ein lokal freier
Ox-Modul von endlichem Rang. Ist f glatt und Q; /s lokal frei vom Rang d, so
bezeichnen wir f als glatt von relativer Dimension d. In dieser Situation wollen
wir der Einfachheit halber stets annehmen, dass die betrachteten komplexen
Réume X und S zusammenhéngend sind.

0.2.6 Essei f: X — S eine holomorphe Abbildung komplexer Riume.

i) Die Menge der glatten Punkte Sm(f) := {z € X | f glatt in =} ist stets ei-
ne Zariski-offene Teilmenge von X [folgt aus [KK83], Kapitel 4, Abschnitt
49, Theorem 49.1].
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ii) Aus 0.2.5 iii) ergibt sich insbesondere, dass fiir einen glatten Morphismus
analytischer Algebren ¢ : A — B die induzierte Algebra B := B/msB
stets ein reguléirer lokaler Ring ist. Das maximale Ideal mz = mp/m4B
wird daher von n := dim(B) Elementen erzeugt. Da offensichtlich die
Restekorper k5 und kp gleich sind, liefert der sogenannte Koszul-Komplex
[siehe [Wei95], Kapitel 4, Abschnitt 5, Korollar 4.5.5]

0> B"—...5B% S B-okg—0

eine endliche freie B-Auflésung von kp.

0.3 Hom-Funktoren auf abelschen Kategorien

In diesem Abschnitt bezeichne K stets eine abelsche Kategorie. Einige Aussagen
gelten auch ohne die Voraussetzung abelsch; wir wollen dies aber der Einfachheit
halber voraussetzen. Es sollen im Folgenden einige elementare Eigenschaften
der Funktoren Hom(X, —) bzw. Hom(—, Y zusammengestellt werden, wobei X
und Y Objekte der zugrunde liegenden Kategorie K bezeichnen. Fiir K treten
in dieser Arbeit die Kategorie Mod(A) (resp. Coh(A)) der (endlichen) Moduln
iiber einem Noetherschen Ring A und die Kategorie Coh(X) der kohérenten
Moduln eines komplexen Raumes oder Noetherschen Schemas X auf. Daher
verwenden wir anstelle der Begriffe Monomorphismus und Epimorphismus die
fiir Moduln gebréuchlicheren Termini injektiv und surjektiv.

Einige der hier aufgefiihrten Aussagen findet man sicherlich in Arbeiten wie
[ML98]. Sie werden der Vollsténdigkeit halber mit angegeben.

0.3.1 Ein Morphismus A : P, — P in K induziert auf kanonische Weise eine
natiirliche Transformation von Funktoren

h* : Hom(Py, —) — Hom(Py,—), f+— foh.

Da P, L. P, — coker(h) — 0 exakt ist und Hom(—, N) ein kontravari-
anter linksexakter Funktor fiir jedes Objekt N € K, ist der Funktor ker(h*, —)
isomorph zu Hom(coker h, —). Ist umgekehrt H eine natiirliche Transformati-
on von Hom-Funktoren, H : Hom(P», —) — Hom(P, —), so existiert stets ein
Morphismus h : P, — P, in K mit H = h*. Ist ndmlich NV € K ein beliebiges
Objekt und f € Hom(P2, N), so gibt es ein kommutatives Diagramm

Hom(Py, Py) ~% Hom(Py, P»)

.| B

Hom(Ps, N) % Hom(P;, N)

da H nach Voraussetzung eine natiirliche Transformation ist. Dem Diagramm
entnehmen wir

Hn(f)=Hn(foidp,) = Hy o fi(idp,) = fs o Hp,(idp,) = f o (Hp,(idp,))

und daher leistet h := Hp, (idp,) € Hom(Py, P2) das Gewiinschte.
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0.3.2 Da der Funktor Hom(—, —) beziiglich der ersten Komponente nicht
rechtsexakt ist, werden Injektionen durch den Hom-Funktor nicht auf Surjek-
tionen iiberfiihrt. Fiir einen Morphismus « : P, — P> gilt allerdings stets die
Implikation o} surjektiv. = « injektiv . Genauer ist dann sogar P; ein di-
rekter Summand von Ps. Dies folgt unmittelbar aus der Surjektivitit, denn dann
gibt es zu idp, € Hom(Py, Py) ein Urbild 3, das heift es ist idp = o*(§) = foa
und somit 3 ein Linksinverses zu «.

0.3.3 Sei P ein Objekt in K und hp := Hom(P,—). Sei weiter T : K — K
ein kovarianter additiver Funktor und

a:hp =Hom(P,—) — T(-)

eine natiirliche Transformation von Funktoren, die fiir alle Objekte N € K
surjektiv ist. Wir wollen diese Transformation mit einer weiteren Transformation
B : hg = Hom(Q, —) — T(—) vergleichen, wobei @ ein beliebiges Objekt in K
sein soll.

i) Es existiert stets ein Morphismus b : P — @ in K derart, dass der indu-

zierte Morphismus h* das folgende Diagramm von natiirlichen Transfor-
mationen wie angedeutet kommutativ macht

hq
¥ «
hp — T

ii) Der Morphismus A in i) ist bis auf ker a eindeutig bestimmt, das heifit
sind h* und g* zwei Morphismen, die das Diagramm unter i) kommutativ
machen, so gilt fiir jedes Objekt N € K: im(h*(N) — g*(N)) C ker ay.

Beweis: Teil ii) folgt sofort aus S(N) = a(N) o g*(N) = a(N) o h*(N). Um
die Existenz eines solchen Morphismus h zu zeigen, wenden wir die gegebenen
Transformationen « und B auf Q an und erhalten Homomorphismen

Hom(Q, Q) —2~ T(Q) 2~ Hom(P, Q).

Da a nach Voraussetzung surjektiv ist, hat 5(idg) ein Urbild h € Hom(P, Q).
Es bleibt zu zeigen, dass fiir ein solches h und ein beliebiges Objekt N € K das
Diagramm

Hom(Q, N)

.
Hom(P, N) =~ T(N)

kommutiert. Da «, 8 und h* natiirliche Transformationen zwischen den ent-
sprechenden Funktoren sind, folgt daraus die Behauptung. Sei also f: Q — N
ein Morphismus in K. Da die Transformationen o und 8 mit Morphismen ver-
traglich sind, erhalten wir kommutative Diagramme

Hom(Q, Q) —> T(Q) Hom(P, Q) <~ T(Q)
fu l lF(f) und e l lT(f)
Hom(Q, N) 2~ T(N) Hom(P,N) %> T(N)
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Dem linken Diagramm entnehmen wir T'(f)(5(idg)) = £(f) und dem rechten
T(f)(«(h)) = a(f oh). Nun ist h aber so gewéhlt, dass a(h) = B(idg), also
folgt 5(f) = alf o h) = (a0 k) (). 0

Wegen Teil 1) der obigen Aussage lisst sich jede natiirliche Transformation der
Form hg —— T iiber eine surjektive Transformation hp —— T faktorisie-
ren, sofern eine solche surjektive Transformation existieren. Wegen ii) ist eine
derartige surjektive Transformation, sofern existent, nicht eindeutig bestimmt.

Wir wollen nun noch einige Aussagen zeigen, die lediglich in der abelschen Ka-
tegorie K := Mod(A) der Moduln iiber einem lokalen Noetherschen Ring A
gelten. Soweit nicht anders angegeben seien P; und P, stets endliche A-Moduln.

0.3.4 FEine Surjektion o : P — P, induziert fiir jedes Objekt X € K stets
einen injektiven Gruppenhomomorphismus a% : Hom(Ps, X) — Hom(P;, X).
Die Umkehrung dieser Aussage ist fiir beliebige abelsche Kategorien K falsch.
Wir wollen zeigen, dass eine solche Umkehrung fiir die Kategorie Mod(A) der
Moduln iiber einem lokalen Noetherschen Ring A gilt, wenn P; und P endli-
che Moduln sind. In Anlehnung an die Notation a* bezeichnet a™ im folgen-
den die auf dem Restekérper k := A/m induzierte Abbildung Hom(P,, k) —
Hom(P, k). Fiir einen Homomorphismus « : P; — P; sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

i) « ist surjektiv
ii) a* : Hom(P,,—) — Hom(Py, —) ist injektiv auf Mod(A)
iii) at : Hom(Ps, k) — Hom(Py, k) ist injektiv

Beweis: Die Implikationen i) == 1ii) = iii) sind trivial. Sei a™ injektiv.
Wegen
Hom 4 (Py, k) = Homy, (P /mPy, k) = Py/mPy”

induziert o™ eine Injektion von k-Vektorriumen P, /mng — P /mPlv. Dann
ist aber P/mP; — P,/mP; surjektiv, das heifit coker a/mcoker & = 0. Nun
folgt i) aus dem Lemma von Nakayama. O

0.3.5 Aus 0.3.4 ergibt sich das folgende Isomorphiekriterium fiir endliche Mo-
duln iiber einem Noetherschen lokalen Ring A: zwei endliche A-Moduln P; und
P, sind genau dann isomorph, wenn es Homomorphismen h; : P, — P und
hy : Py — P; gibt und sowohl h] als auch h3 injektiv sind. Dies folgt aus der
Tatsache, dass iiber einem Noetherschen Ring zwei endliche Moduln P; und P»
genau dann isomorph sind, wenn es Surjektionen 7: P, — P, und k: P, — P
gibt. Dann folgt mit einem einfachen Lingenargument der behauptete Isomor-
phismus. Eine alternative Beweisidee geht auf H. Fitting zuriick: die Komposi-
tion 7 o k definiert einen surjektiven A-Endomorphismus von Ps, welcher stets
bijektiv ist [[SS94], Kapitel 5, Abschnitt 28, Satz 38.15].

0.3.6 Mit Hilfe von 0.3.4 und 0.3.5 kann eine etwas stidrkere Variante von

Aussage 0.3.3 gezeigt werden. Wir machen zunichst die folgende Definition:
ist T : Mod(A) — Mod(A) ein kovarianter additiver Funktor, so nennen wir
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T semidarstellbar durch einen Modul P € Mod(A), wenn es eine surjektive
Transformation von Funktoren

a:hp =Hom(P,—) — T(-)

auf Mod(A) gibt, die fiir den Restekérper k := A/m4 eine bijektive Abbildung
a(k) induziert. Sei T semidarstellbar durch P und § : Hom(Q, —) — T eine
weitere Transformation von Funktoren. Dann gilt:

i) Es gibt einen Homomorphismus von A-Moduln h : P — @, so dass das
Diagramm in 0.3.3i) kommutiert.

ii) Ist B(N) surjektiv fiir alle N € Mod(A), so gibt es einen Modul L €
Mod(A) und eine Darstellung Q = P & L.

iii) Ein semidarstellender Modul ist bis auf (nichtkanonische) Isomorphie ein-
deutig bestimmt.

Die erste Behauptung folgt aus 0.3.3 und die dritte aus Behauptung ii). Sei also
P ein semidarstellender Modul von 7" und 3 : hg — T eine beliebige surjektive
Transformation. Aus 0.3.3 folgt nun, dass es lineare Abbildungen h : P — @
und g : Q — P gibt mit « = fog* und § = «a o h*. Wir erhalten somit ein
kommutatives Diagramm von Transformationen wie folgt:

hPL’hQL’hP

N

T

Nach Voraussetzung ist (k) bijektiv. Aus dem Diagramm ergibt sich, dass auch
htogt = (goh)" : hp(k) — ho(k) — hp(k)

bijektiv ist. Wegen hp(k) = Hom(P, k) = Homy(P/msP,k) = P/msP" ist
dann auch die zu (g o h)™ duale Abbildung P/msP — P/maP ein Isomor-
phismus. Da A ein Noetherscher lokaler Ring ist und P ein endlicher A-Modul,
folgt daraus leicht, dass auch go h : P — Q — P ein Isomorphismus von A-
Moduln ist. Daher besitzt h ein Linksinverses und es gibt eine Darstellung wie
behauptet. O

Es sei angemerkt, dass die Aussage auch fiir die Kategorie der endlichen A-
Moduln Coh(A) anstelle von Mod(A) gilt; der Beweis bleibt unveréndert giiltig.

0.3.7 Sind die natiirlichen Transformationen a und g in 0.3.6 lediglich fiir Ar-
tinsche Moduln definiert, so bleiben die Aussagen fiir die Komplettierung A rich-
tig, falls T' Artinsche Moduln auf Artinsche Moduln wirft und mit dem Bilden
inverser Limiten vertraglich ist. Um dies einzusehen, betrachten wir zunéchst die
kovarianten Hom-Funktoren hp und hq als Funktoren auf Art(A). Diese bilden
dann auf die Kategorie der Artinschen Moduln ab, da fiir einen Artinschen Mo-
dul N auch hp(N) und hg(N) Artinsch sind. Ist nun 7' : Mod(A) — Mod(A)
ein additiver Funktor, welcher ebenfalls Artinsche Moduln in Artinsche Moduln
iiberfithrt und mit dem Bilden inverser Limiten vertréglich ist in dem Sinne,
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dass es fiir jedes gerichtete System Artinscher Moduln { N, },, einen natiirlichen
Isomorphismus
lim T(N,)=T( lim N,)
n n
gibt, so gilt fiir das durch N,, := N/m" Tt N definierte inverse System insbeson-
dere R
lim T(N,) = T(N).

Ebenso induzieren die natiirlichen Transformationen o und # Abbildungen in-
verser Systeme

& : {Homy (P, Np)}n — {T(Ny,)}n, analog 3.

Nun priift man leicht, dass fiir alle n die Moduln K(N,,) := ker &(N,,) endliche
Linge haben und somit das zugehérige inverse System {K (N, )}, die Mittag-
Leffler-Bedingung erfiillt [[Har83], Kapitel 2, Abschnitt 9, insbesondere Beispiel
9.1.2]. Ebenso sieht man, dass auch K'(N,) := ker B(N,,) die Mittag-Leffler-
Bedingung erfiillt. Die inversen Limiten von & und (3 sind daher gegeben durch
die A—Homomorphismen

lim &

Hom 4(P,N) = lim Homs(P,N,) — lim T(N,)=T(N)

und analog ~ o .
lim (:Hom;(Q,N)— T(N).

Man sieht leicht, dass diese Abbildungen funktoriell in N sind; da K(N,,) die
Mittag-Leffler-Bedingung erfiillt, ist 7' (als Funktor auf Mod(A)) semidarstell-
bar durch P. Da auch K’(N,) der ML-Bedingung geniigt und A und A den
gleichen Restekorper haben, konnen wir den Beweis von 0.3.6 auf die vorliegen-

de Situation iibertragen und erhalten die folgenden Aussagen:

i)’ Ist o surjektiv auf Art(A) und ist fir k := A/ma die Abbildung a(k)
bijektiv, so gibt es eine A-lineare Abbildung & : P — @ derart, dass

HomA(Q, N)
W llim,@
Hom 4 (P, N) 2%, T(N)

fiir alle endlichen A-Moduln N kommutiert.

ii)" Ist 3 surjektiv auf Art(A), so gibt es einen Modul L € Coh(A) und eine
Darstellung Q =< P& L.

iii)” Ist zusitzlich G(k) bijektiv, so gibt es einen nichtkanonischen Isomorphis-

mus P = Q.

0.3.8 Zwei endliche A-Moduln P; und P, iiber einem Noetherschen lokalen
Ring A sind genau dann isomorph, falls ihre Komplettierungen P, und P, A-
isomorph sind. Wir wollen den Beweis kurz skizzieren: zunéchst bemerkt man,
dass es einen A-Isomorphismus

(Homa(Py, P2))" = Hom 4 (P, Py).
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gibt, der in beiden Komponenten mit Abbildungen vertréglich ist. Daraus folgt
leicht, dass ein A-Isomorphismus stets einen A- Isomorphismus induziert. Sei also
P P, — P, ein Isomorphismus von A-Moduln, das heifit @ € Hom 4 (Pl, PQ)
Da P; und P; endliche A-Moduln sind, ist auch Hom 4 (Py, P) endlich iiber A.
Analog sind Py, P, und HOIHA(Pl,PQ) endliche A-Moduln. Aus A/ = A/m
ergeben sich A-Isomorphismen

Hom 4 (P, Py) /i Hom 4 (P, Py) = Hom 4 (P, Py)/m Homa(Py, Py)

und
HomA/ﬁ(Pl/ﬁlPth/ﬁiPQ) = HomA/m(Pl/mPl,Pg/mPQ)

Wir betrachten den kanonischen Homomorphismus

[0 HOIDA(Pl,PQ) — HomA/ﬁl(Pl/ﬁlpl,Pg/ﬁlpg) = HomA/m(Pl/mPl,Pg/mPg)

welcher ¢ abbildet auf p®id 4/ : P ®A/m — P,®A/m. Der Homomorphismus
« faktorisiert iiber der kanonischen Surjektion 7, das heif3t

[e3

HOIHA(Pl, pg)

T

HOIDA(Pl,PQ)/mHOIHA(Pl,PQ)

» Hom g/ (P1/mP1, Pa/mPy)

kommutiert. Das Element 7(@) =: [¢] € Hom4(P1, P2)/mHom4(Py, Py) besitzt
ein Urbild unter der kanonischen Surjektion

Y[ HOI’HA(Pl, PQ) — HOHIA(Pl, PQ)/mHOHlA(Pl, PQ)
Sei ¢ ein solches Urbild. Sowohl ¢ als auch @ induzieren die gleiche Abbildung
P ®@ida/m = a(p) : Pr/mP — Py/mP,

Nun ist @ nach Voraussetzung ein Isomorphismus. Daher ist die Abbildung
a(p) = ¢ ®id 4/ insbesondere surjektiv, das heifit es gibt eine A-lineare Ab-
bildung ¢ : Py — P, fiir die P;/mP; — P,/mP; surjektiv ist. Mit den iiblichen
Schliissen folgt aus dem Lemma von Nakayama, dass auch ¢ surjektiv ist. Das
Argument liisst sich genauso auf die Umkehrabbildung ¢~! anwenden. Wir er-
halten einen weiteren surjektiven A-Homomorphismus P, — P;. Aus 0.3.5 folgt
dann die behauptete Isomorphie von P; und Ps.

0.4 Kohomologie

An dieser Stelle sei ein kurzer Uberblick der fiir die vorliegende Arbeit notwen-
digen Kohomologietheorie gegeben. Dabei werden die Notationen aus [Har66]
und [[Wei95], Kapitel 10] verwendet. Wir beginnen mit dem Uberblick deri-
vierter Kategorien und Funktoren iiber der Kategorie der Og-Moduln Mod(S)
fiir einen geringten Raum S = (5, Og). Soweit nicht anders angegeben, sind in
diesem Abschnitt alle auftretetenden Riume stets geringte Raume.
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0.4.1 Ein Komplex von Og-Moduln wird mit X' = (X', ) bezeichnet. Dabei
ist 0 = (0%); eine Abbildung vom Grad 1 mit 8719’ = 0. Ein Morphismus
von Komplexen f: K; — X besteht aus einer Familie von Homomorphismen
e KY — X%, die mit den Randabbildungen vertréiglich sind. Die Komplexe
von Og-Moduln bilden zusammen mit den Morphismen eine abelsche Kategorie
Ch(5S).

Zwei Morphismen von Komplexen f', g° nennt man homotop, wenn es eine
Abbildung & : X; — X5 vom Grad —1 gibt mit

fr—g" =0T+ kT

Die Abbildung k nennt man eine Homotopie. Die Eigentschaft, homotop zu sein,
liefert eine Aquivalenzrelation ~ auf der Menge der Morphismen. K(S) bezeich-
net die Kategorie der Komplexe mit den Homotopieklassen von Abbildungen als
Morphismen, das heifit K(S5) hat die gleichen Objekte wie Ch(S), und fiir die
Morphismen gilt Homg g)(£",X") = Homgp(g) (L, XK")/ ~.

0.4.2 Auf K(S) definieren wir den 0-ten Kohomologiefunktor H" : K(S) —
Mod(S) durch H(X") := kerd°/imd~1. Zusammen mit dem Translations-
funktor [], welcher gegeben ist durch

K [i]™ := K™ und Oxc-1q) = (—1)'0g-,

definiert H® := HY o [i] den i-ten Kohomologiefunktor. Eine Abbildung von
Komplexen f: K — L' induziert stets Homomorphismen von den Kohomolo-
giemoduln fI: HY(X') — H*(L"). Diese Homomorphismen hiingen nur von der
Homotopieklasse der Abbildung f ab.

Induziert die Abbildung f° Isomorphismen f? fiir jedes i € Z, so bezeichnen
wir [ als Quasi-Isomorphismus oder kurz als QIS. Die derivierte Kategorie
D(S) konstruiert man aus K(.5) durch Invertieren aller Quasi-Isomorphismen
[vel. [Wei95], Abschnitt 10.4]. Aus der Konstruktion folgt insbesondere, dass die
Kategorie D(S) aus den gleichen Objekten wie K(S) besteht.

Zwei Komplexe X und L bezeichnen wir als quasiisomorph, wenn sie isomorph
sind in D(S), das heifit, wenn es eine Kette von Quasiisomorphismen

K=Kyg—=K; XKy —...«<K, =L

gibt. Man beachte, dass in K(.S) nicht notwendig ein Morphismus zwischen zwei
quasiisomorphen Komplexen existiert.

0.4.3 Fiir ein ¢ € Z definieren wir die folgenden abgeschnittenen Komplexe
0<i(L) und o5;(L") eines Komplexes L' € K(S):
i—9 di72 i1 di—l .
o<i(L): — L7 — L7 — Kerd' — 0
i i . i+1 . i+2
osi(L7): 00— Jmd L gitt L, gz 00

Diese Komplexe sind mit der Kohomologie des Komplexes L vertraglich, das
heifit es ist H’(0<;(L7)) = HI(L) fiir j < i und H’(0<;(L7)) = 0 fiir j > i
sowie H7(05;(L£7)) = H/ (L") fiir j > i und H’(05;(L£7)) = 0 fiir j < 4. Ferner
gibt es die folgende exakte Sequenz:

0—o0<;(L) =L —05,(L)—0
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Eine weitere Variante abgeschnittener Komplexe ist gegeben durch

. i—2 7% g d! i—1
oci(L): — L7 — L ——Imd"™ —— 0
. i . i1 .
0>i(L): 0 — Cokerdi~! L pitt L, pit2

Auch diese Komplexe induzieren eine exakte Sequenz
0—0i(L) =L —05,(L)—0

und die Kohomologie der abgeschnittenen Komplexe ist mit der von L ver-
tréiglich, es gilt also H7 (o;(L7)) =& HI(L") fiir j < i und HY (0;(L7)) = HI(L")
fiir j > 4 und die ibrigen Kohomologien von o«;(£") und o>;(L") verschwinden.

0.4.4 Oftmals werden beschrinkte Komplexe von Interesse sein: die Kategorie
der nach links beschrinkten Komplexe KT (S) besteht aus solchen Komplexen
L, fiir die es ein Iy € Z gibt mit L' =0 Vi < ly. Ist die Schranke [ fiir jeden
Komplex gleich, so verwenden wir auch die Notation K=!0(S). Entsprechend
betrachtet man die Kategorien K~ () und K= der nach rechts beschrinkten
Komplexe und die Kategorie der beidseitig beschrdankten oder einfach beschrink-
ten Komplexe K®(S) := K*(S) N K~ (5). Auch die Komplexe mit kohirenter
Kohomologie bilden eine Unterkategorie K.(S) von K(S); analog werden wir
die Unterkategorien von nach links, nach rechts oder beidseitig beschrankten
Komplexen mit kohérenter Kohomologie betrachten und dafiir den Index ¢ in
der Notation verwenden. Die Kategorien K*(S), K~ (S) und K*(S) sind auf
natiirliche Weise volle Unterkategorien von K(S), ebenso wie die entsprechen-
den Unterkategorien mit kohirenter Kohomologie.

Nach [[Har66], Kapitel 1, Abschnitt 4] lassen sich all diese Unterkategorien deri-
vieren. In der Notation wird K durch D ersetzt, das heifit D(S) bezeichnet die
derivierte Kategorie von K(S), DT (S) die von K*(S) usw. Die verschiedenen
derivierten Kategorien sind sdmtlich volle Unterkategorien von D(S).

Bei den derivierten Kategorien verwenden wir auch die Notation £ € D=0 (S).
Da in der derivierten Kategorie die Komplexe lediglich bis auf Quasiismorphie
eindeutig bestimmt sind, bedeutet dies, dass L' ein nach rechts beschrinkter
Komplex ist und H/ (L) = 0 V j > lp. Es sei angemerkt, dass es fiir L’
auch Reprisentanten R gibt mit R # 0 fiir ¢ > ly. Diese sind allerdings stets
quasiisomorph zum abgeschnittenen Komplex o<, (R"), wie leicht aus 0.4.3 folgt.
Daher kénnen wir stets annehmen, dass L/ =0 V j > ly. Auf analoge Weise
wird die Notation X € D= (S) verwendet.

0.4.5 Unter gewissen Voraussetzungen lisst sich ein Funktor F : K(S) —
K(S), der mit dem Translationsfunktor [] vertréiglich ist, auf einer geeigneten
Unterkategorie K*(S) derivieren, das heiBt zu einem Funktor F : D*(S) —
D*(S) fortsetzen, wobei K*(S) eine geeignete Unterkategorie von K(.5) ist und
D*(S) die zugehorige derivierte Kategorie [vgl. [Har66], Kapitel 1, Abschnitt 5].
Derivierte Funktoren sind, sofern existent, eindeutig bis kanonische Isomorphie
[vgl. [Wei95], Abschnitt 10, 10.5.1]. Die Berechnung eines solchen derivierten
Funktors erfolgt mit einer geeigneten F-azyklischen Auflésung [siehe [Wei95],
Abschnitt 2, 2.4.3 und Abschnitt 10.5].

Wir wollen fiir den wichtigen Fall eines linksexakten Funktors F' : K*(S) —
K™ (S) die explizite Berechnung des sogenannten rechtsderivierten Funktors
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RF = RT™F : DT(S) — D"(S) angeben: da die Kategorie Mod(S) geniigend
Injektive besitzt, hat jeder Komplex X € K (S) eine injektive Auflésung I, das
heiit es gibt einen Quasiisomorphismus K — J° und die Moduln I/ sind injek-
tiv fiir alle j. Eine solche injektive Auflosung ist F-azyklisch [[Wei95], Abschnitt
10, 10.5.6] und kann somit fiir die Berechnung von RF verwendet werden; fiir
K und J wie zuvor definiert ergibt sich RF(X) = F(J). Dabei bedeutet ”
=", dass die Objekte in der derivierten Kategorie iibereinstimmen. Die Koho-
mologiemoduln dieser Komplexe sind daher eindeutig bestimmt. Sie werden im
Folgenden mit R'F(X"), i € Z bezeichnet.

Da die Kategorie der Og-Moduln nicht gentigend Projektive hat, kénnen wir die
Uberlegungen fiir die Berechnung von RF nicht direkt auf den dualen Fall eines
rechtsexakten Funktors G : K= (5) — K™ (S5) anwenden. Allerdings ist jeder
Modul auf S Quotient eines flachen Moduls [[Har66], Kapitel 2, Abschnitt 1,
Satz 1.2] und es gibt fiir L € K~ (.5) stets eine flache Auflgsung . Fiir bestimte
rechtsexakte Funktoren G lassen sich linksderivierte Funktoren LG := L~ G
vermoge einer solchen flachen Auflosung definieren.

Es sei noch auf die allgemeinen Existenzaussagen von derivierten Funktoren
verwiesen [siehe [Har66], Kapitel 1, Abschnitt 5, Theorem 5.1 und [Wei95], Ab-
schnitt 10, Theorem 10.5.9].

0.4.6 Als Néichstes wollen wir ein paar Beispiele fiir derivierte Funktoren an-
geben. Dabei seien die betrachteten Rdume X und S komplexe Rdume wie in
0.1.9 oder Noethersche Schemata wie in 0.1.16. Fiir einige Beispiele ist es zwar
ausreichend, geringte Rdume zu betrachten, da in dieser Arbeit aber stets eine
geometrische Situation zugrunde liegt, ist es zweckméBig, zusétzlich eine analy-
tische oder algebraische Struktur zu fordern.

i) Exakte Funktoren Aus der Definition der Kohomologiefunktoren JH?
folgt leicht, dass diese mit exakten Funktoren kommutieren: ein additiver
exakter Funktor F' : Mod(S) — Mod(S) induziert einen Funktor auf der
Kategorie K(S), den wir ebenfalls mit F' bezeichnen. Fiir alle X € K(S5)
gilt nun _ _

H(F(X)) = F(H (X)),
denn aus der Exaktheit von F folgt fiir einen Og-Modulhomomorphismus
0" : XK' — K1 unmittelbar
F(ker 0") = ker F/(0") und F(im 9") = im F(9").
Dies impliziert insbesondere, dass ein exakter Funktor F' Quasiisomor-
phismen respektiert; daher ldsst sich der durch F' induzierte Funktor F :

K(S) — K(95) trivial fortsetzen zu F : D(S) — D(S), das heifit auf ganz
K(S) derivieren. In diesem Fall ist LF = RF = F.

Ist F' lediglich ein linksexakter (resp. rechtsexakter) Funktor, so lisst sich
der auf K~ (S) (resp. KT(S)) induzierte Funktor trivial derivieren; aus
den Definitionen folgt leicht, dass der derivierte Funktor

LF=F:D (S)—>D~(S) (oder RF=F:D"(S)— D*(S))

durch F' gegeben ist.
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ii)

iii)

Hom-Funktor Fiir zwei Komplexe (X', 0x-) und (L°,0c-) auf S definie-
ren wir den Hom -Komplexr durch

Hom(K", L) :={f: X = L [ |f|=n} =[],z Hom(XP, LPT™)
und Dhiom (£) 1= [0, £1 = 0c. f — (-1 0nc

Dabei bezeichnet [,] die graduierte Lie-Klammer und | f'| den Grad von
f°, welcher definiert ist als die Zahl n € Z, fiir die f : X — L'[n] ein
Morphismus von Komplexen ist. Eine einfache Rechnung zeigt 8%, =
0. Diese Konstruktion ist beziiglich beider Komponenten funktoriell. Der
zugehorige Bi-Funktor

Hom' (—, —) : K(S)°P? x K(5) — K(S)

kann auf K(S)P? x KT (S) beziiglich der zweiten Komponente rechts-
deriviert werden, da es fiir Komplexe X' € K1 (S9) stets eine injektive
Auflésung gibt. Der resultierende Funktor R;; Hom (—, —) ist beziiglich
der ersten Komponente exakt; daher liefert Derivieren beziiglich dieser
Komponente eine triviale Fortsetzung auf D(S)°P? und wir erhalten

RHom' := R;R;; Hom' : D(S5)°? x DT(S) — D(S).

Der Komplex RHom (X', L") ldsst sich mit einer injektiven Aufldsung I
von L' berechnen; dafiir ist R Hom (X', L") = Hom (X', 7).

Man beachte, dass in manchen Féllen der Funktor Hom™ auch zunéchst
beziiglich der ersten Komponente deriviert werden kann [vgl. [Har66], Ka-
pitel 1, Abschnitt 6]. In einem solchen Fall wird der derivierte Funktor
mit RHom' := R;;R; Hom bezeichnet. Da dieser auf D~ (S)P? x DT (S)
mit RyR;yrHom' iibereinstimmt, konnen wir die an sich nicht eindeutige
Schreibweise R Hom' verwenden. Der Funktor R;; Ry Hom' existiert bei-
spielsweise dann, wenn X' eine projektive Auflosung P besitzt. Dann gilt
RHom (X',L") = Hom (P, L").

RHom' erhilt den Grad der Komplexe, das heiBt, ist X € D<F0(S) und
L€ D2h(S), so folgt RHom (K',L') € DZlo~%0(S). Ebenso ist der
Funktor mit kohdrenter Kohomologie der Komplexe vertriglich. Die Ein-
schrinkung des Funktors RHom™ auf den vollen Unterkategorien D (S)
und D} (S) induziert einen Funktor

RHom' : D, (S)” x D}(S) — D} ().

Die Konstruktion des Funktors Hom' (—, —) ldsst sich vergarbifizieren, in-
dem man die in der Definition auftretenden Hom-Moduln durch Hom-
Objekte ersetzt. Die vorstehenden Aussagen bleiben unveréndert auch fiir
den Hom -Funktor und dem derivierten Funktor RHom" giiltig.

Weitere Anmerkungen zum Hom-Funktor von Komplexen und Beweise zu
den obigen Aussagen findet man in [[Har66], Kapitel 1, Abschnitt 6 und
Kapitel 2, Abschnitt 3].

Tensorprodukt Sind X' und L' wie in Beispiel ii), so ist das Tensorpro-
dukt von X' und L definiert durch:

(K @L)" =P, KP@L P
Og 1= Ox Qidg + (—1)™idx ® Jg-
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iv)

Diese Konstruktion ist in beiden Komponenten funktoriell; der Funktor
Fg := — ® — kann auf K= (5) x K~ (S) linksderiviert werden. Nun ist
der derivierte Funktor LFg unabhéngig davon, ob zunéchst beziiglich der
ersten Komponente deriviert wird und dann (trivial) beziiglich der Zweiten
oder umgekehrt. Daher verwenden wir die Notation ®. Fiir den Funktor
Fg sind flache Auflosungen azyklisch: sind F; und ¥, flache Auflssungen
von X resp. L, so gilt

KoL 2K @F2F, ol

Man rechnet leicht nach, dass die Funktoren ® und ® mit den Gradbe-
schrankungen und der Kohérenz der Kohomologie der gegebenen Komple-
xe vertréiglich sind, das heifit es ist X' @L" € D<kotlo(§) fiir K- € D<ko(S)
und L € D=P(S) und es gibt einen derivierten Funktor ® : D (S) x
D (S) — D, (5). Fiir Beweise der Aussagen iiber das Tensorprodukt von

Komplexen verweisen wir auf [[Har66], Kapitel 2, Abschnitt 4].

R7, und L7* Ein Morphismus 7 : X — S induziert auf natiirliche Weise
Funktoren 7, : K(X) — K(5) und 7* : K(S) — K(X). Dazu existieren
die derivierten Funktoren

R, : DT (X) — D"(S) und L7* : D™ (S) — D™ (X).

Beide Funktoren m, und 7* und somit auch die zugehorigen derivier-
ten Funktoren Rw, und L7* sind graderhaltend, das heifit fiir ein X' €
D=%0(8) ist auch R, (X') € D2ko(S). Dies gilt analog fiir X* € D<Fo(S9)
und L7z*. Ferner ist L7* mit kohédrenter Kohomologie der Komplexe ver-
triglich und induziert daher einen Funktor L7* : D (S) — D (5).

Der Funktor Rm, hingegen ist nur dann mit kohérenter Kohomologie von
Komplexen vertréglich, falls 7 eigentlich ist. Wie zuvor wird auch in diesem
Fall der auf den Unterkategorien D (X) und D (S) induzierte Funktor
mit Rm, bezeichnet.

Berechnen lassen sich die derivierten Funktoren wieder mit injektiven resp.
flachen Auflosungen: fiir R, ist R (X') = 7. (J'), wenn J° eine injektive
Auflésung von X' bezeichnet; fiir Lr* ist La* (L") = 7*(F"), wobei F eine
flache Auflosung von L ist.

Abschlieflend sei auf [[Har66], Kapitel 2, Abschnitte 2 und 4] verwiesen,
wo die vorgenannten Funktoren ausfiihrlich behandelt werden.

Es sei angemerkt, dass der Translationsfunktor [] per definitionem mit den hier
angegebenen Funktoren aus Beispiel i) — iv) und somit auch mit den zugehérigen
derivierten Funktoren vertriglich ist.

Da wir spéter auch Kompositionen der Funktoren in 0.4.6 betrachten, wieder-
holen wir kurz das sogenannte Composition Theorem, welches etwas dariiber
aussagt, wie der derivierte Funktor einer Komposition von Funktoren aussieht.

0.4.7 Seien F,G : KT (S) — K*(S) zwei Funktoren, fiir die die rechtsderi-
vierten Funktoren RF, RG und R(F oG) existieren. Dann gibt es eine eindeutige
Transformation von Funktoren auf D*(S)

(:R(FoG)— RFoRG

mit folgenden Eigenschaften:
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i) fiir jeden Komplex X' € KT (S) gibt es ein kommutatives Diagramm in
DT(S) wie folgt:

(FoG)(X') —» RF(G(X))

| |

R(F 0 G)(X') -~ RF o RG(X')

ii) sind F und G linksexakt und iiberfiihrt G Komplexe injektiver Moduln in
Komplexe injektiver Moduln, so ist ¢ ein Funktorisomorphismus.

Analog gilt diese Aussage auch fiir Funktoren F,G : K~ (S) — K~ (S5), zu
denen die linksderivierten Funktoren LF, LG und L(F o G) existieren. Eigen-
schaft ii) ist dabei wie folgt verallgemeinerbar: ¢ ist ein Funktorisomorphismus,
wenn durch den Funktor G jede G-azyklische Auflésung auf eine F-azyklische
Auflésung geworfen wird. Fiir einen Beweis des Composition Theorems verwei-
sen wir auf [[Wei95], Kapitel 10, Abschnitt 8, insbesondere Theorem 10.8.2].
Dort wird eine etwas allgemeinere Variante behandelt.

0.4.8 0.4.7 findet beispielsweise Anwendung, wenn wir die Komposition der
derivierten Funktoren Rf. und Rg. betrachten, wobei f: X — Sund g: X' —
X zwei holomorphe Abbildungen sind und f, und g, jeweils die auf K*(S) indu-
zierten Funktoren bezeichnen. Da g, injektive Moduln auf X’ in welke Moduln
auf X und somit injektive Auflésungen in f,-azyklische Auflésungen iiberfiihrt,
ist R(f og)« = Rfs« o Rg. [siehe auch [Har66], Kapitel 2, Abschnitt 5, Satz 5.1].
Ebenso konnen wir die Funktoren f* und g* betrachten. Da f* flache Moduln
auf S in flache Moduln auf X {iiberfiihrt und somit f*-azyklische Auflésungen
in g*-azyklische, liefert 0.4.7 hier L(f o g)* = Lg* o Lf*.

In manchen Situationen lassen sich auch Kompositionen von links- und rechtsde-
rivierten Funktoren berechnen: fiir eine eigentliche Abbildung komplexer Rdume
f: X — S gilt beispielsweise fiir jedes X' € D_ (5)

RELFK =K QRf.Ox.

Hier ist das Composition Theorem 0.4.7 nicht anwendbar. Die obige Isomorphie
ist ein Spezialfall der sogennanten Projektionsformel. Einen Beweis findet man
in [[Har66], Kapitel 2, Abschnitt 5, Satz 5.6]. Insbesondere liefert die Projekti-
onsformel in dieser Form die bekannte Projektionsformel fiir kohdrente Moduln
auf S: ist f eine abgeschlossene Einbettung und X € Coh(S), so ist

XK =2X® f.0x.

Dies folgt unmittelbar aus der oben angegebenen allgemeineren Projektionsfor-
mel, indem man den nullten Kohomologiemodul auf beiden Seiten betrachtet.
Ferner sei angemerkt, dass f, exakt ist, da f eine abgeschlossene Einbettung
ist.

0.4.9 Unter dem i-ten Hyperext-Modul Ext’ (L', K’) versteht man den Modul
Homp g (L, X'[i]). Diese Definition macht fiir alle unbeschrénkten Komplexe
L7, K aus D(S) Sinn. Ist X' nach links beschrénkt, so erhalten wir die wohl-
bekannten Ext-Moduln, das heifit es gilt Ext!(L,K) = R*Hom (L', %K) fiir
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X € Df(S) [[Har66], Kapitel 1, Abschnitt 6, Theorem 6.4]. Aus der Definition
der Hyperextmoduln ersieht man sofort, dass diese nur von der Quasiisomor-
phieklasse abhéngen und nicht von der expliziten Wahl der Komplexe. Ferner
folgt aus den Eigenschaften der derivierten Kategorie D(S) leicht, dass jede
kurze exakte Sequenz von Komplexen

0—-X —-Y—-2Z —0
lange exakte Sequenzen der Form
.= Ext'(L,X) — Ext'(L7,Y) — BExt'(L,2) — Ext" ™ (L, X)) — ...
und
. — Ext!(2,X) — Ext' (Y, %K) — Ext' (X, X) — Ext™ (2, %K) — ...

induzieren [[Har66], Kapitel 1, Abschnitt 6, Satz 6.1].

Vermége der Definition Ext!(L,K) := RiHom (L', K") lisst sich der i-ten Hy-
perext-Og-Modul fiir L' € D(S) und X € D (S) definieren. Entsprechend gibt
es auch fiir diese Ext-Moduln lange exakte Sequenzen wie oben.

Wir wollen nun eine kurze Zusammenfassung der wichtigsten Aussagen der Ko-
homologietheorie in der lokalen Situation geben, i.e. wir betrachten im Folgenden
Komplexe von Moduln iiber Noetherschen lokalen Ringen.

0.4.10 Bereits bei den Beispielen in 0.4.6 haben wir uns auf eine geometri-
sche Situation festgelegt; es ist klar, dass sdmtliche Aussagen dieses Abschnitts
insbesondere fiir komplexe Rdume oder fiir Noethersche Schemata anstelle von
geringten Réumen gelten. Fiir den Spezialfall, dass S lediglich ein abgeschlosse-
ner Punkt ist, liefern die Aussagen in diesem Abschnitt entsprechende Aussagen
iiber die Kohomologie von Moduln {iber Noetherschen lokalen Ringen. In der
lokalen Situation gelten aber oftmals stidrkere Aussagen; als Quelle fiir die Ko-
homologietheorie von Moduln iiber Noetherschen Ringen seien bereits vorab
[Rob98], [Bou07] und [HS97] genannt.

Im Folgenden sei A ein Noetherscher lokaler Ring und K ein nach rechts be-
schriankter Komplex von A-Moduln. Jeder solche Komplex K besitzt eine pro-
jektive Auflosung, i.e. es gibt einen zu K quasiisomorphen Komplex P, der aus
projektiven A-Moduln besteht. Da A ein lokaler Ring ist, sind solche projektiven
Auflssungen stets durch Komplexe von freien Moduln gegeben [[SS94], Kapitel
5, Abschnitt V.B]. Wir sprechen daher auch von einer freien Auflosung von K .
Insbesondere besitzt jeder A-Modul M eine projektive resp. freie Auflosung.
Dies entspricht einer exakten Sequenz

P:...—-P?ptopP’ M0,

in der die P* simtlich projektive Moduln sind. Besitzt M eine endliche projekti-
ve Auflosung, das heifit ist P* =0 Vi < —ng fiir ein ng € N, so definieren wir
die projektive Dimension von M durch pd(M) := minng(P"), wobei das Mini-
mum iiber alle endlichen projektiven Auflésungen P genommen wird. Gibt es
keine endliche Auflésung durch projektive Moduln, so setzen wir pd(M) := occ.
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0.4.11 Wie im globalen Fall kénnen wir von einer derivierten Kategorie die
volle Unterkategorie der Komplexe mit kohdrenter Kohomologie betrachten, i.e.
D.(A) C D(A4), D;(A) C D~ (A) usw. Da Mod(A) geniigend Projektive be-

sitzt, gibt es eine Aquivalenz von Kategorien

D_ (A) 2 D™ (Coh(A4)).
Dies werden wir spéter ohne weitere Anmerkungen anwenden, indem wir bei
einem gegebenen Komplex K € D (A) ohne Einschrankung annehmen, dass
K ein Komplex endlicher A-Moduln ist. Ein Beweis ergibt sich aus der dualen
Aussage zu [[Har66], Kapitel 1, Abschnitt 4, Satz 4.8].

0.4.12 Ist K* € K~ (A) ein nach rechts beschrénkter Komplex endlich erzeug-
ter Moduln, so gibt es stets eine freie Auflosung F* von K. Diese ist eindeutig
bestimmt bis auf einen spaltend exakten direkten Summanden (S, ). Dabei
heisst ein Komplex (S°, o) spaltend exakt, wenn es fiir alle ¢ € Z eine Zerlegung
St = kero’ @ imo? gibt oder dquivalent, wenn S eine direkte Summe kurzer
spaltend exakter Sequenzen ist. Insbesondere gibt es in der Quasiisomorphie-
klasse von K € D (A) einen (bis auf Isomorphie von Komplexen) eindeutigen
minimalen Komplex M von endlichen freien Moduln. In [[Rob98], Kapitel 4,
Abschnitt 4.4] findet man eine Konstruktion fiir M. Wir werden im ersten
Abschnitt von Kapitel 2 ndher auf solche minimalen Auflosungen eingehen.

0.4.13 Dual zu 0.4.10 kénnen wir injektive Aufiésungen eines nach links be-
schrinkten Komplexes K* € K*(A) betrachten. Diese sind gegeben durch einen
zu K quasiisomorphen Komplex injektiver Moduln I". Eine solche Auflésung
existiert stets; insbesondere besitzt jeder A-Modul M eine injektive Auflésung,
welche einer exakten Sequenz

I''0—-M-—>1°">1"'— ...

entspricht, in der die Moduln I7 injektiv sind. Analog zu 0.4.10 definieren wir die
injektive Dimension durch id(M) := minmg(I"), wobei das Minimum iiber alle
endlichen injektiven Aufldsungen I genommen wird und mg(I") die zugehésrige
obere Schranke fiir die Indizes j der nichtverschwindenen Moduln I7 bezeichnet.
Wir setzen wieder id(M) := oo, falls keine endliche injektive Auflosung von M
existiert.

0.4.14 Eine weitere wichtige Dimension eines gegebenen A-Moduls M ist die
flache Dimension fd(M). Sie wird genauso wie die projektive Dimension defi-
niert, wobei anstelle von projekiven Auflésungen flache Auflosungen betrachtet
werden, i.e. Komplexe von flachen Moduln anstelle von projektiven Moduln. Da
projektive Moduln stets flach sind, ist offensichtlich fd(M) < pd(M); ist M ein
endlicher A-Modul, so gilt die Gleichheit [[Wei95], Kapitel 4, Abschnitt 1, Satz
4.1.5).

0.4.15 Nachdem wir den Begriff der projektiven Dimension eines A-Moduls

eingefiihrt haben, konnen wir die folgenden wichtigen Aussagen von Auslander-
Buchsbaum-Serre angeben. Sie werden spéter in bestimmten Beweisen benotigt.
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i) Fiir einen endlichen A-Modul M mit endlicher projektiver Dimension
pd(M) ist stets pd(M) < dim(A) [folgt aus [Rob98], Kapitel 4, Abschnitt
4.4, Theorem 4.4.3]

ii) Ein lokal Noetherscher Ring A ist genau dann regulir, wenn jeder end-
liche A-Modul endliche projektive Dimension besitzt [[Rob98], Kapitel 4,
Abschnitt 4.4, Theorem 4.4.5].

28



Kapitel 1

Deformationstheorie

Dieses Kapitel gibt eine kurze Einfithrung in die Deformationstheorie analy-
tischer Strukturen. Die Darstellung orientiert sich dabei an [BF], [Fle78] und
[Fle81a]. Da sich [BF] derzeit noch in Arbeit befindet, werden in der vorliegen-
den Arbeit die verfiigharen Quellen [Fle78] und [Fle8la] verwendet. Fiir Aus-
sagen, die sich nicht unmittelbar aus den vorgenannten zuginglichen Quellen
ergeben, werden Beweise angegeben.

Das Kapitel ist wie folgt eingeteilt: im ersten Abschnitt wird der Begriff der De-
formationstheorie eingefiihrt, die dabei auftretenden Moduln von Erweiterungen
und ihre Automorphismen werden betrachtet und dann die Vertréglichkeit der
Erweiterungs- und Automorphismenmoduln mit Abbildungen kohirenter Mo-
duln sowie wichtige Abbildungen zwischen diesen Moduln, etwa die Kodaira-
Spencer-Abbildung, studiert.

Danach wird kurz auf den Zusammenhang zwischen globalen, lokalen und for-
malen Deformationstheorien eingegangen. Oftmals geniigt es, die formale Si-
tuation zu betrachten und diese dann auf den lokalen oder gar globalen Fall
zu iibertragen. Der zweite Abschnitt fasst die wichtigsten Resultate der lokalen
und formalen Theorie zusammen.

Im Rahmen der formalen und lokalen Deformationstheorien kénnen werselle
Deformationen definiert und untersucht werden. Im Allgemeinen gibt es kei-
ne universellen Deformationen, sondern nur verselle und semiuniverselle. Ent-
sprechende Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen werden im dritten Abschnitt
behandelt.

In Abschnitt 4 zeigen wir schliefSlich, dass formale Versalitit unter gewissen Vor-
aussetzungen eine offene Eigenschaft ist. Es werden sogenannte Obstruktions-
theorien eingefithrt, mit deren Hilfe ein handliches Kriterium fiir die Offenheit
der Versalitéit formuliert werden kann.

1.1 Faserung in Gruppoide und globale Defor-
mationstheorien

In diesem Abschnitt werden Grundbegriffe und elementare Siitze der Deforma-
tionstheorie wiederholt. Diese werden im Wesentlichen aus [Fle78] und [Fle81a]

zitiert. Wahrend man Faserung in Kategorien und Faserung in Gruppoide fir
beliebige Kategorien F und einer beliebigen Basiskategorie C definieren kann,
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wird der Begriff der Deformationstheorie nur fiir die Basiskategorie Any, der
komplexen Riume eingefiithrt. Es sei angemerkt, dass mit den iiblichen Anpas-
sungen sdmtliche Aussagen dieses Abschnitts auch in der algebraischen Situation
gelten [vgl. dazu auch die Anmerkungen in [Fle81al].

1.1.1 Definition: Eine Faserung in Kategorien ist ein Funktor p : F — C
mit folgender Eigenschaft: ist f : S — S ein Morphismus in C und a € F ein
Objekt iiber S, so gibt es einen Morphismus f : @’ — a iiber f derart, dass jedes
Diagramm der Form

(=

!
aq ————»

] }
P

!
S 7 S

durch einen eindeutigen Morphismus b — o vervollstindigt werden kann. In
diesem Fall sagt man, f ist kartesisch und schreibt fiir o’ auch a xg S’. Ein
Funktor p : F — C heifit Kofaserung in Kategorien, wenn p°PP : FoPP — (COFPP
eine Faserung in Kategorien ist.

Die Kategorie C wollen wir als Basiskategorie der Faserung bezeichnen. Fiir ein
Objekt S aus C bezeichne F(S) die Unterkategorie von F, die aus den Objekten
a mit p(a) = S und den Morphismen « mit p(a) = idg besteht. F(S) nennt
man Faser von S. Ein Morphismus f : S’ — S in C induziert einen sogenann-
ten inversen Bildfunktor auf den Fasern: f* : F(S) — F(5’) ist gegeben durch
f*(a) := axgS’. Dual erhilt man bei Kofaserungen einen sogenannten direkten
Bildfunktor f.:F(S") — F(S).

Mengenwertige Funktoren induzieren auf natiirliche Weise eine Faserung in Ka-
tegorien.

1.1.2 Beispiel: Ein Funktor F' : C°?? — Mengen induziert folgendermafien
eine Faserung in Kategorien pr := p : F — C: Objekte in F sind Paare (5, a)
mit a € F(S), und ein Morphismus (S, a) — (T, b) ist ein Morphismus f : S — T
mit F(f)(b) = a. Der Funktor p ordnet einem Objekt (S,a) das Objekt S € C
zu, und ein Morphismus (S,a) — (T,b) wird auf den Morphismus f : S — T
in C geworfen. Offensichtlich ist dann jeder Morphismus in F kartesisch. Eine
Faser F(S) ist die diskrete Kategorie, die aus der Menge F'(S) besteht und nur
die Identitidten als Morphismen hat.

Ist umgekehrt eine Faserung in Kategorien p : F — C gegeben, so gibt es stets
einen zu p assoziierten mengenwertigen Funktor

[Fp] : C°PP — Mengen,
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der einem Objekt S € C die Isomorphieklasse [F),(.S)] zuordnet. Man priift leicht
nach, dass [F},,] wieder den Funktor F' liefert. Allerdings stimmt eine gegebene
Faserung p im Allgemeinen nicht mit pir | iiberein. Dies zeigt, dass mengenwer-
tige Funktoren und Faserungen in Kategorien zwar keine dquivalenten Konzepte
sind, aber dicht beieinander liegen.

Die in diesem Beispiel konstruierte Faserung in Kategorien pg ist die einfachste
Form einer sogenannten Faserungen in Gruppoide. Dies sind solche Faserungen,
bei der jede Faser ein Gruppoid ist, also eine Kategorie, in der jeder Morphismus
ein Isomorphismus ist. Offensichtlich ist fiir solche Faserungen ein Morphismus
f in F genau dann ein Isomorphismus, wenn der Morphismus p(f) in C ein
Isomorphismus ist.

Faserungen in Gruppoide liefern das Grundgeriist fiir die Deformationstheorien.
Allerdings benétigen wir noch eine Homogenititsbedingung, welche die Existenz
von Fasersummen sicherstellt. Dazu studieren wir zunéchst sogenannte Frwei-
terung komplexer Rdume. Wie bereits erwéhnt, beschrénken wir uns dabei auf
die analytische Situation, das heifft, von nun an werden nur noch Faserungen
in Gruppoide der Form p : F — Any betrachtet. Mit den entsprechenden
Anpassungen lassen sich die Begriffe und Aussagen dieses Abschnitts auf die
algebraische Situation iibertragen.

1.1.3 Definition: Eine Frweiterung S’ eines komplexen Raumes S iiber X ist
eine abgeschlossene Einbettung komplexer Riume S <— S’ mit J2 = 0, wobei
J = ker(Og: — Og) das definierende Ideal ist. Man beachte, dass J wegen J? = 0
ein Og = Og//I-Modul ist. Eine Erweiterung von S durch einen kohdrenten Og-
Modul N ist ein Paar (i : S — S’,u), wobei i eine Erweiterung von S ist und
u ein Isomorphismus von Og-Moduln N 22 ker(Qgr — Og). Ist (j : T — T7,v)
eine Erweiterung von T durch einen Op-Modul P, so ist ein Morphismus von
Erweiterungen (i,u) — (j,v) gegeben durch ein Paar von ¥-Morphismen f :
S—T, f:8 — T, welches ein kommutatives Diagramm

s,

| )
I
induziert, das mit den Isomorphismen v und v vertréglich ist, i. e. bezeichnet

f" den durch f’ auf den Kernen von i* und j* induzierten Homomorphismus,
so kommutiert auch

Ni Og

1T

?LU,OT,

Eine Erweiterung S — S’ von S durch N ist trivial, wenn sie isomorph ist
zu der durch die Idealisierung von S durch N gegebenen Erweiterung. Die
Idealisierung von S durch N wird mit S[N] bezeichnet. Sie ist gegeben durch
SIN] = (S,05[N]), wobei die Multiplikation auf Og[N] := Og x N definiert
wird durch (a,m)(b,n) := (ab,an + bm) fiir lokale Schnitte a, b € Og und m,
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n € N. Diese Konstruktion liefert einen komplexen Raum und zusammen mit
der Identitét auf N eine Erweiterung von S durch N.

1.1.4 Bemerkung: i) Offensichtlich bilden die Erweiterungen von kom-

ii)

plexen Rdumen zusammen mit den Morphismen von Erweiterungen ei-
ne Kategorie. Diese wird mit Exy bezeichnet. Fiir einen festen komple-
xen Raum S € Angy liefern die Erweiterungen von S zusammen mit den
Morphismen, die auf .S die Identitéit induzieren, ebenfalls eine Kategorie,
welche mit Exs(S) bezeichnet wird. Eine solche Erweiterung hat kon-
struktionsgemaéss die folgende Darstellung durch eine exakte Sequenz von
Ox-Moduln:
0—-N—-0Og —0g—0

Ebenso ldsst sich ein Morphismus von Erweiterungen (idg, f') : (S —
Styur) — (S < S5, uz) darstellen durch ein kommutatives Diagramm
von exakten Sequenzen in Mod(X):

0——> Ny —> Og; —> Og —— 0

N

0—— Ny —> Og) —> Og —— 0

Dabei ist f’ die durch f’ induzierte Abbildung. Fiir festes N betrachten
wir die Unterkategorie Exx (S, N) C Exx(S) aller Erweiterungen von S
durch N. Die Isomorphieklassen solcher Erweiterungen wird mit Exs (.S, N)
bezeichnet und die Menge der Automorphismen, also die Menge der Iso-
morphismen von Erweiterungen im obigen Sinne, mit Auts(S,N). Diese
Mengen tragen auf natiirliche Weise eine I'(S, O g)-Modulstruktur. Fiir den
Automorphismenmodul gilt sogar Auts(S,N) = Derg(Qg,N). Ein Beweis
dafiir ergibt sich aus [[Fle78], Kapitel 1, Abschnitt 2, Teil C, Satz 2.21
(1)] und [[Fle78], Kapitel 1, Abschnitt 3, Teil C, Satz 3.11] zusammen mit
[[Fle78], Kapitel 1, Abschnitt 3, Teil A, Bemerkung 3.6 (2)].

Eine triviale Erweiterung von S durch N ist ebenfalls durch eine exakte
Sequenz gegeben, welche zu

0—>N—-0gN]—-05—0

isomorph ist. Dies ist sogar eine exakte Sequenz von Og-Moduln. Man
sieht leicht, dass eine Erweiterung S’ von S durch N genau dann trivial
ist, wenn die zugehorige Sequenz

0—-N—-0Og —0g—0

exakt iiber S ist.

Die Homogenitétsbedingung liasst sich nun wie folgt formulieren:

1.1.5 Definition: Seip: F — Angy eine Faserung in Gruppoide. Man nennt p
eine homogene Faserung in Gruppoide oder einfach Deformationstheorie, wenn
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folgende Homogenitéitsbedingung erfiillt ist: fiir jedes Diagramm der Form

!
>

E S/
T S 1ls T
indem ¢ : S — T eine endliche Abbildung komplexer Réume und £ : S — S’

eine Erweiterung durch einen kohérenten Og-Modul N ist, existiert die gefaserte
Summe b :=a' I, b.

1.1.6 Bemerkung;: i) Nach einem Resultat von Schuster ist unter den ge-
nannten Voraussetzungen an € und £ die Fasersumme S’ IIg T in Ang
existent und eindeutig [Sch70].

ii) Die gefaserte Summe a'II, b in F liegt stets iiber S’ I1g T. Insbesondere ist
a'11, b in F bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt [vgl. [BF03], Abschnitt
6, 6.3].

1.1.7 Beispiel: i) Bei der Deformationen komplexer Réume betrachtet man
die Faserung p : F — Any; fiir einen komplexen Raum S € Any sind die
Objekte in F(S) gegeben durch flache Abbildungen komplexer Réume
a=(f: X —8).Istd = (f : X’ = 5) ein Objekt iiber S’, so ist ein
Morphismus a’ — a gegeben durch ein kartesisches Diagramm

X — X

4
S — S,

das heiffit das obige Diagramm kommutiert und es gibt einen Isomor-
phismus komplexer Riume X’ = X xg S’. Man beachte, dass man fiir
a=(f:X — S) und eine holomorphe Abbildung ¢ : S” — S stets einen
kartesichen Morphismus a’ — a hat vermoge des Pullbacks X’ := X xg.5’,
da X' flach iiber S’ ist. p ist eine Faserung in Gruppoide, die die Homo-

genitéitsbedingung 1.1.5 erfiillt [[Sch70], Satz 2.7].

ii) In diesem Beispiel sei X € Any ein festgewihlter komplexer Raum.
Fiir einen 3-Raum S betrachten wir die Kategorie F'(S) der kohérenten
Oxxss-Moduln N, die flach iiber S liegen. Ein Morphismus in F zwei-
er Objekte (T,P) — (S,N) ist gegeben durch ein Paar von Morphismen
(f,¢), wobei f: T — S ein X-Morphismus ist und ¢ : (idx xgf)*N — P
ein Isomorphismus von O x xy7-Moduln. Der dadurch definierte Funktor
p: F — Ang liefert wieder eine homogene Faserung in Gruppoide [[Sch70],
Satz 2.7]. Sie ist bei der Deformation von Moduln von zentraler Bedeu-
tung.
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iii) Eine nichthomogene Faserung in Kategorien ist etwa gegeben durch p :
Mody — Ang. Ein Objekt a iiber S € Angy ist ein Paar (S, N), wobei
S der gegebene komplexe Raum ist und N ein Og-Modul. Ein Morphis-
mus (S,N) — (T,P) ist gegeben durch ein Morphismus f : S — T iiber
3 und einem Og-Modulhomomorphismus ¢ : f*P — N. Die Faserung p
ist nun definiert durch die Zuordnung (S,N) — S. Die Faser Modx(S)
ist die Kategorie der Og-Moduln. Daraus folgt bereits, dass p keine De-
formationstheorie ist: die Faser Mody (S) beinhaltet im Allgemeinen vie-
le verschiedene Homomorphismen von Moduln, die keine Isomorphismen
sind.

Soweit nicht anders angegeben bezeichnet p : F — Any in dieser Arbeit stets
eine Deformationstheorie. Wir wollen nun fiir Objekte a € F den Begriff der
Erweiterung definieren. Desweiteren werden wir auch die Menge der Automor-
phismen solcher Erweiterungen studieren. Eine wichtige Eigenschaft ist, dass
diese Mengen eine kanonische Modulstruktur tragen. Vorbereitend wollen wir
die Konstruktion der Kategorie Exx(S) auf beliebige Objekte a € F iibertragen.

1.1.8 Die Kategorie Exx(a) Sei p: F — Any eine Deformationstheorie und
a ein Objekt aus F(S5). Eine Erweiterung von a durch einen kohdirenten Og-
Modul N ist ein Paar (¢ — b,u), wobei a — b ein Morphismus iiber eine
Erweiterungen S — T := p(b) von S durch N und u ein Isomorphismus u : N 2
Ker(Op — Og) ist. Fiir eine Erweiterung (a < b’,u’) durch einen kohérenten
Os-Modul N’ ist ein Morphismus (a < b, u) — (a < b, u’) gegeben durch einen
Morphismus 3 : b — b, der folgendes Diagramm kommutativ macht:

a——b

E

/

a——b

Die Erweiterungen von a durch einen kohérenten Modul zusammen mit den Mor-
phismen von Erweiterungen liefern wieder eine Kategorie, welche mit Exy(a)
bezeichnet wird. So wie in Exx(S) gibt es auch in dieser Kategorie triviale
Erweiterungen. Dazu betrachten wir zunéichst das folgende kommutative Dia-
gramm von Kofaserungen [vgl. [Fle81a], Abschnitt 2|:

H := Exy(a)? G := Exx(S5)PP

7

Coh(S)

Offensichtlich sind H(0) = {a} und G(0) = {S} triviale Kategorien, das heifit,
sie bestehen nur aus einem Objekt und haben die Identitdt als einzigen Mor-
phismus. Fiir einen kohérenten Og-Modul N induziert die kanonische Injektion
i : 0 — N direkte Bildfunktoren i, : H(0) — H(N) und i, : G(0) — G(N).
Setzen wir a[N] := i.(a) und S[N] := i.(S), so ist S[N] genau die in Definition
1.1.3 beschriebene triviale Erweiterung und a[N] eine Erweiterung von a iiber
SIN]. Ein Objekt b € Exyx(a) heiit nun trivial, falls b isomorph ist zu a[N].

In der Deformationstheorie sind die folgenden Mengen von zentraler Bedeutung:
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1.1.9 Die Erweiterungs- und Automorphismenmoduln Seia € F(S) ein
Objekt iiber S und N ein kohirenter Og-Modul. Die Menge Exs(a,N) der Er-
weiterungen von a durch N besteht aus den Isomorphieklassen von Paaren (a —
b, u), wobei b eine Erweiterung von a durch N ist und u : N = ker(Og: — Og)
ein Isomorphismus. Dabei sind zwei Paare (a < b, u) und (a < ¥, «’) isomorph,
wenn es einen Isomorphismus 3 : b — b’ gibt, der mit ¢ — b und a — b ver-
triglich ist und p(8) : T := p(b) — T” := p(V’) ein kommutatives Diagramm der
Form

0 —— N— O0p — O —— 0

H lp(ﬁ)* ‘

00— N—% O0p —> 05— 0

induziert. Mit Auty (a, N) wird die Menge der in diesem Sinne auftretenden Au-
tomorphismen des Paares (a — a[N],in) bezeichnet, wobei i : N < Og[N] die
kanonische Injektion ist. Neben diesen Mengen der Erweiterungen und Auto-
morphismen von a betrachtet man in der Deformationstheorie auch die folgen-
den infinitesimalen Erweiterungen und Automorphismen von a: ein Element in
Exs(a/S,N) ist gegeben durch eine Isomorphieklasse von Paaren (a < b,ix)
mit p(b) = S[N]. In diesem Fall sind zwei Paare (a — b,ix) und (a — ¥, ix)
isomorph, wenn es einen mit @ < b und a < b’ vertréiglichen Isomorphismus
B b — b gibt mit p(B) = idgpnj. Wir nennen Exs(a/S,N) Menge der infi-
nitesimalen Deformationen von a. Mit Auty(a/S,N) wollen wir schliefllich die
Menge der iiber idgpy) liegenden Automorphismen des Paares (a — a[N], i)
bezeichnen.

1.1.10 Bemerkung: Es sei angemerkt, dass die in 1.1.9 eingefiihrten Mengen
von Automorphismen und Erweiterungen sémtlich funktoriell in N und mit end-
lichen direkten Produkten kohédrenter Moduln vertréglich sind. Sie tragen daher
eine natiirliche T'(S, Og)-Modulstruktur [vgl. [Fle81a], Abschnitt 2 und [BF03],
Abschnitt 6, Satz 6.4].

Die Funktorialitéit der in 1.1.9 konstruierten Ex- und Aut-Moduln lsst sich ex-
plizit beschreiben: ist f : N — N’ ein Og-Modul-Homomorphismus, so induziert
dieser I'(S, Og)-lineare Abbildungen

fr : Exg(S,N) = Exg(S,N') via [S'] — [f5]
und fi : Exg(a,N) — Exs(a, N') vermoge [a'] — [fea' :=a' x f.5]

Die Erweiterung f..S’ geht dabei wie folgt aus S’ hervorgeht: ist [S’] € Exs(S,N)
gegeben durch die exakte Sequenz 0 — N — Ogr — Og — 0, so setze Oy, 5 :=
(Ogsr @ N')/N. Man sieht leicht, dass f.S’ die zur exakten Sequenz 0 — N’ —
O¢,50 — Os — 0 gehorige Erweiterung ist, also eine Erweiterung von S durch
N

Per Konstruktion ist ferner f.(S[N]) = S[N’]; somit induziert f Abbildungen
Autg(S,N) — Autg(S,N’) und Autg(a,N) — Autx(a,N') vermége [¢] —
[f+(p)]. Falls [@’] € Exs(a/S,N) eine infinitesimale Deformation von « ist, folgt
aus der Definition von f,S" und f.a’, dass auch [f.a'] € Exs(a/S,N’) eine
infinitesimale Deformation ist. Daher erhélt man genauso fiir die Funktoren
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Exs(a/S,—) und Auts(a/S, —) I'(S, Og)-lineare Abbildungen.

Wegen [[Fle78], Kapitel 1, Abschnitt 4, Teil A, Lemma 4.1 und Lemma 4.2] sind
die Funktoren Exy(a,—) und Exs(a/S,—) auf der Kategorie der kohirenten
Os-Moduln halbexakt und Auty(a,—) und Autx(a/S,—) auf Coh(S) sogar
linksexakt. Ist 0 — N’ — N — N” — 0 eine exakte Sequenz von Og-Moduln, so
kann man einen Verbindungshomomorphismus § : Auts(a,N”) — Exs(a,N’)
wie folgt definieren: zunichst beobachtet man, dass die Surjektion ¢ : N — N”
eine Bijektion

Auts(a, N") — Morgxy, o) (@[N], a[N"]), 5~ B:=fo alq]

induziert. Daher gibt es zu einem 3 € Autx(a,N”) stets ein kartesisches Dia-
gramm

o —— a[N]
|k
a —% a[N"]

Man beachte dabei, dass in Exys(a) Faserprodukte existieren, da Exs(a) —
Coh(S) eine homogene Kofaserung in Gruppoide ist [[Fle78], Kapitel 1, Ab-
schnitt 4, Teil A]. Der Verbindungshomomorphismus ¢ ist nun definiert durch
§(0) = [&'] € Exx(a,N"). Man priift nach, dass diese Konstruktion mit infinite-
simalen Deformationen und Automorphismen vertréglich ist und somit ebenfalls
einen Verbindungshomomorphismus

§: Autg(a/S,N") — Exx(a/S,N')
liefert. Zusammenfassend gilt:

1.1.11 Theorem: Ist0— N — N — N” — 0 eine exakte Sequenz kohdirenter
Og-Moduln, so sind auch die folgenden T'(S, Og)-Modulsequenzen exakt:

i) 0— Autg(a,N') — Autg(a,N) — Auts(a,N")
2. Exs(a,N') — Exs(a,N) — Exs(a,N")

ii) 0 — Autg(a/S,N') — Autx(a/S,N) — Autx(a/S,N")
—’+ Exs(a/S,N') — Exs(a/S,N) — Exs(a/S,N")

Beweis: [[Fle78], Kapitel 1, Abschnitt 4, Teil A, Satz 4.3 und [Fle81a], Abschnitt
2]. O

Wir wollen eine zweite wichtige exakte Sequenz zwischen den Aut- und Ex-
Moduln herleiten. Im folgenden sei N ein festgew&hlter kohérenter Og-Modul.
Die kanonischen Zuordnungen [a’] — [a/] und [b] — [p(b)] induzieren lineare
Abbildungen

Exs(a/S,N) — Exs(a,N).
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und
Exs(a,N) — Exs(S,N).

Ebenso erhilt man eine Sequenz von Homomorphismen
Auts(a/S,N) — Autg(a,N) — Autg(S,N)

durch die Zuordnungen [5] — [5] und [5'] — [p(8’)]. Diese Sequenz sowie die
entsprechende Sequenz der Ex-Moduln sind sogar exakt. Ferner ldsst sich ein
Verbindungshomomorphismus Oxg : Auty (S, N) — Exx(a/S,N) wie folgt kon-
struieren: wegen Bemerkung 1.1.41) reicht es, eine Abbildung Ders(0Og,N) —
Exx(a/S,N) anzugeben. Ist ¥ : Og — N eine X-Derivation, so induziert die-
se einen Retrakt 1 — 9 : S[N] — S der kanonischen Inklusion S < S[N].
Da p eine Deformationstheorie ist, erhalten wir durch den inversen Bildfunktor
(1 =9)* : F(S) — F(S[N]) eine Abbildung auf den Fasern. Das Bild von ¢ in
Exs(a/S,N) ist dann definiert als [(1 —9)*(a)]. Die auf diese Weise konstruierte
Abbildung Ok s heifit Kodaira-Spencer-Abbildung. Vermoge dieser Konstruktion
setzen sich die oben angegebenen Aut- und Ex-Modulsequenzen zu einer exakten
Sequenz zusammen:

1.1.12 Theorem: Die Kodaira-Spencer Abbildung
dxs : Ders(0s,N) 25 Exg(a/S,N)
ist funktoriell in N € Coh(S). Ferner ist
0 — Autx(a/S,N) — Auts(a,N) — Ders(0g,N)
5% Bxw(a/S,N) — Exs(a,N) — Exs (S, N)

eine exakte Sequenz von I'(S, Og)-Moduln, die natiirlich ist in N. Die Sequenz
heifst Kodaira-Spencer-Sequenz.

Beweis: Ein Beweis der Aussage ergibt sich aus [[BF03], Abschnitt 6, Satz 6.4]
und [[Fle81a], Abschnitt 2, Lemma 2.2]. O

In begrenztem Mafle sind die Aut- und Ex-Moduln auch beziiglich der ersten
Komponente funktoriell.

1.1.13 Satz: Sei f : a — b ein Morphismus iiber einer endlichen Abbildung
komplezer Riume f : S — T und f. : Exs(a) — Exx(b) der durch f.(a') =
b1, o definierte Funktor. Dann gilt fiir alle N € Coh(S):

i) fi induziert T(T,O1)-lineare Abbildungen
fv : Exs(a,N) — Exx(b, f.N) und f. : Auts(a, N) — Auts(b, f,N),
welche funktoriell in N sind.

it) Fir die infinitesimalen Automorphismen und Deformationen induziert f
Isomorphismen

Exs(a/S,N) =2 Exs(b/T, fuN) und Auts(a/S,N) = Auts(b/T, f.N)
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Die Abbildungen sind mit den exakten Sequenzen aus 1.1.11 und der Kodaira-
Spencer-Sequenz 1.1.12 vertrdglich. Ferner ist die Konstruktion der Abbildungen
funktoriell, das heift ist g : b — b’ ein weiterer Morphismus tiber einer endlichen
Abbildung komplexer Riume T — T', so gilt (o f)« = g« © f.

Beweis: Aus der Definition des Funktors f* folgt unmittelbar, dass eine Erwei-
terung a’ von a durch N auf eine Erweiterung von b durch f,N iiberfiihrt wird.
Die Zuordnung liefert insbesondere analog zu 1.1.9 Homomorphismen

fu : Bxg(a,N) — Exs (b, fuN)

fx t Auts(a, N) — Auts (b, £ N)

f+ : Exs(a/S,N) — Exz(b/T, f.N)

fv s Auts(a/S,N) — Auts(b/T, f.N).

Zu den unteren beiden Abbildungen gibt es weiterhin eine inverse Abbildung;: ist
FIN] : S[N] — T[f«N] die durch f induzierte Abbildung, so liefert der Pullback
FIN]* die Inverse zu f* Die Vertraglichkeit mit exakten Sequenzen und der
Kodaira-Spencer-Sequenz sowie die Funktorialitit ergibt sich leicht direkt aus
der Definition von f* O

1.1.14 Bemerkung: Es sei angemerkt, dass sich die Ex- und Aut-Moduln
vergarbifizieren lassen: Exyx(a, N) wird definiert als die zur Prigarbe

U Exs(ay,,N},), U CS offen

assoziierte Garbe. Dabei bezeichnet N|,, die iibliche Restriktion von Garben. Die
Restriktion von a ist gegeben durch a, := a xg U. Dies macht Sinn, da p eine
Deformationstheorie ist und eine offene Teilmenge U C S stets die kanonische
induzierte Struktur eines komplexen Raumes trigt. Die Garben Exzx(a/S,N),
Auts(a,N) und Auts(a/S,N) konstruiert man auf die gleiche Weise aus den
entsprechenden Erweiterungs- und Automorphismenmoduln. Sie sind per Kon-
struktion Og-Moduln und die Aussagen 1.1.11 — 1.1.13 {ibertragen sich entspre-
chend.

1.2 Lokale und formale Deformationstheorien

Zur Definition des Begriffs der Deformationstheorie wurden Erweiterungen kom-
plexer Rdume betrachtet. Vollig analog kann man auch Erweiterungen komple-
zer Raumkeime definieren und somit homogene Faserungen der Form p : F —
Anys ) einfiihren. Entsprechend kénnen Erweiterungs- und Automorphismen-
moduln wie unter 1.1.9 definiert werden. Die Séitze des vorigen Abschnitts lassen
sich auf den lokalen Fall iibertragen. In diesem Abschnitt wollen wir die wich-
tigsten Aussagen der lokalen Situation zusammentragen.

Eine homogene Faserungen iiber der Kategorie der komplexen Raumkeime wird
naheliegenderweise als lokale Deformationstheorie bezeichnet. Es wird sich zei-
gen, dass viele relevanten Probleme, die mit Deformationstheorien gelost werden
sollen, lokaler Natur sind. Aus diesem Grund geniigt es oftmals, lokale Defor-
mationstheorien zu betrachten.
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Lokale Deformationstheorien lassen sich komplettieren. Dies liefert die soge-
nannten formalen Deformationstheorien. Ausgehend von den formalen Defor-
mationstheorien fithren wir die Begriffe der formalen Versalitit und der Versa-
litdat ein.

Da die Kategorie der komplexen Raumkeime iiber einem festen Keim (X, 0)
dquivalent ist zu der Kategorie Analy” mit A = Oy, wird je nach Situation
sowohl die Faserung p : F — An(y o) als auch die Kofaserung p : F — Analy
iiber der Kategorie der analytischen C-Algebren iiber der festen analytischen
C-Algebra A betrachtet. Solange keine Verwechselungen moglich sind, werden
beide Funktoren mit p bezeichnet und in beiden Fillen der Begriff lokale De-
formationstheorie verwendet.

Sei zunéchst p : F — An(y o) eine Faserung in Gruppoide. Solang keine Miss-
verstdndnisse moglich sind, wird der Basispunkt eines Raumkeimes stets mit 0
bezeichnet. Unter einer Erweiterung eines gegebenen komplexen Raumkeimes
(S,0) tiber (3,0) durch einen endlichen Modul N versteht man véllig analog zu
1.1.3 einen Raumkeim (S’,0) derart, dass die zugedrige analytische Oy, o-Algebra
Og,0 eine Erweiterung von Og o durch N ist.

1.2.1 Definition: Eine Faserung in Gruppoide p : F — An(x o) heifit lokale
Deformationstheorie, wenn die Homogenitétsbedingung aus Definition 1.1.5 fiir
Raumkeime (.5, 0), (57,0) und (7', 0) erfiillt ist.

In diesem Abschnitt bezeichnet p : F — An(y o) stets eine lokale Deformations-
theorie. Ist (5, 0) ein Raumkeim, so liegt der reduzierte Punkt Sy := (0, C) stets
in (S,0), das heifit es gibt stets eine Injektion von Raumkeimen Sy — (.5,0),
die auf dem Niveau der zugehorigen analytischen Algebren der kanonischen Sur-
jektion Ogo9 — Og/my = C entspricht. Ein Objekt a iiber einem Raumkeim
(S,0) induziert also ag := a X (g,0) So iiber dem reduzierten Punkt. In diesem
Fall wollen wir a als Deformation von ag bezeichnen, das heifit a € F(.5,0) ist
eine Deformation von ag, wenn das folgende Diagramm kartesisch ist:

ag — a

| ]

SO - (S7 O)

1.2.2 Bemerkung: Wie in 1.1.8 definiert man die Kategorie Ex(s gy(a) der
Erweiterungen von a iiber (5,0). Fiir einen endlichen Ogo-Modul N definiert
man analog zu 1.1.9 die Mengen

Ex(s0)(a,N) , Aut(s g)(a,N) , Exz(a/S,N) und Autcs gy(a/S,N).

Wie im globalen Fall sind auch diese Konstruktionen funktoriell in N und mit
endlichen direkten Produkten von endlichen Moduln vertréglich. Daher tragen
die Mengen eine natiirliche Og o-Modulstruktur.

1.2.3 Lokalisieren globaler Deformationstheorien Bevor wir die lokalen

Varianten der Aussagen 1.1.11 — 1.1.13 auflisten, wollen wir zeigen, wie man
eine globale Deformationstheorie lokalisieren kann. Sei dazu p : F — Any eine
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globale Deformationstheorie und 0 € 3 ein Punkt. Wir ordnen p wie folgt eine
lokale Deformationstheorie pg : Fo — Ans o) zu: fiir ein (S, so) € An(x ) setze

Fo(S, So) = lim F(U),
U3sgp

wobei der Limes iiber alle Umgebungen U C S von sg geht. Fiir ein (globales)
Objekt a € F(S) und einen Punkt sy € S ist der Keim von a an der Stelle so
definiert als
(a;s0) == lim axgU

U3>sgp
Die Morphismen in Fy werden analog als direkter Limes der Morphismen in
F definiert. Wenn keine Missverstindnisse moglich sind, wird der Keim (a, so)
einfach mit a bezeichnet. as, bezeichnet das iiber dem Punkt sy induzierte
Objekt, das heiflt es ist as, = (a, 50) X(s,s0) Sso- Man beachte, dass fiir ein
beliebiges Objekt a € F(S) der Keim (a, o) stets eine Deformation von as, ist
im Sinne der oben angegebenen Definition.

1.2.4 Bemerkung: i) Aus der universellen Eigenschaft des direkten Limes
folgt unmittelbar, dass das Lokalisieren einer Deformationstheorie eine
Transformation von Funktoren p — pg definiert. Dies bedeutet, das das
folgende Diagramm kommutiert:

loc

Fy

|

loc
Ang — An(g 0)

Per Konstruktion werden Fasersummen in F auf Fasersummen in Fy ge-
worfen.

ii) Sei S € Any. Aus der Definition der Og-Moduln in Bemerkung 1.1.14
ergibt sich fiir die Halme im Punkt s € S:

Exx(a,N)s = Ex(s,0y((a, s), Ns),

Exx(a/S,N)s = Ex(x, o)((a s)/ (S,
Auts.(a,N)s = Aut(x 0)((a, ), Ny),
Auts(a/S,N)s = Aut (s 0y ((a,5)/(S

5); Ns),

+8); Ns)-

iii) Aus ii) und Bemerkung 1.1.14 folgt unmittelbar, dass die Aussagen 1.1.11
— 1.1.13 mit den entsprechenden Anpassungen fiir die Moduln

EX(E,O) (a, N) 5 Aut(gvo)(a, N) 5 EX(E,O)(a/S, N) und Aut(gvo)(a/S, N)
gelten, wobei IV ein endlicher Og ¢-Modul ist.

1.2.5 Formale Deformationstheorien Wir wollen nun ZuAeiner/l\okalen De-
formationstheorie p : F — An(s oy eine Komplettierung p : F — Ans ) kon-
struieren. Unter Verwendung der Notation p : F — Analy mit A := Oy ist

die Komplettierung gegeben durch eine homogene Kofaserung p : F— Analy
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wie in [[Rim72], Seite 9]. Dabei bezeichnet Anal, die Kategorie der lokalen
kompletten A-Algebren mit Restekorper C.

Wir wollen eine explizite Konstruktion der Komplettierung angeben. Dazu erin-
nern wir an die Kategorie El(gp) der formalen komplexen Raumkeime: Objekte
sind gegeben durch S = ({0},05), wobei Og eine lokale Noethersche Ox o-
Algebra mit Restekorper C ist, die beziiglich ihres maximalen Ideals vollstindig
ist. Fiir S € K?l(g’o) definieren wir die n-te infinitesimale Umgebung von S
als S, = ({0}, Og/mggl). Somit ist S, € Angs o). Die Komplettierung p : F —
El(gg) von p ist nun wie folgt definiert: fiir S € Hl(no) ist ein Objekt a € f(S’)
gegeben durch eine Sequenz von Morphismen

apg — a1 = ... = QAp = Ap41 7 ..,

in F, wobei fiir jedes n € N der Morphismus a,, < a,,+1 iiber der Erweiterung
S, < Spi1 liegt. In diesem Fall schreiben wir kurz @ = (a,) und nennen a
formale Deformation von ag. Ein Morphismus @ — b € F iiber § — T ist eine
Kette von Morphismen a,, — b,, iiber S,, — T},, die mit den Abbildungen a,, —
Gn+1 und b, — b, 41 vertrédglich sind. Aus der Konstruktion folgt unmittelbar,
dass p eine Faserung in Gruppoide ist. Jede solche Faserung wird als formale
Deformationstheorie bezeichnet.

1.2.6 Satz: Fine formale Deformationstheorie p : F— KH(XO) ist stets ho-
mogen, das heifit fiir jedes Diagramm

<7

@]

-+ a

I

tiber ,

oI
N

in dem S — S eine Erweiterung und S — T eine endliche Abbildung ist,
existiert die Fasersumme b = b1l; a’.

Beweis: Sei p : F — An(y ) die zugehorige lokale Deformationstheorie zu p.
Da p homogen ist, existiert fiir jedes n € N die Fasersumme b/, := b, I, al,.
Diese liegt iiber T}, := T, lIg, S;, € Ans ). Wir zeigen nun, dass b’ := (b},)
die gesuchte Fasersumme iiber 77 := T IIg S’ € ﬁ(z,o) ist. Dazu betrachten

wir die formale Deformationstheorie p als Kofaserung F— mA. Bezeichnen
A:=0g, B:= 07 und A’ := Og sowie B’ := O die jeweiligen vollstandigen
lokalen Ringe, so ist per Definition B’ = A’ x 4 B und mp: = m4 X 4mp. Daraus
ergibt sich m%fl = mfff,rl X A m%ﬂ und ferner

B, = B'/miit = A/ jm" T x4 B/w'yt = Al x4 B, = Al x4, B,

Dual liefert diese Rechnung 77, = T}, 115 S/, das heifit b’ liegt iiber 7" und man

sieht leicht, dass dies eine Fasersumme in F ist. O
1.2.7 Bemerkung: i) Ist S € E](g,o) ein formaler Raumkeim und a €

f(S’) ein Objekt iiber S, so kénnen wir analog zu 1.1.8 die Kategorie
Ex(x,0)(a) definieren. Dies liefert ebenfalls eine Kofaserung Ex (s y(a) —
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Coh(9), wie man leicht sieht. Ferner kénnen wir analog zu 1.1.9 fiir einen
endlichen Og-Modul N die Mengen

Ex(s,0)(a, N), Ex(s,0)(@/5, N), Aut(s; o) (@, N) und Aut(s )(a/S, N)

definieren. Da p : F— KE(E’O) stets homogen ist, gibt es in Ex(x gy (@) Fa-
serprodukte; insbesondere tragen die oben definierten Erweiterungs- und
Automorphismenmengen eine natiirliche O g-Modulstruktur.

ii) Ist (S,0) ein komplexer Raumkeim iiber einem Basiskeim (¥,0) und ist
@)570 die mg o-adische Komplettierung von Ogg, so heifit S = (0,(55_,0)
Komplettierung von (S,0). Die Abbildung Ogo — (‘A)S,O induziert eine
Abbildung § — (5,0) und fiir die n-te infinitesimale Umgebung gibt es
einen Morphismus S,, — (S,0) in An(s ). Daher kann man jedem Objekt
a € F(S5,0) ein formales Objekt a € f(S’) zuordnen via G, = a X (g,0) S,
Man nennt a formale Komplettierung von a. Diese Zuordnung liefert of-
fenbar einen Funktor ~: F — F und ein kommutatives Diagramm von
Faserungen

An(z’o) — ﬂ(zﬂ) .

In diesem Sinne ldsst sich eine lokale Deformationstheorie stets als formale
Deformationstheorie auffassen, insbesondere auch die zu einer globalen
Deformationstheorie assoziierte lokale Deformationstheorie aus 1.2.3.

iii) Fiir ein gegebenes Objekt a € F(S,0) und einen endlichen Ogo-Modul N
induziert die Komplettierungsabbildung aus ii) Og ¢-lineare Abbildungen

Exs,0)(a,N) — Exs)(@N)
Ex(z0)(a/S,N) — Exgg)(a/S,N)
Aut(z 0) (a N) — AUt(E,O) (d7 N) und
Aut(g 0)(0,/5 N) — AUt(Ep)(d/S,N).

Diese Abbildungen sind mit exakten Sequenzen von Ogo-Moduln wie in
1.1.11 und der Kodaira-Spencer-Sequenz 1.1.12 vertriiglich. Es sei ange-
merkt, dass sich die vorgenannten Aussagen entsprechend auf die Situation
einer formalen Deformationstheorie und endlichen Ogo-Moduln iibertra-
gen. In 1.2.10 und 1.2.11 werden diese exakten Sequenzen nochmal explizit
angegeben.

iv) Gibt es zu einer formalen Deformation a € F(S) von ag ein Objekt a €
F(S,0) iiber einem Raumkeim (5,0) € An(y gy mit @ = a, so bezeichnet
man a auch als konvergentes Objekt oder auch konvergente Deformation
von ag.

Im Folgenden werden die wichtigsten Eigenschaften der Ex- und Aut-Moduln
fiir formale Deformationen zusammengefasst. Es sei A eine festgewéhlte ana-

lytische C-Algebra und mA die Kategorie der analytischen A-Algebren mit
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Restekorper C, welche vollstandig sind beziiglich ihres maximalen Ideals. Wir

betrachten eine formale Deformationstheorie p : F— mA. Da dies eine Ko-
faserung in Gruppoide ist, werden wir im Folgenden oft auch stillschweigend die
Faserung F— mf\mj betrachten. Es sei a stets ein Objekt iiber der Algebra
A€ m/\ sowie b ein Objekt iiber B. Ein Morphismus f : @ — b liege dabei
iiber dem Algebra-Homomorphismus p(f) : A < B. Soweit nicht anders ange-
geben bezeichnet N einen endlichen A-Modul.

Die bereits in 1.2.7i) definierten Erweiterungs- und Automorphismenmoduln
von a werden von nun an mit

Exa(a,N),Autp(a, N),Exa(a/A, N) und Autp(a/A, N)

bezeichnet. Das folgende Lemma zeigt, dass sie gewissermassen mit direkten
Limiten vertréiglich sind, falls N ein Artinscher Modul ist.

1.2.8 Satz: Ist N ein Artinscher A-Modul mit mT‘lN = 0, so sind die fol-
genden natirlichen Og-linearen Abbildungen bijektiv:

i) lim Exyp(a;, N) — Exp(a, N)
>n

i1)  Exa(@n/An, N) — Exp(a/A,N)

’LZZ) lim AutA(dl,N) — AutA(d,N)
i>n

i) Autp(an/An, N) — Auty(a/A, N)

Beweis: Sei zunéchst [b] € Exp(a, N) und (a — b,u) ein Représentant von [b].
Wir betrachten die dadurch induzierte exakte Sequenz

0N -2+ B—A-0.

Da N nach Voraussetzung artinsch ist, folgt aus dem Lemma von Artin-Rees
mbNu(N) = 0 fiir [ > 0. Daraus ergeben sich leicht die folgenden kokartesischen
Diagramme in Analy und F fiir m > 1> 0:

A — A, ap —> Qm
| ]
B, ~— By, by — b,

Dabei beachte man, dass p eine Kofaserung in Gruppoide ist. Aus den Diagram-
men folgt daher B,,, = B; x 4, Ay, und b 2 by Iz, an; dies zeigt, dass b eindeutig
durch b; bestimmt ist. Daraus folgt die Bijektivitit der Abbildung in i). Ist [b]
ein Element aus Exy(a/A, N), so ist die zugehérige analytische C-Algebra B
isomorph zu A x N. Daraus ergibt sich unmittelbar m% N u(N) = 0 und die
Behauptung ii) folgt mit dem gleichen Argument wie zuvor.

Um die Behauptung fiir die Aut-Funktoren zu zeigen, betrachten wir einen Iso-
morphismus 3 : a[N] — @[N], der mit den kanonischen Abbildungen a — a[N]
vertriglich ist. Wegen dem ersten Teil des Beweises reicht es, das Objekt (a[N]);
zu betrachten fiir geniigend grofles [. Fiir [ > n ist aber

A[N]; =2 Ay x N1 =2 Ay x N = Ay[N].

43



Dies folgt mit einer leichten Rechnung aus der Definition der Multiplikation auf
A[N] = A x N und aus der Voraussetzung an N. Da a[N] eindeutig durch a;[N]
bestimmt ist fiir ein [ > 0, ist § eindeutig durch §; bestimmt. Dies zeigt iii).
Mit den gleichen Argumenten zeigt man, dass auch die unter iv) gegebene Ab-
bildung bijektiv ist. O

Das folgende Lemma gibt eine Charakterisierung des Moduls Auty (@, N) durch
Morphismen in F. Mit Mor; (@[N], @) wollen wir dabei die Menge aller a-Morphis-
men in F bezeichnen, das heifit fiir jedes f € Mor (@[N], a) ist foj = ida, wobei
j 1@ — a[N] die kanonische Abbildung ist.

1.2.9 Lemma: Fiir a € F(A) und N € Coh(A) gibt es eine kanonische Bi-
jektion
Auty (@, N) = Morz(a[N], a)

Beweis: Schritt 1: Wir bemerken zunéchst, dass es eine kanonische Bijektion
Auty(a, N) = Morg(a[N],a[N])

gibt. Per Definition ist jeder Automorphismus 3 € Auty (@, N) ein a-Morphismus
von a[N] auf sich selbst. Die kanonische Zuordnung ( — @ ist also injektiv. Sie
ist sogar bijektiv: ist ndmlich f : @[N] — @[N] ein a-Morphismus, so liegt dieser
iiber A[N] « A[N], i.e. wir erhalten ein Diagramm

a[N] A[N]
/ ' /
a \ tiber A\
a[N] A[N]

Da aber A[N] — A[N] auch ein Morphismus von trivialen Erweiterungen ist,
folgt mit dem Fiinferlemma leicht, dass dies ein Isomorphismus ist. Da p eine
Faserung in Gruppoide ist, ist auch f ein Isomorphismus.

Schritt 2: Wir konstruieren einen kanonischen Morphismus

¥ : Morg(a[N], a[N]) — Morg(a[N], a).

Dazu betrachten die kanonische Injektion i : A — A[N],a — (a,0). Da jeder
Morphismus in F kartesisch ist, gibt es ein 7 : @[N] — @ und ein kartesisches
Diagramm

a

LA

T
—

a[N]
A[N]
Wir fixieren einen solchen kartesischen Morphismus 7 und setzen ¢ (f) := 7o f.

Dies definiert offensichtlich einen kanonischen Morphismus wie behauptet.
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Schritt 3: Der in Schritt 2 konstruierte Morphismus v ist bijektiv. Dazu reicht es
zu zeigen, dass ein Element g € Morg(a[N],a) genau ein Urbild unter 3 besitzt.
Wir betrachten das Diagramm

alN] A[N]

a[N] 2~ a A[N] ~— A.

¢ induziert einen Algebrahomomorphismus ¢* = id4 xd : A — A[N] = A x N.
Wir definieren einen Homomorphismus § : A[N] — A[N] vermége S(a,n) :=
(a,0(a) + n). Per Konstruktion macht diese Abbildung das rechte Diagramm
kommutativ; ferner ist 4 mit der kanonischen Projektionsabbildung A[N] — A
vertréiglich. Wegen der Kartesizitdt gibt es dann genau einen Morphismus (3 :
a[N] — a[N], der iiber g liegt und das linke Diagramm kommutativ ergénzt.
Nun rechnet man sofort nach, dass B ein Urbild von g unter % ist. O

Als Néchstes geben wir kurz an, wie sich die Aussagen 1.1.11 — 1.1.13 auf die
Situation der formalen Deformationstheorien iibertragen. Die Beweise verlaufen
analog zu denen der globalen Aussagen und werden daher fortgelassen.

1.2.10 Theorem: Fiir jede exakte Sequenz endlicher A-Moduln 0 — N’ —
N — N"” — 0 gibt es exakte Sequenzen von A-Moduln der Form

0 — Autp(a, N') — Autp(a, N) — Autp(a, N”)
— Exp(a, N') — Exp(a, N) — Exp(a, N”),
analog fir Auty(a/A, —) und Exp(a/A, —). O

Vollig analog iibertriagt sich die Kodaira-Spencer-Sequenz auf formale Deforma-
tionstheorien.

1.2.11 Theorem: Ist N ein endlicher A-Modul, so gibt es eine in N natirli-
che Abbildung dis : Dery (A, N) xs, Exp(a/A,N), so dass die Sequenz
0 — Autp(a/A, N) — Autp(a, N) — Dery (A, N)
K5, Fxy(a/A, N) — Exa (@, N) — Exa (A, N)

exakt und natirlich in N ist. O

1.2.12 Bemerkung: Ist ap ein Objekt iiber der Artinschen A-Algebra Ay =
A/my = C, so ist stets Derp (Ap, C) = Derp (C,C) = 0 und Exp (4g,C) = 0. Aus
der Kodaira-Spencer-Sequenz fiir @ = ag folgt nun unmittelbar Exy (ag/Ag, C) =
Exa(ag, C) und Auta(ag/Ag, C) = Autp(ag, C).

Auch die Vertréaglichkeit der Ex- und Aut-Moduln mit endlichen Abbildungen
findet sich in der formalen Situation wieder. Genau wie 1.1.13 zeigt man:

1.2.13 Satz: Sei f : A « B ein Morphismus in m,\ derart, dass A ein
endlicher B-Modul ist. Ferner sei f : a — b ein Morphismus tber f und f :
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Ex (a) — Exa(b) der durch @' v bll;a’ definierte Funktor. Fiir jeden endlichen
A-Modul N induziert f, B-lineare Abbildungen

EXA((_Z,N) — EXA(E, N) und AutA(d,N) — AutA(B, N)
sowie B-Isomorphismen
Exp(a/A,N) EXA(B/B, N) und Autp(a/A,N) = AutA(B/B, N).

Die Abbildungen sind mit exakten Sequenzen in N und der Kodaira-Spencer-
Sequenz vertrdglich. O

Die folgende Variante von 1.2.13 zeigt, dass die Aussagen fiir beliebige Morphis-
men a — b iiber A < B gelten, falls NV ein Artinscher Modul ist.

1.2.14 Satz: Ist N ein Artinscher A-Modul mit mZHN = 0, so gelten die
Aussagen von Satz 1.2.18 fiir jeden Morphismus f :a— binF. Die Abbildungen
sind mit der Kodaira-Spencer-Sequenz und mit exakten Sequenzen Artinscher
Moduln vertrdglich.

Beweis: Zuerst sei angemerkt, dass N fiir [ > n ein A;-Modul ist, wobei A4; :=
A/mf;rl. Ferner ist auch m%ﬂN = 0 und somit N ein B;-Modul fiir { > n. Wir
betrachten das kommutative Diagramm
A
3

B
B
Nun zeigen wir: ist N ein A,-Modul, so gibt es eine B-lineare Abbildung 7 :
Exp(a, N) — Exa(b, N). Dabei fassen wir N auf der linken Seite als A-Modul

und auf der rechten Seite als B-Modul auf. Da die senkrechten Pfeile im obigen
Diagramm surjektiv sind, ergeben sich B-lineare Abbildungen

f

—_—

fn

Exj (b, N) — Exp (b, N) und Exy(a,, N) — Exs (@, N)

Nun ist aber A,, eine Artinsche C-Algebra und trigt somit die Struktur eines
endlich-dimensionalen C-Vektorraums. Da auch B,, eine Artinsche C-Algebra
ist, ist A, endlich als B,-Modul. Daher gibt es eine B,-lineare Abbildung

Exa(an, N) — Exp (b, N).
Vollig analog kontruiert man fiir [ > n Abbildungen
EXA(al, N) — ]'__‘)XA(bl7 N)

Bilden wir nun den direkten Limes dieser Abbildungen, so ergibt sich daraus

wegen 1.2.8 eine Abbildung 7 : Exj(a, N) — Exa(b, N). Aus der Konstruktion
folgt unmittelbar, dass diese Abbildung B-linear ist. Genauso zeigt man, dass
es B-Homomorphismen

Autp(a,N) — AutA(B, N),
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EXA(C_I,/A, N) — EXA(E/B, N)

und -
Autp(a/A, N) — Auty(b/B, N)

gibt. Aus der Konstruktion der Abbildungen ergibt sich mit 1.2.13 leicht, dass
die unteren beiden Abbildungen wieder Isomorphismen sind. O

Wir wollen die Vertréglichkeit mit Abbildungen fiir den durch eine Deformation
a von ag gegebenen Morphismus ag < @ genauer betrachten. So kénnen die
Funktoren Exp(a/A, —) und Auts(a/A, —) als Fortsetzung von Exa (ag, —) und
Autp (ag, —) auf A aufgefasst werden.

1.2.15 Satz: Ista dber A eine Deformation von ag, so gibt es fiir jeden endlich-
dimensionalen C-Vektorraum V' A-lineare Abbildungen

EXA(CL()v V) - EXA(ELa V)7 AUtA(O’Oa V) — AUtA(a7 V)
und Isomorphismen von C-Vektorrdumen
Exp(ag, V) 2 Exa(a/A, V) und Autp(ag, V) = Autp(a/A, V).

Beweis: Es bezeichne Ag := A/m4 = C die 0O-te infinitesimale Umgebung von
A. Da A — A surjektiv ist, liegt der Morphismus ag — @ insbesondere iiber
einer endlichen Abbildung. Die Existenz der ersten beiden A-Homomorphismen
folgt somit aus 1.2.13. Die Injektivitit von ¢ : Auta(ag, V) — Auts(a, V) folgt
aus dem Diagramm

0 — Aut(ag/Ao, V) — Auta(ag,V)
= ¥ )

0 —— Autp(a/A, V) — Auta(a,V)
in dem die waagerechten Pfeile die Abbildungen aus den Kodaira-Spencer-
Sequenzen fiir ag und a sind. Aus 1.2.13 folgt ferner, dass
Exp(ag/Ao, V) 2 Exp(a/A, V) und Autp(ag/Aog, V) = Autp(a/A, V)

A-Isomorphismen sind. Da aber A insbesondere eine analytische C-Algebra ist,
folgt leicht, dass dies auch Isomorphismen von C-Vektorrdumen sind. Es bleibt
zu zeigen, dass fiir jeden endlich-dimensionalen C-Vektorraum V/

Exp(ag/Ao, V) =2 Exp(ag, V) und Autp(ag/Ag, V) = Autp(ag, V)

gilt. Wegen Bemerkung 1.2.12 gilt dies zunéchst fiir V' = C. Dass die Moduln
Exa(Ag, V) und Dery (Ag, V) fiir jeden endlich-dimensionalen C-Vektorraum V'
verschwinden, ergibt sich aus dem folgenden Verschwindungsargument.

1.2.16 Lemma: Sei A ein Noetherscher lokaler Ring mit Restekorper k und
F : Mod(A) — Mod(A) ein halbexakter Funktor, welcher endliche Moduln in
endliche Moduln tiberfihrt und mit direkten Summen vertrdglich ist. Ferner sei
fiir zwei A-Moduln M, N die kanonische Abbildung

Hom (M, N) — Homyu (F(M), F(N))

A-linear. Dann gilt: F(N) verschwindet genau dann fiir jeden endlichen A-
Modul N, wenn F(k) = 0.
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Beweis: Da k = A/my4 der Restekorper von A ist, folgt sofort die eine Rich-
tung. Um zu beweisen, dass die Bedingung F'(k) = 0 hinreichend ist fiir das
Verschwinden von F auf Coh(A), betrachten wir zunichst einen Modul N der
Linge 1, das heilit N = k. Nach Voraussetzung ist dann F(N) = F(k) = 0.
Sei nun Ig(N) > 1 und Ny C N ein Untermodul mit 1g(Ng) = 1. Dann ist mit
Q@ = N/No B

0—=Ng—N—-Q—0

eine exakte Sequenz von A-Moduln mit lg(Q)) < 1lg(N). Da F' halbexakt ist, folgt
F(N) = 0 per Induktion nach lg N. Sei schlieflich N ein beliebiger endlicher
A-Modul. Die Moduln N,, := N/m"*!N sind simtlich Moduln endlicher Linge
und nach [[Fle78], Kapitel 1, Abschnitt 4, Teil B, Korollar 4.5] ist die Abbildung

F(N)— lim F(N,)
injektiv. Dabei bezeichnet = die m4-adische Komplettierung. Aus dem bereits
Gezeigten folgt, dass F(N,,) fiir alle n verschwindet; wegen der Injektivitéit der

—

obigen Abbildung verschwindet daher auch F(N). Nach Voraussetzung ist aber

—

A lokal Noethersch und somit F(N) < F(N) stets injektiv. Dann verschwindet
notwendig auch F(N). O

1.3 Versalitat und Semiuniversalitit

In diesem Abschnitt werden die Begriffe der versellen und semiuniversellen De-
formation eingefiihrt. Sy bezeichnet stets den reduzierten Punkt {0}, welcher
als komplexer Raum mit der Strukturgarbe C versehen ist. Da Versalitéiit eine
lokale Eigenschaft ist, betrachten wir in diesem Abschnitt zunéchst eine lokale
Deformationstheorie p : F — An(y q).

1.3.1 Definition: Ein Objekt a € F(S,0) heifit versell, wenn die folgende
Liftungseigenschaft erfiillt ist: ist b — b’ ein Morphismus in F iiber einer ab-
geschlossenen Einbettung p(b) := (T,0) — (T7,0) =: p(b'), so lisst sich jeder
Morphismus b — a liften zu einem Morphismus b — a. In der Sprache der
Diagramme bedeutet das, dass jedes Diagramm der Form

— (T,0) —— (T",0)
e (5,0)

in dem (7,0) — (7”,0) eine abgeschlossene Einbettung von Raumkeimen ist,
sich wie durch den gestrichelten Pfeil angedeutet kommutativ ergidnzen lsst.

Uunter einer kleinen Erweiterung von komplexen Raumkeimen (7,0) — (77,0)
wollen wir eine Erweiterung durch einen O7o-Modul N der Linge 1 verstehen,
also eine Erweiterung von (7,0) durch N = C. Eine Erweiterung a — b in
F heifle klein, wenn die Erweiterung der komplexen Raumkeime p(a) — p(b)
klein ist. Analog definiert man kleine Erweiterungen fiir Objekte in F iiber
formale Raumkeime. Einen Raumkeim der Form (0, Og ¢ /mgzl) wollen wir im
Folgenden als fetten Punkt bezeichnen. Mit diesen Begriffen konnen wir nun

formale Versalitdt einfiihren:
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1.3.2 Definition: Ein Objekt a € F(S5,0) heifit formal versell, wenn die Lif-
tungseigenschaft in 1.3.1 lediglich fiir Morphismen b — b iiber einer kleinen
Erweiterung fetter Punkte erfiillt ist. Analog nennen wir ein Objekt a € F(S)
formal versell, wenn die Liftungseigenschaft 1.3.1 fiir @ und Morphismen b — b
iiber einer kleinen Erweiterung fetter Punkte erfiillt ist.

Die Definitionen gelten insbesondere fiir eine Deformation a € F(S,0) eines
Objektes ag € F(0). Wir werden daher im Folgenden von versellen und formal
versellen Deformationen a eines gegebenen Objekts ag sprechen. Ebenso macht
es Sinn, von einer formal versellen Deformation @ € F(S) von ag zu sprechen.
Fiir solche formal versellen Deformationen ergibt sich die folgende stérkere Lif-

tungseigenschaft:

1.3.3 Lemma: Sei a € F(S) eine formal verselle Deformation von ag. Dann
ist die Liftungseigenschaft 1.5.1 erfillt fir jeden Morphismus b—t inF, der
tiber einer abgeschlossenen Einbettung T — T' liegt.

Beweis: Ist T < T’ eine Erweiterung fetter Punkte, so ist K := ker(Oz — Of)
ein O7-Modul endlicher Lénge und die Behauptung folgt leicht per Induktion
iiber die Linge von K. Im allgemeinen Fall konstruieren wir die Liftung f’ : o’ —
a eines gegebenen Morphismus f : b — @ wie folgt: fiir ein n € N betrachten wir
die induzierten Abbildungen

fn:b, —aundb, —b,.

Fiir n = 0 ist by = b); es gibt also eine triviale Liftung fiir n = 0. Fiir n >

1 nehmen wir an, dass es fir i = 0,...,n — 1 Liftungen f! von f; gibt, die
miteinander vertréglich sind. Es sei 3, := b, L _ b;, ;. Aus der universellen

Eigenschaft fiir Fasersummen ergibt sich dann, dass es zu den Morphismen
bl _; — b/, und b, — b/, genau einen Morphismus 3, — b/, gibt, iiber den die
beiden vorgenannten Morphismen faktorisieren. Ebenso gibt es einen eindeutig
bestimmten Morphismus (3, — @, iiber welchen die Morphismen b/, _; — @ und
b, — a faktorisieren. Man priift nun leicht nach, dass 3, — ¥/, iiber einer
Erweiterung fetter Punkte liegt. Wegen dem ersten Teil des Beweises gibt es
also eine Liftung f/ : b/, — @, i.e. das Diagramm

B
\\ ; /S\ <

7./
bn

me

kommutieren. Daher ist f,’L_ mit den Morphismen j’TZ’ , @ < n, vertréglich und liftet
fn. Die gesuchte Liftung f’ von f ergibt sich also induktiv aus den f/. O
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1.3.4 Bemerkung;: i) Aus den Definitionen folgt unmittelbar, dass ein
verselles Objekt a € F bzw. a € F stets formal versell ist.

ii) Da die Morphismen 7" := (7,0) — S := (S,0) von fetten Punkten 7" €
Any o) eineindeutig Morphismen 7' — S entsprechen, ist ein Objekt a €

F(S) genau dann formal versell, wenn 4 € F(S) formal versell ist.

iii) Aus den beiden vorangehenden Bemerkungen folgt insbesondere, dass fiir
ein verselles Objekt a € F(S,0) die Komplettierung a stets formal versell
ist.

iv) Ist p : F — Any eine globale Deformationstheorie, so nennen wir ein
Objekt a iiber S (formal) versell im Punkt sg € S, wenn der Keim (a, s¢)
aus 1.2.3 eine (formal) verselle Deformation von as, ist.

Die Liftungseigenschaft in Definition 1.3.1 ist im Allgemeinen nicht leicht zu
iiberpriifen. Fiir die formale Versalitit gilt das folgende Kriterium:

1.3.5 Satz: Seip : F — K?l(g’o) eine formale Deformationstheorie und a €

f‘(S) Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
i) a ist formal versell
ii) Ex(s,0)(a,C) =0
ii1) Ex(s,0)(a, N) = 0 fir alle endlichen Og-Moduln N
Beweis: Folgt aus [[BF03], Abschnitt 6, Satz 6.6]. O

In Definition 1.3.1 haben wir nicht gefordert, dass es eine eindeutige Liftung
b — a gibt. Eine (formal) verselle Deformation eines Objekts ag ist daher
nicht eindeutig. Wir wollen nun den Begriff der semiuniversellen Deformati-
on einfithren. Dazu erinnern wir an die Definition des Tangentialraums eines
komplexen Raumkeimes S = (5,0) iiber der Basis (X,0). Dieser ist gegeben
durch

To(S) := Der(s )(0s,0,C) = HomC(Q}g/E ® C,C);

fiir den zugehorigen Dualraum ergibt sich
Tp(S)" = Q5 ® C = mo/ (1005 + mp),

wobei my C Og das zu 0 € S gehorige maximale Ideal bezeichnet und po das
maximale Ideal in Oy o. Fiir einen formalen komplexen Raumkeim S definiert
man auf analoge Weise den Tangentialraum Ty(S), entsprechend fiir einen kom-
plexen Raum S und einem Punkt so € S den Tangentialraum T, (S) von S in

S0-

1.3.6 Definition: Eine (formal) verselle Deformation a € F(S,0) von ag heifit
(formal) semiuniversell, wenn der Tangentialraum Ty(S) von S = (5,0) iso-

morph ist zu dem Vektorraum Ex(s o)(ag, C). Analog bezeichnen wir eine for-
male Deformation a € F als (formal) semiuniversell, wenn sie (formal) versell ist

und der Tangentialraum 7(S) isomorph ist zu Ex(x; ¢)(ao, C). Schliefllich nen-
nen wir eine globale Deformation a € F(S) (formal) semiuniversell im Punkt
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s0, wenn der Keim (a, sg) eine (formal) semiuniverselle Deformation von as,
ist, das heifit wenn (a, sg) eine (formal) verselle Deformation von ag, ist und
TSO (S) = EX(Z,O) (asO,(C).

Wenn die infinitesimalen Erweiterungen Ex s, o)(ao, C) eines gegebenen Objekts
ag tiber Sy endliche C-Dimension haben, gibt es stets eine formal semiuniverselle
Deformation a von ag. Schlessinger gibt dafiir sogar einen konstruktiven Beweis.

1.3.7 Theorem: Ist ag ein Objekt iber dem reduzierten Punkt Sy und ist
dime Ex(x,0y (a0, C) < oo, so ewistiert stets eine formal semiuniverselle Defor-
mation a von ag.

Beweis: [[Rim72], (1.11)]. O

Diese Aussage sichert insbesondere die Existenz formal verseller Deformationen
eines gegebenen Objektes ag. Bevor wir ndher auf die Eindeutigkeit formal ver-
seller und formal semiuniverseller Deformationen eingehen, sollen zunéchst die
folgenden Eigenschaften formal (semiuni)verseller Deformationen gezeigt wer-
den:

1.3.8 Satz: Gegeben sei ein Objekt ag € F(Sy) und eine formal verselle De-

formation a € F(S).

i) Jede formale Deformation b von ag wird durch eine Abbildung f : p(b) —
p(@) von a induziert, es ist also b = f*(a).

it) @ ist genau dann formal semiuniversell, wenn die assoziierte Abbildung
der Tangentialrdume

To(p(b)) — To(p(@))
b.

eindeutig bestimmt ist durch

Beweis: Die erste Behauptung folgt sofort aus der Definition von formal versell,
angewandt auf die kanonischen Einbettungen ag < b und ag — a. Um die
zweite Behauptung zu zeigen, betrachten wir die Kodaira-Spencer-Sequenz von
a zunéchst fiir einen beliebigen C-Vektorraum W:

0 — Aut(a/S, W) — Aut(a, W) — Hom(QL, W) 255 Ex(a/S, W) — 0.

Es bezeichne V den Vektorraum Ty(S)" = Qf ® C. Wir zerlegen die obige
Sequenz in zwei kurze exakte Sequenzen und betrachten diese als Sequenzen
von C-Vektorrdumen. Wegen 1.2.15 haben diese die Form

0 — Aut(ap, W) — Aut(a, W) — K(W) — 0

und 5
0 — K(W) — Hom(V,W) -5 Ex(ag, W) — 0,

wobei K (W) den Vektorraum ker dx g bezeichnet. Aus der zweiten Sequenz folgt
leicht, dass K beziiglich W ein linksexakter kovarianter Funktor ist.
Wir wollen nun speziell den Fall W :=Tj (T)v =~ QL ® C betrachten: es ist

Hom(V, W) = Hom(Ty(S) ", To(T)") = Hom (T (T), To(S))
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und ferner induziert jeder Morphismus b — @ insbesondere eine Erweiterung
by — @, iiber den infinitesimalen Umgebungen T, — S;. Per Konstruktion der
formalen Deformationen ist b; eine Erweiterung von ag durch W. Eine Defor-
mation b von ag liefert also ein eindeutig bestimmtes Element [b1] € Ex(ag, W).
Wegen der Surjektivitdt der Kodaira-Spencer-Abbildung dxg induziert ein sol-
ches Element stets eine Abbildung der Tangentialrdume d;, € Hom(V, W); diese
ist genau dann eindeutig, wenn der Kern K (W) verschwindet. Da K aber ein
linksexakter Funktor ist, folgt die Behauptung nun leicht per Induktion nach
dimc W. O

Fiir eine formal semiuniverselle Deformation @ ist also zumindest die auf den
Tangentialriumen der Basisrdume induzierte Abbildung eindeutig. Soweit nichts
anderes angegeben ist, wollen wir stets annehmen, dass Ex(s (a0, C) endliche
C-Dimension hat und somit stets eine formal semiuniverselle Deformation exis-
tiert. Diese ist allerdings nur bis auf nichtkanonische Isomorphie eindeutig be-
stimmt. Formal verselle Deformationen hingegen kénnen sich um einen glatten
Faktor unterscheiden. Genauer gilt:

1.3.9 Satz: i) Fine formal semiuniverselle Deformation von ag ist eindeu-
tig bestimmt bis auf nichtkanonische Isomorphie.

ii) Ist b diber T formal semiuniversell und a € F(S) eine formal verselle

Deformation von ag, so ist jeder Morphismus f : S — T mit f*(b) = a
glatt, dass heifst, es ist Og =2 O7[ X1, ..., X4].

Beweis: Man beachte, dass sich die erste Behauptung unmittelbar aus ii) ergibt.
Der zweite Teil ist aber genau [[Fle81la], Abschnitt 5, Lemma 5.3]. O

Offensichtlich hiangt die Zahl der Unbestimmten d nicht von der Wahl von f
ab. Da es nach 1.3.8 stets eine Abbildung f : S — T mit f*(b) = a gibt
und die formal semiuniverselle Deformation von ag bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt ist, kénnen wir jeder formal versellen Deformation a von ag eindeutig
die Zahl d zuordnen, wobei d die Anzahl der Unbestimmten in 1.3.9ii) sein soll.
1.3.10 Definition: Gegeben sei eine formal verselle Deformation @ € F(S)
von ag € F(Sp). Die Zahl d aus 1.3.9ii) heift (formal verselle) Uberschuss-
dimension von a und wird mit odim(a) bezeichnet. Fiir eine lokale Defor-
mation @ iiber (S,0) ist die (verselle) Uberschussdimension definiert durch
odim(a) := odim(a). Ist p : F — Angy eine globale Deformationtheorie, so
bezeichnen wir die Zuordnung odim : S — N mit s — odim(a, s) als (verselle)
Uberschussfunktion von a . Ist odim(s) = dy konstant fiir ein Objekt a € F, so
nennt man a dquiversell vom Rang dy.

1.3.11 Bemerkung: Wegen 1.3.9 sind die Begriffe (formal) verselle Uber-
schussdimension und verselle Uberschussfunktion wohldefiniert. Ebenso ist of-
fensichtlich, dass @ genau dann formal semiuniversell ist, wenn odim(a) ver-
schwindet.

Wir werden im Folgenden eine (formal) verselle Deformation @ von ag mit
odim(a) = d auch kurz (formal) d-versell nennen. Es gilt die folgende Ver-
allgemeinerung von 1.3.9i):
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1.3.12 Satz: Zu einer Zahl d € N gibt es bis auf (nicht-kanonische) Isomor-
phie genau eine formal d-verselle Deformation @ von ag € F(Sp).

Beweis: Wir zeigen: zwei formal verselle Deformationen @ und @’ von ag sind
genau dann isomorph, wenn ihre Uberschussdimension iibereinstimmt. Sei b €
F(T) die formal semiuniverselle Deformation von ag, d := odim(a) und d’ :=
odim(@’). Dann ist O = Op[X1,...,Xg4] und O5 = Op[X1,...,Xa]. Aus
a = @ folgt dann unmittelbar d = d’. Sind umgekehrt die Uberschussdimen-
sionen d und d’ gleich, so folgt Og = Og und damit auch S = S’. Da p eine
Faserung in Gruppoide ist, impliziert dies, dass auch @ und @’ isomorph sind.O

Wir wollen als Néchstes Formeln fiir die Uberschussdimension herleiten. Dazu
miissen wir zusdtzlich annehmen, dass auch Aut(s g)(ao,C) eine endliche C-
Dimension hat.

1.3.13 Lemma: Sei b dber T die formal semiuniverselle Deformation von

ap € F(Sp) und a € F(S) eine d-verselle Deformation von ag. Fs seien fer-
ner Ex(s,0y(ao, C) und Aut(s o) (ao, C) endlich-dimensionale C-Vektorrdume.

i) Fiir den relativen Kotangentialmodul von S gilt
~Y d
Qg5 =055 © 03 ® 0.

ii) Fir die Uberschussdimension d := odim(a) von a gelten die folgenden
Formeln:

d = dimc To(S) - dim(c EX(Z)O)(CL(), (C)
= dimc Aut(g’o) (a,C) — dim¢ Aut(g’o) (ap, C)
Beweis: Da Og =2 O7[ X7, ..., X4] eine glatte Op-Algebra ist, ist die Sequenz
0— QlT—/i ®0g — Qlé/i — Q%/T — 0

exakt und spaltend. Wegen QL - = O‘é folgt 1). Bezeichnet F' den Funktor

S/T —
Homg(—,C) mit C = Og/mg, so folgt umittelbar, dass auch
() 0— F(Q%/T) — F(Q}?/S) — F(Q%/2 ®0g) —0

exakt ist. Wegen
F(Q,7) = Homo (0%, C) = Home(C?, C) = C4,
F(Qg/z) = Homog(Qg/i, C) Homc(Qg/i ®C,C) = Ty(S)
und

F(Qlf/i ® O0g) = HomC(Qlf/z ® C,C) = To(T) = Ex(s,0) (a0, C)

ist (%) eine exakte Sequenz von C-Vektorrdumen und die erste Formel fiir d folgt
aus der Tatsache, dass die Dimension additiv ist beziiglich exakter Sequenzen.
Die zweite Formel ergibt sich aus der Kodaira-Spencer-Sequenz fiir a:

0— Aut(z’o) (d/g, (C) — Aut(z’o) (d, (C) — Der(g’o)(OS, (C)
— EX(E70) (EL/S, (C) — EX(E,O) (EL’ (C) = 0
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Wegen 1.2.15 ist Aut(s o)(a/S,C) = Aut(s o) (ao,C) und Ex(s ) (a/S,C) =
Ex(5,0)(ao, C); die Formel ergibt sich nun wieder aus der Additivitdt von dimc
beziiglich exakter Sequenzen. O

Mit den Formeln fiir die Uberschussdimension lassen sich leicht folgende Korol-
lare zeigen.

1.3.14 Korollar: FEs seien die Voraussetzungen von 1.3.13 erfillt. Die folgen-
den Aussagen sind dquivalent:

i) d=0
it) a ist formal semiuniversell
iii) To(S) = Ex(s,0) (a0, C)
) Aut(s o) (a, C) = Aut(s o)(ao, C)

Beweis: Die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen folgt direkt aus Bemerkung
1.3.11. Aus dem Beweis von 1.3.13 folgt, dass die in iii) und iv) angegebenen
Vektorraume endlich iiber C sind. Daher ergibt sich die Aquivalenz von 1), iii)
und iv) aus 1.3.13ii). O

1.3.15 Bemerkung: Aus der Definition der Uberschussdimension ergibt sich
insbesondere d > 0. Da ferner die in 1.3.13 vorkommenden C-Dimensionen nicht-
negativ sind, ergeben sich die Ungleichungen

dimc Ty (S) > dime Ex(x 0y (a0, C)

und
dim¢ Aut(&o) (@,C) > dim¢ Aut(270) (ag, C).

Zusammen mit 1.3.14iii) zeigt die erste Ungleichung, dass die in 1.3.6 gegebe-
ne Definition von (formal) semiuniversell eine Minimalitédtsforderung an den

Tangentialraum Tp(S) ist.

Nachdem wir nun (formal) verselle und semiuniverselle Deformationen betrach-
tet haben, wollen wir kurz auch auf (formal) universelle Deformationen einge-
hen.

1.3.16 Definition: Eine Deformation a € F(5,0) von ag € F(Sy) heifit uni-
versell, wenn die Liftung ' — a in 1.3.1 eindeutig bestimmt ist. a heif3t formal
universell, wenn es eine eindeutige Liftung &’ — a gibt in dem Fall, dass b — b’
iiber einer kleinen Erweiterung fetter Punkte liegt. Der Begriff formal universell
iibertragt sich entsprechend auf formale Deformationen a von ag.

In den meisten Féllen existiert zu einem Objekt ag € F(Sp) eine solche uni-
verselle Deformation nicht. Aus der Definition folgt sofort, dass eine universelle
Deformation, wenn sie existiert, stets eindeutig ist. Es gilt das folgende Kriteri-
um fiir formale Universalitét:

1.3.17 Satz: Ist a iiber S eine formal verselle Deformation von ag € F(Sp),
so sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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i) a ist formal universell
i) Aut(s 0y (a,C) =0
iii) Auts oy(a, N) =0 fir alle endlichen O g-Moduln
Beweis: i) == iii) Sei # € Aut(x g)(a, V). Wegen 1.2.9 ist
Aut (s o)(a, N) = Morg(a[N], a).

Da a formal universell ist, besitzt die Identitédt id; eine eindeutige Liftung, i.e.
das Diagramm

Ql

s

(V]

]

v

a

ist kommutativ. Dabei bezeichnet j : @ — @[N] den Morphismus iiber der
kanonischen Erweiterung S < S[N]. Daraus folgt, dass Morz(a[N],a) aus nur
einem Element besteht und der Automorphismenmodul somit trivial ist. Die
Implikation iii) == 1ii) ist trivial. Zu zeigen bleibt i) = 1). Wir miissen
zeigen, dass es fiir jeden Morphismus b — @ und jeden Morphismus &k : b — b/,

der iiber einer kleinen Erweiterung fetter Punkte liegt, genau einen Morphismus
k' : b — a gibt, so dass das Diagramm

S
<z

/b

k'

Ql ——

kommutiert. Wegen der formalen Versalitdt von a gibt es stets einen solchen
Morphismus k’. Es bezeichne « = j o k¥’ die Verkniipfung von k' mit dem
kanonischen Morphismus j : @ < a[C] iiber S < S[C]. Nun ergibt sich aus der
formalen Versalitidt das folgende kommutative Diagramm:

b—— b
a — d
In a[C] hinein hat man stets einen eindeutig bestimmten Morphismus

K :ally b — a[C).
Dieser ergibt sich aus der universellen Eigenschaft der Fasersumme. Aus dem
folgenden Lemma folgt leicht, dass &/ sogar ein Isomorphismus ist. Seien nun &}
und k% zwei Liftungen von k und

=K ok, alC] = a[C).

Dieser Morphismus ist per Konstruktion ein Isomorphismus und mit dem ka-
nonischen Morphismus j vertriglich, das heifit k € Aut (s 0)(a, C). Nach Vor-

aussetzung ist nun k = idg|c) und somit k:’1 = k2 Aus der Konstruktion der
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Morphismen k! folgt dann auch &} = k. O
Im Beweis haben wir das folgende Lemma verwendet:

1.3.18 Lemma: Sei T — f’ eine kleine Erweiterung fetter Punkte, S ein
formaler Raumkeim und j : S — S[C]| die kanonische kleine Erweiterung von
S. Ist nun

/

[PE——

B

S % [
ein kommutatives Diagramm, so ist die eindeutig bestimmte Abbildung
f: ST — S[C]
ein Isomorphismus.

Beweis: Da T — 1" eine kleine Erweiterung fetter Punkte ist, existiert die Fa-
sersumme S’ := S I1; T" fiir jeden Morphismus formaler Raumkeime 7" — S.
Ferner definiert S’ eine kleine Erweiterung von S. Auf dem Niveau der ana-
lytischen Algebren ergibt sich nun das folgende kommutative Diagramm mit
exakten Zeilen:

0—>C——> 05 —» 05— 0

| 1

0—— C—» 0g[C] —> Og —— 0

Da ein formaler Raumkeim eindeutig durch die zugehorige analytische Algebra
bestimmt ist, folgt die Behauptung aus dem Fiinferlemma. O

Zusammen mit Korollar 1.3.14 folgt aus diesem Kriterium, dass sich die formal
semiuniverselle und die formal universelle Deformation eines Objektes ag nur
in den infinitesimalen Automorphismen Aut(s (a0, C) unterscheiden. Insbe-
sondere kann aq keine universelle Deformation besitzen, sobald es nichttriviale
infinitesimale Automorphismen gibt.

1.3.19 Korollar: Fine Deformation a von aqg ist genau dann formal univer-
sell, wenn a formal semiuniversell ist und Aut (s o)(ao, C) = 0.

Beweis: Ist @ formal semiuniversell und gilt Aut(s y(ao,C) = 0, so folgt aus
Korollar 1.3.14iv) sofort Aut s o) (@, C) = Aut (s g)(ao, C) = 0. Dies zeigt die eine
Richtung. Sei umgekehrt a formal universell. Nach dem Kriterium fiir formale
Universalitét ist dann Autx, o)(a, C) = 0. Aus der Kodaira-Spencer-Sequenz fiir
a ergibt sich

Aut(z’o) (ZL/S, (C) =0

und - -
To(S) = Hom(Qg, C) = Ex(s 0y(a/S,C)

Wegen 1.2.15 ist damit auch die Umkehrung der Aussage bewiesen. O
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Nachdem bislang hauptséichlich die formale Versalitéit untersucht wurde, stellt
sich die Frage, ob analoge Aussagen auch fiir lokale Deformationen a € F(S,0)
von ag gelten und ob es {iberhaupt verselle, semiuniverselle oder gar universelle
Deformationen gibt. Der folgende Satz ist dabei von zentraler Bedeutung:

1.3.20 Satz: FEs mdge eine verselle Deformation a € F von ag € F(Sy) exis-
tieren. Dann gilt:

i) In F existiert eine semiuniverselle Deformation von ag.

i1) Jede formal verselle Deformation von ag ist bereits versell.

Beweis: [[Fle8la], Abschnitt 5, Satz 5.2]. O

1.3.21 Bemerkung: i) Nach Bemerkung 1.3.4 ist jede verselle Deformati-
on auch formal versell. Gibt es in F eine verselle Deformation, dann sind
(semiuni)versell und formal (semiuni)versell dquivalente Begriffe und die
Aussagen dieses Abschnitts gelten entsprechend fiir (semiuni)verselle De-
formationen a € F(S,0).

ii) Ist p : F — Angy eine globale Deformationstheorie und a ein universelles
Objekt in F(5), so ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Keime
(a,s), s € S, dass jeder Keim (a, s) eine universelle Deformation von as
ist. Insbesondere ist ein universelles Objekt stets dquiversell vom Rang 0.

1.4 Offenheit der Versalitit und Obstruktions-
theorien

In diesem Abschnitt sei p : F — Any eine globale Deformationstheorie und
a € F(S) ein Objekt iiber S. Wir erinnern nochmal daran, dass ein solches
Objekt fiir jedes s € S ein Diagramm

as — (a,s)

I

{s} — (5:9)

induziert und der Keim (a,s) stets eine lokale Deformation von a, darstellt.
Insbesondere macht der Begriff der formalen Versalitdt Sinn fir (a,s). Unter
gewissen Voraussetzungen ist formale Versalitéit eine offene Eigenschaft, das
heifit die Menge der Punkte, fiir die (a,s) eine formal verselle Deformation
von a; ist, ist Zariski-offen in S. In diesem Abschnitt wollen wir die folgenden
Notationen und Begriffe verwenden: die Menge

Vo :={s € S| a ist formal versell in s}

bezeichnen wir mit Menge der formal versellen Punkte von a. Unter der Offen-
heit der formalen Versalitit fiir ein Objekt a € F(S) wollen wir die Tatsache
verstehen, dass V, eine Zariski-offene Teilmenge von S ist. Ziel dieses Abschnitts
ist, ein handliches Kriterium fiir die Offenheit der formalen Versalitit vorzustel-
len.

Zunéchst bendtigen wir den folgenden Begriff:
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1.4.1 Definition: Ein additiver Funktor F' : Coh(S) — Coh(S) geniigt dem
generischen Prinzip, wenn es zu jedem abgeschlossenen reduzierten Teilraum T
von S eine Zariski-offene dichte Teilmenge U C T gibt mit der Eigenschaft, dass
die kanonische Abbildung

F(Or)® Op/my — F(Or/my)

bijektiv ist fiir alle t € U.

Die folgenden Beispiele seien zur Verdeutlichung des generischen Prinzips ange-
geben.

1.4.2 Beispiel: i) Gegeben sei ein komplexer Raum S und fiir jede offene

ii)

Teilmenge U C S ein Kohomologiefunktor
FY(U,—) : Coh(U) — Coh(U),i € Z

Unter einem Kohomologiefunktor wollen wir dabei eine Familie halbexak-
ter Funktoren {F*};cz verstehen, welche fiir eine kurze exakte Sequenz
00— M — M — M’ — 0 eine lange Kohomologiesequenz der Form
. — F{(M') - F'{(M) — F'(M") — F*L(W') — ... induziert. Die
Funktoren F*(U, —) seien weiterhin mit Einschriinkungen auf offenen Teil-
mengen vertriglich, das heift fiir eine offene Teilmenge V' C U und einem

kohédrenten Oy-Modul N sei
FYV,N,,) = F'(UN)

[v-

Fiir eine festgewihlte Zahl k € Z geniigt dann der Funktor F*(S, —) dem
generischen Prinzip. Einen Beweis dafiir findet man in [[Fle78], Kapitel
1, Satz 4.6]. Ein solcher Funktor ist beispielsweise gegeben durch die Ext-
Funktoren Ext}, (X', —), wobei K ein geeigneter Komplex von Oy-Moduln
ist mit kohédrenter Kohomologie.

Ebenso gilt auch die folgende relative Variante von Beispiel i): sei f : X —
S ein Morphismus komplexer Réume. Fiir jede offene Teilmenge U C S
seien nun Kohomologiefunktoren

F'(U,—) : Coh.(f~'(U)) — Coh(U),i € Z,

gegeben, wobei hier Coh, (f~1(U)) die Kategorie der kohérenten O y-1 (1)
Moduln mit eigentlichem Triiger iiber U ist. Die Funktoren F*(U, —) seien
wieder in dem unter i) beschriebenen Sinn miteinander vertriiglich, das
heift fiir eine offene Teilmenge V' C U und einem Modul N € Coh,(f~1(U))
gelte FH{(U,N), = F{V, N\f—l(m)'

[v
Sei M ein kohérenter S-flacher Modul auf X, dessen Triger eigentlich iiber
S liegt. Wir betrachten den folgenden durch M induzierten Kohomologie-
funktor

F{(UM® f*—): Coh(U) — Coh(U),i € Z
Diese sind ebenfalls mit Restriktionen auf offenen Teilmengen vertréaglich,
wie man leicht sieht. Da M flach iiber S ist, folgt mit [[Fle81a], Abschnitt
7, Satz 7.3], dass der Funktor F*(S,M ® f*—) fiir festes k dem generi-
schen Prinzip geniigt. Ein Beispiel fiir solche Kohomologiefunktoren wird
durch die relativen Ext-Funktoren gegeben, die in Kapitel 2, Abschnitt 2
eingefiihrt werden.

58



Fiir das eingangs erwihnte Offenheitskriterium benétigen wir den Begriff der
Obstruktionstheorien.

1.4.3 Definition: Eine Obstruktionstheorie fiir ein Objekt a € F(S) ist gege-
ben durch einen Funktor

0b(a/S,—) : Coh(S) — Coh(S)

der die folgende Eigenschaft erfiillt: fiir jeden kohérenten Og-Modul N gibt es
eine (in N funktorielle) Abbildung

ob: Ex(S/E,N) — 0b(a/S,N),
welche die folgende Sequenz exakt macht:
Exs(a,N) — Ex(S/E,N) — Ob(a/S,N)

1.4.4 Bemerkung: i) Besitzt ein Objekt a € F(.S) eine Obstruktionstheo-
rie Ob(a/S, —), so ist diese im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

ii) Analog definiert man Obstruktionstheorien fir formale Objekte a iiber
einem formalen Raumkeim S und fiir Objekte a := (a,0) {iber einem
komplexen Raumkeim (S, 0). Die genaue Formulierung der jeweiligen De-
finition sei dem Leser iiberlassen.

iii) Man priift leicht nach, dass die in 1.4.3 gegebene Definition dquivalent ist
zu der Folgenden: eine Obstruktionstheorie fiir a ist gegeben durch einen
Funktor Obx(a/S,—) : Coh(S) — Coh(S), der die Kodaira-Spencer-
Sequenz erweitert und der mit Restriktionen auf Zariski-offenen Teilmen-
gen U C S vertrédglich ist, i.e. fiir jedes U C S gibt es einen Funktor
Ob(a/U,—) : Coh(U) — Coh(U) zusammen mit einer natiirlichen Trans-
formation oby : Ob(a/S,—) — Ob(a/U,—), so dass fiir jeden Modul
N € Coh(U) die Sequenz

EXE(G,|U 5 N) — EXz(U/E, N) — Obz(a|U/U, N)
exakt und mit den Transformationen oby vertréiglich ist.

Das Offenheitskriterium lasst sich nun wie folgt formulieren:

1.4.5 Theorem: Es seia € F(S) ein Objekt iber S und

i) der Funktor Exx(a/S,—) erhalte Kohdrenz, das heifit ist N ein kohdirenter
Og-Modul, so ist auch Exx(a/S,N) kohdirent auf S;

it) der Funktor Exsx(a/S,—) geniige dem generischen Prinzip und

1) es emistiere eine Obstruktionstheorie Ob(a/S,—) fir a, die dem generi-
schen Prinzip gendtigt.

Dann gilt die Offenheit der formalen Versalitit fir a.

Beweis: [[Fle81a], Abschnitt 4, Satz 4.3]. O
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1.4.6 Bemerkung: Anstatt Offenheit der formalen Versalitét kann man eben-
so untersuchen, wann die Offenheit der Versalitéit gilt, das heifit wann die Menge

{s € S| (a,s) ist eine konvergente verselle Deformation von a,}

Zariski-offen in S ist. Sobald es fiir jedes s € S eine konvergente verselle De-
formation zu as gibt, sind wegen 1.3.21 Offenheit der formalen Versalitdt und
Offenheit der Versalitéiit identische Eigenschaften.

Wir wollen zum Ende des Abschnitts das Kriterium 1.4.5 auf die formale Uni-
versalitdt iibertragen. Im Folgenden sei dazu

Uy :={s € S| a ist formal universell in s}.

Bevor wir die Aussage formulieren und beweisen, seien die folgenden globalen
Varianten der Kriterien 1.3.5 und 1.3.17 genannt:

1.4.7 Korollar: Es sei p : F — Angy eine globale Deformationstheorie und
a € F(S). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) a ist formal versell in s
ii) Die Garbe Exx(a,Og/mg) hat verschwindenden Halm in s
iii) Es ist Exx(a,N)s = 0 fiir jeden kohdrenten Og-Modul N
Sei nun a formal versell in s. Dann gilt die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
a) a ist formal universell in s
B) Auts(a,0g/ms)s =0
v) Fiir alle N € Coh(S) ist Auts(a,N)s =0

Beweis: Ein Beweis ergibt sich direkt aus den Kriterien fiir formale Deformatio-
nen zusammen mit Bemerkung 1.2.4ii) [siehe auch [Fle81a], Abschnitt 3, Satz
3.2 und Bemerkung am Ende von Abschnitt 3]. O

Theorem 1.4.5 iibertragt sich nun wie folgt auf die formale Universalitét:

1.4.8 Satz: Es seia € F(S) und es gelten die Eigenschaften i) - iii) aus 1.4.5.
Zusitzlich sei der Funktor Auts(a/S, —) kohdrenzerhaltend. Dann ist die Menge
U, eine Zariski-offene Teilmenge von S.

Beweis: Sei N ein kohérenter Og-Modul. Nach Voraussetzung ist dann auch
Auts(a/S,N) kohérent und aus der Kodaira-Spencer-Sequenz

0 — Auts(a/S,N) — Auts(a,N) = Ders(0g,N) — Exx(a/S,N)

ergibt sich die Kohérenz von Auts,(a, N). Insbesondere ist der Modul Auts,(a, Og)
kohérent auf S und somit

A:= S\ supp (Autx(a,Og))
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Z-offen in S. Da die Eigenschaften i) — iii) aus 1.4.5 erfiillt sind, ist auch Vj,
Z-offen in S. Offensichtlich geniigt es nun, die folgende Gleichung nachzuweisen:

U, =V, NA.

Sei also s € U,. Dann ist insbesondere s € V, und wegen Korollar 1.4.7 ferner
Auts(a,N)s = 0 fiir jeden kohiirenten Og-Modul N. Fiir N := Og zeigt dies
genau s € A. Sei umgekehrt s sowohl in V, als auch in A. Bezeichnet my; C Og
die kohérente Idealgarbe zu s, so ist

0—-mg — O0g — O0g/my — 0

eine exakte Sequenz kohérenter Og-Moduln. Die zugehorige Aut-Ex-Sequenz
1.1.11 hat die Gestalt

0 — Auts(a,ms) — Auts(a,0g) — Auts(a, Os/ms) — Exs(a,ms) — ...
Insbesondere ist diese Sequenz fiir die Halme an der Stelle s exakt. Wegen s € V,
ist

Exs(a,mg)s =0

und wegen s € A ist
Autg(a, Os)s =0.

Aus der Exaktheit folgt dann Auts(a, 0g/ms)s = 0; wegen Kriterium 1.4.7 ist
a formal universell in s. O

1.4.9 Bemerkung: i) Ein analoges Kriterium fiir die Menge
Se :={s €5 | a ist formal semiuniversell in s}

gibt es leider nicht. Wir werden spéter sehen, dass unter weiteren Voraus-
setzungen S, eine Zariski-offene Teilmenge von V, und auch von S ist,
falls V, selbst Z-offen in S liegt [vgl. Theorem 3.2.1ff].

ii) Aus 1.4.8 folgt unmittelbar, dass U, C V, stets Zariski-offen ist. Da wir an
Aussagen iiber (formal) verselle Deformationen interessiert sind, betrach-
ten wir fiir ein gegebenes Objekt a tiber S oftmals den Fall S =V, indem
wir @ durch die Restriktion a,, ersetzen.
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Kapitel 2

Aufl6sungen von
Deformationen

In diesem Kapitel soll der Begriff der S-Auflisung fiir Objekte a € F(S) ein-
gefithrt werden. Dabei sei p : F — Any, eine Deformationstheorie. Eine solche
Auflésung ist im Wesentlichen durch einen Komplex X° gegeben, der eine expli-
zite Darstellung der Funktoren Exs(a/S,—) und Auts(a/S,—) als Funktoren
der Form Ext’(X',—) erlaubt. Die ersten beiden Abschnitte geben eine kurze
Beschreibung dieser Ext-Funktoren. Die Definitionen und Bezeichnungen hal-
ten sich sdmtlich an die Notation von [Har66], wobei wir speziell die analyti-
sche Situation zugrunde legen. Die betrachteten komplexen Réume seien dabei
weiterhin endlichdimensional, parakompakt und haben eine abzihlbare Basis
der Topologie; die aus [Har66] zitierten Aussagen sind in dieser Situation m.m.
giiltig. In [RR74] werden die wichtigsten Aussagen speziell fiir den Fall komple-
xer Rdume gezeigt.

Bevor im vierten Teil dieses Kapitels explizit Auflésungen von Deformationen
oder allgemeiner Auflosungen eines Objektes a € F(S) fiir globale Deformations-
theorien p : F — Any eingefiihrt werden, wiederholen wir im dritten Abschnitt
die wichtigsten Eigenschaften der sogenannten Kotangentenkomplere holomor-
pher Abbildungen. Diese bendtigen wir spéter fiir die explizite Konstruktion
von S-Auflésungen, beispielsweise bei Deformationen des Douady-Raums oder
Deformationen kompakter komplexer Rdume.

Eine S-Auflosung von einem Objekt a ist eines der wichtigsten technischen
Hilfsmittel in dieser Arbeit. Die Auflésungen sind aber leider nicht eindeutig
bestimmt; es ist sogar unklar, unter welchen Voraussetzungen solche Auflosun-
gen {iberhaupt existieren. Die in der Geometrie vorkommenden Fille erweisen
sich jedenfalls sémtlich als S-auflosbar.

2.1 Der Funktor Ext'(—,—) fiir lokale Noether-
sche Ringe

In diesem Abschnitt betrachten wir die Funktoren Ext’(—, —) fiir Komplexe von

endlichen Moduln iiber lokalen Noetherschen Ringen und zeigen, wie man diese
moglichst leicht berechnen kann. Notationen in diesem Abschnitt werden nur
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dann kommentiert, falls diese von der Standardnotation der kohomologischen
Algebra abweichen. Fiir allgemeine Aussagen und Beweise iiber die Kohomo-
logie von Komplexen endlicher Moduln verweisen wir auf [Rob98], [HS97] und
[Bou07].

Es sei A stets ein Noetherscher lokaler Ring, N ein endlich erzeugter A-Modul
und K ein nach rechts beschréinkter Komplex endlicher A-Moduln. Ext’ (K", N)
bezeichnet wie {iblich die i-te Kohomologie des Komplexes RHom (K", N).
Zur Berechnung betrachten wir eine freie Auflésung F° von K. Nach Grad-
verschiebung kann man annehmen, dass K in negativen Graden konzentriert
ist und somit auch F" in positiven Graden verschwindet, also von der Gestalt
Fo.. a7 F2 a7 F1 4 F% — (ist. Da die F' séimtlich freie Moduln
sind, hat der Hom -Komplex die Form

Hom'(F',N) : 0 — Hom(F°, N) *+ Hom(F~, N) *+ Hom(F~2,N)...
Die i-te Kohomologie dieses Komplexes liefert nun Exti(K ", N). Aus 0.3.1 folgt
Ext'/(K',N) =kerd """ /imd~*" = Hom(cokerd "', N)/imd~*".

Damit haben wir gezeigt:
2.1.1 Lemma: Ist K' € K~ (A) ein Komplex endlicher A-Moduln und F" eine
freie Auflosung von K, so ist fir jedes i € Z die Sequenz

0— imd™"" = Hom(cokerd "', N) . Ext' (K", N) — 0
exakt und natirlich in N. Insbesondere ist jedes d—i eine surjektive Transfor-
mation von additiven, halbexakten Funktoren. O

Im Allgemeinen sind freie Auflésungen nicht eindeutig bestimmt. Es gibt aller-
dings stets eine minimale freie Auflosung von nach rechts beschrinkten Kom-
plexen.

2.1.2 Definition: Eine freie Auflssung (F", d) heifit minimal, wenn eine der
folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

i) Fiir alle i gilt d(F?) C mFH!
ii) Qer induzierte Komplex F'/mF" hat nur triviale Randabbildungen, i.e.
d" = 0 fiir alle 3.
iii) Der Hom'-Komplex Hom (F", A/m) hat nur triviale Randabbildungen
Der einfache Beweis dieser Aquivalenzen sei dem Leser iiberlassen.
Der folgende Satz zeigt, dass eine minimale Auflésung eines gegebenen Komple-

xes K bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist; es folgt sogar, dass gewisser-
mafen jede freie Auflésung von K die minimale Auflésung enthélt.

2.1.3 Satz: Zu jedem nach rechts beschrinkten Komplex von endlichen A-
Moduln existiert eine freie Auflésung. Es gibt (bis auf nicht-kanonische Isomor-
phie) genau eine freie minimale Auflosung. Jede freie Auflosung lisst sich zerle-
gen in eine direkte Summe der minimalen freien Auflosung und einem spaltend
exakten Komplex freier Moduln.
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Beweis: [[Rob98], Abschnitt 4, Satz 4.4.2]. O

Betrachten wir nun den zu Beginn des Abschnitts eingefithrten Hom-Komplex
fir N=k:=A/m:

. —2%
Hom(F’k) 0 — HOI’H(FO7I€) L> Hom(F_l,k) L’

Im Folgenden sei F* = (F",d) die minimale freie Auflssung von K'. Wegen
2.1.2iii) verschwinden séimtliche Randabbildungen d’ und somit auch imd*".
Ferner gilt ker d~*" = Hom(F !, k); aus der Definition der Ext-Moduln sowie
2.1.1 folgt nun unmittelbar

2.1.4 Lemma: Ist F" die minimale freie Auflésung von K, so gilt

Ext’ (K", k) = Hom(F~* k) und Ext’(K",k) = Hom(cokerd—*' k). O

Zusammen mit 2.1.1 folgt aus diesem Lemma, dass der Modul cokerd™*~! ein
semidarstellender Modul des Funktors Ext* (K", —) ist. 0.3.6 iibertrégt sich wie
folgt auf die vorliegende Situation:

2.1.5 Satz: Sei T ein endlicher A-Modul, ¥ : Hom(T, —) — Ext" (K", —) eine
natiirliche Transformation und (F',d) die minimale freie Auflosung von K .
Dann gilt:

i) Es gibt einen Homomorphismus v : cokerd =1 — T, so dass

Hom(cokerd™*"*, —) e Ext’ (K", —)

kommutiert.

ii) Ist 9 surjektiv auf Coh(A), so gibt es eine Darstellung T = cokerd =1 @
T’ fiir einen geeigneten Modul T' € Coh(A).

1) Ist ¥ surjektiv auf Coh(A) und injektiv fiir N = k, so gibt es einen (nicht-

kanonischen) Isomorphismus coker d =Tt —— T.

2.1.6 Bemerkung: Ist A vollstindig beziiglich der m-adischen Topologie, so
gelten die Aussagen von Satz 2.1.5 auch dann, wenn o lediglich auf Art(A)
surjektiv ist. Dies folgt leicht aus 0.3.7.

In 0.4.10ff haben wir definiert, wann ein A-Modul endliche injektive, endli-
che projektive oder endliche flache Dimension hat. Fiir Komplexe endlicher
A-Moduln definiert man allgemeiner:

2.1.7 Definition: Ein Komplex K € KT (A) hat endliche injektive Dimensi-
on, wenn er quasiisomorph ist zu einem beschrdnkten Komplex von injektiven
Moduln. Analog sagt man, ein Komplex L' € K~ (A) hat endliche projektive re-
sp. endliche flache Dimension, wenn L' quasiisomorph ist zu einem beschrdnkten
Komplex projektiver resp. flacher Moduln.
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Das folgende Lemma liefert Kriterien fiir die Endlichkeit der injektiven und
projektiven Dimension eines Komplexes K.

2.1.8 Lemma: FEin Komplex endlich erzeugter A-Moduln K € K*(A) hat
genau dann endliche injektive Dimension, wenn es ein ng € N gibt mit

Ext/(A/ma, K') =0 VYi>n.

Dual dazu hat ein Komplex endlicher A-Moduln L' € K~ (A) genau dann end-
liche projektive Dimension, wenn es ein mg € N gibt mit

Ext/ (L', A/ma) =0 V5 >my.

Beweis: Zunichst bemerkt man, dass fiir alle i € Z der Funktor Ext’(—, K*) die
Voraussetzungen von Lemma 1.2.16 erfiillt. Daher folgt die erste Behauptung
leicht aus [[Har66], Kapitel 2, Abschnitt 7, Satz 7.204i:).]. Die zweite Behaup-
tung zeigt man mit Hilfe der minimalen freien Auflésung F" von L': wegen 2.1.4
ist fiir jedes 7 > mo

0= Eth(L.vA/mA) = HOHI(F_j,A/mA) - (F_j/mAF_j)v.

Dann ist fiir i < —mg auch F*/msF* = 0. Wegen dem Lemma von Nakayama
ist daher F" ein Komplex endlicher freier Moduln mit F* = 0 V i < —my.
Daraus folgt unmittelbar, dass L" endliche projektive Dimension besitzt, da F"
minimale Auflésung von L’ ist. Ist umgekehrt L' ein nach rechts beschriankter
Komplex endlicher A-Moduln, der endliche projektive Dimension hat, so kénnen
wir annehmen, dass L' ein beidseitig beschrankter Komplex projektiver Moduln
ist. Da tiber dem Noetherschen lokalen Ring A projektive Moduln stets frei sind,
folgt aus der Definition der Ext-Moduln nun leicht, dass es ein my € N mit der
genannten Eigenschaft gibt. O

Definition 2.1.7 ldsst sich direkt auf Komplexe von Garben iibertragen.

2.1.9 Definition: Es sei X ein komplexer Raum. Ein Komplex X' € KT (X)
hat endliche injektive Dimension, wenn es einen zu X quasiisomorphen be-
schriankten Komplex I injektiver Ox-Moduln gibt. Ein Komplex £ € K~ (X)
hat endliche flache Dimension, wenn es einen beschriankten Komplex flacher
Moduln F° gibt, der quasiisomorph ist zu L.

2.1.10 Bemerkung: i) Da die Kategorie Mod(X) im Allgemeinen nicht
geniigend Projektive besitzt, macht es zumeist keinen Sinn, von einem
Komplex X" € K~ (X) mit endlicher projektiver Dimension zu sprechen.

ii) In [Har66] wird ein Komplex £ von endlicher flacher Dimension als Kom-
plex mit endlicher Tor-Dimension bezeichnet. Da wir in der vorliegenden
Arbeit auf die Einfithrung der Tor-Moduln verzichten wollen, werden sol-
che Komplexe ausschliellich als Komplexe mit endlicher flacher Dimension
bezeichnet.

Da die betrachteten komplexen Rdume stets endliche Dimension haben, sind die
in 2.1.9 definierten Dimensionsbegriffe lokaler Natur. Dies ldsst sich wie folgt
prézisieren:
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2.1.11 Lemma: Ein Komplex X' € KT(X) hat genau dann endliche injektive
Dimension, wenn X, fiir jedes x € X endliche injektive Dimension hat. Ebenso
hat ein Komplex L € K~ (X) genau dann endliche flache Dimension, wenn L),
fiir jedes x € X wvon endlicher flacher Dimension ist.

In [Har66] werden die punktweise definierten Eigenschaften jeweils mit ,,punkt-
weise endliche injektive Dimension” und ,,punktweise endliche Tor-Dimension”
bezeichnet. Ein Beweis des Lemmas ergibt sich im Wesentlichen daraus, dass ein
Ox-Modul N genau dann injektiv resp. flach ist, wenn in jedem Punkt z € X
der Halm N, diese Eigenschaft hat. Ein vollstindiger Beweis ergibt sich aus
[[Har66], Kapitel 5, Abschnitt 2, Korollar 2.3] und [[Har66], Kapitel 2, Abschnitt
4, Bemerkung nach Satz 4.2].

2.2 Ezt-Funktoren und Eigenschaften

In diesem Abschnitt werden die globalen und relativen Ext-Moduln eingefiihrt
und eine Dualitéitsaussage aus [Fle81b] wiederholt. Diese ermoglicht einen Ver-
gleich der globalen und relativen Ext-Moduln. Im Folgenden sei 7w : X — S eine
festgew#ihlte Abbildung komplexer Rdume.

2.2.1 Definition: Sei L € D(X) ein festgewéihlter Komplex. Fiir X' € DT (X)
definiere den i-ten Ext-Modul auf X durch

Exth (L, K) := R*Hom (L, K")
sowie den i-ten (zu ) relativen Ext-Modul auf S durch
Extt (L7, K') := R'm, RHom (L, K).

2.2.2 Bemerkung: Wihlen wir X = S und 7 = idx, so liefern die Definitio-
nen fiir Ext (L, %K) und Exti (L, %K) den gleichen O x-Modul. Ist 7: X — S
eigentlich, so gilt ferner:

i) Die Og-Moduln Exti(L,K") sind fiir L € D, (X) und X € DF(X)
kohiirent. Dies folgt direkt aus 0.4.6ii). Insbesondere bedeutet dies, dass
fir i € Z der Funktor Ext! (L', —) kohiirente Ox-Moduln in koh#rente
Moduln auf S iiberfiihrt.

ii) Da die Identitit X — S eigentlich ist, sind fiir alle i € Z die Garben
Ext!(L,XK") stets kohiirent auf X.

ili) Fiir £ und X wie in i) sind die Ext-Moduln mit Restriktionen auf offenen
Teilmengen vertraglich, das heifit fiir eine offene Teilmenge U C S ist

Eatr (L, X)), = Ext;(ﬁ‘.h—lw)’:K.‘”‘”U’)’

wie man leicht nachrechnet. Wegen Beispiel 1.4.2 erfiillen die Funktoren
Ext’ (L7, —) und (fiir einen festen kohiirenten O x-Modul M) Ext (L, M®
7*—) das generische Prinzip.
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Die in 0.4.6 betrachteten Funktoren sind auf natiirliche Weise miteinander ver-
triglich. In [[Har66], Kapitel 2, Abschnitt 5] findet man die wesentlichen Ver-
traglichkeitssitze. Wir wollen ferner eine Dualitétsaussage aus [Fle81b] zitieren,
welche die Handhabung der Funktoren RHom' erleichtert. Dazu benétigen wir
die folgenden Begriffe [siche [Har66], Kapitel 5, Abschnitt 2, Satz 2.1]:

2.2.3 Definition: Es sei X € D} (X) ein Komplex mit endlicher injektiver
Dimension und D := RHom(—, XK ). Wir nennen X" einen dualisierenden Kom-
plex fiir X, wenn eine der folgenden dquivalenten Eigenschaften erfiillt ist:

i) D(D(F)) = F fiir alle T € D,(X)

ii) D(D(F)) = F fiir alle F € DY(X)

iii) D(D(M)) = M fiir alle kohsirenten Oy-Moduln M
iv) D(D(0x)) =

In diesem Fall bezeichnen wir Dx := D = RHom(—,X") als dualisiernden
Funktor auf X.

Es sei kurz angemerkt, dass ein dualisierender Komplex nicht eindeutig be-
stimmt ist: mit K ist auch fiir jede invertierbare Garbe L und jedes n € N der
Komplex X' ® L[n] dualisierend auf X [[Har66], Kapitel 5, Abschnitt 3]. Da die
betrachteten komplexen Raume endlichdimensional sind, ist dualisierend eine
lokale Eigenschaft, das heifit ein Komplex X" ist genau dann dualisierend, wenn
X, in jedem Punkt 2 € X dualisierend ist [[Har66], Kapitel 5, Abschnitt 8,
insbesondere Satz 8.2].

Wegen [RR70] besitzt jeder komplexe Raum einen dualisierenden Komplex. Fiir
ein Noethersches Schema miissen wir zusétzlich die Existenz eines punktwei-
se dualisierenden Komplexes fordern [siche auch [Fle81b], Bemerkung 1.3 und
Bemerkung 3.4(2)].

Sei m: X — S eine holomorphe Abbildung und M ein kohéirenter O x-Modul,
der flach und eigentlich iiber S liegt. Wir wollen die Ezt-Moduln auf X durch
relative Ext-Moduln ausdriicken. Dazu betrachten wir den (von M abhéngigen)
Funktor

LT(u(L') = LWﬁ(M)(’E’) = DSRW*RQ‘COWLX(L,M ® W*K'S)

fir L € D, (X). Ky bezeichne dabei einen dualisierenden Komplex auf S und
Dg den zugehorigen dualisierenden Funktor. Nach [[Fle81b], Abschnitt 2] ist
der Funktor Ly wohldefiniert. Er hat folgende Eigenschaften:

2.2.4 Satz: i) Fir L € D (X) und X € DF(S) gibt es einen natirlichen
Isomorphismus
R, RHomx (L' M@ m*K") =2 RHomg(LmyL', K").
it) Lmy ist mit beliebigem Basiswechsel S — S vertrdglich, das heif§t fir ein

kartesisches Diagramm komplexer Rdume

7

X 4. X

-l

s 4,9
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gilt Lg*Lmy = LryLg"™, wobei Lm, : Dy

(X)) = D (S) den zu M =
g (M) gehdrigen Funktor bezeichnet.

iit) Ist N ein weiterer Modul, welcher flach und eigentlich iber S liegt, so in-
duziert ein Ox-Homomorphismus h : M — N stets eine natiirliche Trans-
formation von Funktoren

Lmyov) = Ly,
welche mit den aus i) folgenden Isomorphismen vertriglich ist.
w) Ist L~ € DS(X), so ist auch Lmy(L) € DS(S).

Beweis: Die ersten beiden Behauptungen folgen aus [[Fle81b], Satz 2.1], die drit-
te aus [[Fle81b], Bemerkung 2.3(1)]. Behauptung iv) ist fiir /j = 0 identisch mit
[[Fle81b], Bemerkung 2.3(4)]. Nun ist aber Ly als Komposition von Funkto-
ren definiert, die sémtlich mit dem Translationsfunktor [] vertréglich sind [siehe
Beispiel 0.4.6]. Daher gilt die Behauptung fiir beliebiges Iy € Z. O

2.2.5 Bemerkung: i) Unter den genannten Voraussetzungen von 2.2.4 gibt
es also stets einen (von M abhéngigen) Funktor Ly und fiir jeden kohéren-
ten Og-Modul N Isomorphismen

Extl (L, M@ 7*N) = Extly(Lmyl, N)

und . ‘
Exty (L', M@ 7*N) = Extg(LmL", N),
die funktoriell in N sind.

ii) Fordern wir in 2.2.4 lediglich, dass M flach iiber S liegt, so ldsst sich
der Funktor Lmy wenigstens fiir eine geeignete Unterkategorie von D (X)

definieren, ndmlich fiir die Kategorie D ,(X). Diese besteht aus allen

Komplexen X' derart, dass supp H*(X') Nsupp M fiir alle i € Z eigentlich
iiber S liegt. Der Funktor Ly : D (X) — D (S) hat dann die zu i) -
iv) analogen Eigenschaften (siehe [[Fle81b], Bemerkung 2.3(2)]).

Ist L € D=l (X) ein nach rechts und X € D=*0(X) ein nach links beschréinkter
Komplex, so verschwinden die relativen und globalen €xt*-Moduln fiir ¢ < kg —
lp. Dies folgt leicht aus den Definitionen. Fiir i = kg — [y gilt:

2.2.6 Lemma: Fiir L' € DS(X) sowie X' € D% (X) gilt:
i) Extfolo(L 50) 2 Homx (H (L), FHFo (X))
i) Extho (LK) = Homx (FHlo (L), Hho (X))
i) Extho~lo (LK) 2 1, Homx (H (L), HF (K))

Beweis: Nach Gradverschiebung kann man annehmen, dass kg = lg = 0. Wir
betrachten die zweite exakte Sequenz von Komplexen aus 0.4.3, i.e.

0—— 0'<()(L') e O'Z()(L') — 0.
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Schritt 1: Bs ist Ext®(L", %K) = Ext®(HO(L), K).
Die lange exakte Ext-Sequenz liefert fiir jeden Komplex X
Ext ' (0.0(L7),K) — Ext?(050(L),K) — Ext®(L,X) — Ext’(0-0(L), %)

Per Konstruktion ist 37 (0-(L")) = 0 fiir j > 0. Daher verschwinden die #ufie-
ren Ext-Moduln in der obigen exakten Sequenz. Da ferner L' in Graden < 0
konzentriert ist, ergibt sich aus der Definition des abgeschnittenen Komplexes
unmittelbar o>0(L7) = HO(L").

Schritt 2: Ext®(HO(L"), K') = Hom(HO(L), HO(K))
Wir kénnen annehmen, dass X' ein Komplex injektiver O x-Moduln ist. Dann
liisst sich Ext®(H°(L"),X") berechnen als Kern des Homomorphismus
0
Hom(H°(£"), X°) 2X5 Hom(HO(L'), K1).
Da aber Hom(H°(L"), —) ein linksexakter Funktor ist, ergibt sich daraus
Ext?(HO(L), K") = ker 0%, = Hom(H° (L"), Ker 0%.)
Die Behautpung folgt nun aus Ker 9. = H°(X). Aus Schritt 1 und 2 folgt die

erste Behauptung des Lemmas.

Schritt 3: Wiederholt man Schritt 1 und 2 mit dem Funktor €zt°(—, —) anstelle
von Ext’(—, —), so folgt daraus Behauptung ii)

Schritt 4: Zu zeigen bleibt iii). Es ist Ext2 (L, K") = RO7. RHom (L£,%K"). Ohne
Einschrinkung sei X' ein Komplex von Injektiven. Dann ist RHom (L',X") =
FHom (L7,K"). Zur Berechnung von Rm,RHom (L°,XK") betrachten wir daher
eine injektive Auflésung (J°,95-) von Hom (L7, XK"). Damit gilt:
R, RHom (L', K) = HO(m.d).

Mit den Voraussetzungen an L und X ist J° € DCZO(X) und somit m,.J €
D=9(5). Also ist H°(m,d") = Ker (m,05.). Da m, linksexakt ist, ergibt sich
unmittelbar die Vertréglichkeit mit Kernen von Homomorphismen:

HO(m.d) = Ker (m,.04.) = m.Ker (95.) = 7, H°(F)
Weil J° eine injektive Auflosung von Hom (L7, K") ist, ergibt sich ferner
HOT) =2 HO(Hom (L7,K)) =2 Ext® (L7, %K)

Behauptung iii) folgt daher aus ii). O

2.2.7 Korollar: Aus 2.2.6 ergeben sich speziell fiir N € Coh(X) Isomorphis-
men
Ext (L7, N) = Homy (3" (L), N),

Eat O (L, N) = Homy (H'0 (L), N),

und
Ext (L, N) = 1, Homx (K (L), N),

Diese sind simtlich funktoriell in N.
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Im Allgemeinen ist es nicht leicht, fiir gegebenes L' € D, (S) den Komplex
Ly (L) explizit zu bestimmen. Da spéter jedoch die nullte und erste Kohomo-
logie dieses Komplexes fiir die Berechnung des Kotangentialmoduls Q} benstigt
werden, wollen wir uns im Folgenden iiberlegen, in welchen Fillen Ly (L") eine
einfache Form hat. Aus 2.2.6 ergibt sich leicht

2.2.8 Korollar: Seien M und Ly wie in 2.2.4. Dann gilt fir L € DEl(X):
Llomy(L) = Lomy (3 (L)),

Beweis: Wir berechnen den —Iy-ten relativen Ext-Modul fiir den Fall, dass K™ im
Grad Null konzentriert ist mit K° := M @ 7*N fiir einen kohirenten ©g-Modul
N. In dem Fall folgt aus 2.2.7

Ext (L, M ® 7*N) = m,Hom (I (L), M & 7*N))
Nun ist supp 3 (L) N supp M eigentlich iiber S; daraus folgt leicht
meHomx (H (L), M @ 7*N)) = Homg(LOmy (' (L)), N),
vgl. [[Fle81b], Satz 3.1]. Zusammen mit 2.2.5i) ergibt sich ein Isomorphismus
Homg(LOmy(FH (L)), N) = Hom(L'my (L), N),
welcher natiirlich in N ist. Daraus folgt die Behauptung. O

2.2.9 Bemerkung: Um den Funktor Ly weiter zu verstehen, wollen wir uns
den Fall m = idx ansehen. Der kohérente Modul M ist dann flach und eigentlich
iiber X = S und somit insbesondere lokal frei. Aus der Definition von Lid
ergibt sich zunéchst

Lidy(L) = Dx Rid, RHomx (L', M ®id* Ky ) = Dx RHomx (L', M © K).

Aus [[Har66], Kapitel 2, Abschnitt 5, Satz 5.16], der Definition von Dx und der
Eigenschaft i) aus 2.2.3 ergibt sich ferner
Lidy(L) = DxRHomx (L' ,M®XYy)
Dng“Comx(L' X Mv, :KX)
DxDx (L @MY)
MY @ L
Ist speziell M = Ox, so folgt Lidy(L) = L.

1%

I

Falls die Abbildung 7 : X — S glatt und eigentlich ist, ldsst sich der Funktor
Lmy aus 2.2.4 zumindest fiir beschrankte Komplexe £ explizit berechnen. Dazu
benétigen wir ein paar Vorbereitungen. Sei zunéchst 7 : X — S eine beliebige
Abbildung komplexer Riume und M ein beliebiger kohérenter O x-Modul. Wir
betrachten auf der derivierten Kategorie D (S) den Funktor

LG:DI(S) — DI (X), L+ Me(Lr*L)
und auf K (S) den Funktor
F:K;(S)—-K;(X), L—MenL.

Diese Funktoren haben folgende Eigenschaften:
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2.2.10 Lemma: i) F ist rechtsexakt und hat einen linksderivierten Funktor
LF:D_(S)—D_(X).

it) Es gibt einen kanonischen Funktorisomorphismus LF = LG.
iii) Liegt M flach iiber S, so ist F exakt; insbesondere ist dann LF = F.

Beweis: Man priift leicht nach, dass Komplexe von flachen Moduln F-azyklisch
sind. Daraus folgt i). Die zweite Behauptung folgt direkt aus dem Composition
Theorem 0.4.7, da 7*— flache Moduln auf S in flache Moduln auf X iiberfiihrt.
Die dritte Aussage ergibt sich leicht aus der Definition der S-Flachheit eines
kohédrenten O x-Moduls. O

Wir benétigen noch die folgenden Hilfsaussagen.

2.2.11 Lemma: Sei ¢ : A — B ein lokaler Homomorphismus von Noether-
schen lokalen Ringen derart, dass B ein flacher A-Modul ist und B := B/maB
ein requldrer lokaler Ring von Dimension d := dim(B). Dann gilt:

i) Fir jeden endlichen B-Modul M, der flach iiber A ist, gilt
fdg(M) < d.

Insbesondere hat M aufgefasst als Komplex in Db(B) endliche flache Di-

menston.

it) Hat K endliche injektive Dimension iber A, so hat auch o*K' := K'®4B
endliche injektive Dimension tiber B.

Beweis: i) Da M ein endlicher B-Modul ist, gilt fdg (M) = pdg(M). Im Folgen-
den bezeichne k den Restekorper von A. Nach Voraussetzung ist M ein flacher
A-Modul und ¢ ein flacher Ringhomomorphismus. Daher liefert [[Gro65], Kapi-
tel 4, Abschnitt 6, Satz 6.2.3] die Gleichung

pdp(M) = de®Ak(M ®a k) =pdg(M/msM).

Nach Voraussetzung ist B regulir; ferner ist offensichtlich M := M/maM ein
endlicher B-Modul. Nach dem Theorem von Auslander-Buchsbaum-Serre 0.4.15

ist daher pd (M) endlich und es gilt

pds(M) < dim(B) = d.

ii) Wegen 2.1.8 gibt es ein ng € N mit Ext’y(k,K') = 0 fiir i > ng. Da k
insbesondere ein endlicher A-Modul und ¢ flach ist, folgt daraus

Exty(k®a B, K ®4 B) 2 Ext)y(k,K)@4B=0 Yi>ng (¥

Wir wollen zeigen, dass auch Ext’(B/mp,¢*K') verschwindet fiir geniigend
grofie i. Dazu betrachten wir die Koszulauflsung von kg := B/mp:

0—B"» —-...—B"% - B—-kg—D0.
Wir zerlegen diese exakte Sequenz in kurze exakte Sequenzen von B-Moduln

0— Ky— B— kg — 0 und 0—>Kj+1—>Bij—>Kj—>0,O§j<n
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Fiir j =0,...,n — 1 erhalten wir aus den langen exakten Ext-Sequenzen wegen
(*) Isomorphismen

Extly (K41, 0" K) 2 Extid (K, 0" K') Vi > ne.
Fiir i > ng ergibt sich aus (x) ferner

0

Ext(B™, 9" K")
Extl(K,,o*K)
Ethl(anla SD*K)

R 1R

1%

Extyf " (Ko, ¢ K")

Aus der langen exakten Ext-Sequenz zu 0 — Ko — B — kp — 0 folgt schlieBlich
ExtS " (kp, p* K') =2 Extid (Ko, "K' ) =0 Vi>ng.

Wegen 2.1.8 hat daher auch ¢* K" endliche injektive Dimension. O

Wir kénnen nun die folgende Aussage zeigen:

2.2.12 Satz: Seim: X — S eigentlich und glatt von relativer Dimension d
und M ein kohdrenter O x-Modul, welcher flach und eigentlich iber S liegt. Ly
sei der (von M abhdingige) Funktor aus 2.2.4. Dann ist fiir alle L € D5%(X)

Lmy(L7) = Rr.RHom (M, L ® wx/g)|d],

d
wobei wx/s =\ Qx/s die relative kanonische Garbe auf X bezeichnet. Insbe-

sondere ist dann ' '
Limy(L) 2 ExtdT (M, L @ wxys).

2.2.13 Bemerkung: Fiir den Spezialfall M := Ox vereinfacht sich der Iso-
morphismus in 2.2.12 zu

Lmy(L) 2 R (L ® wy)s)[d).

In diesem Fall ist die i-te Kohomologie von L7y(L") gegeben durch das (d+1)-te
hohere Bild von L ® wy,s unter .

Beweis von 2.2.12: Es sei Xy ein dualisierender Komplex auf S, Dg der zu-
gehorige dualisierende Funktor und Dx der dualisierende Funktor zu Xy :=
1*Kg ® wx/s[d]. Dies ist ein dualisierender Komplex auf X, da m glatt und ei-
gentlich ist [[Har66], Kapitel 5, Theorem 8.3]. Fiir den Beweis des Satzes wollen
wir die Dualitidtsaussage aus [Har66] resp. [RR74] fiir eigentliche glatte Mor-
phismen verwenden. Diese besagt, dass es auf D, (X) einen Isomorphismus von
Funktoren
DsRrm, =2 Rn,Dx

gibt. Fiir einen Beweis sei auf [[Har66], Kapitel 7, Abschnitt 4, Korollar 4.3 und
[RR74]] verwiesen. Damit die Dualitéit auf

Lmy(L) = DgRm ,RHomx (L', M ® 7 Ky)
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anwendbar ist, muss der Komplex
R := RHom (L', M@ 1*Ky)

nach rechts beschriankt sein. Da 7 glatt ist und somit insbesondere flach, ist der
Funktor 7*— exakt; weil M endliche flache Dimension hat [vgl. 2.2.11i)], ergibt
sich aus Lemma 2.2.10ii)-+iii) und [[Har66], Kapitel 2, Satz 5.14] daher

R = RHom (L', M@71*Kyg) = RHom (L', 7" Kg) @M.

Dieser Komplex ist sogar beidseitig beschrinkt: wegen 2.1.11 folgt aus 2.2.11i),
dass M endliche flache Dimension besitzt; desweiteren garantiert 2.2.11ii), dass
der Komplex 7*X endliche injektive Dimension auf S hat. Wir kénnen also
annehmen, dass 7*Kg ein beschrénkter Komplex injektiver Moduln ist und
M = F ein beschrankter Komplex von flachen Moduln. Ist nun L ebenfalls
beschrinkt, so offensichtlich auch

R = RHom (L', 7" Kg)@M = Hom (L', 77 Ky) @ F;

insbesondere ist R € D (X). Wir wollen R weiter vereinfachen. Da wx /g lokal
frei vom Rang 1 ist, folgt aus [[Har66], Kapitel 2, Satz 5.16] und der Wahl von
Dx

R}om (L', m*Kg) = RHom (L ®@wx,g[d], ™" Ks@wx,s[d]) = Dx (L @wx/sd]).
Also hat R die Darstellung
R = Dx (L @wx/s[d)@M  (¥x).

Nun ergibt sich die Behauptung des Satzes aus der folgenden Kette von Isomor-
phismen:

Lmy(L7) DsRm, R

DgRr.(Dx (L @ wx/s|d])@M)
Rm.Dx(Dx (L @ wx,s[d])@M)
Rm,RHom (M, D% (L ® wx/sld]))

Rm, RFHom (M, L ®@ wx,s[d]).

IR 1R

1%

Sie folgen der Reihe nach aus (xx), [[Har66], Kapitel 7, Abschnitt 4, Korollar
4.3], [[Har66], Kapitel 5, Satz 2.6b)] und Definition 2.2.3i). O

2.2.14 Bemerkung: Die im Beweis von 2.2.12 angewandten Sétze aus [Har66]
gelten mit den entsprechenden Anpassungen genauso fiir komplexe Riume. Die
Dualitéitsaussage fiir eigentliche Morphismen wurde in [RR74] speziell fiir den
analytischen Fall gezeigt. Aus [RR74] und [RR70] folgen auch die anderen im
Beweis verwendeten Aussagen fiir Morphismen komplexer Raume.

2.3 Der Kotangentenkomplex
In diesem Abschnitt wollen wir die wesentlichen Existenzaussagen und Eigen-

schaften {iber den sogenannten Kotangentenkomplez fiir komplexe Raume wie-
derholen, die in dieser Arbeit verwendet werden. Die Darstellung beschrankt
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sich dabei auf die Eigenschaften des Kotangentenkomplexes, da fiir die Kon-
struktion Aussagen iiber simpliziale Schemata steinscher Kompakta und der
Begriff der Resolvente eines gegebenen Morphismus komplexer Riume benotigt
werden, auf die in der vorliegenden Arbeit nicht weiter eingegangen wird.

Im Folgenden sei f : X — S ein (fest gewéhlter) Morphismus komplexer Rédume.
Der Kotangentenkomplex Ly, von X {iber S ist qualitativ eine (bis auf Quasi-
Isomorphie eindeutige) Auflosung des Kotangentialmoduls Qﬁg /s Fiir die Kon-
struktion von Ly /g sei auf [[F1e78], Kapitel 1, Paragraph 2] verwiesen. Wir er-
innern daran, dass Lx /g € D=%(X) ein nach rechts beschrinkter Komplex mit
kohéirenter Kohomologie ist und dass man Lx,s durch einen Komplex flacher
Moduln représentieren kann [siehe auch [BF03], Abschnitt 2, 2.38].

Einleitend sei das folgende Beispiel gegeben.

2.3.1 Beispiel: Ist 7 : X — § glatt, so ist der Kotangentialmodul Qﬁ(/s selbst

bereits ein Reprisentant fiir den Kotangentenkomplex Ly /g, i.e. Lx,g € D (X)
wird reprisentiert durch einen im Grad 0 konzentrierten Komplex X' mit K° =2
Q% /s Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass fiir einen glatten Mor-

phismus die Resolvente trivial gewéhlt werden kann [vgl. [Fle78], Kapitel 1,
Abschnitt 1, Teil C, Beweis von Satz 1.15 und Abschnitt 2, Teil C, insbesondere
Satz 2.21].

2.3.2 Satz: Der Kotangentenkomplexr Lx /g ist bis auf Isomorphie in D(X)
eindeutig bestimmt. Die Konstruktion ist ferner funktoriell beziiglich Abbildun-
gen komplexer Riume, das heifst

i) zu jedem kommutativen Diagramm der Form
X 2. x
S — 5
gibt es eine kanonische Abbildung
]Lg : Lg*(LX/S) —_— ]LX’/S’a
ii) ist
X// h X/
S// S/

ein weiteres kommutatives Diagramm und bezeichnen Ly und Lgop die
induzierten kanonischen Abbildungen, so gilt

Lh oh* (]Lg) = Lgoh-
Die in i) gegebene induzierte Abbildung ist wie folgt mit Faserprodukten ver-
triglich: ist X' = X xg S’ das Faserprodukt von X und S’ und ist eine der

Abbildungen X — S, S — S flach, so ist die zur ersten Projektion wx gehdorige
Abbildung L., ein Quasiisomorphismus.

74



Beweis: Der erste Teil ist genau [[Fle78], Abschnitt 2, Teil C, Satz 2.17]. Die
Vertriglichkeit mit Faserprodukten folgt aus [[Fle78], Abschnitt 2, Teil C, Satz
2.26). 0

Mit dem Kotangtentenkomplex kénnen wir nun die sogenannten Kotangenten-
funktoren definieren.

2.3.3 Definition: Sei X — S ein Morphismus komplexer Rdume und F €
Mod(X). Dann definiert man

T'/s(F) := Ext'(Lx/s, )
Ty/s(F) = Ext'(Lxys, F)

Aus den Definitionen folgt sofort, dass die Kotangentenfunktoren T¢% / o(—) fiir
eine exakte Sequenz von O x-Moduln

0-F -F—-5"-0
eine lange exakte Kohomologiesequenz

- = T yg(F) = Ty s(F) = Tiys(F7) - TR s(F) — ...

induzieren. Dies gilt analog fiir die Funktoren T% /s(=)-

Im Folgenden seien die wichtigsten Eigenschaften des Kotangentenkomplexes
und der Kotangentenfunktoren zusammengefasst.

2.3.4 Satz: i) Man hat kanonische Isomorphismen

T%,s(F) = Hom(Q /5, F) und T (F) = Homx (s, ).

i1) Die Moduln ‘.Té(/s(ff") sind stets kohdrent auf X und verschwinden fir i <
0.

iit) Fir einen glatten Morphismus X — S ist ‘J'g(/s(?) =0 fir alle i # 0.

i) Ist j: Z — S eine abgeschlossene Einbettung und § C Og die definierende
Idealgarbe, so gilt

le/s(.’f) =~ Hom(J/d?,F) und T%/S(.’f) =~ Homy(9/9%,F)

und
T%/5(F) =0 und Ty,5(F) = 0.

Beweis: Behauptungen i) — iii) findet man in [[Fle78], Abschnitt 2, Abschnitt
C, Satz 2.21]. Der erste Teil der vierten Aussage wird dort ebenfalls bewie-
sen. Ebenso ergibt sich aus dem Beweis, dass auch der nullte Tangentenfunktor
fiir abgeschlossene Einbettungen verschwindet: nach [[F1le78], Kapitel 1, Satz
2.21(6)] ist halmweise H°(Lz,x,) = 0. Wegen Lz/5 € D5%(Z) folgt mit 2.2.7
dann

T%s(F) = Ext(Lzs,F)
Homyz(H°(Lz/s),N) = 0.

Il
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Analog zeigt man die Aussage fiir den Funktor ‘J'% /s O

Mit den Kotangentenfunktoren lassen sich die in Kapitel 1 definierten Auto-
morphismen- und Erweiterungsmoduln beschreiben. Genauer gilt:

2.3.5 Satz: Sei X — S eine holomorphe Abbildung und F ein kohdrenter
Ox-Modul. Fiir die in Bemerkung 1.1.4 eingefiihrten Moduln Auts(S,F) und
Exx(S,F) gibt es kanonische Isomorphismen

Auts(S,F) = TS s(F) und Exs(S,5F) = Tk /5(F)
Die angegebenen Isomorphismen sind funktoriell in F. Desweiteren wird durch
Obx(S, F) := T%,5(%F)

eine Obstruktionstheorie der Deformationstheorie fiir komplexre Riume aus Bei-
spiel 1.1.7i) definiert.

Beweis: Dies ergibt sich aus [[Fle78], Abschnitt 3, Teil C, Satz 3.11 und Satz
3.16) mit f = id. 0

Abschlieend wollen wir die Kotangentenkomplexe vergleichen, die sich bei einer
Kette von holomorphen Abbildungen X — S — 3 ergeben.

2.3.6 Satz: Seien X I, S 9. holomorphe Abbildungen komplexer
Rdume. Dann gibt es fiir geeignete Reprdsentanten der Kotangentenkomplexe
eine exakte Sequenz von Komplexen

0— Lf*(Lg/s) — Lx/s — Lx/s — 0
Diese Sequenz induziert fiir jeden Ox-Modul F eine lange exakte Sequenz

s Ti}(/s(rf) - Tg(/z(?) - EXti(Lf*(LS/E)»?) - T?/ls(?) IGERE

analog fiir die Funktoren T% und Ext’.

Beweis: [[Fle78], Abschnitt 2, Teil C, Satz 2.25]. O

2.4 S-Auflésungen und darstellbare Deformatio-

nen
In diesem Abschnitt wird nun der Begriff der S-Auflosung eines gegebenen Ob-
jekts a € F(S) definiert. Eine S-Auflésung ist von zentraler Bedeutung fiir die
expliziten Berechnungen einiger Kotangentialmoduln, die spéter betrachtet wer-

den. Es sei p : F — Any eine globale Deformationstheorie und a ein Objekt
iiber einem komplexen Raum S.

2.4.1 Definition: Ein Objekt a iiber S := p(a) heifit darstellbar dber S, wenn
es einen Komplex X~ € D5%(S) gibt zusammen mit Funktorisomorphismen

(RA) Auts(a/S,—) = Ext%(X, -)
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und
(RE) Exs(a/S,—) = Extg (X, -).
von Funktoren auf Coh(S), die mit Restriktionen auf Z-offenen Mengen U C

S vertréglich sind. Jeden solchen Komplex K bezeichnet man auch als S-
Auflosung von a. Wird ferner durch

(RO) Obsg(a/S,—) = Ext?g(ﬂC, =),

eine Obstruktionstheorie im Sinne von 1.4.3 und 1.4.4 definiert, so nennt man X
eine mit Obstruktionen vertrigliche S-Auflésung oder kurz eine obstruhierende
S-Auflosung von a.

2.4.2 Bemerkung: i) Die Forderung, dass die Isomorphismen mit Restrik-
tionen vertrdglich sein sollen, bedeutet explizit, dass fiir jede Inklusion
V' C U von offenen Teilmenge von S die Restriktionsabbildungen pyy
ein kommutatives Diagramm von natiirlichen Transformationen wie folgt
induzieren:

Auts(ay, /U, —) — Ext{ (X, )

ﬂle Puvi

Autz(ah,/V, —) :> Extg/(fK'h,, —).
Ein analoges Diagramm ergibt sich fiir Exs(a/S, —) und Obs(a/S, —).

ii) Aus i) folgt unmittelbar, dass sich die Isomorphismen (RA), (RE) auf
die Funktoren Auts(a/S,—) und Exx(a/S,—) iibertragen; dies liefert fiir
jeden kohérenten Og-Modul N Garbenisomorphismen

(RA)  Auts(a/S,N) = Ext2 (K, N)
und

(RE) Exx(a/S,N) = xty(K,N),
die funktoriell beziiglich N sind. Ferner definiert

(RO)  Obs(a/S,—) = Ext2 (K, —)

eine Obstruktionstheorie im Sinne von 1.4.3, falls X' eine obstruhierende
S-Auflosung ist.

iii) Spéter werden fiir viele Beispiele explizit S-Auflosungen konstruiert. Ein
allgemeines Kriterium fiir die Existenz einer S-Auflésung gibt es jedoch
nicht. Aus der Definition folgt unmittelbar, dass eine S-Auflosung X' eines
gegebenen Objekts a € F(5), sofern sie existiert, nicht eindeutig ist.

Wir wollen aus bereits bekannten Eigenschaften der €xt-Funktoren einige Ei-
genschaften fiir S-Auflésungen herleiten. Als sehr niitzlich erweist sich der 0-te
Kohomologie-Modul H%(X'): den Triger dieses Og-Moduls bilden genau die
Punkte s, fiir die as nichttriviale infinitesimale Automorphismen besitzt. Es
bezeichne A, := {s € S | Aut (s o)(as,C) # 0}.
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2.4.3 Satz: Ist X' eine S-Auflésung von a € F(S) und N ein kohdrenter Og-
Modul, so gilt:

i) Ay = supp HO(X). Insbesondere ist U := S\ A, eine Zariski-offene Teil-
menge von S.

ii) Es gibt in N € Coh(S) funktorielle Isomorphismen
Auts(a/S,N) = Homg(H°(K),N)

und
Auty(a/S,N) = Homg(H°(K),N).

iit) Auf U := S\ Aq ist Exs(a/S,N), = Homy(HHK), N),).

lu [r?

i) supp Auts(a/S,N) C A,
v) Autx(a,N) ist kohdrent.

Beweis: Die zweite Behauptung ergibt sich unmittelbar aus 2.2.7. Weiter folgt
iii) aus i), da auf U die Kohomologiemoduln H*(X") fiir alle i > 0 verschwinden.
Um iv) zu zeigen, betrachten wir ein s € U = S\ A,. Dann ist aber wegen i)
HO(K)s = 0 und aus ii) folgt

Auts(a/S,N)s = f]-ComS(fHo(fK‘)7N)s o~ Homos’s(ﬂ{O(TK')&Ns) =0.

Aussage v) folgt aus der Kohérenz von Exty (X ,N) und der Kodaira-Spencer-
Sequenz

0 — Auts(a/S,N) — Auts(a,N) — Ders(S,N) — Exx(a/S,N)

Nun bleibt Aussage i) zu zeigen. Dazu sei zuniichst s € S ein beliebiger Punkt
in S. Aus ii) folgt fiir den Halm in s:

Auts(a/S,N)s = Homs(H(X),N), = Home, , (H°(K)s, Ny).
Andererseits ist nach Bemerkung 1.2.4ii)
Auts(a/S,N)s = Aut(x, o) ((a, s)/(S5, s),Ns)
Sei nun N := C,. Zusammen mit 1.2.12 folgt dann

AUt(Z,O) (CLS, (C) = AUt(E,O)((a7 5)/(5’ 3)’ C) = Hom(‘)s,s(g{o(jc.)sv (C)
= (H(K)s @ C)" = (FHO(K)s @ Os.5/my) " = (HO(K),/m,)

v
Behauptung i) folgt nun leicht aus dem Lemma von Nakayama. O
2.4.4 Bemerkung: Aus 2.4.3ii) folgt leicht, dass eine S-Auflésung zumindest

im Grad 0 bis auf Quasiisomorphie eindeutig bestimmt ist: sind K; und K, zwei
S-Auflésungen, so ist ndmlich

Homg (H%(K;),N) = Autx (a/S,N) = Homg (H" (X)), N).

Dies impliziert H?(K;) = HO(K5).
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2.4.5 Bemerkung: Besitzt a eine globale obstruhierende S-Auflésung XK', so
gilt stets die Offenheit der Versalitdt fiir a. Dies folgt unmittelbar daraus, dass
die Funktoren Ext!(X', —) kohiirenzerhaltend sind und das generische Prinzip
erfiillen [siehe Bemerkung 2.2.2].

Als néchstes soll der Begriff der S-Auflosung auf formale und lokale Deforma-
tionstheorien iibertragen werden. Dazu betrachten wir die folgende Situation:
p:F — Kﬁ(gm sei eine formale Deformationstheorie und @ € F(S) ein Ob-
jekt iiber dem formalen Raumkeim S. Mit D=%(S) bezeichnen wir die derivierte
Kategorie von Mod(Og), dessen Komplexe K endlich erzeugte Kohomologie-
moduln H*(K") haben, die fiir i > b verschwinden. Wegen 0.4.11 kénnen wir
stets annehmen, dass die Komplexe in D5°(S) Komplexe endlich erzeugter O g-
Moduln sind.

2.4.6 Definition: Ein Komplex K~ € D=%(S) endlicher Og-Moduln heifit
(formale) S-Auflésung von @, wenn es auf der Kategorie Art(Og) der Artinschen
0g-Moduln Funktorisomorphismen (RA) und (RE) wie in Definition 2.4.1 gibt
fiir @, S und K anstelle von a, S und X'. In diesem Fall nennt man a (formal)
S-darstellbar oder kurz formal darstellbar. Ist ferner durch

(RO) Obz(@/S,N) = Ext*(K",N)

fiir Artinsche Moduln N eine Obstruktionstheorie fiir @ definiert, so bezeichnet
man K als eine mit Obstruktionen vertrigliche formale S-Auflésung oder kurz
als eine obstruhierende (formale) S-Auflosung von a.

2.4.7 Bemerkung: Unter einer S-Auflésung einer formalen Deformationen
a € F(S) von ag wollen wir im Folgenden stets eine formale S-Auflésung des
Objektes a iiber S verstehen. Spiter werden wir zeigen, dass solche S-Auflosun-
gen stets mit den durch ag < @ induzierten Abbildungen auf den Aut- und
Ex-Funktoren vertriglich sind [vgl. Satz 2.4.9].

Aus der Definition ersieht man sofort, dass S-Auflésungen nicht eindeutig be-
stimmt sind. Lediglich im Grad 0 sind sie (bis auf Quasiisomorphie) eindeutig
bestimmt; dies folgt aus dem gleichen Argument wie in 2.4.4. Da die Ext-Moduln
nur von der Quasiisomorphieklasse der S-Auflosung K abhiingen, kénnen wir
zur Berechnung der Aut und Ex-Moduln stets die minimale freie Auflésung
von K aus Definition 0.4.12 betrachten. Da es zu einem Objekt @ jedoch keine
eindeutige S-Auflésung gibt, kann es im Allgemeinen auch mehrere minimale
S-Auflésungen fiir @ geben. Wir wollen die minimalen Auflsungen zu einem
vorgegebenen Objekt a vergleichen.

2.4.8 Satz: Seien (M;,01) und (M,,ds) zwei minimale S-Auflosungen eines
Objektes a € F(S). Dann gilt fiiri=0,—1:

i) Die Moduln Mi und M_ﬁ sind isomorph als abstrakte Og-Moduln. Insbe-
sondere ist tk M{ = rk MJ.

i) Es gibt (nichtkanonische) Isomorphismen coker(9i ) = coker(di ).
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Beweis: i) Da M; und M, S-Auflssungen sind, ist fiir jeden Artinschen Og-
Modul N ~ ~ ~
Auts o)(a/S, N) = Ext’(Mj, N) = Ext’(M;, N)
und analog - -
Ext!(M;, N) = Ext!(M,, N).

Da die S-Auflésungen minimal sind, folgt mit 2.1.4 weiter
Homg, (M}, C) = Ext~{(M;,C) = Ext™*(M3, C) = Homg, (M}, C).

Dies impliziert insbesondere, dass die C-Vektorriume M} ® C und M4 ® C
isomorph sind. Weil die Moduln M} frei vom endlichen Rang sind, gilt rk M} =
dim¢ M} @ C. Daraus folgt die Behauptung.

ii) Wir betrachten die folgende Komposition natiirlicher Transformationen:

¢ : Hom(coker 9571, —) N Ext™"(Mj, —) = Ext™ (Mj, —).

55 bezeichnet dabei die durch 8% induzierte Abbildung aus 2.1.4; der Isomor-
phismus der Ext™“-Funktoren ergibt sich wie in i) aus der Definition der S-
Auflssung. Da coker 95! ein semidarstellender Modul ist fiir Ext ™" (M., —), ist
©(IN) surjektiv fiir jeden Artinschen Og-Modul N und injektiv fiir N = C. Weil
aber Extfi(M i, —) durch coker 8{‘1 semidargestellt wird, folgt die Behauptung
aus Satz 2.1.5iii) und Bemerkung 2.1.6. o

Als Néchstes wollen wir untersuchen, wie formale Auflésungen von Deformatio-
nen eines Objekts ag mit Abbildungen formaler Deformationen a — b vertréiglich
sind.

2.4.9 Satz: Ist f : a — b eine Abbildung von Deformationen von ay und
ist (L', h) eine T-Auflosung von b iber T, so ist f*L := E@OTOS’ eine S-
Auflosung von a. Eine minimale T-Auflosung L' wird dabei in eine minimale
S-Auflosung f*L° iiberfihrt.

Beweis: Aus der Definition des derivierten Tensorprodukts folgt unmittelbar
f*L € DS°(S). Es ist zu zeigen, dass es Funktorisomorphismen

Aut(E,O) (&/57 _) = EXtO(f*Z’Va _)
und - -
Ex(s0)(a/S,—) = Ext'(f*L", -)

gibt auf Art(Og). Wir beschrinken uns fiir den Beweis auf die erste Isomorphie;
die zweite Isomorphie zeigt man vollig analog.
Sei zunéchst NV ein beliebiger Artinscher Og-Modul. Wegen 1.2.14 gibt es eine
Bijektion

Aut(gvo)(d/S, N) = Aut(zﬁo)(b/T, N)

Nach Voraussetzung ist nun L' eine T-Auflésung von b und somit gilt

Aut(E,O)(B/T, N) = Ext’(L", N)
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Betrachten wir zunéchst fiir beliebiges ¢ € Z den Modul Ext!(L’, N).Ist F* — L’
eine freie Auflésung von L', so gilt

Ext' (L', N) = H'(Homo,. (F', N)).

Ferner gilt die Adjunktionsformel Homg, (F,N) = Homp(F ®0g, N). Da F
eine freie Auflésung von L ist, liefert F" ® Og eine freie Auflésung von L' ®03.
Insgesamt ergibt sich also

Aut(z)o)(&/S,N) = Aut(z)o)(B/T,N)
~ Ext’(L,N)
~ H°Home, (F',N))
~ H°(Homy,(F" ® 0g,N))

1%

Ext®(L'®0g, N)

Man priift nun leicht nach, dass diese Isomorphismen sowohl mit der O g-Modul-
struktur von N als auch mit Abbildungen N — N’ vertriglich sind. Daher ist

Aut(s )(a/S,N) 2 Ext’(L'g0g, N)

ein in N natiirlicher Og-Isomorphismus und somit die erste Behauptung bewie-
sen.
Sei nun L' eine minimale T—Auﬂésung. Dann ist L' ein Komplex endlicher freier
Os-Moduln und somit L'@OTOg = L ®o, Og. Ferner ergibt sich unmittelbar
aus der Definition des Tensorprodukts die Gleichheit

(Ii ®op Og)i =I'® Og;
insbesondere ist ko, (L") = ko (L' ®o, 05)). Um die Minimalitit nach-
zuweisen, betrachten wir die Randabbildungen von f*L". Sei (h®ido,)" eine
solche Randabbildung. Nach Voraussetzung ist L' minimal; daher ist die i-te
Randabbildung von L' durch eine Matrix (x1;) gegeben mit x4 € mo... Aus der
Definition des Tensorprodukts von Komplexen ergibt sich fiir die i-te Randab-
bildung von f*L' nun - o

(h®@ido,)" =h'®@ide, .
Bezeichnet nun f* : Op — Og den induzierten Homomorphismus analytischer
Algebren, so ist die zu (h ® idg g)i gehorige Matrix gegeben durch

(@ @D = (1@ f(xr)er = (f (k) -

Da f* ein lokaler Ringhomomorphismus lokaler Noetherscher Ringe ist, liegen
somit auch sdmtliche Eintrige der Matrix (f*(zx;))r im maximalen Ideal von
Og. Da i beliebig gewiihlt war, gilt dies fiir alle Randabbildungen von f*L’ und
es folgt die behauptete Minimalitét. O

2.4.10 Satz: Istin 2.4.9 (L', h) eine obstruhierende T-Auflosung von b, so ist
auch f*L° eine mit Obstruktionen vertrdgliche S-Auflésung, das heiffit durch

Ob(a/S,N) := ExtQ(f/@oTOg, N)

wird eine Obstruktionstheorie fiir a definiert.
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Beweis: Es ist zu zeigen, dass in dem Diagramm

Obg

Ex(a, N) 2% Ex(S,N) =% Ob(a/S,N) := ExtQ(E@OTOg,N)

|r |1 |~

Ex(b, N) 2% Ex(T,N) 2% Ob(b/T, N) Ext?(L’, N)

die obere Zeile eine exakte Sequenz darstellt. Dabei bezeichnet f. die durch f
induzierten Abbildungen auf Ex(a, N) und Ex(S, N) aus 1.2.13. Diese sind mit
den kanonischen Abbildungen pg und ps vertriglich. Wegen

Ob(a/S, N) := Ext*(L'®,_0s, N) = Ext*(L, N),

folgt unmittelbar die Kommutativitit des obigen Diagramms. Nach Vorausset-
zung ist L' obstruhierend und somit die untere Zeile des Diagramms exakt. Per
Diagrammjagd folgt leicht im pg C ker obg.

Sei umgekehrt [S’] € Ex(S, N) mit obg([S’]) = 0. Aus der Kommutativitit des
obigen Diagramms folgt dann [T"] := £.([S’]) € ker oby. Wegen der Exaktheit
gibt es also ein [V'] € Ex(b, N) mit pp([0']) = [T’]. Ferner ist per Definition
[T"] = f.([S]) = [S' g T). Es bezeichne v : §' — T" die kanonische Abbildung.
Wir wollen nun zeigen, dass in dieser Situation @’ := v*(b’) ein gemeinsames
Urbild von [S’] unter pg und von [0'] unter f, ist. Dazu betrachten wir das

folgende wiirfelférmige Diagramm:
- b
a }
115

T/

T

1%

¥

S’g%,g’

N\

Das untere Quadrat ist per Konstruktion kommutativ; ferner sind in der gegeben
Situation die ibrigen Quadrat sdmtlich kartesisch, da bei einer Deformations-
theorie alle Morphismen kartesisch sind. Es reicht nun zu zeigen, dass a & g*a’
ist, denn dann ist sowohl pg([a’]) = [S’] als auch f.([a']) = [a’ 115 b] = [b'].
Dies folgt aber aber leicht aus der Kommutativitéit des unteren Quadrates im
Diagramm; daraus ergibt sich ndmlich

a2 f*i) o f*e*l;l o (6 o f)*B/ o (FY Og)*l;l o 9*7*6/ o g*d/
Somit ist auch ker obg C impg und es folgt die Behauptung. O
Im Folgenden sei eine kurze Zusammenfassung der entsprechenden Aussagen fiir

lokale Deformationen gegeben. Dazu sei ab jetzt p : F — An(y ) eine lokale
Deformationstheorie und a € F(S) ein Objekt iiber dem Raumkeim S := (S, 0).
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2.4.11 Definition: Ein Komplex K° € DZ(S) heifit (lokale) S-Auflosung
von a und a heifit S-darstellbar, wenn es Funktorisomorphismen (RA) und (RE)
wie in Definition 2.4.1 fiir den Komplex K" von endlichen Ogo-Moduln, a =
(a,0) und S gibt. Eine S-Auflosung K heifit mit Obstruktionen vertriglich, falls
fiir K, a und S zusétzlich durch (RO) eine Obstruktionstheorie fiir a definiert

wird.

2.4.12 Sei S := (S5,0) ein Raumkeim, a € F(S) eine lokale Deformation von
ap und K eine S-Auflésung von a. Dann gilt:

i)

ii)

iii)

iv)

Aus den Definitionen fiir lokale und globale S-Auflésungen und Bemer-
kung 1.2.4ii) folgt unmittelbar, dass fiir einen beliebigen Punkt s € S der
Halm X einer globalen (obstruhierenden) S-Auflosung X eine (obstru-
hierende) (.5, s)-Auflosung ist.

K’ ist eine S-Auflésung von a. Dies folgt unmittelbar aus der Isomorphie
(Ext'(K', N))" 2 Ext’(K",N) V¥V N € Coh(S)

und der Tatsache, dass die Funktoren Aut(a/S,—) und Ex(a/S,—) mit
Komplettieren vertréglich sind. Der oben angegebene Isomorphismus ist
funktoriell in N, dass heifit ist f : N/ — N ein Homomorphismus von Og s-
Moduln, so induziert dieser eine eindeutige Abbildung f : Exti(f{ ', N ) —
Exti(f( N ). Nun ergibt sich die Behauptung leicht aus den Definitio-
nen fiir lokale und formale Auflésungen. Ferner ist K mit Obstruktionen
vertriglich, falls bereits K eine obstruhierende S-Auflésung ist. Ebenso
induziert eine minimale S-Auflssung K~ von a eine minimale S-Auflésung
K von a.

Mit den offensichtlichen Anpassungen gilt Satz 2.4.8 analog fiir lokale De-
formationen a von ag.

S-Auflésungen sind mit endlichen Abbildungen von lokalen Deformatio-
nen vertriglich: ist f : @’ — a ein Morphismus iiber einer endlichen Ab-
bildung komplexer Raumkeime S’ := (57,0) — 5, so ist K'®0g: eine
S’-Auflésung von a’. Die Aussagen von Satz 2.4.9 und Satz 2.4.10 iiber-
tragen sich mit den entsprechenden Anpassungen auf den lokalen Fall.
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Kapitel 3

Beweis des Hauptsatzes
und Anwendungen

In diesem Kapitel wird der Darstellungssatz fiir Kotangentialmoduln verseller
Basen formuliert und bewiesen. Zunéchst wird der Satz fiir formale Deformati-
onstheorien gezeigt und dann auf die lokale und globale Situation iibertragen.
In weiteren Abschnitten soll das Ergebnis auf verschiedene Beispiele angewandt
werden. Der Satz liefert beispielsweise eine globale Darstellung des Kotangen-
tialmoduls des Douady- und des Quotraums (mit den entsprechenden Anpassun-
gen ebenso fiir das Hilbert- und Quotschema im algebraischen Fall). Desweiteren
werden wir Deformationen von Moduln betrachten. Fiir die meisten Familien
von Moduln gibt es keinen Modulraum; wir werden unter anderem die Fami-
lie der einfachen Moduln auf kompakten Rdumen untersuchen. Es ist bekannt,
dass diese Familie zumindest einen groben Modulraum besitzt. Der Hauptsatz
erlaubt uns, eine lokale Aussage iiber die Kotangentialgarbe dieses Modulraums
zu machen.

Weitere Beispiele sind gegeben durch die Deformation komplexer Ridume und
komplexer Mannigfaltigkeiten. Da in diesen Féllen die Konstruktion eines Mo-
dulsraums aussichtslos ist, werden wir hier allgemeiner den Kotangentialmodul
der semiuniversellen Basis S’, i.e. der Basis des semiuniversellen Objekts a’, un-
tersuchen. Dies ermoglicht uns, Aussagen iiber die Glattheit von S’ zu machen.

3.1 Lokaler Fall

In diesem Abschnitt sei p : F — KB(&O) eine formale Deformationstheorie
und a iiber S := p(a) stets eine formal verselle Deformation eines vorgegebenen
Objektes ag € F(Sp). Mit ¥ wird im Folgenden der Basiskeim (33, 0) bezeichnet.
Ziel dieses Abschnittes ist, die folgende Aussage zu beweisen:

3.1.1 Theorem: Ista darstellbar iber S und (K, h) eine minimale Auflosung
von a, so ist die verselle Uberschussdimension von a gegeben durch

d = dimg TO(S) - dimc(f?_l/mgf_(_l)
= dim¢ Aut(gyo) (@,C) — dimC(RO/mSRO)
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und fir den Kotangentialmodul gilt
Qé/z >~ coker h 2 @ O%.

Fiir den Beweis ben6tigen wir zwei Lemmata. In einer ersten Hilfsaussage wer-
den die infinitesimalen Automorphismen und Erweiterungen Aut s o)(ao, C) und
Ex(s,0) (a0, C) berechnet. Desweiteren wird in Lemma 3.1.3 die Darstellung des
Kotangentialmoduls modulo dem freien direkten Summanden O% bewiesen.

3.1.2 Lemma: i) Mit den Voraussetzungen und Notationen von 3.1.1 gilt
Aut(s )(ao, C) = Hom(H’(K"),C) = Hom(coker ™", C) = Hom(K’, C)

und

Ex (s 0)(ao, C) = Hom(coker h~2, C) = Hom(f(fl7 C).

Die vorgenannten Abbildunen sind Isomorphismen von Og-Moduln. Sie
induzieren insbesondere C-Vektorraumisomorphismen

Auts gy (ag, C©) 2 (K /mgK®)" und Ex(s0)(a0,C) 2 (K~! /mgK "),
Dabei bezeichnet ¥ das C-Dual.

ii) Besitzt ein Objekt ag eine S-darstellbare Deformation a € F(S), so sind
die infinitesimalen Automorphismen und Erweiterungen Aut(s o(ao, C)
und Ex s g)(ao, C) endlich-dimensional.

Beweis: Zunéchst beachte man, dass ii) eine unmittelbare Konsequenz aus i)
ist, da eine minimale Auflésung aus endlichen freien Moduln besteht und somit
insbesondere simtliche K*/mgK* fiir alle i € Z endliche C-Vektorriume sind.
Wegen 1.2.15 kénnen wir fiir den verbleibenden Beweis ohne Einschréinkung die
Moduln Aut(z’o)(@/g,((j) und Ex(s ) (a/S,C) betrachten. Sei (K, h) zuniichst
eine beliebige S-Auflssung. Dann ist K~ € D5%(S) und wegen 2.2.6 somit

Auts; )(a/S,C) =2 Ext’(K",C) = Hom(H"(K"), C).

Der erste Isomorphismus gilt also fiir jede S-Auflésung von a. Alle weiteren Og-
Isomorphismen in Behauptung i) gelten nur fiir minimale Auflésungen (K, h).
Sie folgen unmittelbar aus 2.1.4. Die Isomorphismen iiber C ergeben sich nun
leicht daraus, dass Og insbesondere eine analytische C-Algebra ist. O

3.1.3 Lemma: Seien a, S und (K',h) wie in 3.1.1 und b iber T die formal
semiuniverselle Deformation von ag. Dann gibt es einen Isomorphismus von
Og5-Moduln B
coker h ™2 = Qlf/z ®0Og.
Beweis: Da (K, h) eine minimale S-Auflésung von @ ist, gibt es eine natiirliche
Abbildung B B
Hom(coker =2, N) — Ex(a/S, N),

die funktoriell ist in N. Ferner ist diese surjektiv fiir N € Art(S) und injektiv
fir N = Ogs, = C. Sei nun zunéchst @ = b formal semiuniversell. In dem Fall
liefert die Kodaira-Spencer-Abbildung eine in N funktorielle Abbildung

Hom(Qyg 5, N) — Ex(a/S, N),
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welche wegen der Semiuniversalitit ebenfalls surjektiv ist auf Art(S) und in-
jektiv fiir N = C. Die Behauptung folgt dann aus 2.1.6.

Fiir den allgemeinen Fall betrachten wir eine beliebige formal verselle Defor-
mation @ von ag. Wegen 3.1.2ii) und dem Satz von Schlessinger besitzt ag eine
formal semiuniverselle Deformation b. Aus der formalen Versalitiit von a ergibt
sich ein Diagramm

NS =\

Daraus folgt insbesondere, dass die Identitét von Og iiber O faktorisiert. Nach
2.4.9 ist nun K ® Of eine minimale T-Auflosung von b. Daher ist nach dem
bereits Gezeigten

a

T

Qlf/z =~ coker (h ®id) 2.
Wegen der Rechtsexaktheit des Tensorprodukts ist das Bilden von Kokernen mit
Tensorprodukten vertriglich. Folglich ist coker (h ® id)~2 & coker h~2® 0. Zu-
sammen mit der Zerlegung der Identitét ido, : Og — O — Og folgt nun

QlT—/Z ®o, 05 2 (coker h ™2 o, Of) ®o, Og = coker h=2. O
Beweis von Theorem 3.1.1: Da a eine S-Auflésung besitzt, gibt es nach 0.4.12
stets eine minimale S-Auflésung (K", h). Nach 3.1.2ii) haben die C-Vektorrdume

Aut (s 0)(ao, C) und Ex(s o)(ao, C)

endliche Dimension. Damit sind die Voraussetzungen von Satz 1.3.13 erfiillt.
Dieser liefert zusammen mit Lemma 3.1.2i) die Formeln fiir die Uberschussdi-
mension d und zusammen mit Lemma 3.1.3 die Darstellung

Vg p = Oy © 05 ® 0% = coker A% @ 0.

Es bleibt zu zeigen, dass die Zahl d und die Darstellung des Kotangentialmoduls
nicht von der Wahl der minimalen Auflésung abhéngen. Dies ist aber eine un-
mittelbare Konsequenz aus Satz 2.4.8. O

3.1.4 Bemerkung: i) Aus 1.3.8 und 2.4.9 folgt unmittelbar: gibt es eine
formal verselle darstellbare Deformation a von ag, so ist jede formale De-
formation @’ iiber S’ darstellbar. Dies bedeutet aber, dass die Aussage von
3.1.1 fiir jede formal verselle Deformation von aq gilt, sobald aq eine einzi-
ge formal verselle S-darstellbare Deformation a besitzt. Man beachte, dass
sich die Darstellungen der Kotangentialmoduln (bis auf Basiswechsel) nur
um einen direkten freien Summanden unterscheiden.

ii) Aus einer gegebenen minimalen 5‘—Dars~tellung (K, h) und der Ijberschusg
dimension d lésst sich eine Abbildung h konstruieren mit Q}g, /s & coker h.
Offensichtlich leistet

iL::ff2XO:K’72—>KMl®O%
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das Gewiinschte. Es ist sogar mdglich, einen Funktor KC’(S'_) — K7 (9)
zu definieren, so dass die gegebene minimale S-Auflosung K auf einen
Komplex geworfen wird, dessen Kokern im Grad —2 isomorph ist zu Q% /5
Dazu betrachten wir die direkte Summe der Komplexe (K*, h) und
(Fof)oe—v 00— Fl=0 4 F0ml g
Die Randabbildungen sind durch die Nullabbildung und der Identitét id :
F1 — F 0 gegeben. Es ist wohlbekannt, dass diese Zuordnung funktoriell
ist in K. Der resultierende Komplex erfiillt nun per Konstruktion
coker((h x f)?) = coker(h™2 x 0) = coker h 2 & 0% = QE/E.
Aus 3.1.1 folgt unmittelbar eine analoge Aussage fiir lokale Deformationstheo-
rien:

3.1.5 Korollar: Istpg : Fo — An(x ) eine lokale Deformationstheorie und ag
ein Objekt iber dem reduzierten Punkt Sy := (0,Cy), so gelten die Aussagen von
Theorem 3.1.1 fiir jede darstellbare verselle Deformation a = (a,0) dber S :=
(S,0) := p(a) anstelle von @ und jeder minimalen S-Auflésung (K, h) anstelle
von (K, h). Insbesondere gibt es eine Darstellung des Kotangentialmoduls

Qg/z >~ coker h ™2 @ 0%,
wobei d die verselle Uberschussdimension von a bezeichnet.

Beweis: Wir betrachten die Komplettierung a € f‘O(S' ) von a. Mit den Voraus-
setzungen an a erfiillt nun a die Voraussetzungen von 3.1.1. Wegen 2.4.12ii) ist
ferner (K’ B iL) eine minimale Auflésung von a. Fiir die verselle Uberschussdimen-
sion d von a gilt nach Theorem 3.1.1

d=d(a) = dimgTy(S) — dime(K ™1 /moK 1)
= dimc Aut(s 0)(@, C) — dimc(K°/moK°)

Dabei bezeichnet " die Komplettierung beziiglich des maximalen Ideals my von
Os,0. Da fiir jeden endlich erzeugten Ogo-Modul M die induzierten Moduln

M /moM und M /tagM isomorph sind, ergibt sich mit M := Qg /5, leicht, dass

auch Tp(S) und To(S) isomorph sind. Da K aus endlichen freien Ogo-Moduln
besteht, ist ferner K*/moK*® = K*/moK" fiir jedes i € Z. Fiir d gilt daher

d = dime Ty(S) — dime (K ™1 /moK 1) = dime Tp(S) — dime (K~ /moK™1).

Wie im Beweis von 1.3.13 folgt nun aus der Kodaira-Spencer-Sequenz fiir a mit
N := C leicht, dass auch die zweite Gleichung

d = dimc Aut(s; ) (a, C) — dimc (K% /moK?)

erfiillt ist. Die Formeln fiir d aus 3.1.1 gelten also fiir a anstelle von @ und K-
anstelle von K. Zu zeigen bleibt die Darstellung des Kotangentialmoduls Q} /5

Dazu betrachten wir den Kotangentialmodul von Qé, - Theorem 3.1.1 und 0.2.2

/

liefern

~ ~ 7 — ad(s
(Qfy)" = QL = coker (A7) & 0%
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Da coker h=2 ein endlicher Og -Modul ist, folgt coker h~2 =~ (coker h=2)". Ins-
gesamt erhalten wir einen Isomorphismus von Ogo-Moduln

(le/z)A > (coker h 2 @ Odsfg))/\.
Nun folgt die Behauptung fiir die Kotangentialgarbe aus 0.3.8. O

3.1.6 Bemerkung: Mit den offensichtlichen Anpassungen gelten die Aussa-
gen von Bemerkung 3.1.4 auch fiir lokale Deformationen a von ag, die iiber
S := p(a) darstellbar sind.

In der Situation von Korollar 3.1.5 ldsst sich der Isomorphismus stets auf eine
Umgebung U C S liften.

3.1.7 Korollar: Ist S ein komplezer Raum und (S, s) der kompleze Raumkeim
von S in einem Punkt s derart, dass fir (a,s) die Voraussetzungen von 3.1.5
erfillt sind, so ldsst sich der Isomorphismus auf eine Umgebung von s fortsetzen,
das heifst es gibt eine offene Teilmenge U C S mit s € U und eine Abbildung
h=2 zweier kohdrenter freier Moduln auf U mit

Q}g/le = Coker h=2 @ O

Dabei bezeichnet O die kohdrente Garbe Og), und d = odim(s) die Uberschuss-
dimension im Punkte s.

Beweis: Per Konstruktion ist jede minimale Auflosung (K, h) von (a,s) ein
Komplex von endlichen freien Moduln. Daher ist A2 : OQ&S — Of, eine Ab-
bildung zweier endlicher freier Og ;-Moduln. Nach 0.1.4 gibt es eine Umgebung
V von s und eine Abbildung A2 : O%‘V — O/, mit h;? = h™2. Daher ist
aber auch (Coker h=2), = coker h~2. Wegen (Os), )s = Og,s folgt nun aus 3.1.5,
dass Qg/zw und Coker h=2 @ Oglv zwei kohérente Og|, -Moduln sind, die in

s € V iibereinstimmen. Wegen 0.1.14 stimmen sie dann aber auf einer Umge-
bung U C V von s iiberein. Daher ist U C S eine Umgebung von s mit den
behaupteten Eigenschaften. O

3.1.8 Bemerkung: i) Aus dem Beweis folgt sofort, dass es fiir ein Ob-
jekt a € F(9), das in jedem Punkt s € S versell ist und eine globale
S-Auflosung (K, 9) besitzt, zu jedem s € S eine Umgebung Uy gibt, auf
welcher Qé /0 eine Darstellung wie in 3.1.7 besitzt. Es ist allerdings

im Allgemeinens nicht moglich, diese lokalen Darstellungen des Kotangen-
tialmoduls zu einer globalen Darstellung zu verkleben. Auf diese Proble-
matik werden wir im néchsten Abschnitt ndher eingehen. Dort wird ein
Kriterium fiir die Existenz von globalen Darstellungen hergeleitet.

ii) Das Argument 3.1.4ii) kénnen wir ebenfalls auf die Situation von 3.1.7
iibertragen, indem man die auftretenden Abbildungen wie im Beweis von
3.1.7 auf geeignete Umgebungen V' von s liftet. Dies liefert lokal eine expli-
zite Gestalt des Kotangentialmoduls als Kokern zweier kohédrenter freier
Moduln.

88



iii) An dem Beweis von 3.1.7 sieht man, dass die lokalen Darstellungen in i)
und ii) fiir praktische Berechnungen ungeeignet sind. Um beispielsweise
fiir ein s € S den Kotangentialmodul Qg /s in i) zu bestimmen, muss

US
zunéchst eine minimale Auflésung (M, A) von X, berechnet und dann fiir
geeignetes U C S aus A~2 eine Abbildung

h2: o — Of

wie im Beweis konstruiert werden. In die lokale Darstellung des Kotangen-
tialmoduls geht dann der Kokern dieser Abbildung ein. Die vorliegende
Situation verleitet schnell dazu, eine Darstellung der Kotangentialgarbe
auf Uy durch den Kokern von 8@2 anzunehmen. Die vorstehende Kon-
struktion von A~2 zeigt, dass dies im Allgemeinen jedoch nicht mdglich
ist.

3.2 Der globale Fall

In diesem Abschnitt bezeichne p : F — Any stets eine globale Deformations-
theorie und a ein Objekt iiber einem komplexen Raum S. Es soll eine globale
Variante von 3.1.1 gezeigt werden. Dazu nehmen wir an, dass a stets eine glo-
bale obstruhierende S-Auflosung K besitzt. In 2.4.3 haben wir bereits gesehen,
dass der Triger des Moduls H°(X') aus den Punkten s € S besteht, in der
das induzierte Objekt as nichttriviale infinitesimale Automorphismen besitzt.
Fordern wir, dass H?(XK") ein lokal freier Modul auf S ist, so erhalten wir zu-
mindest auf der Menge der semiuniversellen Punkte S, von a eine Darstellung
des Kotangentialmoduls le /5 durch den Kohomologiemodul H~1(X"). Genauer
gilt:

3.2.1 Theorem: Ist a € F(S) ein Objekt mit einer globalen obstruhierenden
S-Auflésung K, dessen nullter Kohomologiemodul H®(X") lokal frei ist, so gilt:

i) Die Menge der semiuniversellen Punkte S, ist Z-offen in S

Isa

it) Auf S, gibt es einen Isomorphismus Q}g/z‘s >~ H-H(K)

Fiir den Beweis benotigen wir einige Vorbereitungen. Das erste Hilfslemma lie-
fert gewisse lange exakte Ext-Sequenzen, die im Folgenden wichig sind.

3.2.2 Lemma: Ist X' € DS%(S) ein Komplex und bezeichnet Ky den Komplex
: —2 -1 97! —1
Xy:oo. — XK —K "+ —Imo " — 0,
so gibt es kanonische Abbildungen von Komplexen, so dass
0— Ky — K — H'(K) — 0

eine exakte Sequenz ist. Insbesondere gibt es fiir jeden Og-Modul N lange exakte
Kohomologiesequenzen der Form

C— ExtTH K, N) — Ext! (HO(K),N) — Ext' (K, N) — Ext' (K, N)
— Ext™H(HO(K),N) — ...
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und

.. — Ext (3, N) — Bxt!(H°(K), N) — Ext’ (K, N) — Ext* (K, N)
— BExt™(HO(K),N) — ...

Beweis: Die Behauptung ergibt sich aus der zweiten exakten Sequenz in 0.4.3,
da offensichtlich Ky = o~ _1(X") ist. Wegen 0° = 0 ist dabei

o>_1(X") = Coker 0= = HO(K"). O

Nach Voraussetzung ist K eine obstruhierende S-Auflésung von a; insbesondere
ist die Menge der versellen Punkte V, Z-offen in S. Wir wollen im Folgenden
stets solche Situationen betrachten, fiir die die Objekte a in jedem Punkt ver-
sell sind, fiir die also der Keim (a,s) eine verselle Deformationen von as ist
fiir alle s € S. Daher ist fiir den Rest dieses Abschnittes S = V. Es sei ange-
merkt, dass jedes a € F(S) via Restriktion auf V, ein solches Objekt induziert
[vgl. 1.4.9ii)]. Ferner sind universelle Objekte per Definition stets von dieser Art.

Fiir den Rest des Abschnitts sei a € F(S) stets ein Objekt mit S = V,. Wie
eingangs erwihnt, wollen wir untersuchen, welche Information eine globale S-
Auflosung X fiir das Objekt a bereitstellt. Neben der nullten Kohomologie von
X" hat auch H~1(X") wichtige Eigenschaften, wie der niichste Satz zeigt.

3.2.3 Satz: Ist X' eine obstruhierende S-Aufiésung von a, so gibt es stets
einen Garbenhomomorphismus A : H=H(K') — QL und eine natiirliche Trans-
formation

p: Exs(a/S,—) — Hom(H H(X), -)

derart, dass das Diagramm

Hom (L, N) 255+ Exg(a/S,N)

fir alle N € Coh(S) kommutiert.

Beweis: Da X eine S-Auflésung ist, gibt es eine natiirlichen Isomorphismus
Exs(a/S, —) = Extg (K, —).

Wir betrachten fir K die lange exakte Ext-Sequenz aus Lemma 3.2.2. Diese
liefert insbesondere eine natiirliche Abbildung

Ext(X,N) — Ext* (K, N).

Per Konstruktion ist nun Ky € D<~1(S). Wegen 2.2.6 ist daher Ext' (X, N) =
Hom(H~1(X;),N). Ferner ist per Konstruktion von X, offensichtlich

I (5) 2 (K.
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Die vorgenannten Isomorphismen sind natiirlich in N; insgesamt erhalten wir
also eine natiirliche Transformation

p: Bxs(a/S,—) — Hom(H1(K), -).

Zusammen mit der Kodaira-Spencer-Abbildung dx g erhilt man eine Transfor-
mation von Hom-Funktoren

pl =po dKS N HOIII(Q};7 _) — Hom(g{_l(x')’ _)

Aus der Konstruktion von p’ folgt nun unmittelbar, dass A := p’(Qg)(ide ) ein
Garbenhomomorphismus mit den gewiinschten Eigenschaften ist. O

3.2.4 Korollar: Fs sei X' eine obstruhierende S-Auflésung von a und X der
Garbenhomomorphismus aus 3.2.3. Dann gilt:

i) Es gibt eine natiirliche Transformation
p:Erx(a)S,—) — Hom(H 1K), ),
so dass das Diagramm

FHom(Q, N) 25+ £xv(a/S,N)

fir alle N € Coh(S) kommutiert.
ii) Ist HO(XK") lokal frei, so ist \ injektiv.

Beweis: 1) Aus der Ext-Sequenz in 3.2.2 ergibt sich zuniichst genau wie im Be-
weis von 3.2.3 die Transformation p; dass die durch po dxgs gegebene Transfor-
mation mit A* {ibereinstimmt, folgt leicht aus der Definition der Hom-Moduln
und Satz 3.2.3.
ii) Ist HO(X") lokal frei, so liefert die lange exakte Ext-Sequenz aus 3.2.2 Iso-
morphismen 4 _

Ext' (K, N) = Ext* (K, N)
fir alle 4 > 0. Mit 2.2.6 ergibt sich fiir ¢ = 1 speziell

Ext (K, N) = Hom(HH(Ky), N) = Hom(HH(K),N).

Dies bedeutet, dass der Halm von H~(X") in jedem Punkt s € S sogar ein
darstellender Modul fiir den Funktor Ext! (X, —) und damit insbesondere auch
semidarstellend ist. Ferner ist durch die Kodaira-Spencer-Abbildung in jedem
Punkt eine surjektive Transformation

Oks,s : Hom(Qg ., N) — Ex(s0)((a,5)/(5, s), N) = Ext' (X, N)

definiert. Aus 0.3.6 folgt dann, dass H~1(X") halmweise ein direkter Summand
von Qg 5, ist. Insbesondere ist die Abbildung A : H™H(X') — Qf 5, halmweise
injektiv und somit auch injektiv als Homomorphismus von Garben. O

Im Allgemeinen ist es nicht méglich, eine globale Darstellung von €y, zu kon-
struieren. In 3.1.8 haben wir gesehen, dass es stets lokale Darstellungen fiir
den Kotangentialmodul gibt. Wenn H°(XK") lokal frei ist, kénnen diese lokalen
Darstellungen zu einer exakten Sequenz zusammengefasst werden.
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3.2.5 Satz: Sei X' eine obstruhierende S-Auflésung von a, H°(K") lokal frei,
A H YK — le/z die Injektion aus 3.2.3 und € := Coker \. Fir die kanoni-
sche exakte Sequenz kohdrenter Moduln

(*) 0—=H Y K)—Qyx—E—0
gilt dann:
i) € ist lokal frei und fir s € S ist tk €5 = odim(s).
i) Die Sequenz () spaltet halmweise, i.e. Qg , = H (K ), dE; VseS.

Beweis: Sei s € S ein beliebiger Punkt. Bezeichnet d := odim(s) die Uber-
schussdimension im Punkte s und A~2 die Randabbildung im Grad —2 einer
minimalen Auflésung von X, so ist nach 3.1.5

le,s >~ cokerh 2 @ Od&s.

Aus dem Beweis von 3.2.4 ergibt sich, dass H~1(X')s ein semidarstellender
Modul fiir Ext! (X}, —) ist; wegen Satz 2.1.5iii) ist dann 3~ (K"), 2 coker h=2.
Die Behauptungen folgen nun leicht, wenn man die Sequenz (%) im Halm s
betrachtet und mit der spaltenden Sequenz

0 — cokerh™2 — le,s — O‘;«,S — 0

vergleicht. O

Beweis von Theorem 3.2.1: Nach Voraussetzung ist K obstruhierend und damit
die Menge der versellen Punkte V, Z-offen in S [sieche Bemerkung 2.4.5]. Wir
konnen daher ohne Einschrinkung annehmen, dass S = V, ist. Wegen 1.3.11
und Satz 3.2.51) gilt nun fiir die Menge der semiuniversellen Punkte S,:

Se = {s€85]odim(s) =0}
= {se8|& =0}
= S\ suppé.

Wegen der Kohérenz von & folgt daraus Behauptung i). Die zweite Behauptung
folgt nun unmittelbar aus der exakten Sequenz (x) in 3.2.5 und der Tatsache,
dass € auf S, verschwindet. O

3.2.6 Bemerkung: i) Ist in der Situation von 3.2.5 S zusammenhéngend,
so ist die verselle Uberschussfunktion konstant auf S und somit a dquiver-
sell. In dieser Situation ist insbesondere (a,s) genau dann semiuniversell
fiir alle s € S, wenn es einen Punkt s* gibt mit odim(s*) = 0. Die Be-
hauptungen folgen unmittelbar aus der Tatsache, dass die Garbe € in 3.2.5
lokal frei ist.

ii) Die Sequenz (%) in 3.2.5 spaltet im Allgemeinen nicht global, das heift es
gibt im Allgemeinen keine Darstellung Q% = H (X" )&E. Aus dem Beweis
von 3.2.5 folgt, dass in jedem Punkt s € S der Modul H~1(X"), isomorph
ist zum Kokern der —2-ten Randabbildung einer minimalen Auflésung von
XK. Daher liefert die Sequenz (x) halmweise die Darstellung 3.1.5 und mit
den Argumenten aus Bemerkung 3.1.8 auch die dort beschriebenen lokalen
Darstellungen der Kotangentialgarbe.
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Im Folgenden werden Beispiele fiir S-Auflésungen X' gegeben mit lokal freiem
Modul H°(X"). Das einfachste Beispiel ist offenbar H?(K) = 0.

3.2.7 Beispiel: Ist X' eine obstruhierende S-Auflosung mit H°(K) = 0, so
erfiillt X offensichtlich die Voraussetzungen von Theorem 3.2.1 und es gelten
die Aussagen dieses Abschnittes. In diesem speziellen Fall ist die Menge A, aus
2.4.3 leer; dies hat folgende Konsequenzen:

i)

ii)

iii)

iv)

A, = 0 bedeutet, dass fiir jedes s € S der Modul Aut(s g)(as,C) der
Nullmodul ist. Wegen 1.3.19 ist dann jede semiuniverselle Deformation
(a, s) bereits universell, das heifit es ist S, = U,. Umgekehrt ist fiir jedes
universelle Objekt a, wenn es eine obstruhierende S-Auflésung X besitzt,
stets HY(XK") = 0. Das Verschwinden von H%(X") ist also ein notwendiges
Kriterium fiir die Universalitéit des gegebenen Objektes a.

Fiir jeden kohérenten Og-Modul N ist Exx(a/S,N) = Hom(H=1(K'),N).
Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus 2.4.3iii). Aus der langen exak-
ten Ext-Sequenz in 3.2.2 folgt, dass auch die natiirliche Transformation
p : Exs(a/S,N) — Hom(H1(X'),N) aus 3.2.3 ein Isomorphismus ist.
Beide Isomorphismen sind offensichtlich funktoriell in N.

Auts(a/S,N) = Homg(H®(X'),N) = 0; analog ist Auts(a/S,N) = 0.
Zusammen mit ii) ergibt sich aus der Kodaira-Spencer-Sequenz die kurze
exakte Sequenz

0 — Auts(a, N) — Hom (2} 5, N) 25 Hom(3(5),N) — 0.

Dabei haben wir mit 0k g die Verkniipfung der Kodaira-Spencer-Abbildung
mit dem Isomorphismus aus ii) bezeichnet. Diese Notation werden wir
im Folgenden beibehalten, solange keine Verwechselung mit der Kodaira-
Spencer-Abbildung selbst moglich ist.

Analog zu iii) erhalten wir eine exakte Sequenz von I'(S, Og)-Moduln
0 — Auty(a,N) — Hom (2}, N) 5% Hom(H (%), N).

Die beiden rechten Terme in dieser Sequenz stimmen iiberein mit den
entsprechenden Termen der Sequenz Hom((x), N); diese ergibt sich durch
Anwenden des Funktors Hom(—, N) auf die exakte Sequenz (x) aus 3.2.5.
Aus der Konstruktion der Abbildung A folgt nun leicht

Auty(a,N) 2 Hom(E&,N).

Entsprechend ergibt sich auch eine Darstellung Auts(a, N) = Hom(E,N).
Dies bedeutet, dass fiir Objekte a mit obstruhierender S-Auflosung K, de-
ren nullte Kohomologie verschwindet, auch die Funktoren Autys(a, —) und
Auts(a,—) darstellbar sind. Explizite Beispiele fiir solche S-Aufldsungen
werden wir im folgenden Abschnitt bei den sogenannten eingebetteten De-
formationen und bei der Deformation von Quotienten kennenlernen [siehe

Satz 3.3.5 und Satz 3.3.13].

3.2.8 Beispiel: Sei wieder K eine obstruhierende S-Auflésung eines gegebenen
Objektes a und HO(X") lokal frei.
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i)

ii)

iii)

Mit HO(K') ist auch HO(K)" = Hom(HO(K'), Og) lokal frei. Zusammen
mit Satz 2.4.3 folgt daher fiir N € Coh(S)

Auts(a/S,N) = Homs(H(K),N) = H(K)" @0, N.

Dies zeigt, dass Autx(a/S, —) ein exakter Funktor auf Coh(S) ist, wenn
HO(K) lokal frei ist. Es gilt auch die Umkehrung: ist Auts(a/S, —) exakt,
so ist fiir jedes s € S der Funktor

Homg(H(X'), —)s = Home,  (H(X')s, —)

exakt auf der Kategorie der endlichen Og (-Moduln. Daher ist H(K"),
ein projektiver Og s-Modul und somit frei. Ist also Auts(a/S,—) exakt
auf Coh(S5), so gibt es auf S, eine Darstellung der Kotangentialgarbe wie
in 3.2.1.

Ist S ein reduzierter komplexer Raum, so ist H®(X') genau dann lokal frei,
wenn die Funktion

©(s) := dimc Aut (s g)(as, C)
lokal konstant (i.e. auf jeder Zusammenhangskomponente von S konstant)

ist: aus dem Beweis von 2.4.3 folgt

\

dim¢ Aut(z,o) (as,C) = dimg¢ (}CO(KA)S/mS%O(jC')S) .

Da fiir einen endlich-dimensionalen C-Vektorraum V die Dimension mit
der Dimension des Dualraumes V"V iibereinstimmt, ist (s) gegeben durch
dime HO(K') s /mHO(K")s. Diese Funktion ist aber lokal konstant fiir lokal
freies HO(X'); da S reduziert ist, gilt auch die Umkehrung.

Aus i) und ii) folgt insbesondere, dass fiir einen zusammenhdngenden re-
duzierten komplexen Raum S die folgenden Aussagen #dquivalent sind:
a) HO(XK) ist ein lokal freier Og-Modul.
B) Aut(a/S,—) ist exakt auf Coh(S5).
7) Die Zuordnung s + dimc Aut(s o) (as, C) liefert eine konstante Funk-

tion auf S.

Sind diese dquivalenten Bedingungen erfiillt, so sind die Voraussetzungen
von Theorem 3.2.1 erfiillt und es gibt eine Darstellung Q}g‘s = HH(K)

lsa”

3.3 Anwendung auf den Fall feiner Modulrdume

In diesem Abschnitt wollen wir mit Hilfe der Resultate aus den vorigen Kapi-
teln fiir explizite Beispiele die Kotangentialgarbe berechnen. Fiir Basisraume S
von Objekten a mit einer S-Auflosung, die den Voraussetzungen von Theorem
3.2.1 geniigen, erhalten wir eine entsprechende Darstellung durch den —1-ten
Kohomologiemodul der S-Auflésung. Beispiele fiir solche Basisrdume sind der
Douady- und der Quot-Raum.
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Diese beiden Beispiele sind insofern interessant, als dass sie (feine) Modulrdume
bestimmter Familien sind. Wir werden sehen, dass in beiden Féllen der Kotan-
gentialmodul mit Hilfe von Theorem 3.2.1 bestimmt werden kann.

Sind die Voraussetzungen von 3.2.1 nicht erfiillt, so kénnen wir zu einer globalen
Deformationstheorie p : F — Any, welche zumindest in einem Punkt s € S ei-
ne (S, s)-Auflosung besitzt, lediglich eine lokale Beschreibung des Kotangential-
moduls von S angeben, falls der Keim (a, s) versell ist. Solche Beispiele ergeben
sich bei der Deformation von kompakten komplexen Rdumen oder bei der De-
formation von Moduln.

In jedem Fall ist es notig, die Rdume als Basen von geeigneten Objekten a € F
zu realisieren, wobei p : F — Any eine geeigente Deformationstheorie ist. Wir
werden daher im Folgenden verschiedene Deformationstheorien betrachten, bei
denen interessante Raume S als Basen von Objekten a € F(S) auftreten. Damit
die Hauptsétze iiberhaupt anwendbar sind, miissen diese Objekte S-darstellbar
sein. Wir werden fiir jedes der behandelten Beispiele eine S-Auflosung angeben
und damit eine Darstellung von Q}g /5 berechnen.

Bevor wir mit den ersten Beispielen beginnen, wiederholen wir kurz ein paar
Begriffe aus der Theorie der Modulrdume. Ein Modulraum ist qualitativ ein
komplexer Raum, dessen Punkte eine bestimmte Familie von anderen Objekten
parametrisieren. In diesem Zusammenhang betrachtet man stets einen soge-
nannten Modulfunktor

F: An°’? — Mengen,

der einem komplexen Raum eine gewisse Aquivalenzklasse von Objekten zu-
ordnet. Dieser Funktor hiangt von der zu parametrisierenden Familie ab. Wir
wollen in dieser Arbeit auf eine axiomatische Einfithrung solcher Modulfunk-
toren verzichten und verweisen dafiir auf [Vie95], [New78] und [Muk03]. Die
in 1.1.2 konstruierten Funktoren [F}] sind Beispiele fiir solche Modulfunktoren,
wenn p etwa die Deformationstheorie fiir komplexe Réume oder fiir Moduln aus
Beispiel 1.1.7 ist.

Zu einem gegebenen Modulfunktor gibt es den Begriff des Modulraums. Man
unterscheidet dabei zwei Arten von Modulrdumen:

3.3.1 Definition: Ein komplexer Raum M € An heifit feiner Modulraum fiir
F, falls Ml den Funktor F darstellt, i.e. falls

F(—) = Hom(—,M).

M bezeichnet man als groben Modulraum fiir F, falls es eine natiirliche Trans-
formation von Funktoren

¥ : F — Hom(—, M)
gibt, so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
i) ¥(C) : F(C) — Hom(C, M) ist bijektiv

ii) Ist M’ ein komplexer Raum und ¢ : F — Hom(—, M) eine weitere natiirli-
che Transformation, so gibt es eine eindeutig bestimmte Transformation

¢ : Hom(—, M) — Hom(—, M)
mit 9 =1 o .
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Wenn es zu einem Funktor F einen feinen Modulraum M gibt, so existiert zu-
dem stets ein universelles Objekt m fiir das betrachtete Modulproblem. m ist
gegeben durch das (eindeutig bestimmte!) Urbild der Identitét auf M unter dem
Isomorphismus

9 F(M) — Hom(M, M), m :=9 " (idy).

Betrachten wir die zu F gehorige Deformationstheorie pr : F — An aus Beispiel
1.1.2, so ist m ein universelles Objekt in F; per Konstruktion liegt m iiber dem
Modulraum M.

In den meisten Fillen existiert fiir einen gegebenen Modulfunktor F kein feiner
Modulraum; auch die Konstruktion eines groben Modulraums erweist sich oft-
mals als problematisch. Wenn es einen groben Modulraum fiir F gibt, so folgt
unmittelbar aus der Definition, dass kein ausgezeichnetes universelles Objekt
wie bei der Existenz eines feinen Modulraumes existiert. Allerdings gibt es lokal
universelle Objekte:

3.3.2 Satz: Ist M ein grober Modulraum fiir einen Modulfunktor F, so gibt es
zu jedem Punkt t € M eine Umgebung U; von t zusammen mit einem univer-
sellen Objekt my, i.e. bezeichnet pg : F — An die zu F gehdrige Deformations-
theorie, so ist my € F(Uy) ein universelles Objekt in F dber U,.

Beweis: Ist Ml ein grober Modulraum, so sind die Eigenschaften (1) — (4) von
[[FLO2], Theorem 4.3] fiir F erfiillt. Die Behauptung ergibt sich dann aus [[Fle78§],
Kapitel 3, Abschnitt 9, Teil A, Lemma 9.2]. O

Wie bereits erwiahnt ist die Konstruktion eines feinen Modulraums zu einem
gegebenen Modulfunktor F nur in duflerst seltenen Fillen moglich. Als Beispiele
werden in den folgenden beiden Abschnitten die klassischen Félle des Douady-
Raumes und des Quotraumes behandelt.

3.3.1 Der Douady-Raum

Das erste interessante Beispiel ist der relative Douady-Raum Hy /s von X,
das analytische Analogon zum Hilbert-Schema in der algebraischen Geometrie.
Hx /5 ist ein komplexer Raum iiber ¥ und stellt den Hilbertfunktor Hilbx /s :
Any, — Mengen dar, welcher wie folgt definiert ist: sei S ein gegebener kom-
plexer 3-Raum. Ist Z C Xg := X x5 S ein komplexer Unterraum, der flach und
eigentlich tiber S liegt, so bezeichnen wir Z als eine (durch S parametrisierte)
Familie kompakter Unterrdume. Die Menge Hilbx /x(S) ist nun definiert als die
Menge der durch S parametrisierten Familien kompakter Unterrdume, das heift

Hilbx/s(S) :={Z C X5 | Z ist eine Familie kompakter Unterrdume}.

Die Darstellbarkeit dieses Funktors wurde in [Pou69] gezeigt. Ist ¥ = 0 ein
reduzierter Punkt, so liefert die vorgenannte Konstruktion den absoluten Hil-
bertfunktor Hilbx, welcher durch Hx /x = Hx dargestellt wird. Hx ist also ein
feiner Modulraum fiir Hilbx im Sinne von Definition 3.3.1.

Ist T' — S ein Morphismus komplexer Rdume, so erhélt man durch Basiswechsel
einen Unterraum Z X gT C Xr, und die Projektion auf 7" ist wieder flach. Somit
ist Hilbx /s, : An’” — Mengen ein Mengen-wertiger Funktor, und analog zu
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Beispiel 1.1.2 gibt es eine Faserung in Gruppoide p : Hilbx/s;, — Ans. Wir
wollen diese Faserung genauer betrachten.

3.3.3 Deformationstheorie fiir eingebettete Deformationen In der Ka-
tegorie Hilby /s, ist ein Objekt a = Z iiber S gegeben durch einen abgeschlos-
senen Unterraum Z C Xg, welcher flach und eigentlich iiber S liegt. Ein Mor-
phismus Z' — Z ist gegeben durch ein kommutatives Diagramm

Z’;g,z

l

Xs

XS/ idx Xg
wobei g : " — S eine holomorphe Abbildung ist. Der Funktor p : Hilby /5, —
Any ordnet einem Objekt a = Z den zugehorigen komplexen Raum S zu und
einem Morphismus Z' — Z den zugehérigen Morphismus komplexer Riume
S’ — S. Wegen [Sch70] ist p eine homogene Faserung in Gruppoide.

3.3.4 Bemerkung: i) Ein Morphismus @ — b in Hilby/x ist eindeutig
durch den Morphismus p(a) — p(b) bestimmt. Dies folgt sofort aus der
Definition der Morphismen in Hilby .

ii) Da der Funktor Hilbx/ s darstellbar ist durch den Douady-Raum Hy s,
gibt es ein ausgezeichnet Element a = Zx /5 in der Menge

Hilbx/s:(Hx/s:) = Hom(Hy /s, Hy/x),

welches durch die Identitit auf dem Douadyraum gegeben ist. Fiir den
Funktor p : Hilbx/s;, — Any folgt aus der Darstellbarkeit, dass dieses
Objekt Zx /s universell ist in Hilbx /5, das heifit insbesondere, dass Zx /»
in jedem Punkt [Z] € Hx s eine universelle Deformation induziert. Fiir
einen detaillierten Beweis der Darstellbarkeit und der Existenz von a =
Zx 5, sei auf [[Dou66], Abschnitt 7, Theorem 1] fiir den absoluten Fall und
auf [Pou69] fiir den relativen Fall verwiesen.

Wir wollen nun eine S-Auflésung fiir eine gegebene Familie kompakter Un-
terrdume a = Z C Xg konstruieren. Dazu benétigen wir den in Abschnitt 2.3
eingefithrten Kotangentenkomplex Lz, x, und den Funktor Ly aus 2.2.4. Im
Folgenden bezeichne Loy stets den Funktor Lmag(o,)-

3.3.5 Satz: Seip: Hilbx/s, — Ans wie in 3.53.8 und Z eine Familie kom-
pakter Unterrdume von X. Bezeichnet mo : Z — S die Projektion auf S, so ist
Lroy(Ly/xs) eine S-Auflosung von Z. Ist X — S flach, so ist diese S-Auflosung
obstruhierend.

Fiir den Beweis benétigen wir das folgende bekannte

3.3.6 Lemma: Ist a = Z dber S eine Familie kompakter Unterrdume und
d C Oxg die Z definierende Idealgarbe, so gilt fir alle kohdrenten Og-Moduln
N

Auts(Z/S,N) =0 und Exx(Z/S,N) = Homz (/3% 73N).
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Ist X — X flach, so ist ferner durch
Obx(Z/8,N) := T%, x, (m3N)
eine Obstruktionstheorie fir a = Z/S gegeben.
Beweis: [[BFO03], Abschnitt 7.2]. O

Beweis von Satz 3.3.5: Wegen 2.2.5 gilt fiir alle k € Z
PH“]%/XS (ﬂ-;N) = EXtE(LZ/XsaTr;N) = EXt§<L7T2ﬁ(LZ/Xs)a N)

Aus der Konstruktion der Kotangentenfunktoren ergibt sich unmittelbar, dass
die angegebenen Isomorphismen mit Restriktionen auf Z-offenen Teilmengen
von S vertriglich sind. Daher folgt die Behauptung aus Lemma 3.3.6 und Satz
2.3.4iv). O

Mit diesen Vorbereitungen ldsst sich nun leicht der Kotangentialmodul des
Douadyraumes Hy /s, berechnen.

3.3.7 Theorem: Seip: Hilby,s;, — Ans wie in 3.3.3unda = Z = Zx /5, das
universelle Objekt aus Bemerkung 3.5.4ii). Bezeichnet H = Hx /s, den Douady-
Raum und § C Oxx.m die zu Z gehorige Idealgarbe, so ist

Qs = LOmay0,)(8/8%),

wobei wo die Projektion Z — H bezeichnet. Ist diese glatt von relativer Dimen-
ston d, so gilt
iz = R7m2.(3/8° @ waym)

Beweis: Aufgrund der Universalitiat ist @ = Z in jedem Punkt universell, das
heiflt es ist H = U,. Aus 2.2.8 ergibt sich unmittelbar

L7 may(Lg)x,) = Lomoy (M (Ligyx,)) = LOm24(3/8%).

Aus Lemma 3.3.6 ergibt sich Loﬂ'gﬂ(]L 7/xu) = 0. Die Behauptungen folgen daher
aus Theorem 3.2.1 und Bemerkung 2.2.13. Man beachte, dass wegen der Uni-
versalitdt von a die H-Auflosung Loy (ILz, x,,) nicht obstruhierend sein muss.O

3.3.8 Bemerkung: Ist X — 3 flach, so hat man allgemeiner fiir jede Familie
kompakter Unterrdume a = Z iiber S eine Darstellung des Kotangentialmoduls
von S auf der Menge der semiuniversellen Punkte S,. Bezeichnet Lz, x, den
Kotangentenkomplex von Z iiber Xg und J C Ox, die zu Z gehorige Idealgarbe,
so gilt genauer

s, = LMy (3/%)

Wegen der Flachheit von X — ¥ liefert Lmay(LL;/x,) nach Satz 3.3.5 eine ob-
struhierende S-Auflésung von a = Z. Genau wie im Beweis von 3.3.7 sieht man,
dass diese S-Auflosung verschwindende nullte Kohomologie hat; die behauptete
Darstellung des Kotangentialmoduls folgt daher wieder aus 3.2.1. Ebenso gibt es
fiir jedes Z iiber S eine Darstellung der Kotangentialgarbe auf S, durch die d-te
hohere Bildgarbe von J/9% ® wz/s, wenn Z — S glatt von relativer Dimension
d ist. Der Beweis verlduft analog zu dem von 3.3.7.

N
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3.3.9 Bemerkung: Mit den iiblichen Anpassungen gelten die Aussagen dieses
Abschnitts auch in der algebraischen Situation. Insbesondere liefert 3.3.7 eine
explizite globale Darstellung fiir den Kotangentialmodul des relativen Hilbert-
schemas.

3.3.2 Der Quot-Raum

Als néchstes wollen wir den Kotangentialmodul fiir den relativen Quot-Raum
berechnen. In manchen Quellen wird dieser auch als Douady-Raum bezeichnet.
In Analogie zur algebraischen Situation und dem sogenannten Quot-Schema
wollen wir den Namen Quot-Raum verwenden und damit Verwechselungen mit
dem Douady-Raum des vorherigen Abschnitts verhindern.

3.3.10 Wir betrachten die folgende Situation: es sei f : X — ¥ eine holomor-
phe Abbildung und F eine kohérente Garbe auf X. Fiir einen komplexen Raum
S € Angy sei ein F/3-Quotient iber S ein Quotient Q von Fg := 77 F, der flach
und eigentlich iiber S liegt. m1 : X X5 S — X bezeichne dabei die Projektion
auf den ersten Faktor. Mit dieser Bezeichnung ist der sogenannte Quot-Funktor
gegeben durch

Quotg /5 (S5) := {Q | Q ist ein kohdrenter F/%-Quotient iiber S}.

F/%-Quotienten sind mit holomorphen Abbildungen vertriglich: ist f : T'— S
ein Morphismus komplexer Riume, so ist (idx x f)*Q ein F/X-Quotient iiber
T. Daher ist Quoty s : Any’” — Mengen ein Mengen-wertiger Funktor und
die assoziierte Faserung p : Quoty/s; — Any liefert wieder eine Faserung in
Gruppoide [vgl. Beispiel 1.1.2].

Analog zum Hilbert-Funktor ist auch der Quot-Funktor darstellbar durch einen
komplexen Raum Q := Qg/5. Beweise findet man in [[Dou66], Abschnitt 7,
Theorem 1] und [Pou69] fiir den relativen Fall. Qg /s wird als relativer Quot-
Raum von F iiber Y bezeichnet. Ist ¥ = 0 ein reduzierter Punkt, so ist der
absolute Quot-Raum Q3 = Qg/x ein feiner Modulraum fiir Quoty im Sinne
von 3.3.1.

3.3.11 Deformationstheorie fiir Deformation von Quotienten Wir wol-
len die Kategorie Quoty 5, niher beschreiben: die Objekte sind gegeben durch
F/3-Quotienten a = (S, Q); ein Morphismus (7,R) = b — a in Quoty x5, be-
steht aus einem Paar von Morphismen (f, @), wobei f : T — S ein Morphismus
komplexer Raume und ¢ : (idx x f)*Q — R ein Isomorphismus ist.

Man sieht leicht, dass die folgende Beschreibung zu der vorigen dquivalent ist: ein
Objekt ist gegeben durch ein Paar a = (S5, X), wobei X C 7 F ein kohérenter
Untermodul ist mit der Eigenschaft, dass 77F/X eigentlich und flach iiber S
liegt. Ein Morphismus (7,J) = b — a ist dann gegeben durch ein Paar (f,¢),
wobei hier f: T'— S wie in der ersten Beschreibung ein Morphismus komplexer
Réume und ¢ : (idx x f)*X — J ein Isomorphismus ist.

3.3.12 Bemerkung: i) Fiir kohidrente Ox-Moduln &, die eigentlich und
flach iiber ¥ sind, ergibt sich sogar die Aquivalenz

Q ist F/3X—Quotient <= X ist kohérent und flach und eigentlich iiber S.

X bezeichnet dabei den Kern der kanonischen Surjektion Fg — Q.
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ii) Wéhlt man fiir F = O x die Strukturgarbe des fixierten Raumes X, so folgt
aus der zweiten Beschreibung in 3.3.11 unmittelbar, dass die Funktoren
Quoty, /s und Hilby s isomorph sind. Sie induzieren daher &quivalente
Deformationstheorien. In dieser Hinsicht ist der Hilbertsche Modulfunktor
ein Spezialfall des Quot-Funktors, und die eingebetteten Deformationen
sind genau die Deformationen von Quotienten von O x.

Wir werden spéter sehen, dass sich Familien kompakter Unterrdume und
Ox /Y-Quotienten eineindeutig entsprechen. Durch diese Zuordnung er-
halten wir dann verschiedene, also nicht-quasiisomorphe S-Auflésungen
einer Familie Z resp. eines Quotienten Q [siche 3.3.18].

iii) Aus der Konstruktion 3.3.11 folgt sofort, dass ein Morphismus in Quot >
eindeutig durch den zugrundeliegenden Morphismus komplexer Rdume f :
S — T bestimmt ist.

iv) Aus der Darstellbarkeit des Quot-Funktors folgt, dass es ein universelles
Objekt a = Qg5 In Quoty /5, gibt, welches iiber dem Quot-Raum Qg /5
liegt. Dieses Objekt entspricht wie im Fall des Hilbertschen Modulfunktors
der Identitit id € Hom(Qg /5, Qg/x).

Wir wollen nun fiir einen beliebigen F/¥-Quotienten a = Q € Quot /5, (5) eine
S-Auflésung konstruieren. Dazu beweisen wir die folgende Aussage:

3.3.13 Satz: Sei p : Quoty )y, — Anyg wie in 3.3.11 und a = Q ein F/%-
Quotient. Bezeichnen m @ Xg — X und mo : Xg — S die Projektionen und
X := Ker(r{F — Q) den Kern der kanonischen Abbildung, so ist Lmayq)(K[1])
eine S-Auflosung von Q. Ist ferner F flach tiber 3, so ist die S-Auflésung ob-
struhierend.

[] bezeichnet den Translationsfunktor aus 0.4.2. Es sei daran erinnert, dass der
Komplex X[1] im Grad —1 konzentriert ist und in den anderen Graden ver-
schwindet. Dem Beweis des Satzes wird das folgende Lemma vorausgeschickt.

3.3.14 Lemma: Mit den Bezeichnungen von 3.3.13 gilt fiir alle kohdrenten
Og-Moduln N

Auts(Q/S,N) =0 und Exx(Q/S,N) = Homyx, (X, Q@ m5N).
Falls F flach dber X liegt, so ist zusdtzlich
Obsx(Q/S,N) := Extk (X,2 @ m3N)
eine Obstruktionstheorie fir a = Q.

Beweis: Die erste Aussage folgt aus der Tatsache, dass Morphismen in Quot4 >
durch die zugrundeliegenden Morphismen komplexer Rdume eindeutig bestimmt
sind [vgl. 3.3.12ii)]. Die zweite Behauptungen ist wohlbekannt [siehe [BFO03],
Lemma 7.12] und die dritte ergibt sich aus [[BF03], Satz 7.14]. Man priift leicht
nach, dass die angegebenen Isomorphismen und Definitionen mit Restriktionen
auf Z-offenen Teilmengen von S vertréglich sind. O

100



Beweis von 3.3.13: Im Folgenden bezeichne Lmay stets den Funktor Loy g). Es
ist zu zeigen, dass fiir X' := Lmoy(X[1]) die Isomorphismen (RA) und (RE) aus
2.4.1 erfiillt sind und dass durch (RO) eine Obstruktionstheorie fiir a definiert
wird, falls F flach iiber X ist. Wegen 2.2.5 ist aber fiir jedes k € Z

Ext (K, N) Ext(Lmay(X[1]), N)
Ext% (X[1],2 ® m3N)

Ext{ (K, Q ® m3N)

1%

I

Der letzte Isomorphismus ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Ext-
Moduln. Ebenso folgt aus der Konstruktion der Ext-Moduln, dass die ange-
gebenen Isomorphismen mit Restriktionen auf Z-offenen Teilmengen U C S
vertriglich sind. Die Behauptung folgt daher aus Lemma 3.3.14. O

Fiir den Quot-Raum Qg/x kénnen wir nun leicht den Kotangentialmodul be-
rechnen.

3.3.15 Theorem: Sei F ein kohdrenter Ox-Modul, a = Q* das universelle
Objekt aus Bemerkung 3.3.12iii) und Q := Qg /5, der Quot-Raum. Ist nun X* :=
Ker(miF — Q) der Kern der zugehdorigen kanonischen Abbildung, so gibt es
einen Q-Isomorphismus

Qg = Lomzg(0-) (X7).
Ist X — X eigentlich und glatt von relativer Dimension d, so ist
Q(Il;l)/E = Sactfm (Q, X* @ mfwx/x)-

Beweis: Nach 3.3.13 ist Loy (X*[1]) eine Q-Auflosung von Q*. Wegen 2.2.8 er-
gibt sich genau wie im Beweis von 3.3.7

LYy (00 1]) & LOmay (30 (X7 [1])) 2 L0m3,(X).

Der erste Teil des Theorems folgt somit aus 3.2.1. Man beachte, dass wegen der
Universalitit von Q* wieder Q = U, gilt und somit insbesondere ohne weite-
re Forderungen an die obige Q-Auflosung die Offenheit der Versalitat gilt. Ist
X — ¥ eigentlich und glatt von relativer Dimension d, so betrachten wir das
kartesische Diagramm

X xsQ 2 X
Q )y

Diesem entnehmen wir, dass auch X x5 Q — Q eigentlich und glatt von relativer
Dimension d ist und

WX x5Q/Q = TIWX/5-

Nun folgt die zweite Behauptung aus 2.2.12. O
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3.3.16 Bemerkung: Ist F ein kohidrenter Modul auf X, der flach iiber X liegt,
so gibt es auf der Menge der semiuniversellen Punkte S, fiir jeden F/%-Quotient
Q iiber S eine Darstellung fiir QAlg/E wie in 3.3.15: bezeichnet X := Ker(r7F —
Q) den Kern der kanonischen Abbildung, so gilt

Q‘lg/z\sa = LOW%(K)\sa
Der Beweis verlduft vollig analog zu dem von 3.3.15. Details seien dem Leser
iiberlassen.

3.3.17 Bemerkung: Mit den iiblichen Anpassungen gelten die Aussagen die-
ses Abschnittes auch in der algebraischen Situation. Insbesondere liefert 3.3.15
eine globale Darstellung fiir die Kotangentialgarbe des Quot-Schemas. Es sei
angemerkt, dass fiir eine projektive glatte Abbildung X — X eine solche Dar-
stellung des Kotangentialmodul von Qg /5, bereits von M. Lehn in [Leh98] gezeigt
wurde.

3.3.18 Bemerkung: Es sei j: Z — Xg eine abgeschlossene Einbettung und
d C Ox4 die definierende kohérente Idealgarbe von Z. Ferner sei m3 : Xg — S
die kanonische Projektion und 7 := 75 o j die Projektion von Z auf S. Diese
sei flach und eigentlich, so dass wir Z als eine durch S parametrisierte Familie
abgeschlossener Unterrdume auffassen konnen. Ferner sei auch X — ¥ und
somit 7 flach und eigentlich, so dass Qz := Ox,/d ein Ox/E-Quotient iiber
S ist. Aus 3.3.5 erhalten wir nun die S-Auflosung Lmyo,)(Lz/xs) und aus
3.3.13 die S-Auflésung Loy (g, (d[1]). Diese Komplexe sind in der Regel nicht
quasi-isomorph: géibe es einen Isomorphismus in D(S) zwischen diesen beiden
Komplexen, so wére auch

RHom'(Lmy(Lz/x,),N) = RHom'(Lma4(d[1]),N)
ein Isomorphismus. Zusammen mit 2.2.4 folgt dann aber
']I‘iZ/XS (7*N) = Ext’ (L, x4, m*N) = Ext'""(J, 3N)

fiir alle ¢ € Z. Dies steht im Widerspruch zu folgender Tatsache: fiir einen
vollsténdigen Durchschnitt Z C Xg der Dimension 0 verschwindet T?% /X (m*N)
beispielsweise fiir N = Og, aber es ist

Ext,(d,750s) 2 Extk (3, 0x,) 2 T(Z,A>Ny/x) # 0.

Dabei bezeichnet Nz, x := g/ 92 die Normalengarbe auf Z.
Dies bedeutet insbesondere, dass Lmyo,)(ILz/xs) und Lmayo,)(d[1]) zwei S-
Auflésungen von a = Z sind, die nicht quasi-isomorph sind und die unterschied-
liche Obstruktionstheorien fiir a induzieren. Die Darstellung des Kotangential-
moduls von S ist unabhiingig von der S-Auflésung: schreiben wir /32 als j*7,
so folgt

Homyz(5%(3), 7*N) =2 Homx, (d, j«m*N)

Nun ist m = 79 0 j und somit 7* = j*m3; die Projektionsformel aus 0.4.8 liefert
daher
Jem™ N2 4, 7" mIN =2 mN ® 7.0z
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Da j die abgeschlossene Einbettung von Z in Xg ist, ist per Definition Q7 =
7+0z. Insgesamt erhalten wir also einen Isomorphismus

Homyz(j*(J), m*N) = Homx (J, (msN) @ Qz).

Die linke Seite ist nach Lemma 3.3.6 isomorph zu Exs(Z/S, N) und wegen 3.3.14
die rechte Seite zu Exx(Qz/S, N). Ebenso liefern diese Lemmata, dass beide zu
Beginn genannten S-Auflosungen verschwindende nullte Kohomologie haben;
daher ergibt sich aus Beispiel 3.2.7ii) und 2.2.8

Hom(Lowﬁ(oz)(J/HQ), N) = EXZ(Z/S, N)
= Bxy(Qz/85,N) = Hom(Lm2y0,(3), N).

Da die vorgenannten Isomorphismen funktoriell in N sind, erhalten wir dar-
aus LOmy(0,)(3/8%) = LT24(0,)(d). Wegen Bemerkung 3.3.8 und Bemerkung
3.3.16 zeigt dies, dass der Kotangentialmodul auf S, unabhingig ist von der
betrachteten S-Auflosung.

3.4 Deformation von Moduln

In diesem Abschnitt werden ganz allgemein Deformationen eines gegebenen
koh#renten Moduls F auf einem komplexen Raum X betrachtet. Diese lassen
sich durch die Deformationstheorie p : F — Any, aus Beispiel 1.1.7 beschreiben.
Aussagen iiber den Kotangentialmodul der Form 3.3.8 und 3.3.16 oder 3.3.7 und
3.3.15, gibt es, zumindest ohne weitere Voraussetzung, bei der Deformation von
Moduln nicht. Zum einen findet man im Allgemeinen keine S-Auflésung X', die
im Grad Null lokal frei ist, zum anderen ist die Klasse aller Objekte einer Faser
F(S) iiber einen X-Raum S in der Regel zu grof .

Die auftretenden Probleme beginnen bereits bei dem Versuch, einen Modulraum
fir die Modulfunktoren der jeweiligen Familien zu konstruieren. Fiir die Familie
aller kohédrenten Moduln existiert nichtmal ein grober Modulraum. Es lassen
sich allerdings interessante Familien von Moduln mit bestimmten zusétzlichen
Eigenschaften betrachten, fiir die es zumindest einen groben Modulraum gibt.
Eine wichtige Klasse bilden die einfachen Moduln, also solche mit trivialer Au-
tomorphismengruppe. Fiir einfache Moduln gibt es eine S-Auflosung X', deren
nullter Kohomologiemodul lokal frei ist. Ferner besitzt die Familie einfacher Mo-
duln einen groben Modulraum. Weitere interessante Familien von Moduln sind
die einfachen kogerahmten Moduln und einfache lokal freie Moduln, i.e. Familien
von Vektorbiindeln.

Diese Spezialfille von Familien kohérenter Moduln werden im Folgenden ge-
nauer betrachtet. Wir werden lokal eine zu 3.2.1 analoge Darstellung fiir den
Kotangentialmodul der jeweiligen Modulrdume zeigen, das heifit wir zeigen, dass
der Isomorphismus in 3.2.1 zumindest fiir eine geeignete offene Teilmenge von
S, gilt.

Bevor wir diese verschiedenen Familien von Moduln untersuchen, wollen wir

zunéchst die Grundsituation fiir alle vorgenannten Beispiele festlegen und dazu
nochmal an die Deformationstheorie von Moduln erinnern.
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3.4.1 Deformationstheorie fiir Familien kohirenter Moduln Seiim Fol-
genden X — X eine festgewdhlte Abbildung komplexer Riume. Fiir einen
komplexen Raum S € Angy bezeichne Coh(Xg) wie iiblich die Kategorie der
kohédrenten Moduln auf Xg := X x5 S und Flat(S) C Coh(Xg) diejenige Un-
terkategorie, die aus den Moduln besteht, welche flach iiber S liegen. Fixieren wir
den komplexen Raum S nicht, so erhalten wir die Kategorie Flat := Flat x5, al-
ler Moduln, die auf einem geeigneten Produktraum Xg kohérent sind und flach
iiber S liegen. Objekte dieser Kategorie werden stets als Tupel (S, F) geschrie-
ben. Sind a := (S,F;) und b := (T, Fs) zwei Objekte in Flat, so ist ein Mor-
phismus a — b gegeben durch einen Morphismus komplexer Raume f: S — T
iiber ¥ und einem Isomorphismus von Og-Moduln ¢ : (idx Xsf)*Fs — F1. Da
die Diagramme

Xg — Xr

|

S——T

stets kartesisch sind, werden T-flache Moduln in S-flache Moduln iiberfiihrt.
Durch den Funktor p : Flat — Any, welcher einem Objekt den zugrundelie-
genden Raum S und einem Morphismus den zugehérigen Morphismus komplexer
Réume zuordnet, wird eine Deformationstheorie definiert [vgl. Beispiel 1.1.7].

Die in 3.4.1 definierte Deformationstheorie wird im Folgenden mit pgjat be-
zeichnet. Um diese Deformationstheorie zu verstehen, wollen wir fiir ein Objekt
a = (S,) € Flat und einen kohirenten Og-Modul N die Moduln

Auty(F/S,N) := Autx(a/S,N) und Exs(F/S,N) := Exs(a/S,N)
berechnen. Im Folgenden bezeichne m : Xg — S die Projektion auf S.

3.4.2 Lemma: FEs sei X — X eine eigentliche holomorphe Abbildung. Dann
gibt es Isomorphismen

Auts (F/S,N) 2 Homx, (F,F @ m3N) und Exs;(F/S,N) = Extl_ (F,F @ m3N),
die funktoriell in N sind. Ist ferner X — 3 flach, so wird durch

Obx(F/S,N) := Obs(a/S,N) := Ext}_(F,F @ 75 N).
eine Obstruktionstheorie fir a im Sinne von 1.4.4iii) definiert.

Beweis: Folgt aus [[Fle78], Kapitel 1, Abschnitt 4, Teil E] und [[BF03], Ab-
schnitt 7.1]. O

Ist Fp ein kohdrenter Modul auf der Faser Xy := X Xy 0, so ist durch jeden
Modul ¥ € Coh(Xg) mit F/(s) = F, fiir ein s € S eine Deformation von F
gegeben. Wegen dem Satz von Schlessinger besitzt Fy eine formal semiuniverselle

Deformation, falls
Exs (%o, C) = Ext, (Fo, Fo)

als C-Vektorraum endliche Dimension hat. Dies ist beispielsweise erfiillt, wenn
supp Fy C Xo kompakt ist. Ein tiefes Resultat von Trautmann-Siu [ST81] zeigt,
dass dann sogar eine konvergente semiuniverselle Deformation von Fj existiert.
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3.4.3 Theorem: FEs seim: X — X eine holomorphe Abbildung, Xo = X(0)
die Faser von m uber einem Punkt 0 € ¥ und ag := (0,Fy) ein kohdrenter
Modul iiber Xo. Hat Fo kompakten Trager in X, so gibt es eine semiuniverselle
Deformation von ag.

Insbesondere impliziert diese Aussage, dass es Moduln mit konvergenten ver-
sellen und semiuniversellen Deformationen gibt. Diese liegen dann flach iiber
einem komplexen Raum S.

3.4.4 Beispiel: Ist X ein komplexer Raum, so kénnen wir fiir einen Punkt
x € X den Modul My = Ox ,/m, = C, als Modul auf X betrachten, i.e. Mg :=
Ox /m,. Bezeichnet J € Ox«x die Idealgarbe zur Diagonalen A C X x X, so ist
der Quotient M := O x x x /d die semiuniverselle Deformation von M. Die Basis
der semiuniversellen Deformation ist genau der komplexe Raumkeim (X, x).

Im Folgenden soll fiir ein Objekt a = (9, F) eine S-Auflésung konstruiert werden;
wir nehmen dabei an, dass die Abbildung X — ¥ stets eigentlich ist. Bezeichnen
m : Xg — X und w2 : Xg — S die jeweiligen Projektionen, so gilt:

3.4.5 Satz: FEs sei X — ¥ eigentlich, a = (S,F) ein Objekt aus Flat und
Loy := Loy der Funktor aus 2.2.4. Dann gilt:

i) Loy (F) ist eine S-Auflosung von a

it) Ist X — X eigentlich und flach, so ist die S-Auflésung mit Obstruktionen
vertraglich

ii1) Ist zusitzlich X — % glatt von relativer Dimension d, so gilt

L’]TQﬁ(fTF) = RWQ*RJ{OWL'(?,SF(@ wax/z)[d].

Beweis: Zunichst sei angemerkt, dass die Isomorphismen und die Definition der
Obstruktionstheorie in Lemma 3.4.2 mit Restriktionen auf Z-offenen Teilmen-
gen von S vertrdglich sind. Daher folgen die ersten beiden Behauptungen aus
3.4.2 und Bemerkung 2.2.5. Man beachte, dass J eigentlich iiber S liegt, da mit
X — Y auch Xg — S eigentlich ist. Die dritte Behauptung ergibt sich leicht aus
2.2.12, da Glattheit mit Basiswechsel vertriaglich und somit auch 7 : Xg — S
glatt von relativer Dimension d ist. Die kanonische Garbe auf Xg ist in dem
Fall gegeben durch wy /s = mjwx/s- O

Ist X — ¥ flach und eigentlich, so kénnen wir fiir eine verselle Deformation
JF' eines kohdrenten Moduls F iiber der Faser X, den Kotangentialmodul der
Basis von ¥’ zumindest lokal berechnen mit Hilfe von Korollar 3.1.7 und der S-
Auflosung Loy g7 (F'). Allerdings haben wir bereits in 3.1.8iii) angemerkt, dass
diese Darstellung wegen der recht umsténdlichen Konstruktion der fiir die Be-
rechnung benotigten Abbildung h~2 nicht zufriedenstellend ist. Im Wesentlichen
erhalten wir (lokal) eine Darstellung von le, 5; als Kokern eines Morphismus
von zwei freien Moduln; eine solche folgt aber direkt aus der Kohérenz von
QL .
Wegen Theorem 3.4.3 gibt es zu JF; eine konvergente semiuniverselle Deforma-
tion JF iiber S. Falls nun Lmay ) (F) lokal frei ist, kdnnen wir 3.2.1 anwenden
und erhalten eine globale Darstellung wie bei den Beispielen aus Abschnitt 3.3.
Aus 3.2.1 ergibt sich mit Satz 3.4.5 unmittelbar:
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3.4.6 Satz: Fir a = (S,F) € Flat hat le/g eine Darstellung auf der Men-
ge der semiuniversellen Punkte S, C S wie in 3.2.1, falls eine der folgenden
Voraussetzungen erfillt ist:

i) X — X ist eigentlich und flach und LO’]TQﬁ(g?) (F) ist lokal frei auf S
i) X — X ist eigentlich und glatt von relativer Dimension d und
Eiﬂt?‘.z (?7 F® 71'>1ka/2)
ist lokal frei. O

In den folgenden Abschnitten betrachten wir Klassen von Moduln, die diesen
Voraussetzungen geniigen.

3.4.1 Einfache Moduln

FEine wichtige Klasse sind die einfachen Moduln.

3.4.7 Definition: Ist X ein komplexer Raum iiber einem Basisraum ¥ und &
ein koh#renter Modul auf X, so heifit F einfach im Punkt o € X, falls F, ein
flacher Oy ,-Modul ist und auf der Faser X (o) der induzierte Modul F(o) nur
die Identitét als Automorphismus besitzt, das heifit, falls

HOHIX(U)(?(O'), F(o)) =2 C.
F heidt einfach oder einfach tber X, falls F in jedem Punkt von X einfach ist.

Aus der Definition folgt leicht, dass Finfachheit eines Moduls F mit Basiswechsel
vertréiglich ist, das heifit ist S ein weiterer ¥-Raum und m : Xg — X die
Projektion auf X, so ist der Modul 7{J einfach iiber S, falls F einfach tiber ¥
ist. Desweiteren ergibt sich die folgende wichtige Eigenschaft:

3.4.8 Satz: Ist X' — S eine eigentliche holomorphe Abbildung und F ein
kohirenter Modul auf X', der einfach iber S liegt, so ist Auts(F/S,—) ein
exakter Funktor auf der Kategorie der kohdrenten Og-Moduln. Insbesondere ist
LOTray5(F) ein lokal freier Og-Modul.

Beweis: Der Funktor Auts(F/S, —) ist stets linksexakt. Fiir die Rechtsexaktheit
geniigt es nach [[Gro63], Kapitel 3, Teil 2, 7.5.2] zu zeigen, dass fiir jeden Punkt
s € S die folgende Abbildung surjektiv ist:

Autg(?/s, Os) — Autg(f}“/S, Os/ms).
Fiir ein beliebiges ¢t € S ist
Auts(F/S,0g/my); & Aut(go)((?, t)/(S,t), (Og/ms)t).

Nun ist Og/m, eine Wolkenkratzergarbe auf S, die im Punkte s konzentriert
ist. Fiir ¢ # s ist obige Abbildung daher trivialerweise surjektiv. Ist ¢ = s, so
erhélt man
Auts(F/S,0s/ms)s = Auts 0)((F,5)/(5, ), Cs)
Aut(s,0)(F(s)/Ss, C)
Hom () (F(s), F(s)
(F(s),F(s)

1%

Il

®n°C)
)-

S

I

Homx/(5)(F(s

)
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7 bezeichnet dabei die kanonische Projektion X’(s) — {s}. Die Isomorphismen
ergeben sich der Reihe nach aus 1.2.4ii), 1.2.13, 3.4.2 und der Tatsache, dass C
die Strukturgarbe auf {s} ist. Da nach Voraussetzung JF einfach iiber S ist, hat
die betrachtete Abbildung der Aut-Moduln im Halm s die Form

AUt(E»O)((“T7 S)/(Sa S)a OS,S) — C.

Per Konstruktion ist aber Aut s )((F,s)/(S, s), —) mit endlichen direkten Pro-
dukten vertrdglich. Da es ferner eine Zerlegung Og, = C @ m, gibt, folgt die
Behauptung nun leicht aus einem L&ngenargument. O

Fiir einen einfachen Modul JF iiber S ist also Voraussetzung i) in 3.4.6 erfiillt,
falls X — X eigentlich und flach ist. Analog ist im glatten Fall Voraussetzung
ii) erfiillt. Wir kénnen das gewonnene Ergebnis wie folgt zusammenfassen:

3.4.9 Satz: Sei X — X eine eigentliche flache holomorphe Abbildung und
a = (5,F) € Flat(S), wobei F einfach iber S liege. Dann ist die Menge der
semiuniversellen Punkte S, C S Z-offen und es gilt
1 ~ 71
Qg/p,, =L My (), -
Ist X — X zusdtzlich glatt von relativer Dimension d, so erhalten wir eine Dar-
stellung

Q}S/E\sa > Extd N F,F® Fikwx/z)lsa. O
3.4.10 Deformationstheorie fiir Familien einfacher Moduln Wir wollen
die Kategorie der einfachen Moduln betrachten: dabei betrachten wir diejeni-
gen Objekte (5, F) aus Flat, die einfach iiber S sind. Die Morphismen werden
genauso wie in Flat definiert; dies macht die Kategorie Simple der einfachen
Moduln zu einer vollen Unterkategorie von Flat.
Aus der Konstruktion ergibt sich leicht, dass die Deformationstheorie ppiat €i-
ne Deformationstheorie psimple induziert. Ferner ist psimple die homogene Fa-
serung pr zu dem (relativen) Modulfunktor F := Simpley 5, fiir Familien von
einfachen Moduln. Dieser ist definiert durch die Zuordnung

S — Simpley 5 (5) := {F € Coh(Xy) | J liegt einfach iiber S}.

Wir wollen uns auf den absoluten Fall beschrinken. Es sei X ein kompakter
komplexer Raum, i.e. im Folgenden sei ¥ = 0 ein reduzierter Punkt. Man be-
achte, dass die triviale Abbildung X — X = 0 stets kohomologisch flach in
Dimension 0 ist [siehe [FS92], (9.6)]. Wegen [[FS92], Theorem 9.8] gilt:

3.4.11 Theorem: Fs gibt einen groben Modulraum S fiir Simple .

Da S ein grober Modulraum ist, gibt es kein (globales) universelles Objekt iiber
S. Allerdings gibt es fiir jeden Punkt s € S eine Umgebung U, zusammen mit
einem universellen Objekt a(s) tiber Us. Mit diesen Notation gilt:
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3.4.12 Theorem: Ist X ein kompakter komplexer Raum und S der Modulraum
fiir Simpley, so gibt es eine Uberdeckung {Us} von S zusammen mit kohdrenten
einfachen Ug-Moduln F°, so dass

2; L= L_IWSﬁ(sfs)(rfs)'
Ist X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension d, so gilt
Q. = Extigl(ffs,ffs @ m wx).
Dabei bezeichnen 7i : Xy, — X und 75 : Xy, — Uy die jeweiligen Projektionen.

Beweis: Dass es eine Uberdeckung {U,} von S zusammen mit kohirenten einfa-
chen Moduln F* gibt, die universell iiber Uy liegen, folgt aus 3.3.2. Die F* liefern
also universelle Objekte a(s) = (Us, F°) € Simple. Fiir ein solches a = a(s) ist
wegen der Universalitidt S, = U,. Die Behauptung folgt daher mit S := U, aus
3.4.9. O

3.4.2 Kogerahmte Moduln

In diesem Abschnitt wollen wir Deformationen von kogerahmten Moduln un-
tersuchen. Die Bezeichnungen und Notationen werden aus [FL02] iibernommen.
Eine einfache Familie kogerahmter Moduln auf einem kompakten komplexen
Raum X besitzt stets einen groben Modulraum. Der zugehorige Kotangential-
modul hat eine lokale Darstellung wie in 3.4.12. Am Ende dieses Abschnitts
wird der Beweis kurz skizziert.

Zunichst werden die verwendeten Begriffe eingefiihrt.

3.4.13 Definition: Sei X — ¥ eine eigentliche holomorphe Abbildung, R €
Coh(X) und S € Ang.

i) Unter einer Familie R-kogerahmter Garben auf X tber S verstehen wir
ein Tupel (F, ¢), wobei F ein kohirenter O x-Modul, der flach iiber S liegt
und ¢ : R — F ein Morphismus kohérenter Moduln ist.

ii) Zwei R-kogerahmte Moduln (F,¢) und (F,¢’) iber S sind isomorph,

wenn es einen Isomorphismus o : F —— F gibt mit ¢’ = a0 .

Sei nun X — X ein eigentlicher Morphismus komplexer Rdume und R ein
vorgegebenener kohérenter O x-Modul. Wir wollen den Funktor Py : Any —
Mengen betrachten, welcher einem ¥-Raum S die Menge

{[(&,9)] | (€,¢) ist eine einfache Familie Rg-kogerahmter Moduln auf Xg/S}

zuordnet und einem Y-Morphismus S — S’ die kanonische Abbildung von Men-
gen P (S") — Px(S). Unter einer einfachen Familie wollen wir dabei ein solches
Tupel (€, ¢) verstehen, fiir das & ein einfacher Modul iiber S ist. Ferner bezeich-
ne [(&, )] die Isomorphieklasse von (€, ¢), Xg := X x5 S das Faserprodukt und
Rs = w5R den Pullback von R unter der Projektion 73 : Xg — X. Da Py ein
kontravarianter mengenwertiger Funktor ist, induziert er nach Beispiel 1.1.2 eine
Faserung in Gruppoide, die im Folgenden kurz beschrieben wird.
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3.4.14 Deformationstheorie fiir Familien kogerahmter Moduln Fiir ei-
nen festen O x-Modul R bezeichnet R—Coframe die Kategorie der R-kogerahm-
ten Moduln. Objekte sind Tupel (S, F, ¢), wobei S ein komplexer Raum iiber
Y ist, F ein Rg-kogerahmter Modul auf Xg und ¢ : Rg — F ein Morphismus
kohérenter Moduln. Die Morphismen sind gegeben durch solche Morphismen aus
Flat, die mit den Korahmungsabbildungen vertréglich sind. Fiir einen ¥-Raum
S ist die Faser R—Coframe(S) offensichtlich die Kategorie der Rg-kogerahmten
Moduln (7, ) auf Xg iiber S.

Wir wollen nochmal explizit einen Morphismus von (S,F,¢) — (5,3 ,¢’) in
R — Coframe angeben: er ist gegeben durch ein Paar (f,«), wobei f: 5" — S
ein ¥-Morphismus komplexer Rdume ist und o : f*F — ' ein Isomorphismus
koh&renter Moduln derart, dass das Diagramm

()

[fRg —= f*F
Ry — o

kommutiert.

Per Konstruktion ist R — Coframe eine Unterkategorie von Flat. Eine Faserung
in Gruppoide ist durch den Funktor p : R — Coframe — Any gegeben; einem
Tupel (S, F, ¢) wird der komplexe Raum S zugeordnet und einem Morphismus in
R—Coframe die zugrundeliegende Abbildung der komplexen Ridume. Man sieht
leicht, dass der Funktor p aus der Deformationstheorie fiir Moduln hervorgeht,
das heiflt, dass das folgende Diagramm von Funktoren kommutiert:

R — Coframe <%+ Flat

\ lpFlat

Ang

Insbesondere folgt aus dem Diagram leicht, dass auch die Faserung p eine De-
formationstheorie ist.

3.4.15 Bemerkung: Die Konstruktion in 3.4.14 iibertrigt sich genauso auf
die Kategorie der einfachen R-kogerahmten Moduln R — SimpCoframe. Diese
ist dann eine Unterkategorie von Simple und die Deformationstheorie psimpie
induziert wieder eine homogene Faserung p : R — SimpCoframe — Any. p ist
offensichtlich die durch P induzierte Faserung.

Ist die Abbildung X — X eigentlich und flach oder eigentlich und glatt von
relativer Dimension d, so gilt die Aussage von Satz 3.4.9 insbesondere fiir jeden
einfachen kogerahmten Modul F. Wegen [[FL02], Theorem 1.1] besitzt auch Pg
einen groben Modulraum. Wir beschréanken uns wieder auf den absoluten Fall,
das heifit ¥ ist im Folgenden ein reduzierter Punkt.

3.4.16 Theorem: Es gibt einen groben Modulraum K zu Px.

Beweis: Folgt aus dem Beweis von [[FL02], Theorem 1.1] und [[FS92], Satz
7.8]. O
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3.4.17 Bemerkung: Die in [[FL02], Theorem 1.1] behauptete Darstellbar-
keit ist falsch. In dem Beweis werden die Darstellbarkeitskriterien von [[FL02],
Theorem 4.3] nicht fiir den Funktor P, sondern fiir die Vergarbifizierung P von
P nachgepriift. Diese ist gegeben durch P(T) := I(T,1P), wobei pP die zu
T D U — P(U) assoziierte Garbe ist [sieche [FS92], Abschnitt 7]. Aus der Dar-
stellbarkeit von P folgt die Existenz eines groben Modulraums fiir P [vgl. [FS92],
Satz 7.8]. Es sei auch auf den Beweis von [[FS92], Theorem 9.8] verwiesen, in
dem dieses Kriterium fiir die Existenz eines groben Modulraums verwendet wird.
Ferner sei angemerkt, dass die vorgennanten Aussagen fiir komplexe Riume gel-
ten, da diese genau die graden Komponenten X, von komplexen Superrdumen
sind.

Die Kotangentialgarbe des Modulraums K hat lokal die folgende Gestalt:

3.4.18 Theorem: Ist X ein kompakter komplezer Raum, R ein kohdrenter
O x-Modul und K der Modulraum fiir Px, so gibt es eine Uberdeckung {Us} von
K zusammen mit kohdrenten einfachen Ry, -kogerahmten Ug-Moduln F°, so dass
fir Q,ljs die Darstellungen aus 3.4.12 gelten.

Der Beweis verlduft analog zu dem von 3.4.12.

3.4.19 Bemerkung: In der dualen Situation der einfachen Familien von R-
gerahmten Moduln (¥, ) muss fiir die Existenz eines groben Modulraums KY
zusétzlich gefordert werden, dass R flach iiber dem Basisraum ¥ ist. Ein R-
gerahmter Modul (&, ¢) ist dabei ein kohédrenter Modul iiber X zusammen mit
einem Homomorphismus ¢ : F — R. Der Beweis von 3.4.18 iibertragt sich ent-
sprechend auf den Modulraum KV. Im absoluten Fall existiert der Modulraum
KV stets, da jeder kohirente Modul flach iiber einem reduzierten Punkt > = 0
liegt.

3.4.3 Vektorbiindel

Da Vektorbiindel eineindeutig lokal freien Garben entsprechen, kénnen wir die
Deformationstheorie pgiat auch fiir die Deformation von Vektorbiindeln verwen-
den. Dazu betrachten wir diejenige Unterkategorie Vb = Vbx,s von Flat, die
aus kohérenten S-flachen Moduln € € Flat besteht, die zusétzlich lokal frei sind
auf dem entsprechenden komplexen Raum Xg. Der Funktor pgia¢ induziert ge-
nau wie im Fall der einfachen Moduln und der einfachen kogerahmten Moduln
eine Deformationstheorie. Zur Unterscheidung wird diese mit pyp : Vb — Any
bezeichnet.

Nicht jede Familie von Vektorbiindeln besitzt einen Modulraum. Schon die Fa-
milie der Rang-2-Vektorbiindel iiber einer Kurve liefern ein Beispiel fiir eine
Familie, die nichtmal einen groben Modulraum besitzt [[Muk03], Kapitel 11,
Abschnitt 2, Beispiel 11.32 (Das Sprungphénomen)]. Allerdings gibt es Mo-
dulrdume fiir Familien sogenannter stabiler Biindel und allgemeiner sogar fiir
Familien von einfachen Vektorbiindeln [vgl. [Muk03], Kapitel 11, insbesondere
Abschnitt 2 und Bemerkungen am Ende von Abschnitt 3 sowie [KO89]].

Im Allgemeinen kénnen wir wie in den beiden vorangegangenen Abschnitten
nur eine lokale Darstellung fiir die Kotangentialmoduln erwarten. Die Aussagen
3.4.5 und 3.4.6 iibertragen sich mit den offensichtlichen Anpassungen auf den
Fall lokal freier Garben. Explizite Berechnungen erweisen sich aber auch unter
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der zusétzlichen Bedingung, dass die betrachteten Moduln lokal frei sind, als
schwierig. So ist beispielsweise LO’]TQﬁ(gr) (F) nicht notwendig lokal frei, auch wenn
F ein lokal freier Modul ist.

Fassen wir ein Vektorbiindel € auf als Objekt a = (S, €) € Vb, so ergibt sich
fiir die Automorphismen- und Extensionsmoduln das Gleiche wie in 3.4.2. Wir
wollen fiir eine eigentliche holomorphe Abbildung X — ¥ die S-Auflésung fiir
ein solches Objekt a angeben.

3.4.20 Satz: Ist X — X ein eigentlicher Morphismus komplexer Rdiume, a =
(S,€) € Vb(S) und my : X5 — S die Projektion auf S, so ist Lmay(E) =
Lraye)(€) eine S-Auflosung von a. Die Auflosung ist mit Obstruktionen ver-
traglich, falls X — X zusdtzlich flach ist. Ist die Abbildung X — X sogar glatt
von relativer Dimension d, so ergibt sich

Loy (€) = Rma, (End(€) @ miwx/s)[d].

Beweis: Die ersten beiden Behauptungen folgen aus 3.4.5. Ist X — X glatt, so
gilt nach 3.4.5iii)

L’/TQu(E) = R’]TQ*R:}{OTTL.(S, & & WTWX/Z)[d}~

Wegen
RY}om (€, &€ ® m{wx/s) = Hom(E, &) @ mjwx /s

folgt daraus die dritte Behauptung. O

Wir betrachten im Folgenden die Unterkategorie SimVbx, s, C Vbx s der ein-
fachen Vektorbiindel, i.e. die Kategorie der lokal freien O x-Moduln, die einfach
iiber ¥ sind. Auch hier wird durch den Funktor pgiat¢ eine Deformationstheorie
p: SimVby, s — Any induziert. Da die Objekte in SimVby sy insbesondere
einfache Moduln sind, faktorisiert p auch iiber pgimple. Per Konstruktion ist p
die von dem Modulfunktor

SimVby/s, : An{” — Mengen, S — {€ € SimVbx/x(5)}

induzierte homogene Faserung. Aus der Tatsache, dass die Familie der einfachen
Moduln einen groben Modulraum besitzen, folgt leicht, dass es ebenso einen
groben Modulraum fiir die Familie der einfachen Vektorbiindel gibt. Wir wollen
uns wieder auf den absoluten Fall beschrénken; in dem Fall geniigt die folgende
Aussage [siehe [KO89], Korollar 6.5]:

3.4.21 Theorem: Ist X ein kompakter komplexer Raum, so gibt es einen gro-
ben Modulraum V fiir SimVby.

Fiir V ergibt sich nun wie zuvor fiir S und K eine Aussage der Form 3.4.12. Der
Beweis verlduft vollig analog zu dem von 3.4.12.

3.4.22 Theorem: Ist X ein kompakter komplexer Raum, p : SimVbyx — An
die Deformationstheorie fiir einfache lokal freie Moduln und V der Modulraum
fiir SimVby /., so gibt es eine Uberdeckung {Us} von V zusammen mit einfa-
chen lokal freien Us-Moduln F°, so dass fir Q%] die Darstellungen aus 3.4.12
gelten. Ist X eine kompakte kompleze d-dimensionale Mannigfaltigkeit, so hat

111



die Darstellung die Form
Qf = R ws (End(F°) @ 75 *wx). O

3.4.23 Bemerkung: Mit den Techniken dieses Abschnitts kann man ebenfalls
fiir sdmtliche Familien stabiler Vektorbiindel den Kotangentialmodul der zu-
gehorigen Modulrdume berechnen, da stabile Biindel stets einfach sind [[Muk03],
Kapitel 10, Abschnitt 1, Korollar 10.25]. Zu einigen Familien von stabilen Biin-
deln gibt es sogar einen feinen Modulraum; in diesen Féllen gilt offenbar eine
Aussage der Form 3.3.7 und 3.3.15. Dies ist zum Beispiel moglich fiir die Fa-
milie der stabilen Rang-2-Vektorbiindel von ungeradem Grad iiber einer Kurve
[siehe [Muk03], Kapitel 11, Abschnitt 2(a)]. Dem Leser sei die Ausformulierung
der einzelnen Aussagen iiber die Gestalt der Kotangentialmoduln der jeweiligen
Modulrédume {iberlassen.

3.4.4 Geradenbiindel

Als Néchstes betrachten wir die Kategorie der Geradenbiindel Picx/s;. Die Ob-
jekte sind gegeben durch solche (S,JF) € Vbx/x, fiir die J invertierbar auf Xg
ist. Man priift leicht nach, dass die Faserung pgjat wieder eine Deformations-
theorie Picx/s; — Any induziert. Fiir die Familie von Geradenbiindeln gibt es
sogar einen feinen relativen Modulraum, wenn der Strukturmorphismus X — %
kohomologisch flach in Dimension 0 ist.

3.4.24 Definition: Sei ¢ : X — ¥ ein eigentlicher flacher Morphismus kom-
plexer Raume. Fiir einen Punkt o € ¥ betrachten wir das kartesische Diagramm

X(o) L x
ln lw
{o} ===
@ ist kohomologisch flach in Dimension 0, wenn die natiirliche Abbildung
9:(0x)(0) == 7" 0x — 0u(Ox (o)) == 1§ Ox
surjektiv ist fiir alle Punkte o € X.

Man sieht leicht, dass kohomologische Flachheit eines Morphismus mit Basis-
wechsel vertraglich ist. Ferner priift man leicht die folgenden Aussagen:

3.4.25 Lemma: Seiyp : X — X eine eigentliche flache holomorphe Abbildung,
die kohomologisch flach in Dimension 0 ist und F € Coh(X) einfach iber X.
Dann gilt:

i) o F ist ein lokal freier Og-Modul.

it) Fir S € Any, ist der durch Basiswechsel induzierte Morphismus komple-
xzer Rdume pg 1 Xg — S kohomologisch flach in Dimension O und die
induzierte Garbe Fs auf Xg einfach tber S.

1) Jede invertierbare Garbe L auf X ist einfach diber X.
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Beweis: Der Beweis von [[FS92], Abschnitt 9, Lemma 9.7] gilt genauso fiir kom-
plexe Rdume anstelle von komplexen Superrdumen. O

Die Aussagen ii) und iii) des vorstehenden Lemmas implizieren wegen Satz 3.4.8
sofort

3.4.26 Korollar: Sei X — X ein eigentlicher flacher Morphismus, der ko-
homologisch flach in Dimension 0 ist, S ein beliebiger ¥-Raum, L eine inver-
tierbare Garbe auf Xg und m : Xg — S die Projektion auf S. Dann ist der
Kohomologiemodul LOWu(L)(L) lokal frei auf S. O

Insbesondere erfiillt ein invertierbarer Modul die Voraussetzungen von Satz
3.4.6. Eine interessante Anwendung dieses Satzes ergibt sich fiir den bereits
erwiahnten Modulraum fiir Familien invertierbarer Garben auf X. Wir betrach-
ten zunédchst den Picard-Funktor

Picy/s : An? — Mengen, S +— I'(S,R'ps,(0%,)).

Er ordnet einem komplexen Raum S iiber ¥ die Menge der lokal freien Moduln
von Rang 1 zu. Wegen [[Fle78], Kapitel 3, Abschnitt 9, Teil B, Theorem 9.3]
gilt:

3.4.27 Theorem: Der Funktor Picx s, besitzt einen feinen Modulraum Gx .

3.4.28 Theorem: Ist p : X — X eine holomorphe Abbildung wie in 3.4.25
und bezeichnet P das universelle Geradenbiindel iber G := Gx/x, so gibt es
eine Darstellung

O/ = L mayep) (P) = Lflmﬁ(oxs)(oxg).
Ist o zusdtzlich glatt von relativer Dimension d, dann ergibt sich
Of s = R 'mo, (iwx)w).
Beweis: Bezeichnet X einen dualisierenden Komplex auf G, so ist offenbar

RHomx, (P, P @ m5K) = Homx, (P, P@n;K")
> Homx,(0xg, Ox, @ m3K),

da P eine invertierbare Garbe und somit insbesondere flach ist. Genau wie in
den Beweisen von 3.3.7 und 3.3.15 ergibt sich die Behauptung daher aus Theo-
rem 3.2.1 und Bemerkung 2.2.13. O

Die Darstellung in 3.4.28 liefert im absoluten Fall die bekannte Form von Q%;
fiir eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit X.

3.4.29 Korollar: Ist X eine kompakte komplere Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion d, so induziert die Darstellung in 3.4.28

OL =~ 79X, wyx) ® Og.

Insbesondere ist Ty(G) = H'(X,0x) fiir jeden Punkt g = [L] € G.
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Beweis: In dem Diagramm

Xg 2> X

-l

G ——
5
ist 7 stets flach. Zusammen mit der Darstellung aus 3.4.28 fiir QF /5 und X =0
folgt daraus

O = R 'my, (mwx) 24" R (wx) 2 0¢ @c H7H (X, wx).

Die Darstellung fiir den Tangentialraum 7,G folgt daraus wegen der Serre-
Dualitét: fiir den Dualraum ist offensichtlich

(T,G)" = QL ®o, C= H"(X,wx) @0, C= HH (X, wy).
Serre-Dualitéit [vgl. [Har83], Kapitel 3, Abschnitt 7] liefert nun

T,G = Extl (wx,wx) = Exty (0x,0x) =2 H'(X, Ox). ]

3.5 Deformation kompakter komplexer Riume

Als drittes Beispiel betrachten wir Familien von kompakten komplexen Rium-
en, Familien kompakter Mannigfaltigkeiten und ihre Deformationen. Da diese
Familien sehr grof3 sind, besitzen sie keine Modulrdume. Allerdings kénnen wir
mit den in dieser Arbeit entwickelten Methoden Aussagen iiber die Glattheit der
Basis einer semiuniversellen Deformation machen. Dazu werden wir geeignete
S-Auflosungen konstruieren und Theorem 3.2.1 anwenden, um eine globale Ge-
stalt der Kotangentialgarbe Q%, der Basis der semiuniversellen Deformation zu
bestimmen. Um Aussagen iiber die Glattheit von S’ machen zu kénnen, werden
wir untersuchen, in welchen Situationen die Kotantengtialgarbe Qé, lokal frei
ist. Dies ist beispielsweise dann erfiillt, wenn die Garbe der globalen Vektorfel-
der I'(X'(s),©x/(s)) fiir alle s € S" verschwindet.

Wir beginnen mit der Deformation kompakter komplexer Réume und betrachten
zunéchst die Deformationstheorie fiir komplexe Réume.

3.5.1 Deformationstheorie fiir Familien komplexer Riume Es bezeich-
nep: F — Any die folgende Faserung in Gruppoide: ein Objekt a in F(.S) ist ge-
geben durch einen flachen Morphismus f : X — S {iber 3. Ist b= (g : X' — ')
ein weiteres Objekt in F, so ist ein Morphismus a — b in F gegeben durch ein
kartesisches Diagramm der Form

X — X
lf lg
S —— 9

Der Funktor p ordnet a = (f : X — S) den komplexen Raum S zu und ei-
nem Morphismus @ — b wie oben die holomorphe Abbildung S — S’. Da
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wir speziell Deformationen kompakter komplexer Riume iiber ¥ untersuchen
wollen, werden nur solche Morphismen X — S in F betrachtet, die zusétz-
lich eigentlich sind. Auch diese bilden eine Kategorie, die im Folgenden mit
Compact := Compacty s bezeichnet wird. Nach [[Fle78|, Kapitel 3, Ab-
schnitt 8] induziert die oben definierte Faserung p eine homogene Faserung in
Gruppoide p : Compact — Any. Wollen wir die Faserungen unterscheiden, so
verwenden wir die Notation pcompact Und PComplex-

Ist Xg ein komplexer Raum, so ist eine Deformation von Xy gegeben durch einen
flachen Morphismus komplexer Ridume X — S derart, dass die Faser von X iiber
einem Punkt s € S isomorph ist zum gegebenen Raum Xy, i.e. X(s) = Xj. Es
gilt der folgende fundamentale Satz:

3.5.2 Theorem: Jeder kompakte komplexe Raum X besitzt eine (konvergen-
te) semiuniverselle Deformation.

Ein Beweis fiir den absoluten Fall, i.e. fiir kompakte komplexe Riume iiber
einem reduzierten Punkt ¥ = 0, ergibt sich aus [Dou74], [Gra74] und [Pal76].
Der relative Fall wird in [[Fle78], Kapitel 3, Abschnitt 8, Theorem 8.5] bewiesen.

Als Nichstes soll eine S-Auflosung fiir ein Objekt a = (f : X — S) konstruiert
werden. Dazu wird das folgende Lemma benétigt. Mit Autx(f/S, N) bezeichnen
wir den Modul Autys(a/S,N); analog ist Exs(f/S,N) := Exs(a/S,N).

3.5.3 Lemma: Sei X ein komplexer Raum, f: X — S ein flacher Morphis-
mus und N € Coh(S). Dann gibt es Isomorphismen

Auts(f/S,N) =2 Ext’(Lx/s, f*N) und Exs(f/S,N) = Ext'(Lx,s, f*N),
die funktoriell in N sind. Ferner definiert
Obs(f/S,N) := Obs(a/S,N) := Ext*(Lx/s, f*N)
eine Obstruktionstheorie fiir a im Sinne von 1.4.41i).

Beweis: Da eine Deformation von kompakten komplexen Rdumen ein Spezial-
fall der Deformation von holomorphen Abbildungen ist, ergeben sich die Be-
hauptungen aus 2.3.5 [siehe auch [Fle78], Kapitel 1, Abschnitt 3, Teil D, Satz
3.191f]. O

3.5.4 Satz: Ist f : X — S ein eigentlicher flacher Morphismus und a = f
das zugehorige Objekt in Compact, so ist Lfy(Lx/s) eine obstruhierende S-
Auflésung von a. Dabei bezeichnet Lfy den Funktor Lfyo ).

Beweis: Die Isomorphismen in 3.5.3 sind mit Restriktionen auf Z-offenen Teil-
mengen U C S vertrdglich, wie man leicht sieht. Die Behauptung folgt daher
aus Lemma 3.5.3 und Bemerkung 2.2.5. O

3.5.1 Kompakte komplexe Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt werden speziell kompakte komplexe Mannigfaltigkeiten un-
tersucht. Wir wollen zunéchst die wichtigsten Begriffe festlegen.
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3.5.5 Definition: Ein komplexer Raum X heifit kompleze Mannigfaltigkeit,
wenn er lokal isomorph ist zu einem offenen Unterraum V' C C™, das heifit wenn
es eine offene Uberdeckung {U} von X gibt zusammen mit Isomorphismen ge-
ringter Réume (U, Ox/,) = (V,0cn}, ) C (C",Ocn). Ist X zusitzlich kompakt,
so nennt man X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit oder kurz kompakte
Mannigfaltigkeit.

Per Konstruktion liegt jeder Punkt z € X einer komplexen Mannigfaltigkeit in
einer offenen Umgebung U = V' C C". Die Zuordnung z — ¢(z) := dim, X :=n
ist wohldefiniert und liefert eine stetige Funktion ¢ : X — Z [siche [KK83], Ka-
pitel 3, Abschnitt 32]. dim, X wird als Dimension von X im Punkt = bezeichnet.
Wegen der Stetigkeit von ¢ ist die Dimension auf jeder Zusammenhangskom-
ponente konstant. Der Einfachheit halber sei in diesem Abschnitt eine Mannig-
faltigkeit stets zusammenhdngend. Wegen der Bemerkung zuvor hat daher jede
Mannigfaltigkeit X eine eindeutig definierte Dimension dim X.

Fiir kompakte Mannigfaltigkeiten ergibt sich aus 3.5.1 die folgende naheliegende
Konstruktion einer Deformationstheorie.

3.5.6 Deformationstheorie fiir Familien von Mannigfaltigkeiten Es sei
Mf x5, C Compact y /5 die Unterkategorie der glatten eigentlichen Morphis-
men komplexer Rdume. Wollen wir Deformationen kompakter komplexer Man-
nigfaltigkeiten untersuchen, so wihlen wir fiir ¥ einen reduzierten Punkt und
betrachten den durch pcompact induzierten Funktor pne : Mf := Mfx — An.
Offensichtlich liefert dies eine homogene Faserung in Gruppoide, die im Folgen-
den als Deformationstheorie fiir kompakte komplexe Réume bezeichnet wird.

Ist nun a = (f : X — S) ein Objekt aus Mf, so ist wegen der Glattheit
der Kotangentenkomplex trivial, das heifit es ist Ly,g = Q; /s im Grad Null
konzentriert [siche Beispiel 2.3.1]. Aus Satz 3.5.4 ergibt sich nun unmittelbar

3.5.7 Satz: Ist f : X — S eigentlich und glatt von relativer Dimension d,
so hat die zugehirige S-Auflosung von a = f in Mf die Gestalt qu(Qﬁ(/S) ~

Rf*(Qﬁf/S@wX/S)[d] O

Aus der Existenz der S-Auflésungen folgt mit 3.1.7 eine lokale Beschreibung der
Kotangentialgarbe QY bestimmter Riume S. Dies miissen komplexe Réume S
sein, fiir die in bestimmten Punkten s € S der Raumkeim (.5, s) Basis einer ver-
sellen Deformation der gegebenen komplexen Mannigfaltigkeit X ist. Die Exis-
tenz solcher kovergenten versellen Deformationen wird in [Kur62] und [Kur71]
bewiesen. Zusammen mit 1.3.20 folgt daher

3.5.8 Theorem: Jede kompakte komplexe Mannigfaltigkeit besitzt eine (kon-
vergente) semiuniverselle Deformation. O

Sei X eine festgewihlte kompakte Mannigfaltigkeit und X’ die semiuniverselle
Deformation von Xy. Mit Hilfe von 3.2.1 lisst sich eine Variante des Satzes von
Bogomolov-Tian-Todorov sehr einfach beweisen. Die Aussagen der urspriingli-
chen Arbeiten [Bog78], [Tod89] und [[Yau87], Seite 629 — 646] wurden von Z.
Ran und Y. Kawamata weiter verallgemeinert [siche [Ran92] und [Kaw92]]. Wir
wollen uns auf die folgende Aussage beschrianken:
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3.5.9 Theorem: (Bogomolov-Tian-Todorov) Sei X, eine kompakte d-di-
mensionale Mannigfaltigkeit, die bimeromorph dquivalent ist zu einer Kdhler-
mannigfaltigkeit. Ist wx, = Ox,, so ist die Basis S' der semiuniversellen De-
formation X' von Xy glatt.

Beweis: Sei f/: X’ — S’ die semiuniverselle Deformation von Xg. Da f’ eigent-
lich und glatt ist, folgt aus [[Del68], Theorem 5.5], dass fiwx, s lokal frei und
filwx//sr ® —) ein exakter Funktor auf Coh(S”) ist. Weil f’ eine Deformation
von Xy ist, gibt es ein s’ € S’ mit X' (s') = X,. Wegen wx, = Ox, folgt daraus
leicht, dass auch die kanonische Garbe wx/,g trivial ist. Wegen 3.5.7 ist daher
durch
Lf{(Q%/5) = RE(Qx /50 © wxrys)d] = R0 50)[d]

eine S’-Auflssung von f' € Mf(S’) gegeben. Wegen [[Del68], Theorem 5.5] sind
nun fir j =0,...,d die Moduln

L7 [ ys) = R FL(Q%0/g0)

lokal frei. Mit 5 = 0 folgt, dass die Voraussetzungen von 3.2.1 erfiillt sind. Da
S’ Basis der semiuniversellen Deformation f’ ist, erhalten wir die Darstellung

Qg = RO s0)-

Wegen [[Del68], Theorem 5.5] ist dies aber ebenfalls ein lokal freier Modul auf
S’; es entspricht dem Fall 7 = 1 in der obigen Darstellung. Daraus folgt die
Behauptung. O

3.5.10 Bemerkung: In dem Beweis von 3.5.9 haben wir wesentlich die Aus-
sage [[Del68], Theorem 5.5] von Deligne benutzt. Da diese auf Hodgetheorie
basiert, ist die Voraussetzung an Xy, bimeromorph dquivalent zu einer Kdhler-
mannigfaltigkeit sein zu miissen, unabdingbar. Es sei aber angemerkt, dass pro-
jektive Mannigfaltigkeiten und etwas allgemeiner auch algebraische Mannigfal-
tigkeiten diese Voraussetzung erfiillen.

Wir wollen einen anderen Ansatz verfolgen, um die Voraussetzungen von 3.2.1
zu priifen. Diese sind nach Beispiel 3.2.8 erfiillt, wenn Aut(a/S, —) exakt ist.
Dazu geniigt es, die Surjektivitéit der Abbildung

Aut(a/S,0g) — Aut(a/S, Og/ms)

fiir jeden Punkt s € S nachzuweisen [[Gro63], Kapitel 3, Teil 2, 7.5.2]. Bilden
wir auf der rechten Seite den Halm im Punkte o € S, so liefert dies

‘AUt(a/S7 OS/ms)U = AUt((aa U)/(Sv J)a (OS/ms)U)'

Fiir 0 # s verschwindet (Og/m;), und die Abbildung ist trivialerweise surjektiv.
Fiir 0 = s ergibt sich weiter

Aut((a,0)/(5,0),(0s/my)s) = Aut((a,5)/(S,5), (05/m,),)
= Aut((a,s)/(S,s),Cs)
>~ Aut(as/{s},C)

1

HOm(Qﬁ((s), OX(S))

Die letzten beiden Isomorphismen ergeben sich der Reihe nach aus 1.2.13 und
3.5.3. Wegen I'(X(s),Ox(s)) = Hom(Qﬁ((S),OX(S)) folgt nun unmittelbar aus
3.2.1 und Satz 3.5.7:

117



3.5.11 Satz: Sei X' iiber S’ die semiuniverselle Deformation einer kompakten
Mannigfaltigkeit Xo. Ist fiir alle s € S" T(X'(s),Ox(5)) = 0, so gilt

Q}g/ ng_lf;(Q‘]j(l/Sl ®WX’/S’)~ O
Mit der schwicheren Voraussetzung, dass nur I'(Xy, O x,) verschwindet, gilt:

3.5.12 Satz: Sei Xy eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit, die keine glo-
balen Vektorfelder hat, i.e. I'(X0,0x,)) = 0. Ist ' = (f' : X' — §) die
semiuniverselle Deformation von Xq in einem Punkt sg, so gibt es nahe sg € S
eine Darstellung

Qg = R )s @ wxrysr)-

Beweis: Mit der Voraussetzung I'(Xp, ©x,)) = 0 folgt aus den obigen Uberle-
gungen, dass die Abbildung

Aut(a/S,0g) — Aut(a/S,0g/ms)

lediglich fiir s = sg surjektiv ist. Da die betrachteten Moduln kohérent sind, ist

sie dann auch surjektiv auf einer Z-offenen Umgebung U von sg. Daraus folgt

leicht, dass L° fﬁ(Q}( / S)I ein lokal freier Og|,-Modul ist. Die Behauptung er-
U

gibt sich daher wieder aus 3.2.1 und 3.5.7. O

Als Anwendung dieses Satzes sei die folgende klassische Aussage fiir Riemann-
sche Fliachen genannt:

3.5.13 Korollar: Sei C' eine Riemannsche Fliche mit ©¢(C) = 0 und o’ =
(f: C"— 8" in einem Punkt s' die semiuniverselle Deformation von C. Dann
hat der Kotangentialmodul von S’ nahe s’ die Darstellung

O, = f;(Q?;?/S,).

Beweis: Wir erinnern daran, dass eine Riemannsche Fliche C' definiert ist als
eine zusammenhéngende kompakte komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension
1. Wegen dim C = 1 sind sowohl C' — 0 als auch C’ — S’ glatt von relativer
Dimension 1. Daher ist wer /g = /\1 Qlc//S' = Qé,/s,. Mit Satz 3.5.12 erhalten
wir

0L = ROFLOL, g @ werys) = fUQb 5 © hiys) = FUQE,). D
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