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Kurzfassung

In der Praxis sind haufig elektromagnetische Feldprobleme anzutreffen, die durch eine
gewisse geometrische Symmetrie gekennzeichnet sind. Bei ihrer numerischen Behandlung
ist es im Hinblick auf den damit erzielbaren Rechenvorteil wiinschenswert, Redundanzen
in der geometrischen Modellbeschreibung und, damit verbunden, in der Rechengebiets-
grofe zu vermeiden. Auf Basis gruppentheoretischer Methoden ist es bei Vorliegen einer
durch eine finite Gruppe charakterisierten Symmetrie moglich, aus einer bestimmten Klas-
se stammende Randwertaufgaben in mehrere, voneinander unabhéngige Teilprobleme zu
zerlegen, die auf einem Gebiet reduzierter Grole definiert sind. Dabei muss die Anregung
selbst keine symmetrischen Eigenschaften aufweisen. Dieses als nichtkommutative harmo-
nische Analyse bezeichnete Konzept wurde bisher im Rahmen der Randelementmethode
nur auf Integralgleichungstypen mit Belegfunktionen, an die keine Stetigkeitsforderun-
gen gestellt sind, angewandt. In der vorliegenden Arbeit wird anhand der Reduktion der
elektrischen Feldintegralgleichung mit Fokus auf elektromagnetische Streuprobleme und
Eigenwertaufgaben eine Verallgemeinerung dieser Methodik zur Erweiterung ihrer An-
wendbarkeit auf Formulierungen mit stetigen Randbelegungen vorgeschlagen.

Ausgehend von der direkten Herleitung géngiger Oberflachenintegralgleichungsformulie-
rungen wird zu Beginn ein als Momentenmethode bekanntes Projektionsverfahren vor-
gestellt, das im weiteren Verlauf zur approximativen Losung der elektrischen Feldinte-
gralgleichung dienen soll. In diesem Kontext werden zwei weit verbreitete Techniken zur
Regularisierung der in diesem Prozessschritt auftretenden singuléren Integrale hinsichtlich
Genauigkeit und Effizienz miteinander verglichen und ihr Einfluss auf die Konvergenzei-
genschaften des eingesetzten Quadraturverfahrens untersucht. Im Hauptteil der Arbeit
wird nach Einfithrung wichtiger Begriffe und Definitionen aus der Gruppen- und Darstel-
lungstheorie die grundlegende Idee des abstrakten Formalismus der harmonischen Analyse
auf finiten Gruppen dargelegt sowie die erforderlichen Voraussetzungen fiir deren Anwend-
barkeit herausgearbeitet. Anschliefend wird die Transformation der hier betrachteten Mo-
dellgleichung in einen Satz voneinander unabhéngiger, strukturgleicher Integralgleichun-
gen demonstriert, dessen Aquivalenz zum Ausgangsproblem jedoch erst durch Vorgabe
zusétzlicher Zwangsbedingungen auf den durch die Einschréankung des Rechengebiets ent-
stehenden Schnittrandern herstellbar ist. Zentralen Arbeitsschwerpunkt bildet eine syste-
matische und mathematisch strenge Ableitung dieser von den Stetigkeitseigenschaften der
Feldgrofien abhéngigen Schnittkantenbedingungen sowie deren Einbindung in den darauf
folgenden Diskretisierungsprozess, wozu speziell angepasste Ansatzfunktionen entwickelt
werden. Besonderer Wert wird dabei auf eine méglichst allgemein gehaltene Darstellung
sowie methodische Vorgehensweise gelegt, damit eine einfache Ubertragbarkeit auf weitere
Problemformulierungen ohne Schwierigkeiten moglich ist. Aufgrund der erreichten Zerle-
gung in mehrere, voneinander unabhéngige Systeme reduzierter Gréfe wird im Vergleich
zur Losung des Gesamtproblems sowohl der Speicherplatzbedarf als auch der Rechen-
zeitaufwand um einen von der zugrunde liegenden Symmetriegruppe abhéngigen Faktor,
fiir den entsprechende Abschéitzungen angegeben werden, herabgesetzt. Am Beispiel der
numerischen Berechnung des Riickstreuquerschnitts der in der Hobbyschifffahrt zum Ein-
satz kommenden oktaedrischen Radarreflektoren sowie der Eigenwertanalyse eines in der
Beschleunigertechnik verwendeten Hohlraumresonators wird die Leistungsfahigkeit und
Einsetzbarkeit der vorgestellten Methode verdeutlicht.
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Kapitel 1

Einleitung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Anwendung gruppentheoretischer Methoden
in der Randelementmethode bei Vorliegen geometrischer Symmetrien zur Beschleunigung
des numerischen Ldsungsprozesses, wozu mit einer Motivation begonnen wird. Der darauf
folgende Abschnitt gibt einen kurzen historischen Uberblick iber die wichtigsten fundamen-
talen Forschungsarbeiten auf diesem Gebiet, um die Stellung dieser Arbeit aufzuzeigen.
Abschliefiend werden die Ziele sowie die gesetzten Schwerpunkte herausgearbeitet.

1.1 Motivation

Entwicklung, Design und Optimierung technischer Bauteile oder Geréte erfordern eine
adaquate Beschreibung der darin ablaufenden physikalischen Prozesse in Form mathema-
tischer Modelle, die aufgrund ihrer hohen Komplexitdat im Allgemeinen nur unter Zuhil-
fenahme numerischer Berechnungsmethoden analysiert werden kénnen. Solche Simulati-
onswerkzeuge haben jedoch erst durch die Verfiigharkeit leistungsfahiger Rechenanlagen
praktische Bedeutung erlangt und verdringen immer mehr bisherige Vorgehensweisen,
wie zum Beispiel einen aufwindigen und kostspieligen Prototypenbau.

Ein Vertreter numerischer Losungsalgorithmen ist die Randelementmethode, die, wie an-
dere Verfahren auch, gewisse Vorziige aber auch Nachteile besitzt, woraus letztendlich
ihre typischen Anwendungsgebiete erwachsen. Da dieser Methode eine dquivalente Ober-
flichenintegralgleichungsformulierung des zu untersuchenden Problems zugrunde liegt, die
mit dem Vorteil einer um Eins verminderten Dimension des Rechengebiets verbunden ist,
ist sie insbesondere fiir Freiraumprobleme pradestiniert. Dem steht, bedingt durch ihren
globalen Charakter, der Nachteil dicht besetzter Systemmatrizen gegeniiber, der jedoch
durch den Einsatz von Matrixkompressionsverfahren ausgeglichen werden kann. Die ent-
scheidende Schwiche liegt jedoch in der Einschrankung auf Materialverteilungen, fiir die
passende GREENsche! Funktionen konstruierbar sein miissen. Abgesehen von wenigen
Sonderfillen, wie ebene geschichtete Strukturen [32], sind lineare, isotrope und homogene
Materialverhéltnisse Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit derartiger Verfahren. Aus den
genannten Griinden haben sich Randintegralgleichungsverfahren unter anderem in der

!George Green, 17931841, Mathematiker und Physiker
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2 Kapitel 1. Einleitung

Antennentechnik zur Losung von Abstrahlungsproblemen, aus der wichtige Eigenschaften
von Antennen wie deren Richtcharakteristik ableitbar sind, sowie in der Radartechnik
zur Untersuchung von Streukorpern, aus der Kenngroflen wie der Riickstreuquerschnitt
bestimmbar sind, etabliert. Aber auch Eigenwertprobleme mit homogenen Resonator-
strukturen, auf die beispielsweise das Aufsuchen von Grenzfrequenzen ausbreitungsfahiger
Moden in Wellenleitern oder die Ermittlung von Resonanzfrequenzen einer Beschleuni-
gerstruktur fiithrt, kénnen mit diesen Verfahren behandelt werden. Dem letztgenannten
Anwendungsbereich wird jedoch aufgrund des Mangels an effizienten Verfahren zur Losung
der diskreten Eigenwertgleichung derzeit noch wenig Beachtung geschenkt.

Die sténdig wachsenden Designanforderungen, wie hoher Miniaturisierungsgrad und hohe
Funktionalitét, fiihren notwendigerweise zu immer vielschichtigeren und komplizierteren
Systemmodellen, wodurch die Anspriiche an numerischen Simulationsalgorithmen glei-
chermaflen stetig steigen. Um die gewiinschten Ergebnisse mit hinreichender Genauigkeit,
vertretbarem Zeitaufwand und den zur Verfiigung stehenden, meist beschrinkten Re-
chenressourcen bereitstellen zu koénnen, ist die fortwihrende Verbesserung bestehender
Verfahren oder die Entwicklung neuer, effizienter und vor allem universell einsetzbarer
Algorithmen und Implementierungen unabdingbar. Dazu gehort unter anderem auch die
vorteilhafte Ausnutzung bestimmter Systemeigenschaften in der Modellierungsphase, wo-
durch moégliche Redundanzen im Systemmodell vermieden werden kénnen und damit eine
Beschleunigung des Losungsprozesses erreichbar ist. Léasst sich zum Beispiel der Geo-
metrie, den Materialverhéltnissen sowie der Quellverteilung eines elektromagnetischen
Feldproblems eine gewisse Symmetrie zuschreiben, so besagt das VON NEUMANNsche?
Prinzip, dass sdmtliche Feldgrofien die gleichen Symmetrieeigenschaften besitzen [13]. Als
Konsequenz daraus reicht die Betrachtung eines passenden Teilgebiets aus, womit der
numerische Aufwand bei der Losungsfindung entsprechend sinkt. Bei einer beliebigen An-
regung wird jedoch die gesuchte Feldlosung nicht mehr symmetrisch sein, so dass sich
unweigerlich die Frage stellt, wie trotzdem eine mdogliche Symmetrie der geometrischen
Struktur vorteilhaft ausgenutzt werden kann. Es liegt auf der Hand, dass eine intuiti-
ve Herangehensweise nur in sehr einfachen Féllen, wie beispielsweise bei Vorliegen einer
Spiegelsymmetrie, zum Ziel fiihrt. Fiir die Ausnutzung héherer Symmetrien ist hingegen
ein strenges und systematisches Vorgehen unumgénglich, wofiir die benotigten mathe-
matischen Werkzeuge von der Gruppen- und Darstellungstheorie geliefert werden. Diese
ermoglichen auch bei unsymmetrischer Randwertvorgabe und beliebiger Anregung die
Zerlegung eines Randwertproblems in mehrere, voneinander unabhingige Teilprobleme
reduzierter Gréfe, die folgende Vorteile bei einer numerischen Behandlung mit sich bringt:

e Sowohl der Rechenzeitbedarf als auch der Speicheraufwand eines numerischen Feld-
berechnungsverfahrens, dessen asymptotische Komplexitdtsordnung groflier als Eins
ist, wird um einen von der zugrunde liegenden Symmetrie abhéngigen Faktor her-
abgesetzt. Besitzt zusétzlich die Anregung eine gewisse Symmetrie, verringert sich
zudem die Anzahl der zu lésenden Teilprobleme, wodurch sich die erzielbaren Re-
duktionsfaktoren weiter erhéhen.

e Durch eine geometrische Symmetrie hervorgerufene entartete Eigenzusténde eines li-
nearen Operators werden durch den Reduktionsprozess ebenfalls aufgespalten. Wenn

2John von Neumann, 1903-1957, Mathematiker, Physiker und Chemie-Ingenieur
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andere Ursachen fiir eine Entartung ausgeschlossen sind, besitzen die Operatoren,
welche die reduzierten Probleme beschreiben, folglich nur noch einfache Eigenwer-
te. Bei der numerischen Behandlung von Eigenwertproblemen kénnen somit auch
Schwierigkeiten, die eine Entartung von Eigenlosungen mit sich bringen, umgangen
werden.

e Die Aufspaltung eines Systems in mehrere Teilsysteme ist gewohnlich mit einer Ver-
besserung der Konditionsverhéltnisse verbunden [80], die sich auch auf die diskreten
Gegenstiicke iibertragt. Verbesserte Konditionszahlen der Systemmatrizen wirken
sich vorteilhaft auf das Konvergenzverhalten iterativer Losungsstrategien aus.

Es ist zu beachten, dass die Symmetrie sowohl der Materialverteilung als auch des Typs
der Randbedingung weiterhin vorausgesetzt sein muss.

1.2 Einordnung der Arbeit

Gruppentheoretische Methoden werden schon seit langer Zeit in vielen naturwissenschaft-
lichen Disziplinen, wie beispielsweise in der Kristallografie, Chemie und vor allem in der
Quantenmechanik zur Analyse von Objekten und Systemen mit bestimmten Symmetrieei-
genschaften eingesetzt. Eine gruppentheoretische Behandlung linearer Gleichungssysteme,
die aus einer Diskretisierung von partiellen Differentialgleichungen mittels der Methode
der finiten Elemente (FEM) oder der Methode der finiten Differenzen (FDM) entstehen,
erfolgte erstmalig im Jahr 1976 von STIEFEL und FASSLER, womit der Grundstein fiir die
Ausnutzung geometrischer Symmetrien in der numerischen Feldberechnung gelegt wurde
[36, 80]. Die Idee besteht in der Verwendung einer symmetrieadaptierten Basis fir den
Ansatzraum, die eine Darstellung des diskretisierten Operators in Blockdiagonalgestalt
ermoglicht. Neben der Anwendung auf Randwertprobleme mit geometrischer Symmetrie
wurde auch eine Erweiterung dieser Methode auf nahezu symmetrische Strukturen vor-
geschlagen. Weiterfithrende Arbeiten zu diesem Verfahren mit schwerpunktméfiger An-
wendung im ingenieurwissenschaftlichen Bereich wurden in den darauffolgenden Jahren
vorgestellt [47, 45, 46, 12, 60]. Eine rechentechnische Umsetzung dieser Methode erfordert
die automatisierte Konstruktion einer symmetrieadaptierten Basis, auf deren program-
miertechnische Umsetzbarkeit jedoch nicht eingegangen wurde. Aus diesem Grund konnte
sich dieses Konzept in der angewandten Feldberechnung nicht durchsetzen, es gab jedoch
zweifellos den Anstof§ fiir weitere Losungsansitze.

Eine vollkommen andere Vorgehensweise schlug BossAvIT Mitte der achtziger Jahre vor,
bei der im Unterschied zur Dekomposition des diskretisierten Gesamtproblems zuerst die
kontinuierliche Randwertaufgabe durch Projektion auf invariante Unterrdume in einen
dazu dquivalenten Satz voneinander unabhéngige, auf einem als Symmetriezelle bezeich-
neten Teilgebiet des urspriinglichen Rechengebiets definierte Ersatzprobleme iiberfiihrt
wird, welche anschlieflend einem Diskretisierungsprozess unterzogen werden [16, 17, 18].
Kernstiick dieser Methode bilden Projektoren, die auf einfache Weise aus den Darstel-
lungen der die Symmetrie des Rechengebietes beschreibenden Gruppe konstruierbar sind.
Im Mittelpunkt der Anwendung standen dabei Variationsformulierungen der typischen
Randwertaufgaben aus der theoretischen Elektrotechnik und Mechanik, die mittels der
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Methode der finiten Elemente gelost werden. Besondere Aufmerksamkeit wurde der Frage
nach den zu stellenden Bedingungen auf dem Schnittrand des Fundamentalgebietes, der
durch die geometrische Reduktion des Rechengebietes verursacht wird, und deren Ein-
arbeitung in das Diskretisierungsverfahren gewidmet. Die vorgestellten Losungsanséitze
waren jedoch speziell auf eine FEM-Formulierung zugeschnitten und kénnen nicht unmit-
telbar in die Randelementmethode {ibernommen werden. Vor allem die Beriicksichtigung
einer derartigen Bedingung bei der Diskretisierung wurde nur anhand eines einfachen
Beispiels in heuristischer Weise demonstriert, die keine flexible Umsetzung in ein Rechen-
schema zul&sst.

Unabhéngig davon entwickelten TARASOV, ZAGORODNOV und Mitarbeiter Anfang der
neunziger Jahre ein abstraktes Verfahren, in dem gleichfalls das Prinzip der Symme-
triezellenreduktion, jedoch auf Grundlage einer dquivalenten gruppenalgebraischen Re-
préasentation des Randwertproblems umgesetzt wurde [85, 86, 102]. Durch eine geeignete
Zerlegung des als symmetrisch angenommenen Trégers der involvierten Feldgroflen lésst
sich eine lineare, dquivariante Operatorgleichung rein formal als ein Faltungsprodukt auf
finiten Gruppen ausdriicken, das nach Anwendung einer verallgemeinerten Variante der
FouRIER?-Transformation in ein punktweises Produkt transformiert werden kann. Der
gesamte Vorgang wird als nichtkommutative harmonische Analyse bezeichnet und fiihrt
im Ergebnis auf eine #hnliche Formulierung wie die Anwendung der zuvor erwidhnten
Projektionsmethode. Dieses Verfahren wurde bisher auf akustische und elektromagneti-
sche Streuprobleme angewendet, die durch Randintegralgleichungen mit stark singuldrem
oder hypersinguldrem Kern modelliert werden. Da keine Stetigkeitsanforderungen an die
Belegfunktion derartiger Integralgleichungen zu stellen sind, waren keine Schnittkanten-
bedingungen zu beachten. Zwar wurde diese Problematik spéter in [96] im Zusammenhang
mit der Reduktion der MAXWELLschen* Gleichungen und deren Diskretisierung auf Basis
der von WEILAND im Jahr 1977 vorgeschlagenen Methode der finiten Integration (FIT)
[95] diskutiert, eine allgemein giiltige Ableitung sowie die Realisierung dieser Bedingung
auf einer Rechenanlage wurden jedoch auch hier nicht angegeben. Vorschlage fiir Metho-
diken zur Behandlung von Streuproblemen mit gestorter Symmetrie und zur Beriicksich-
tigung moglicher Symmetrien der anregenden Welle gaben weitere wichtige Impulse in der
Weiterentwicklung solcher Verfahren [99, 103, 87, 105, 104, 101, 100, 99].

Zu etwa der gleichen Zeit wurde von GEORG, ALLGOWER, TAUSCH und Mitarbeitern ein
ebenfalls auf algebraischer Ebene arbeitendes Reduktionsverfahren vorgestellt, fiir das
aber im Gegensatz zur erstgenannten Vorgehensweise keine explizite Kenntnis einer sym-
metrieangepassten Basis notwendig ist, so dass die damit sonst verbundenen Schwierigkei-
ten umgangen wurden [37, 4]. Das Prinzip der von den Autoren als Symmetriereduktions-
methode bezeichneten Verfahrensweise beruht auf einer symmetrieerhaltenden Diskretisie-
rung des kontinuierlichen Operators mit dem Ziel, dessen vorausgesetzte Aquivarianz auf
sein diskretes Gegenstiick zu iibertragen. Die verallgemeinerte FOURIER-Transformation
der dquivarianten Matrix, die als ein diskretes Faltungsprodukt im allgemeineren Sinn
aufgefasst werden kann, resultiert schliellich in einer Matrix mit Blockdiagonalgestalt,
womit das urspriingliche diskrete Problem in mehrere unabhéngige Teilprobleme zerfllt.
Diese Methode wurde erfolgreich zur Vereinfachung von Randintegralgleichungen mit ska-
larwertigen Belegfunktionen, die im Zuge der Diskretisierung durch stiickweise konstan-

3Jean Baptiste Joseph Fourier, 1768-1830, franzosischer Mathematiker und Physiker
4James Clerk Maxwell, 18311879, schottischer Physiker
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te Funktionen approximiert wurden, eingesetzt. Die Verwendung von Ansatzfunktionen
hoherer Ordnung fiihrte jedoch bei der gruppentheoretischen Beschreibung der diskreten
Probleme auf Systeme mit sogenannten Fixpunkten, die eine Erweiterung des Verfahrens
erforderlich machten [11, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 38, 90]. Des Weiteren wurde die Konstruktion
dquivarianter Vorkonditionierer auf Basis der Symmetriereduktionsmethode fiir Rand-
wertaufgaben mit einer gestorten geometrischen Symmetrie vorgeschlagen [89].

Auf die Vielzahl weiterer Publikationen zu dieser Thematik, wie zum Beispiel [61, 15, 79,
2, 3|, die entweder auf den genannten grundlegenden Arbeiten aufbauen oder identische
Konzepte verfolgen, soll an dieser Stelle nicht ndher eingegangen werden.

Genau wie bei der Methode der symmetrieangepassten Basis liegt auch bei der Symme-
triereduktionsmethode das Konzept der algebraischen Reduktion zugrunde. Da bei der
Symmetriereduktionsmethode eine derartige Basis implizit generiert wird, kann sie folg-
lich als Weiterentwicklung angesehen werden. Sowohl die Projektionsmethode als auch
die nichtkommutative harmonische Analyse bauen dagegen auf dem Grundgedanken der
Symmetriezellenreduktion auf, so dass auch in diesem Fall von einer konzeptionellen Uber-
einstimmung beider Verfahren gesprochen werden kann. Damit lassen sich zwei grundsétz-
liche Vorgehensweisen erkennen, die in Abbildung 1.1 verdeutlicht sind.

Algebraische Symmetriereduktionsverfahren besitzen den Vorzug der einfachen Einbin-
dung in ein bereits bestehendes Diskretisierungsverfahren, da der lineare Operator erst
nach der Diskretisierung durch eine Transformation in Blockdiagonalgestalt verdndert
wird. Notwendige Voraussetzung dafiir ist allerdings ein symmetriegerechtes Rechengit-
ter, woraus ein entscheidender Nachteil dieses Konzepts entsteht. Auch wenn die Ent-
wicklung effizienter Algorithmen und Implementierungen zur Erzeugung derartiger Gitter
stetig vorangetrieben wird [1, 68], verbleibt weiterhin die unvermeidbare Redundanz bei
der Repréasentation des geometrischen Modells. Demgegeniiber steht jedoch der immen-
se Vorteil der Verfiigbarkeit sehr effizienter Implementierungen zur Durchfithrung der
verallgemeinerten FOURIER-Transformation, wofiir sogar spezielle Beschleunigungstech-
niken konzipiert wurden [74]. Nachteilig ist jedoch, dass zu diesem Zweck ein Teil der
urspriinglichen Systemmatrix permanent verfiigbar sein muss, was mit einem zusétzlichen
Speicheraufwand verbunden ist. Methoden der Symmetriezellenreduktion vermeiden die
erwahnten Nachteile, da das zu 16sende Randwertproblem auf einem reduzierten Rechen-
gebiet definiert ist. Dies geht jedoch mit einer Modifikation des problembeschreibenden
Operators einher, weshalb das einzusetzende Diskretisierungsverfahren, nicht zuletzt auch
wegen der zusétzlichen Einbindung spezieller Basisfunktionen an den Schnittréndern der
Symmetriezelle, entsprechend angepasst werden muss.

Die in Abbildung 1.1 gezeigten Strategien unterscheiden sich lediglich in der Reihenfol-
ge der beiden, aus Separation und Diskretisierung bestehenden Prozessschritte, wodurch
sich die erwédhnten Vorziige und Nachteile bei einer praktischen Umsetzung auf einer Re-
chenanlage ergeben. Wenn eine gleichartige Diskretisierung gewahlt wird, die sowohl ein
beziiglich der Symmetriezelle identisches Rechengitter als auch Ansatzfunktionen gleicher
Ordnung umfasst, dann sind beide reduzierten diskreten Probleme vollkommen dquivalent
zueinander. Das Problem der Schnittrandbedingungen findet dabei sein Pendant in der
numerischen Behandlung von Fixpunkten, womit die enge Verwandschaft zwischen diesen
beiden Strategien deutlich hervortritt.

Trotz der bisher erzielten groflen Fortschritte auf dem Gebiet der Symmetriereduktion
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Abbildung 1.1: Prinzipielle Strategien zur Ausnutzung geometrischer Symmetrien in der
numerischen Feldberechnung. Bei einer gleichartigen Diskretisierung sind die aus beiden
Vorgehensweisen resultierenden Modellgleichungen vollkommen dquivalent zueinander.
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besteht immer noch weiterer Forschungsbedarf, um die im historischen Abriss aufgezeig-
ten Liicken in der Theorie, vor allem aber in der praktischen Ingenieursanwendung zu
schliefen. So wurde bisher weder die algebraische Variante fiir vektorwertige Randwert-
probleme eingesetzt noch ist die Frage nach den zu stellenden Schnittrandbedingungen
bei Verwendung des Konzepts der Symmetriezellenreduktion insbesondere in der Rand-
elementmethode zufriedenstellend beantwortet worden. Die vorliegende Arbeit kniipft un-
mittelbar an die aktuellen Forschungsergebnisse von ZAGORODNOV [99] an und erweitert
das Anwendungsspektrum um weitere, in der Elektrodynamik gebréuchliche Randinte-
gralgleichungsformulierungen.

1.3 Zielsetzung

Das Konzept der Symmetriezellenreduktion zur vorteilhaften Ausnutzung geometrischer
Symmetrien wurde im Rahmen der Randelementmethode bisher erfolgreich fiir Integral-
gleichungen umgesetzt, deren Belegfunktionen keinen Stetigkeitsanforderungen unterlie-
gen. Auf viele in der Rechenpraxis verwendete Formulierungen trifft diese Annahme je-
doch nicht zu, womit sie diesem Verfahren nicht zuginglich sind. Ziel der vorliegenden
Arbeit ist deshalb eine Weiterentwicklung dieser Methodik, um deren Anwendbarkeit auf
Integralgleichungen mit stetigen Randbelegungen zu erméglichen.

Im Mittelpunkt dieser Abhandlung steht die Vorstellung der harmonischen Analyse auf
finiten Gruppen zur Separation linearer, dquivarianter Operatorgleichungen und deren
konkrete Realisierung in der Randelementmethode. Dabei ist das Hauptaugenmerk auf
elektromagnetische Streuprobleme und Eigenwertaufgaben mit ideal elektrisch leitfahigen
Strukturen gerichtet, die durch die elektrische Feldintegralgleichung im Frequenzbereich
modelliert sein sollen. Im Hinblick auf eine moglichst einfache numerische Behandlung
soll eine zum Ausgangsproblem strukturell gleiche Formulierung des reduzierten Rand-
wertproblems angestrebt werden. Den thematischen Schwerpunkt bildet die systematische
und mathematisch strenge Ableitung der Schnittkantenbedingung fiir beliebige flachenhaf-
te Rechengebiete sowie deren Integration im Rahmen der Momentenmethode mit Fokus
auf eine einfache und universelle Umsetzbarkeit in ein Rechenschema. Die sich daraus er-
gebenden Rechenvorteile sollen theoretisch analysiert und anhand praxisnaher Beispiele
aus den genannten Anwendungsbereichen verifiziert werden. Weiterhin soll die Verbin-
dung zur Symmetriereduktionsmethode auf diskreter Ebene hergestellt werden, um so
die Moglichkeit zu eroffnen, bestimmte Vorziige der algebraischen Formulierung auszu-
nutzen, ohne eine symmetriegerechte Diskretisierung der gesamten Struktur vornehmen
zu miissen. Um eine einfache Ubertragung auf weitere Integralgleichungsformulierungen
sowie eine einfache Umsetzbarkeit dieses abstrakten Formalismus in der Rechenpraxis
zu gewdhrleisten, soll besonderer Wert auf eine allgemein giiltige Betrachtungsweise und
methodische Vorgehensweise gelegt werden.

Bei der Erzeugung der Systemmatrix st68t man in der Randelementmethode unweigerlich
auf singuldre Integrale, deren numerische Auswertung eine besondere Herausforderung
darstellt. In diesem Kontext sollen bestehende Regularisierungstechniken hinsichtlich ihrer
Effizienz und Praxistauglichkeit miteinander verglichen und beziiglich ihres Einflusses
auf das Konvergenzverhalten des eingesetzten Quadraturverfahrens genauer untersucht
werden.
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Kapitel 2

Randelementmethode

Fine kurze Einfiihrung in die Grundlagen der klassischen FElektrodynamik, deren Aus-
gangspunkt das System der Maxwellschen Gleichungen in Verbindung mit den Materi-
albeziehungen ist, wird im ersten Abschnitt dieses Kapitels gegeben, wobei der Fokus
auf spezielle Zusammenhdnge und Formulierungen, die im weiteren Verlauf der Arbeit
bendtigt werden, gerichtet ist. Die sich anschliefenden Abschnitte umfassen die dquiva-
lente Formulierung elektrodynamischer Problemstellungen als Randintegralgleichung sowie
deren Diskretisierung mit Hilfe eines als Momentenmethode bezeichneten, allgemeinen
Projektionsverfahrens zur Lésung linearer Operatorgleichungen. In seiner Gesamtheit bil-
det dieser zweistufige Prozess die Randelementmethode. Eine besondere Herausforderung
stellt die fiir die Generierung der Systemmatrizen unvermeidbare numerische Auswertung
singuldrer Integrale dar, wofiir verschiedene Reqularisierungstechniken vorgestellt und im
Hinblick auf ihre Leistungsfihigkeit und ihren Einfluss auf das Konvergenzverhalten des
verwendeten Quadraturverfahrens miteinander verglichen werden. Gegenstand des letz-
ten Abschnittes ist die Extraktion von Fernfelddaten aus der Losung der diskreten Inte-
gralgleichung bei der Untersuchung elektromagnetischer Streuprobleme, woraus wichtige
Zielgrofien wie der Radarquerschnitt des betrachteten Streuobjekts bestimmbar sind.

2.1 Klassische Elektrodynamik

2.1.1 Das System der Maxwellschen Gleichungen

Die Grundpfeiler zur mathematischen Beschreibung der in der Natur auftretenden und
beobachtbaren elektrodynamischen Prozesse und Phénomene bilden aus klassischer Sicht-
weise die MAXWELLschen Gleichungen, die das Ergebnis der bahnbrechenden Arbeiten
von James Clerk Maxwell sind. Zur vollsténdigen Erfassung derartiger Vorgénge werden
die Feldstirke E(7,t) und die Verschiebungsflussdichte D(F,t) als elektrische Feldgrofen,
die Feldstirke H (7,t) und die Flussdichte B (7,t) als magnetische FeldgroBen sowie die
elektrische Stromdichte J(7,¢) und die Raumladungsdichte o(F, t) als Quellen eingefiihrt.
Die MAXWELLschen Gleichungen verkniipfen diese sowohl vom Ort als auch von der Zeit

abhéngigen Skalar- und Vektorfelder miteinander und lauten fiir den Fall ruhender Medien

9
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und unter Zugrundelegung eines Rechtssystems in integraler Form:

/E-Fdz = —/até -t dA, VS C Dy, (2.1.1a)
oS

/ﬁ Fdl = /(atﬁ +J) A dA, VS C Do, (2.1.1b)
oS S

D-7dA= /ng, VD C D, (2.1.1c)
oD D
/é dA =0, VD C Dy. (2.1.1d)

Gleichung (2.1.1a) wird als Induktionsgesetz oder nach ihrem Urheber auch als FARA-
DAYsches! Gesetz bezeichnet und ist fiir jedes beliebige, einfach zusammenhinge Flichen-
stiick S giiltig. Entsprechend ist Gleichung (2.1.1b) als Durchflutungsgesetz oder auch als
AMPEREsches? Gesetz bekannt und muss fiir jedes einfach zusammenh#ngende, raumliche
Teilgebiet D des Rechengebiets Dy erfiillt sein.

Beim Ubergang zu infinitesimal kleinen Flichen und Volumina lisst sich mit Hilfe der
Grenzwertdefinitionen fiir die rdumlichen Differentialoperatoren aus der integralen Dar-
stellung unter bestimmten Stetigkeitsvoraussetzungen eine dquivalente differentielle Form
ableiten:

rot E = —9,B, (2.1.2a)
rot H = 0,D + J, (2.1.2b)
div D = p, (2.1.2¢)
div B = 0. (2.1.2d)

Abgeschlossen wird dieses mathematische Modell durch die noch fehlenden Zusammen-
hénge zwischen den Feldstidrken und den Flussdichten, die im Vakuum linear sind und
durch die konstante Permeabilitdt ¢y und Permittivitat po als Proportionalitédtsfaktoren
ausgedriickt werden konnen. Bei Vorhandensein von Materie kann deren Wechselwirkung
mit den elektromagnetischen Feldern vom makroskoplschen Standpunkt aus durch Erwei-
terung dieser Beziehungen um eine Polarisation P, sowie Magnetisierung Mmag

D =eoE + Py, (2.1.3a)
B = puo(H 4 Mpay) (2.1.3b)

in allgemeiner Weise beriicksichtigt werden. Die Bestimmung der Abhéngigkeiten der
Polarisation und Magnetisierung von den Feldstérken setzt eine angemessene Modellierung
der elektrischen und magnetischen Eigenschaften des betreffenden Mediums voraus, wofiir
beispielsweise Materialmodelle auf atomarer oder molekularer Ebene herangezogen werden
konnen.

!Michael Faraday, 1791-1867, englischer Physiker und Chemiker
2 André-Marie Ampere, 1775-1836, franzosischer Physiker und Mathematiker
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Die in den Gleichungen (2.1.1¢) und (2.1.2¢) auftretende Raumladungsdichte reprasentiert
die Gesamtheit der freien Ladungen im Rechengebiet. Die durch Polarisationseffekte her-
vorgerufene, an die Materie gebundene Ladungsverteilung ist bereits implizit in der Ma-
terialgleichung (2.1.3a) enthalten. Ebenso ist die Stromdichte in den Gleichungen (2.1.1b)
und (2.1.2b) als eine durch freie Ladungen erzeugte Stromung anzusehen, die an das Mate-
rial gebundenen Magnetisierungsstrome sind in Gleichung (2.1.3b) erfasst. Abhéngig von
den physikalisch relevanten Effekten und den Modellannahmen kann sich die Stromdichte
der ungebundenen Ladungen aus mehreren additiven Anteilen zusammensetzen:

e Die Leitungsstromdichte Ji = kE dominiert in elektrisch guten Leitern und wird
durch die frei beweglichen Elektronen verursacht. Fiir kleine Feldstérken héngt diese
nahezu linear von der elektrischen Feldstiarke mit der Leitfidhigkeit x als Proportio-
nalitdtsfaktor ab.

e Kine mit der Geschwindigkeit @' driftende Ladungsverteilung o ruft die Konvektions-
stromdichte Ji, = ov hervor. Dieses Modell findet beispielsweise in der Beschleuni-
gertechnik Anwendung.

e Wenn Quellverteilungen bekannt sind und nicht von den sie umgebenden Feldern
beeinflusst werden, kénnen diese vereinfacht als eingeprdigte Stromdichte J, ange-
nommen werden.

e In Halbleiterwerkstoffen tritt unter anderem der Effekt der Diffusion stark in Er-
scheinung. Dieses infolge von Konzentrationsunterschieden elektrisch geladener, frei
beweglicher Teilchen auftretende physikalische Phanomen lésst sich als Diffusions-
stromdichte Jy = —D(grad p) mit der Diffusionskonstanten D mathematisch be-
schreiben.

Neben diesen bekanntesten Vertretern konnen auch andere Effekte zu elektrischen Stro-
mungen fiithren, die, wenn sie nicht vernachléssigbar sind, passend modelliert und in die
MAxwELLschen Gleichungen einbezogen werden miissen.

Um ein wohlgestelltes mathematisches Problem zu erhalten, sind einerseits passende, von
den physikalischen Gegebenheiten abhéngige Funktionenrdume zu wihlen und anderer-
seits entsprechende Bedingungen an den Grenzen des Rechengebiets sowie sinnvolle An-
fangswerte fiir die Feldgroflen vorzugeben. Weiterhin miissen die Quellverteilungen zur
Sicherstellung der Existenz einer Losung des MAXWELLschen Gleichungssystems der Kon-
tinuitétsgleichung

div.J +d0=0 (2.1.4)

geniigen, die aus dem Durchflutungsgesetz ableitbar ist und das physikalische Grundprin-
zip der Ladungserhaltung zum Ausdruck bringt.

Fiir eine ausfiihrliche und vertiefende Behandlung der klassischen Feldtheorie seien die
Lehrbiicher von LEHNER [59] und HENKE [52] sowie die weiterfiihrenden Monografien
von JACKSON [56] und ROTHWELL [75] empfohlen.

2.1.2 Zusammenhinge auf Oberflichen

Fiir direkte Randintegralgleichungsverfahren sind Zusammenhénge von elektromagneti-
schen Feldgroflen auf Randern von Teilgebieten des dreidimensionalen euklidischen Raums
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von enormer Wichtigkeit, weshalb diese im Folgenden kurz vorgestellt werden.

Bezeichnet S eine geschlossene, glatte Oberflédche, deren Orientierung durch den senkrecht
auf ihr stehenden, nach auflen gerichteten Normaleneinheitsvektor 77 charakterisiert ist,
so folgt aus dem Induktionsgesetz (2.1.2a) und dem Durchflutungsgesetz (2.1.2b)3:

Div(H x @)(F) = (8,D - i) (7) + (J - @) (F), Fes, (2.1.5a)
Div(E x ii)(F) = —(8,B - @)(7), 7es. (2.1.5b)

Es wurde dabei vorausgesetzt, dass die elektromagnetischen Felder stetig durch die Fliache
verlaufen, womit die Funktionswerte auf der Oberfliche wohldefiniert sind. Falls die be-
trachteten Komponenten beim Durchgang durch die Flidche einen Sprung aufweisen, sind
die abgeleiteten Beziehungen als Grenzwerte aufzufassen. In diesem Fall liefert die Bil-
dung der Differenz beider Grenzwerte unter Einbeziehung der bekannten Sprungbedin-
gungen fiir die Feldgroflen bei Vorhandensein von elektrischen Fldchenladungsdichten o
und Flichenstromdichten K sowie fiktiven magnetischen Fléchenladungsdichten 7 und
Flichenstromdichten M*

i-(r,D—7D)=0, ix (r E—7iE)=—M, (2.1.6a)
i (r, B—1iB)=n, ix(r H—7"H) =K. (2.1.6b)

die Kontinuitédtsgleichungen fiir flichenhafte Quellverteilungen:

- —

DivK + 80 = —it - (1, J — 77J), (2.1.7a)
Div M + 8y = 0. (2.1.7D)

Elektrische Fldchenladungen und -strome sind idealisierte mathematische Modellgréfien,
die beispielsweise auf der Oberfliche ideal elektrisch leitfahiger Korper auftreten. Ma-
gnetische Ladungen existieren zwar in der Realitdt nicht, zur Anwendung des im fol-
genden Kapitel behandelten Oberflichenéquivalenzprinzips werden diese jedoch als fik-
tive Ersatzgroflen eingefiihrt, um Spriinge der Tangentialkomponenten der elektrischen
Feldstéarke und, damit verbunden, der Normalkomponente der magnetischen Flussdichte
zu realisieren. Von Bedeutung sind die Gleichungen (2.1.7) insbesondere bei der indirek-
ten Vorgehensweise zur Ableitung von Randintegralgleichungen, bei der magnetische und
elektrische Quellverteilungen auf der Oberfliche von vornherein als unbekannte Randbe-
legungen angesetzt werden.

2.1.3 Formulierung im Frequenzbereich

Die Anregung eines linearen, zeitinvarianten Systems mit einer zeitharmonischen Funk-
tion ruft eine Antwort mit gleicher Zeitabhéingigkeit, aber unterschiedlicher Amplitude
und Phase hervor. Diese Eigenschaft begriindet sich darauf, dass die komplexe Expo-
nentialfunktion und daraus abgeleitet die trigonometrischen Funktionen Eigenfunktionen

3Die verwendeten Oberfliichenoperatoren sind im Anhang C.1 definiert.
4Die Definition des Spuroperators 7+ findet sich im Anhang C.1.
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des zeitlichen Differentialoperators sind. Sie wird zum Beispiel in der Theorie der Wech-
selstromrechnung ausgenutzt, um ein gewohnliches Differentialgleichungssystem in ein
einfacher handhabbares algebraisches Gleichungssystem zu iiberfiithren. Unter den glei-
chen Voraussetzungen lasst sich diese Idee auch in einfacher Weise auf feldtheoretische
Problemstellungen iibertragen, wenn eine Anregung mit einem zeitharmonischen Strom
oder einer monochromatischen Welle der Kreisfrequenz w vorliegt und Ausgleichsvorgéinge
nicht von Interesse sind. Zusétzlich konnen durch einen Dampfungsfaktor o auch auf- oder
abklingende zeitharmonische Vorgénge beriicksichtigt werden. Unter der Annahme linea-
rer, zeitinvarianter Materialeigenschaften ist bei einer derartigen Anregung ein Ansatz der
Form

F(7 1) = F(7) exp(—ot) coslwt + (7] (2.1.8)

mit einer vom Ort abhéngigen Feldamplitude und Phasenverschiebung gerechtfertigt, wo-
bei die Funktion F' durch eine beliebige Feldgrofie zu ersetzen ist. Als vorteilhafter erweist
sich jedoch der um den Imaginérteil erweiterte komplexe Lésungsansatz

F(7t) = F(F) explie(F)] expli(w + jo)t] = B(7) explj(w + jo)t] (2.1.9)

der gleichermaflen die Differentialgleichungen erfiillt. Aufgrund der vorausgesetzten Li-
nearitit folgt dies sowohl fiir den Realteil, der den urspriinglichen Ansatz darstellt, als
auch fiir den Imaginérteil. Damit lassen sich die MAXWELLschen Gleichungen (2.1.2) mit
Hilfe komplexer Amplituden E(F), die auch als Phasoren bezeichnet werden, sowie der
komplexen Kreisfrequenz w = w + jo wie folgt ausdriicken:

rot E = —jw B, (2.1.10a)
rot = jwD+.J, (2.1.10b)
divD = o, (2.1.10¢)
divB=0. (2.1.10d)

Die Bildung des Realteils aus dem mit dem Zeitfaktor exp(jwt) erweiterten Phasor

F(F,t) = Re {E(F) exp(jgt)} (2.1.11)

gestattet die Riickfiihrung dieser mathematischen Hilfsgroflen auf reale physikalische Fel-
der. Anzumerken ist, dass es fiir die spéter durchzufiihrende Eigenwertberechnung unent-
behrlich ist, auch geddmpfte Wellen mit einzubeziehen, um das gesamte Spektrum von
Eigenlosungen erfassen zu kénnen.

2.2 Randintegralgleichungsmethode

2.2.1 Darstellungsformeln fiir elektromagnetische Felder

Ausgangspunkt fiir die Ableitung einer Integraldarstellung elektromagnetischer Felder soll
das in Abbildung 2.1a) gezeigte Modellproblem sein. Eine aus zwei Anteilen J;, und J,
bestehende ungedampfte, zeitharmonische Stromverteilung, die sowohl ortlich als auch in
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der Amplitude beschrinkt ist und als eingeprigt angesehen werden kann, befindet sich
im freien Raum mit linearer, isotroper und homogener Permittivitdt ¢ und Permeabi-
litdt p sowie verschwindender Leitfahigkeit x = 0. Zusétzlich breitet sich eine ebenfalls
zeitharmonische, ungedédmpfte Welle, die durch die elektrische Feldstérke Eo beschrieben
wird und beispielsweise durch eine weit entfernt liegende Quelle angeregt wird, im be-
trachteten Rechengebiet aus. Sie ist Losung der homogenen MAXWELLschen Gleichungen
im ungestorten Freiraum, muss aber nicht notwendigerweise der Abstrahlungsbedingung
geniigen. Die Linearitédt des vorliegenden Modellproblems gestattet die Anwendung des
Superp051t10nspr1n21ps wonach sich das elektrische Gesamtfeld aus dem Feld der emfal—
lenden Welle E und den durch die beiden Quellen J Jy o hervorgerufenen Feldern E1 /2
zusammensetzt

-

E=E,+E, +E,, (2.2.1)

so dass zwei voneinander unabhéngige Probleme vorliegen. Zur Bestimmung der durch
die beiden Volumenstromdichten erregten elektromagnetischen Felder ist eine der beiden
partiellen Differentialgleichungen

die aus den MAXWELLschen Gleichungen (2.1.10) ableitbar sind, in Verbindung mit der
SILVER-MULLER-Abstrahlungsbedingung

lim (7’ X rot El/2 - jk:TEl/2> =0, (2.2.3a)
lim <7" X rot H1/2 — jk’?"Hl/2> =0 (2.2.3b)

und unter der physikalisch motivierten Annahme stetiger Feldgrofien zu 16sen. Hierin be-
zeichnet k = w,/ue die Wellenzahl und Z = /pue~! den Wellenwiderstand des Mediums.

Aus der Signal- und Systemtheorie ist bekannt, dass ein lineares und zeitinvariantes Sys-
tem durch dessen Impulsantwort, die als Reaktion auf eine Stoanregung interpretiert wer-
den kann, vollstdndig charakterisiert ist. Zu jeder beliebigen Anregung lédsst sich durch
Faltung mit der Impulsantwort formal die zugehorige Systemantwort bestimmen. Die-
ses Konzept lésst sich unter den gleichen Voraussetzungen, die in dem hier betrachteten
Modellproblem aufgrund der Annahme rédumlich konstanter Materialverteilungen erfiillt
sind, auch auf Systeme mit ortsabhingigen Groflen iibertragen. Als Eingangsgrofien las-
sen sich die eingepragten Volumenstromdichten, als Ausgangsgrofien die elektrische und
magnetische Feldstérke identifizieren. Da alle Systemgrofien vektoriellen Charakter besit-
zen, bietet sich als Anregung fiir die Ermittlung der Impulsantwort eine Konstellation
aus drei Elementardipolen fiir die drei Koordinatenrichtungen mit auf Eins normierten
Dipolmomenten an, die sich mathematisch aus der Einheitsdyade I und der DIRACschen®
Deltadistribution ¢ zusammensetzt. Die Losungen der beiden Gleichungen

rotrot g — k2§e = —jkZI§, (2.2.4a)
rotrotg — k2§m = rot (I5) (2.2.4Db)

5Paul Adrien Maurice Dirac, 1902-1984, britischer Physiker
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a) Originalanordnung b) dquivalente
. Flachenstromdichten
S~ "
s - h \/ n
7 N \
7_7:+ e E \
7 N
[ n_ \
\ /
/
\ D _
,U/, 3 \ N _ _ -
~ _ - D_
E
c) Ersatzanordnung d) Ersatzanordnung
fir den Innenraum fiir den Auflenraum
S S
n

=

M

[, €

|

Abbildung 2.1: Veranschaulichung des Aquivalenzprinzips. Das Gesamtfeld der Omgznal—
anordnung a) setzt sich aus der Uberlagerung der durch die beiden Stromdichten J1 und J2
erregten Anteile sowie des Feldes der einfallenden Welle zusammen. Mit Hilfe dquivalenter
magnetischer und elektrischer Flichenstromdichten b), die zugleich den Tangentialkompo-
nenten der elektrischen und magnetischen Feldstdirke auf der mathematischen Hillfliche S
entsprechen, kann eine Ersatzanordnung sowohl fiir das von der Hiillfliche umschlossene
Gebiet c) als auch fir den Auflenraum d) konstruiert werden. Die Feldstirkeverteilung
der Ersatzanordnung entspricht im betrachteten Gebiet exakt derjenigen der Originalan-
ordnung. Das dazu komplementdire Gebiet enthdlt keine Quellen und ist zudem feldfres.
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mit den Abstrahlungsbedingungen (2.2.3) werden als elektrische GREENsche Dyade

— . = 1
g9,(r) = —jkZ (I + ﬁgradgrad) g(r), (2.2.5)
die einem symmetrischen Tensor 2. Stufe entspricht, und magnetische GREENsche Dyade

g,,(7) = rot (Ig)(7), (2.2.6)

die einem antisymmetrischen Tensor 2. Stufe entspricht, bezeichnet. Hierin steht

g(r) = —eXpi;‘ﬂ%H'FH) (2.2.7)

abkiirzend fiir die Fundamentallésung des skalaren HELMHOLTZ®-Operators, die iiber
Ag+kg=—0 (2.2.8)

definiert ist. Sowohl die elektrische als auch die magnetische Feldstérke kann schliellich als
Faltungsprodukt” aus der ermittelten Impulsantwort mit den anregenden Stromdichten
dargestellt werden:

E1/2<F) = @e *21/2)(7?) , T €Dy, (2.2.9a)

—

Hyjy(7) = (g, *1)(7), 7€ Dy, (2.2.9)

Anzumerken ist, dass die Impulsantwortfunktionen aufler im Ursprung, wo sie eine Sin-
gularitdt aufweisen, iiberall beliebig oft stetig differenzierbar sind. Bei der Auswertung
des Faltungsintegrals sind deshalb fiir Beobachtungspunkte innerhalb der Quellverteilung
gesonderte Grenzwertbetrachtungen vorzunehmen.

Der iiber die MAXWELLschen Gleichungen gegebene Zusammenhang zwischen der elektri-
schen und magnetischen Feldstérke iibertrigt sich erwartungsgeméf auf die GREENschen
Dyaden. Mit Y = Z~! folgt:

—jkZg =rtotg_, (2.2.10a)

jkYg =rotg —1I6. (2.2.10Db)

Zur Vereinfachung und iibersichtlichen Gestaltung der Rechnung soll im weiteren Verlauf
die unter dem Faltungsintegral auftretende Verkettung der Impulsantwort mit dem Diffe-
renzvektor von Beobachtungs- und Integrationspunkt als Funktion von zwei Ortsvektoren
eingefiihrt werden:

G(7,7") == g(F = 7"). (2.2.11)

Samtliche Operationen, die auf diese Funktion ausgefiihrt werden, wirken partiell auf eines
der beiden Argumente und werden dementsprechend durch einen Index gekennzeichnet.

SHermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz, 18211894, deutscher Physmloge und Physiker

"Die Faltung einer Dyade mit einem Vektorfeld ist durch (G * F)( fD (7= 7") - F(F)dV (7')
definiert. Zu beachten ist, dass die unter dem Integral auftretende Verknupfung von Dyade mit einem
Vektor im Allgemeinen nicht vertauschbar ist, womit dieses Faltungsprodukt nichtkommutativ ist.
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Wie in Abbildung 2.1a) angedeutet ist, wird der betrachtete Freiraum Dy in zwei Ge-
biete aufgeteilt, indem um die Stromverteilung z , eine hinreichend glatte mathematische
Hiillfldche S gelegt wird, die das einfach zusammenhéngende Gebiet D, einschliefit. Das
Gebiet auflerhalb dieser Hiillfliche wird mit D_ bezeichnet und enthélt die Stromver-
teilung L. Es soll vereinbart werden, dass der Normaleneinheitsvektor 7 = =4n. der
Hiillflache in den Auflenraum zeigt.

Kernstiick der direkten Herleitung integraler Darstellungsformeln fiir die elektromagneti-
schen Feldgrofen bildet das dyadische GREENsche Theorem 2. Art [83]

/ [ﬁ (rot ot G) — (rotrot F) - G} v = —/ [(ﬁ x F)-rot G + (7 x rot F) - G| dA
D oD
(2.2.12)

als Verallgemeinerung der partiellen Integration. Die Giiltigkeit und damit die Anwend-
barkeit dieses Theorems ist an bestimmte Voraussetzungen beziiglich der Regularitét der
Dyade G und des Vektorfelds F gebunden, die in dem hier betrachteten Fall erfiillt sind,
solange der Beobachtungspunkt nicht auf der Hiillfliche liegt. Im weiteren Verlauf wird
nur die Losung fiir das elektrische Feld betrachtet, die Ableitung der Integraldarstellung
fiir das magnetische Feld erfolgt in gleicher Weise. Fiir das erste Teilproblem mit J , als
Quelle kann das Faltungsintegral auf das Gebiet D_, fiir das zweite Teilproblem mit i 9
als Quelle entsprechend auf D, beschrinkt werden, da nach Voraussetzung beide Funk-
tionen einen kompakten Trager besitzen. Mit Hilfe des GREENschen Theorems kann das
Faltungsintegral in Gleichung (2.2.9a) unter Einbeziehung der Bestimmungsgleichungen
fir die elektrische GREENsche Dyade (2.2.4a) und der elektrischen Feldstérke (2.2.2a)
sowie des Induktionsgesetzes (2.1.10a) wie folgt umgeformt werden:

9, *21/2)(7?) = /El/z(?'ﬁ(F— AV () -|—/ [(ﬁ:F X El/2)<77/) G(F
D= J
_ jk—Z (T_i:'; X El/g)(f”) . (rOtF/ éf)(ﬁ 7—,»/):| dA(F,) 7S,
(2.2.13)

Bei der Betrachtung des Auflengebietes D_ tritt ein zusétzliches Oberflichenintegral iiber
die Fernkugeloberfldche auf, welches aber wegen der Erfiillung der Abstrahlungsbedingung
identisch verschwindet. Ausnutzung der Siebeigenschaft der Deltadistribution und Einar-
beitung der Relation in Gleichung (2.2.10a) liefert mit dem ortsabhéingigen Vorfaktor

1, 7reD_

. (2.2.14)
0, 7e Dy

= {

den fiir das Oberflachendquivalenzprinzip entscheidenden Zusammenhang

J (G o x B + Gl - (e x E] dAG) = [1 = oPIEy (7).

(2.2.15)
Daraus geht hervor, dass der Wert des Hiillfldchenintegrals fiir Beobachtungspunkte inner-
halb des Teilgebiets, in dem die Quelle platziert ist, identisch verschwindet und auflerhalb
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exakt dem durch diese Quelle hervorgerufenen Feld entspricht. Fasst man die Randbe-
legungen als flichenhafte Quellverteilungen auf, folgt daraus, dass die im Auflengebiet
befindlichen Volumenstromdichten durch &quivalente Oberflichenstrome ersetzt werden
konnen, ohne das Feld im betrachteten Teilgebiet zu verdndern. Analog erhélt man eine
dghnliche Gleichung fiir das zweite Teilproblem:

/ (G 7) - (i % Ho) () + G (7 7) - (4 % E)(7)] dAGY) = (M) Ey() . (22.16)

Um schlieflich zu der gewiinschten Form zu gelangen, wird zusétzlich eine integrale Dar-
stellung der einfallenden Welle benotigt

~ [ [Gumry - @ x B+ Gol7) - (1 % By)(7)] dAG) = L= () Eo(),

(2.2.17)
welche ebenfalls ein Ergebnis der Anwendung des GREENschen Theorems ist. Kombinati-
on der bisher gewonnenen Ergebnisse liefert unter Berticksichtigung von Gleichung (2.2.1)
und 774 = =7 schlieBlich eine rdumlich stiickweise definierte Integraldarstellung fiir die
elektrische Feldstérke

B(F) = N IENAV(F) £ [ | Go(F ) - (7 x H) ().
/ S/[ (2.2.18)

v Qm(r,r ) (7 x E)(F’)] dA(F') + (M Ey(7), 7€ Ds

Ausgehend von Gleichung (2.2.9b) erhélt man bei gleicher Vorgehensweise die entspre-
chende Darstellungsformel fiir die magnetische Feldstérke:

H) = 7,7 - JF)AV () £ | |G, (77" - (7@ x H)(F). ..
/ s/ [ (2.2.19)
— Y2G,(7.7) - (7 x E))| dAG) + e Hy(7), 7€ Dy

Abhéngig von dem gewihlten Vorzeichen reprasentiert dieses Ergebnis, wie in Abbil-
dung 2.1 verdeutlicht, dquivalente Ersatzanordnungen fiir die beiden, aus der Auftei-
lung des freien Raumes durch die mathematische Hiillfliche hervorgegangenen Teilgebiete.
Die Feldverteilung innerhalb des fiir die Ersatzanordnung giiltigen Teilgebiets entspricht
weiterhin derjenigen der Originalanordnung, wohingegen der dazu komplementire Teil-
raum keine Quellen aufweist und zudem feldfrei ist. Damit kann dieser Teilraum mit
einem beliebigen Material gefiillt werden, ohne die in den Ersatzanordnungen vorliegen-
den Verhéltnisse zu beeinflussen. Beim Durchgang durch die Hiillfliche dndern sich die
Tangentialkomponenten der elektrischen und magnetischen Feldstérke sprunghaft auf den
Wert Null, weshalb in Ubereinstimmung mit Gleichung (2.1.6) die in den Oberflichen-
integralen auftretenden tangentialen Dichtefunktionen als elektrische und magnetische
Flachenstromdichte

i
31

x H (2.2.20a)

(2.2.20b)

=
i
|
=
X
[eSTRS
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interpretiert werden kénnen. An Stelle des urspriinglichen Problems treten zwei separate
Ersatzprobleme, die iiber die fiktiven elektrischen und magnetischen Oberflichenstrome
auf der Grenzschicht, welche gerade den Randwerten entsprechen, miteinander gekoppelt
sind.

Gleichungen (2.2.18) und (2.2.19) bilden den zentralen Ausgangspunkt unterschiedlicher
integraler Darstellungsformeln fiir elektromagnetische Felder. Nach einigen vektoranaly-
tischen Umformungen und unter Verwendung klassischer Integralsétze lassen sich daraus
unter Beriicksichtigung der Kontinuitédtsgleichung die STRATTON-CHU-Darstellungsfor-
meln ableiten, welche sich mit Hilfe des aus der Potentialtheorie bekannten elektrischen
und magnetischen Vektorpotentials

A= [ GEmIEav ) F [ GEmEEIAG). (2.2.21a)
Dy S
A7) =+ / G, ) BL(F)d A (2.2.21D)
S

sowie des elektrischen und magnetischen Skalarpotentials

O () = é / G(F, 7o)V () :Fé / G(F. 7)o (F)dA(F) | (2.2.22a)
Dy S

£ () — 7 7 (7 )dA(F 2.

057 = F / G(F, 7 n(F)dAG) (2.2.22b)

nach Vertauschen von Differentiation und Integration in der kompakten Schreibweise

(7) = —jkZA, (7) — (grad O2)(7) + (rot A,)(7) + (P Ey(7), 7€ Dy, (22.23a)

E
H(7) = kY A, (7) — (grad @5)(7) + (rot A)(7) + (M o(7), 7€ Dy (22.23b)
ausdriicken lassen. In der gezeigten Form ist deren Giiltigkeit auf stetige Oberflichen-
stromdichten beschréankt. Eine Erweiterung auf unstetige Funktionen ist moglich und fiithrt
auf zusatzliche Korrekturterme in Form von Linienintegralen entlang der Sprungstelle auf
der Oberfliche. Der durch die MAXWELLschen Gleichungen gegebene Zusammenhang
zwischen den Tangentialkomponenten und den Normalkomponenten der Feldstdarken, die
als elektrische und magnetische Flachenladungsdichten

o:=¢(i-E), (2.2.24a)
0 = p(ii - H) (2.2.24D)

angesehen werden konnen, impliziert eine Abhéngigkeit der Skalarpotentiale von den Vek-
torpotentialen, die in der Potentialtheorie auch als LORENZS-Eichung

divA. = jkZe= (2.2.25a)
divA = —jky s (2.2.25h)

8Ludvig Lorenz, 1829-1891, diinischer Physiker
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bekannt ist.

Als weitere bedeutsame Darstellungsformeln sind die FrRANZschen Beugungsintegrale zu
nennen

szumAMa+ﬁ%mmm£xm———ﬂﬂ+mwum Fe Dy, (2.2.264)
(%) = (rot A7) — j,%zaot vot A5)(7) + (P Hy (), 7€ D, (2.2.26b)

die sich leicht aus den STRATTON-CHU-Formeln gewinnen lassen und deren besonderer
Vorzug im Wegfall der Einschréinkung auf stetige Randbelegungen liegt.

Die bisherigen Uberlegungen fiihrten zu dem Ergebnis, dass fiir einfach zusammenhéngen-
de Teilgebiete des homogenen Freiraumes Ersatzanordnungen konstruiert werden kénnen,
indem die Wirkung des restlichen Raumes durch dquivalente Strome auf der Grenzfléache
beriicksichtigt werden, so dass dieser Teil quellen- und feldfrei ist. Eine Verallgemeinerung
des vorgestellten Aquivalenzprinzips nach Abbildung 2.2 schafft die Basis zur Gewinnung
einer Vielzahl von Integralgleichungsformulierungen fiir unterschiedliche Problemtypen.

a) Problem I b) Problem IT ¢) dquivalentes Ersatzproblem
E, .
% (3) i
S - . S_ - .
ASENNG/ AN E
-7 \ -7 \
- \ 4 - \
’ g N / g Jir N
/ ! / !
\ ! \ !
\ @ D, 7 \ D, 7
\ - \ -
~ P ~ _ -
K, €1 - D_ prrerr T =7 D_
b, Ep

Abbildung 2.2: Verallgemeinerung des Oberflichendquivalenzprinzips. Durch Superpositi-
on der Ersatzanordnung fir den Auflenraum des homogenen Freiraumproblems a), das
die Quellverteilung jl und die Materialgriffen €y, ur besitzt, mit der Ersatzanordnung fiir
den Innenraum eines weiteren homogenen Freiraumproblems b), das die Quellverteilung
jn und die Materialgrofien err, prr besitzt, ldsst sich eine dquivalente Anordnung fir ein
inhomogenes Problem c) erzeugen [50].

Betrachtet werden zwei homogene Freiraumprobleme mit den in Abbildung 2.2 angegebe-
nen Material- und Quellverteilungen, die durch dieselbe geschlossene Flache in zwei Teile
zerlegt werden. Mit Hilfe dquivalenter Oberflichenstrome lésst sich fiir den Auflenraum
des Problems I eine Ersatzanordnung finden, wobei das innere Gebiet wegen der Feldfrei-
heit mit dem Material des Problems II gefiillt werden kann. Analog dazu wird fiir das
Innengebiet des zweiten Problems eine Ersatzanordnung aufgestellt und das feldfreie Au-
Bengebiet mit dem Material des ersten Problems gefiillt. Beide Ersatzanordnungen weisen
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eine identische inhomogene Materialverteilung auf, besitzen aber unterschiedliche Quellen.
Die Uberlagerung samtlicher Quellen beider Ersatzanordnungen fithrt demzufolge zur Ad-
dition der beiden Feldlosungen. Da der jeweils komplementére Teilraum feldfrei ist, wird
die Feldverteilung im Auflenraum des so erzeugten Problems dem Feld des Problems I und
im Innenraum dem Feld des Problems II entsprechen [50]. Damit ist es nun umgekehrt
moglich, eine bestimmte Klasse von inhomogenen Problemstellungen in mehrere gleich-
wertige homogene Probleme zu iiberfithren, wofiir leicht Darstellungsformeln angegeben
werden konnen. Stellt beispielsweise der von der Hiillfldche eingeschlossene Teilraum einen
dielektrischen Streukorper dar, konnen mit Hilfe des Aquivalenzprinzips getrennt fiir das
Innen- und Auflengebiet Randintegralgleichungen aufgestellt werden, welche iiber die aus
den Stetigkeitsbedingungen an Grenzflichen folgenden Forderung, dass die zugehérigen
aquivalenten Fléchenstrome {ibereinstimmen miissen, miteinander gekoppelt sind. Neben
den genannten Transmissionsproblemen sind mit diesem Modell ebenfalls die {iblichen
inneren und &dufleren Randwertprobleme, die abhéngig von der Vorgabe auf der Ober-
fliche als DIRICHLETsche?, NEUMANNsche!® oder gemischte Randwertaufgabe bezeichnet
werden, erfassbar [77].

2.2.2 Oberflachenintegralgleichungsformulierungen

Mit Hilfe der Darstellungsformeln konnen bei Kenntnis der dquivalenten Fléachenstrom-
dichten die elektromagnetischen Felder im betrachteten Rechengebiet direkt bestimmt
werden. Die Randwerte sind jedoch im Allgemeinen unbekannt, weshalb aus den Darstel-
lungsformeln Bestimmungsgleichungen fiir dieselben abgeleitet werden miissen. Da die
Darstellungsformeln ihre Giiltigkeit fiir Beobachtungspunkte auf der Hiillfliche verlieren,
muss dies in geeigneter Weise durch einen Grenzwertprozess erfolgen. Die dquivalenten
magnetischen und elektrischen Fléchenstrome entsprechen nach den Gleichungen (2.2.20)
den Tangentialkomponenten der elektrischen und magnetischen Feldstérke auf der Hiill-
fliche, so dass wegen der Annahme stetiger Feldgrofien in dem hier zugrunde liegenden
Modellproblem die Grenzwerte bei Anndherung an die Hiillliche mit den Funktionswer-
ten selbst auf diesem Rand iibereinstimmen miissen:

ix TEE)(F) = (7 x E)(F), TeS, (2.2.27a)
(7 x 7XH)(F) = (i x H)(F), FeS. (2.2.27b)

Selbst bei der mathematischen Modellierung eines ¢rtlich beschrénkten physikalischen
Problems als formale Randwertaufgabe stellt die Annahme einer stetigen Fortsetzung der
Feldgrofien in die vorgegebenen Randwerte eine sinnvolle Forderung dar, weil andernfalls
die eindeutige Losbarkeit nicht mehr sichergestellt wire.

Die Durchfiihrung dieses Grenziibergangs auf die Darstellungsformeln liefert die gewiin-
schten Randintegralgleichungen, die einen Zusammenhang zwischen den magnetischen
und elektrischen Flachenstromdichten sowie zwischen den magnetischen und elektrischen
Flachenladungsdichten herstellen. Sowohl fiir die spatere numerische Auswertung als auch

9Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859, deutscher Mathematiker
10Carl Gottfried Neumann, 1832-1925, deutscher Mathematiker
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fiir die Ableitung der Modellgleichung unendlich diinner Streuobjekte sind die resultieren-
den Ausdriicke wegen der enthaltenen Grenzwertbildung wenig praktikabel. Wiinschens-
wert ist eine Formulierung, bei der sich die Beobachtungspunkte auf der Hiillfliche be-
finden, was jedoch wegen des singuldren Verhaltens der GREENschen Funktion auf unei-
gentliche Integrale fiihrt, die unter Umsténden im klassischen Sinn divergieren kénnen.
Ziel ist somit zum einen die Definition sinnvoller Grenzwerte fiir die uneigentlichen In-
tegrale und zum anderen die Herstellung eines Zusammenhangs mit den interessierenden
Grenzfunktionen bei Annéherung des Beobachtungspunktes an die Hiillflache.

Unter der Annahme einer glatten Fliche sowie HOLDER!!-stetiger Flichenladungsdich-
ten und HOLDER-stetiger Tangentialableitungen der Flachenstromdichten sind die links-
und rechtsseitigen Grenzwerte der Vektor- und Skalarpotentiale bei Anndherung an die
Hiillfliche beschriankt, einander gleich und stimmen mit den Werten der uneigentlichen
Integrale fiir Beobachtungspunkte auf der Hiillfliche, die wegen der schwach singulédren
Kerne im gewohnlichen Sinn konvergieren, iiberein. Damit sind die Potentiale auch beim
Durchgang durch die Hiillfléiche iiberall stetig und die Grenzwerte kénnen durch die un-
eigentlichen Integrale ersetzt werden:

(T2 = 2u7) = [ GEFIAAG), e S, (22.280)
S
(A7) = Ao = [ GETIEWAG), TES. (2.2.28)
S

Die Skalar- und Vektorpotentiale sind jedoch nicht stetig differenzierbar, denn sowohl die
Normalkomponente des Gradienten des Skalarpotentials als auch die Tangentialkompo-
nenten der Wirbel des Vektorpotentials &ndern sprunghaft ihren Wert beim Durchgang
durch die Hiillfliche. Somit existiert die Ableitung auf der Hiillfliche nicht im klassischen
Sinn. Als sehr niitzlich erweist sich daher die Einfithrung des CAuCHYschen!'? Hauptwer-
tes der in den Gleichungen (2.2.23) auftretenden Ableitungen der Potentiale, welcher mit
dem interessierenden rechts- und linksseitigen Grenzwert iiber die Sprungbeziehung

(r*grad B )(F) = % ][ (grad, G) (7, 7y (F)dA(F") + %(ﬁg)(?) , (2.2.20a)
+ A i Y —/ 1 - =
(t,rot A ) (F) = ][(gradFQ)(r,r ) x M(7")dA(F") + i(n x M)(F) (2.2.29Db)

verkniipft ist [54]. Fiur das elektrische Skalar- und Vektorpotential ergeben sich dhnliche
Zusammenhénge, aus denen unmittelbar die wohl bekannten Stetigkeitsbedingungen fiir

10tto Ludwig Holder, 1859-1937, deutscher Mathematiker
Eine Funktion f wird als HOLDER-stetig zum Exponenten a bezeichnet, wenn eine positive reelle Zahl ¢
existiert, so dass |f(z) — f(y)| < ¢lx — y|® gilt.

12 Augustin Louis Cauchy, 1789-1857, franzosischer Mathematiker
Als CaucHyscher Hauptwert an der Stelle 7 wird mit S.(7p) = {7 : | — 70| < e} der Grenzwert
{5 F(F)AA(F) = lim. o fS\SE(Fo) f(™)dA(F) verstanden. Er kann als Distribution aufgefasst werden und
stimmt bei integrierbaren Funktionen mit dem Wert des gewohnlichen Integrals iiberein.
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die elektrische und magnetische Feldstédrke an Grenzschichten mit Flachenladungen und
Flachenstromen folgen. Wegen der nach Vertauschen von Differentiation und Integration
im Kern enthaltenen starken Singularitét existieren diese Integrale nur im distributionellen
Sinn.

Fiir die Doppelwirbel des Vektorpotentials in den Gleichungen (2.2.26) ist eine weitere
Grenzwertdefinition fiir divergente Integrale erforderlich, da fiir sie selbst der CAUCHYsche
Hauptwert nicht existiert. Durch Festlegung des Funktionswertes auf der Oberfliche als
part-fini-Integral im HADAMARDschen'® Sinn kénnen die Doppelwirbel stetig auf die Hiill-
flache fortgesetzt werden, da dieses Integral mit den rechts- und linksseitigen Grenzwerten
iibereinstimmt:

(r5rotrot A )(7) = 7[ roterots [G(F, F) M (7Y dA(F") (2.2.30)
S

2.2.2.1 Streuprobleme mit ideal elektrisch leitfahigen Ko6rpern

Ein Hauptanwendungsgebiet von Randintegralgleichungsverfahren stellen elektromagne-
tische Streuprobleme dar, die wie folgt formuliert werden kénnen: Eine zeitharmonische,
ungeddmpfte, ebene Welle mit der Kreisfrequenz w und der Amplitude E,,

E™(7) = By[pi + jolfi x )] exp(—jh; - 7). (2:2.31)

die sich in Richtung des Einheitsvektors 7; ausbreitet und deren Polarisation durch den
Vektor p; gegeben ist, trifft auf einen aus ideal elektrisch leitfdhigem Material bestehenden
Korper, der sich im homogenen Freiraum mit der Permittivitéit g und der Permeabilitét
befindet. Durch den Parameter v € [0, 1] wird die Elliptizitdt der Welle charakterisiert,
wobei sich fiir v = 0 der Spezialfall einer linear polarisierten und fiir v = 1 der einer zirku-
lar polarisierten Welle ergibt. Die Anregung induziert auf der Oberfliche des Streukorpers
elektrische Strome, die ihrerseits ein elektromagnetisches Streufeld ESC anregen, welches
sich der einfallenden Welle zu dem Gesamtfeld

E(® =E"(®+E"@ (2.2.32)

iiberlagert. Die induzierte Fléchenstromdichte stellt sich derart ein, dass sich innerhalb
des ideal elektrisch leitfdhigen Streukérpers beide Feldanteile in Gleichung (2.2.32) kom-
pensieren. Dies fiihrt aufgrund der Ubergangsbedingungen fiir die Feldstirkekomponenten
auf die Forderung, dass die Tangentialkomponenten des elektrischen Gesamtfeldes auf der
Oberflache des Streuobjekts identisch verschwinden:

(i x E)(7) =0, 7€s. (2.2.33)

Das hier behandelte und in Abbildung 2.3a) veranschaulichte Streuproblem stellt ledig-
lich einen einfachen Sonderfall des in Abbildung 2.2c) gezeigten allgemeineren Modell-
problems dar. Der Zusammenhang lésst sich leicht durch Identifikation des von der Hiill-

13 Jacques Salomon Hadamard, 1865-1963, franzosischer Mathematiker
Der endliche Teil eines hypersingulédren Integrals nach HADAMARD ist mit S.(7%) = {7 : ||FF— 70| < e}
durch f f(7)dA() = lime—o [g\ 5 f(F)AA() — f(r definiert.
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a) Streuproblem mit rdumlich — b) Streuproblem mit infinitesimal  ¢) Figenwertproblem
ausgedehntem Objekt diinnem Objekt

Abbildung 2.3: Modellierung von Streuproblemen mit ideal elektrisch leitenden Objekten
und verlustfreien Figenwertproblemen sowie die Festlequng der zugehdrigen dquivalenten
Flichenstrome. Aufgrund der angenommenen elektrischen Randbedingungen treten keine
magnetischen Aquivalenzstrome auf.

—inc

fldche eingeschlossenen Gebietes D, als Streukorper, der Festlegung Eo =F ,er=¢p
und p; = pg sowie der Vorgabe verschwindender elektrischer Volumenstromdichten im
Auflenraum des Problems I herstellen. Wegen der geforderten Feldfreiheit innerhalb des
Streukorpers braucht Problem II nicht weiter betrachtet zu werden.

Da Problem II nur die triviale Nulllosung besitzt, gilt:

Die Randbedingung (2.2.33) hat zur Folge, dass die magnetischen Aquivalenzstrome auf
der Hiillflache identisch verschwinden

M, (7)) =0, 7Fes, (2.2.35)
es verbleibt demnach als unbekannte GroBe lediglich die elektrische Aquivalenzstromdichte
K=K, (2.2.36)

die erwartungsgeméfl der induzierten Flichenstromdichte entspricht und der somit eine
physikalische Bedeutung beigemessen werden kann.

Aus der Integraldarstellung der elektrischen Feldstirke gemafi Gleichung (2.2.23a) fiir den
Auflenraum des Problems I in Abbildung 2.2 folgt nach Einsetzen der Vorgaben und unter
Einbeziehung der Grenzwerte geméfl den Gleichungen (2.2.28) eine Integro-Differential-
gleichung 1. Art vom FREDHOLMschen!* Typ fiir die auf der Oberfliche des Streukoérpers
induzierten Flachenstrome

(TE)P) = (ix E™) @), Fes, (2.2.37)

MErik Ivar Fredholm, 1866-1927, schwedischer Mathematiker
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die auch unter der Bezeichnung elektrische Feldintegralgleichung (EFIE) geldufig ist. Eine
weitere Randintegralgleichung resultiert aus der Darstellungsformel fiir die magnetische
Feldstérke geméf Gleichung (2.2.23b) oder Gleichung (2.2.26b)

(67 +K)E] ()= (1x B™)@), Tes, (2.2.38)
die auch als magnetische Feldintegralgleichung (MFIE) bezeichnet wird und zur Klasse
der FREDHOLMschen Integralgleichungen 2. Art zdahlt. Die FRANZsche Darstellungsformel
fiir die elektrische Feldstérke liefert als dritte Moglichkeit eine hypersingulére Integralglei-
chung 1. Art

—inc

WE)P) = (ixE )@, FeS. (2.2.39)

Die hierin auftretenden Integraloperatoren sind wie folgt definiert:

(T R)) = ko) x| [ GFEGAAT) ..

S
_kig ][ (grad,, G)(7,7") (Div K) (7")dA() | | (2.2.40a)
S
(RN = i1(7) x f (gradys G)F7) x K()AAG), (2.2.40b)
S
W E)(7) = —jkiyo A () ><7[ rotroty [G(F, 7) K (7)) dA(F) . (2.2.40¢)
S

Die eindeutige Losbarkeit der vorgestellten Integralgleichungen setzt die Festlegung ge-
eigneter Definitions- und Bildbereiche der Operatoren voraus, die abhéingig von den Ei-
genschaften der Anregungsfunktion sowie aus zusétzlichen physikalischen Erwigungen
gewithlt werden. Grofle Bedeutung haben in diesem Zusammenhang SOBOLEV!’-Riume
erlangt, denen die Annahme zugrunde liegt, dass die Energie innerhalb beschrénkter
Gebiete oder Teilgebiete des Freiraums einen endlichen Wert besitzen muss [54]. Auf
die exakte Angabe und Erlduterung der zu den einzelnen Integralgleichungen passen-
den Funktionenrdume sowie der Abbildungseigenschaften der Integraloperatoren soll hier
nicht nédher eingegangen werden. Es sei an dieser Stelle auf die einschlédgige Fachlitera-
tur verwiesen [24, 28, 27]. Darin finden sich neben Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen
auch Erweiterungen der Theorie fiir abgeschwéchte Anforderungen an die Regularitéit der
Oberfldchen [23].

Die Herleitung der bisherigen Randintegralgleichungen wird wegen der formalen Integra-
tion der Feldgleichungen unter Verwendung des GREENschen Theorems auch als direkte
oder mathematische Vorgehensweise bezeichnet [84, 24]. Eine weitere Moglichkeit besteht
darin, bereits am Anfang von fiktiven Oberflichenstrémen auszugehen, fiir deren elektro-
dynamische Potentiale die Integraldarstellungen als bekannt vorausgesetzt werden. Die
indirekte Vorgehensweise liefert zu den hier gezeigten Formulierungen dhnliche Ergebnis-
se. Zusitzlich sind weitere Varianten, wie beispielsweise die aus der gewichteten Uberla-
gerung der EFIE mit der MFIE herriihrende kombinierte Feldintegralgleichung (CFIE),
ableitbar.

15Gergei Lvovich Sobolev, 1908-1989, russischer Mathematiker
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2.2.2.2 Streuprobleme mit ideal elektrisch leitfihigen Schirmen

Streuobjekte, deren Dicke im Vergleich zur Wellenlénge sehr viel kleiner ist und die zu-
dem eine sehr hohe elektrische Leitfahigkeit aufweisen, konnen mathematisch als unendlich
diinner, ideal leitfdhiger Schirm modelliert werden. Die direkte Ableitung von Randinte-
gralgleichungen fiir Schirmprobleme gestaltet sich wegen der vorausgesetzten Annahme
einfach zusammenhéngender Gebiete jedoch schwieriger. In Anlehnung an GOLDBERG [39]
wird zu diesem Zweck der in Abbildung 2.3b) betrachtete Schirm S um eine imaginére
Flache Sy zu einer abgeschlossenen Fliche S; := S U Sy ergénzt, so dass diese das Ge-
biet D, umschlieft. Durch passende Festlegung der Permittivitit e; = ;7 = ¢¢ und

Permeabilitat pu;y = prr = po sowie der einfallenden Welle EO = Einc des in Abbildung 2.2
skizzierten Modellproblems ist schliefSlich der Bezug zu dem hier betrachteten Schirmpro-
blem hergestellt.

Die unterschiedlichen Ubergangsbedingungen an den beiden Teilflichen bedingen stiick-
weise definierte Aquivalenzstrome. Da die Tangentialkomponenten der elektrischen und
magnetischen Feldstéirke beim Durchgang durch die Fliache S, stetig sein miissen, folgt
fiir die Aquivalenzstromdichten:

K, (7) = K, (7), 7eS, (2.2.41a)
M(7) = My (7), 7€ S (2.2.41Db)

Magnetische Fldchenstrome treten infolge der Randbedingung (2.2.33) auf dem Schirm S
nicht auf:

M,(7) = M,,(7) =0, 7eSs. (2.2.42)

Addition der aus der Darstellungsformel (2.2.23a) hervorgehenden Randintegralgleichung
fiir das Innengebiet

33L10(7) = ) x| f (grad Q) F) x By (F)AAGT) ..

1

- 1
ko Ze / G ) K, (7)AAG) +— (grady, G) 7)oy (7))
0
Sl Sl

(2.2.43)

zu der fiir das Auflengebiet

L3, (7) = () x —][ (grady, G) (7 7") x B, (7")dA() ...

S1

— 1 —
+ikoZo [ G TR (FAG) = —f (srade G) 7.7y (FAAG) = Ey(7)
0
Sl Sl

(2.2.44)
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liefert unter Beachtung der Tatsache, dass sich die Teilintegrale tiber die imaginére Fléche
Sp aufgrund der Ubergangsbedingungen gegenseitig aufheben, eine Randintegralgleichung
fiir die elektrische Oberflachenstromdichte

—

K = K[ - KU; (2.2.45)
die von identischem Aufbau wie Gleichung (2.2.37) ist. Gleiche Vorgehensweise fithrt aus-
gehend vom FRANZschen Beugungsintegral (2.2.26a) auf die hypersingulire Integralglei-
chung (2.2.39) zur Bestimmung der elektrischen Fléchenstromdichte in Gleichung (2.2.45).

Im Gegensatz dazu ist es nicht moglich, aus den Darstellungsformeln fiir die magnetische
Feldstérke eine Randintegralgleichung abzuleiten, weil sich die unbekannten Groéfien nicht
auf die Differenz der beiden Flichenstromdichten K = K ;7 reduzieren lassen und somit ein
unterbestimmtes System vorliegt. Es bleibt festzuhalten, dass Streuprobleme mit offenen
Strukturen grundsétzlich nicht mittels Randintegralgleichungen 2. Art modelliert werden
kénnen.

Es wurde bereits angedeutet, dass die Giiltigkeit der Darstellungsformeln nach STRAT-
TON und CHU in der hier préasentierten Form an gewisse Stetigkeitsbedingungen fiir die
Dichtefunktionen gebunden ist. Konkret ist gefordert, dass die Normalkomponente der
Dichtefunktion beziiglich einer beliebigen, auf der Oberflache verlaufenden Kurve keine
Spriinge aufweisen darf. Fiir die daraus entwickelte Randintegralgleichung (2.2.37) be-
deutet dies, dass die Normalkomponente der elektrischen Flédchenstromdichte entlang des
Randes einer offenen Struktur verschwinden muss. Es stellt sich damit unweigerlich die
Frage, ob diese mathematische Voraussetzung auch physikalisch begriindet ist, weil an-
dernfalls dieses Modell das reale Problem nicht ausreichend beschreiben wiirde und folglich
passend erweitert werden miisste.

Zur Klarung derartiger Fragestellungen werden héaufig kanonische Beispiele herangezogen,
fiir die geschlossene Losungen gefunden werden kénnen. Ein unendlich ausgedehnter Keil,
der aus ideal elektrisch leitfahigem Material besteht, kann beispielsweise als vereinfach-
tes Modell zur Untersuchung des lokalen Verhaltens elektromagnetischer Feldgréfien an
Kanten und Knicken von Streuobjekten dienen. Aus den Ergebnissen dieser Berechnun-
gen kann letztendlich geschlossen werden, dass fiir spitze Offnungswinkel die beziiglich
der Kante parallele Komponente der Flachenstromdichte und gleichermafien die Flachen-
ladungsdichte an dieser Stelle singuldr werden, wohingegen die Normalkomponente der
Flachenstromdichte beschrankt bleibt [67, 92]. Fiir den hier interessierenden Sonderfall
einer unendlich diinnen Platte ldsst sich das asymptotische Verhalten der elektrischen
Fldchenladungsdichte sowie der Flachenstromdichte in Abhéngigkeit vom euklidischen
Abstand r zur Kante wie folgt angeben:

1
= — fiir r — 2.24
c=0 (\/7_“> , firr —0, ( 6a)
-~ > 1 - "
K=t0 <W) +u O (\/7_") , firr —0. (2.2.46b)

Hierin bezeichnet ¢ den Einheitsvektor entlang des Randes der Fliche S und @ = ¢ x 7f den
Normaleneinheitsvektor beziiglich dieser Randkurve. Zwar wéchst die Fldchenladungs-
dichte bei Annéherung an den Rand der Fliche unbeschrankt an, es tritt jedoch keine
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Ladungsakkumulation an der Kante auf, die als Linienladung in Erscheinung treten wiirde.
Damit bleibt die Integralgleichung (2.2.37) mit der Beschrankung auf Flachenstromdich-
ten, deren Normalkomponente auf dem Rand der Fliche verschwindet, auch fiir offene
Strukturen giiltig.

2.2.2.3 Eigenwertanalyse ideal elektrisch leitfadhiger Hohlraumresonatoren

Bekanntlich gibt es bestimmte diskrete Frequenzen, bei denen die mittlere Leistungsauf-
nahme eines dissipativen, schwingungsfdahigen Systems, das monofrequent angeregt wird,
einen Maximalwert erreicht. Dieser als Resonanz bezeichnete Effekt wird in technischen
Anordnungen wie Beschleunigeranlagen genutzt, um geladene Teilchen durch die damit
verbundene Erhchung der Feldamplituden zu beschleunigen. Sind keine Verluste vorhan-
den, stimmen die Resonanzfrequenzen mit den Eigenfrequenzen, die das Einschwingver-
halten eines Systems charakterisieren, {iberein. Dies trifft im Allgemeinen nicht fiir dissipa-
tive Systeme zu, weshalb klar zwischen diesen beiden Groflen zu unterscheiden ist. Haufig
kénnen den zu untersuchenden Hohlraumresonatoren hohe Giitefaktoren und damit sehr
geringe Verluste zugeschrieben werden, so dass die Abweichungen der Resonanzfrequenzen
von den Eigenfrequenzen fiir praktische Zwecke vernachlassigt werden kénnen. Damit bie-
tet die Formulierung als mathematisches Eigenwertproblem eine elegante und wesentlich
effizientere Moglichkeit zum Auffinden der interessierenden Resonanzfrequenzen.

Neben elektromagnetischen Streuproblemen bilden Eigenwertprobleme homogener Hohl-
raumresonatoren einen weiteren wichtigen Anwendungszweig von Randintegralgleichungs-
verfahren. Im Gegensatz zu anderen Verfahren fiihrt deren Einsatz jedoch auf ein indirek-
tes Eigenwertproblem, bei dem in der Eigenwertgleichung eine beliebige, im Allgemeinen
nichtlineare Abhédngigkeit vom Eigenwertparameter auftritt.

Das vorliegende Problem lésst sich folgendermaflen mathematisch formulieren. Gesucht
werden von Null verschiedene elektromagnetische Felder, die sich innerhalb einer ideal
leitfahigen, evakuierten Struktur ohne duflere Anregung ausbilden kénnen. Das Material
der Gebietsberandung impliziert ein Verschwinden der Tangentialkomponenten der elek-
trischen Feldstdrke, womit ein inneres homogenes Randwertproblem vorliegt. Zur Her-
stellung des Bezuges zwischen dem in Abbildung 2.3c) grafisch veranschaulichten Eigen-
wertproblem und dem Modellproblem in Abbildung 2.2 sind die Materialparameter des
Problems II gleich denen des Vakuums zu setzen, weiterhin ist ein quellenfreies Innenge-
biet anzunehmen. Aus den Darstellungsformeln fiir das Problem II lassen sich schliefilich
Bestimmungsgleichungen fiir die elektrischen Flachenstromdichten

=K, (2.2.47)

—

=

herleiten, die mit den Randintegralgleichungen (2.2.37)-(2.2.39) fiir Emc = 0 exakt iiber-
einstimmen. Zum Auffinden der Eigenmoden sind die Frequenzen und damit die Wellen-
zahlen zu bestimmen, fiir die die homogenen Gleichungen nichttriviale Lésungen besitzen.

Aus der Tatsache, dass bei geschlossenen Strukturen die Integraloperatoren sowohl das
auflere Streuproblem als auch das innere Eigenwertproblem dieser Struktur mathematisch
beschreiben, wird sofort deutlich, dass bei Streuproblemen eine Anregung mit der Eigen-
frequenz des zugehorigen Innenraumproblems zu einem nichtleeren Nullraum des Opera-
tors fithrt. Da sich die Eigenschaften der Integraloperatoren auf ihre diskreten Gegenstiicke
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iibertragen, fiihrt dies bei einer Eigenfrequenz auf singulére oder in der Néhe einer Eigen-
frequenz auf schlecht konditionierte Systemmatrizen, womit die Losung des Gleichungs-
systems erheblich erschwert wird. Durch geeignete Modifikationen des Modellproblems
oder der Randintegralgleichungsformulierung lésst sich jedoch dieser unerwiinschte Effekt
der inneren Resonanzen sehr effektiv beseitigen [32]. Als Beispiel hierfiir ist die bereits
erwihnte CFIE-Formulierung zu nennen.

2.3 Diskretisierung von Randintegralgleichungen

2.3.1 Prinzip der Momentenmethode

Die angegebenen Randintegralgleichungen sind insbesondere bei Vorliegen komplexerer
Problemstellungen nicht geschlossen losbar, weshalb in einem weiteren Schritt versucht
werden muss, daraus diskrete Modellgleichungen abzuleiten, die einer rechnergestiitzten
Auswertung zugefiihrt werden konnen. Bei geeigneter Wahl des Diskretisierungsverfahrens
lasst sich somit eine approximative Losung erzielen, die in Abhéngigkeit von einem Dis-
kretisierungsparameter gegen die exakte Losung konvergiert. Ein weit verbreitetes Verfah-
ren zur Uberfithrung linearer Operatorgleichungen in algebraische Gleichungssysteme ist
die von HARRINGTON vorgeschlagene Momentenmethode [51], die eine Vielzahl spezieller
Diskretisierungstechniken in sich vereint. Die enge Verwandtschaft der Momentenmethode
mit abstrakten Projektionsverfahren erlaubt eine anschauliche Darlegung des grundlegen-
den Prinzips mit Hilfe des Konzeptes linearer Funktionenrdume und Projektoren.

Ausgangspunkt der folgenden, allgemein gehaltenen Betrachtung ist die zu losende Glei-
chung

Lr=y, L:zw—y L: XY (2.3.1)

mit einem linearen Operator £, der den Funktionenraum X in eineindeutiger Weise auf
den Raum Y abbildet. Des Weiteren wird ein passend gewéhltes inneres Produkt!® (- -)
angenommen. Die grundlegende Idee besteht darin, eine Sequenz von Projektoren Py und
@~ zu konstruieren, die den Definitions- und Wertebereich des Operators auf geeignete
endlichdimensionale Unterrdume Xy = im(Py) und Yy = im(Qy) abbilden, in denen das
Problem approximativ gelost wird. Die Projektoren miissen so gewéahlt werden, dass sie
mit steigender Dimension N gegen den Einheitsoperator konvergieren.

Im ersten Schritt wird eine Basis fiir den Unterraum des Definitionsbereiches sowie des
Wertebereiches

Xy =span{fi, fo,..., [n}, (2.3.2a)
Yy = span {wy, ws, ..., wx} (2.3.2b)

festgelegt, womit die gesuchte Niherungslosung und die Anregung als gewichtete Uber-
lagerung von linear unabhéngigen, nicht notwendigerweise orthogonalen Basisfunktionen

16Kin Skalarprodukt ist eine positiv definite, hermitesche Form, die hier als semilinear im ersten und
linear im zweiten Argument vorausgesetzt wird.
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darstellbar sind:

N

TN = Zanfn =ky'a, mit: [a], =a,, (2.3.3a)
n=1

YN = Z byw,= ky'b, mit: [b] =b,. (2.3.3b)

Im Kontext der Momentenmethode werden Basisfunktionen des Bildbereiches auch als
Test- oder Gewichtsfunktionen bezeichnet. Eine explizite Kenntnis sowohl des Projek-
tors Py als auch der Koordinatenabbildung xx ist nicht zwingend notwendig. Es geniigt,
dass der durch die gewéhlte Basis festgelegte Unterraum Xy den Definitionsbereich X
ausreichend approximiert und diesen im Grenzfall N — oo vollstéindig umfasst. Mit der
GRrAMschen!'” Matrix

[G]ij = (wi, wy) (2.3.4)

die im Fall der hier vorausgesetzten linear unabhéngigen Basisvektoren regular und wegen
der hermiteschen Symmetrie des Skalarproduktes zudem selbstadjungiert ist, sind die
Koordinaten der entwickelten Anregung in Gleichung (2.3.3b) zu

=[G, (wesyn) = [y ywl,, (2.3.5)

k=1
bestimmbar. Aus dieser Koordinatentransformation lésst sich ein Operator der Form

N

Qny = Z (wk, y Zb w, (2.3.6)

n=1 k=1

ableiten, der, wie leicht gezeigt werden kann, die Eigenschaften eines Orthogonalprojek-
tors besitzt und damit die gesuchte Abbildung in den Unterraum des Bildbereiches Yy
vermittelt.

Sowohl die als bekannt angenommene Anregung y als auch das Bild des nunmehr aus-
schlieBlich auf den Unterraum Xy = im(Py) wirkenden Operators werden in den Test-
raum projiziert und anschliefend gleichgesetzt, wodurch eine Folge von Gleichungen

Ly TN = YN, mit: Ly =QnL, yn = QnY (2.3.7)

resultiert, die die urspriingliche Operatorgleichung (2.3.1) approximiert. Das aus den Ko-
ordinaten der gendherten Anregungsfunktion gebildete N-Tupel kann als Element eines
im Allgemeinen komplexwertigen Vektorraums CV aufgefasst werden, der isomorph zum
gewdhlten N-dimensionalen Testraum ist und mit diesem durch die Koordinatenabbildung
in Gleichung (2.3.5) in einem eineindeutigen Zusammenhang steht. Im Raum der Koor-
dinatenvektoren besitzt der gendherte lineare Operator die Gestalt einer N x N-Matrix,
womit schliellich eine fiir die numerische Auswertung auf einer Rechenanlage geeignete
Darstellung der gendherten Operatorgleichung

La=b, mit: L = ry Ly Ky, b=ryyy (2.3.8)

17Jgrgen Pedersen Gram, 1850-1916, dénischer Mathematiker
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folgt. Die Bestimmung der Eintrdge des Anregungsvektors gemifl Gleichung (2.3.6) ist
jedoch noch aufwindig und wenig praktikabel. Um moglichst einfache Ausdriicke dafiir
zu erhalten, bietet sich abschliefend eine durch die GRAMsche Matrix vermittelte Basis-
transformation der Systemmatrix an. Dadurch erhélt die diskrete Operatorgleichung die
endgiiltige Gestalt

La=b, mit: L=GL, b=Gb. (2.3.9)

Unter Verwendung der eingefiihrten Transformationsvorschriften lassen sich die Eintrédge
der Systemmatrix sowie des Anregungsvektors explizit zu

~

(bl = (Wi, y) , beCV. (2.3.10b)
angeben.

Die auf die Operatorgleichung angewandte Testprozedur kommt einer Entwicklung der
Anregung y in die gewéahlten Testfunktionen w,, mit den Komponenten des Vektors b
als Entwicklungskoeffizienten gleich. Da diese Basis einen endlichdimensionalen Unter-
raum aufspannt, stellt das Ergebnis fiir gewohnlich eine Approximation der urspriingli-
chen Funktion dar. Der transformierte Vektor b enthilt die Koordinaten der Entwicklung
beziiglich der reziproken Basis w

N N
yn =Y _bptby,  mit: 1w, =Y [G (2.3.11)
n=1

i=1

zu dessen Bestimmung jedoch die urspriinglichen Basisfunktionen herangezogen werden.
Beide Formulierungen repréisentieren das gleiche diskrete Problem in unterschiedlichen
Basen desselben Unterraums, weshalb sie vollkommen dquivalent zueinander sind. Bei ei-
ner praktischen Realisierung der Momentenmethode kann demzufolge die Anregung von
vornherein in die reziproke Basis entwickelt und somit auf die wesentlich einfachere Dar-
stellungsform in Gleichung (2.3.9) zuriickgegriffen werden.

Die erlauterten Zusammenhédnge zwischen den einzelnen diskreten Funktionenrdumen
kénnen dem folgenden kommutativen Diagramm entnommen werden:

Rx 1

INEXy -=— =" acCN e———*"acCV
H;(l I

L[| L L' || L L' || L
Ky G R

yNEYN<—bE(DN<—b€(DN
/43;/1 G—l

Entscheidend fiir die Eignung der N#herungsfolge nach Gleichung (2.3.7) ist die sorgfilti-
ge Wahl der Basis- und Gewichtsfunktionen, die von den Abbildungseigenschaften des
linearen Operators und den zugrunde gelegten Funktionenrdumen abhéngt. Wenn die
diskreten Operatoren fiir eine beliebige Dimension der Unterrdume invertierbar sind, so
dass dem Verfahren die Eigenschaft der Stabilitdt zugeschrieben werden kann, und das
Verfahren zudem konsistent ist, dann ist die Konvergenz der Ndherungslosung gegen die
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exakte Losung gewéhrleistet. Unter Konsistenz ist dabei zu verstehen, dass der genéher-
te Operator im Grenzfall N — oo gegen den exakten Operator strebt. Nicht nur die
Frage nach der Konvergenz an sich, sondern auch nach deren Geschwindigkeit ist von
groffem Interesse, worauf hier aber nicht niher eingegangen werden soll. In zahlreichen,
vorrangig mathematisch orientierten Publikationen und Monografien finden sich theore-
tische Abhandlungen iiber Auswahlkriterien zu Ansatzridumen sowie Untersuchungen zu
den Konvergenzeigenschaften der Momentenmethode [77, 24, 54, 76].

Abhéngig von der Festlegung der Unterrdume ergeben sich bestimmte Spezialisierun-
gen der Momentenmethode [49]. Stimmen Definitions- und Bildbereich iiberein, fiihrt
die Wahl identischer Basisfunktionen in beiden Rdumen auf das sogenannte GALER-
KIN'8-Verfahren, das insbesondere zur Diskretisierung selbstadjungierter Operatoren ge-
eignet ist. Bei der Kollokationsmethode werden die Funktionen im Bildbereich mittels
DirAcCscher Deltadistributionen an fest vorgegebenen Stellen abgetastet. Auch die Me-
thode der kleinsten Quadrate geht als Sonderfall aus der Momentenmethode hervor, wenn
als Gewichtsfunktionen gerade die Bilder der Basisfunktionen aus dem Definitionsbereich
herangezogen werden.

2.3.2 Approximation der Geometrie

Aufgrund ihrer Einfachheit und hohen Flexibilitéit haben sich in der praktischen Anwen-
dung der Momentenmethode lokale Basisfunktionen etabliert. Diese besitzen im Gegensatz
zu globalen Ansétzen einen kompakten Trager, womit eine Zerlegung der Geometrie in ei-
ne entsprechende Anzahl elementarer Figuren, deren Vereinigung die Struktur exakt oder
auch approximativ nachbildet, unabdingbar ist. Geradlinig berandete, ebene Dreiecke sind
die einfachsten Elemente zur ndherungsweisen Beschreibung beliebig gekriimmter Ober-
flichen und werden deshalb bevorzugt eingesetzt. Bezeichnet T} ein derartiges Dreieck,
so bildet das Gitter

Nt
S= (2.3.12)
k=1

eine Approximation des Integrationsgebietes S, wenn vorausgesetzt wird, dass die Eck-
punkte der Dreiecke Elemente der Fliche S sind, das Gitter S reguliar® ist und das
Gebiet S iiberdeckt. Ein Ausschnitt einer triangulierten Oberfliche mit den verwende-
ten Bezeichnungen aller auftretenden Simplizia ist in Abbildung 2.4 gezeigt. Kanten und
Dreiecke konnen dabei mit einer entsprechenden Orientierung versehen sein.

Die Auswahl der Schrittweite und damit die Feinheit der Diskretisierung héangt im We-
sentlichen von zwei Faktoren ab. Zum einen sollte die Geometrie des Streuobjekts selbst
fein genug aufgelost werden, damit keine geometrischen Einzelheiten verloren gehen. Zu-
gleich miissen die Flachenstromdichten hinreichend gut nachgebildet werden, womit die
maximale Gitterschrittweite durch die kiirzeste Wellenlénge beschrankt ist. Fiir Konver-
genzuntersuchungen und Fehlerabschatzungen wird zur Beschreibung der Feinheit eines

18Boris Grigorjewitsch Galerkin, 1871-1945, sowjetischer Ingenieur und Mathematiker
9Ein regulire Triangulierung der Oberfliche liegt vor, wenn der Durchschnitt von zwei verschiedenen
Elementen entweder leer, ein Punkt P; oder eine Kante E; ist [77].
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Kante £} i

Dreieck T,

Punkt P; \

Abbildung 2.4: Ausschnitt eines reguldren Dreiecksgitters zur Reprdsentation der Ober-
fliche von Streukdrpern. Punkte P;, Kanten E; und Dreiecke Ty, bilden die Grundbausteine
des Gitters. Die Orientierung der Kanten ist durch den Tangenteneinheitsvektor t;-, die
der Dreiecke durch den Normaleneinheitsvektor ny, festgelegt.

Gitters ein Diskretisierungsparameter eingefiihrt, der hdufig als Maximum der Durchmes-
ser aller Dreiecke

h=max{hy : k €{1,2,...,Nr}}, mit: hy:= sup ||F—7' (2.3.13)

7,7 €Ty,

gewéhlt und als Gitterschrittweite oder Maschenweite bezeichnet wird [77].

Spitzwinklige Dreiecke setzen die Genauigkeit des Diskretisierungsverfahrens herab und
konnen zudem grofle numerische Fehler verursachen, weshalb solche verzerrten Geometri-
en vermieden werden sollten. Ein ideales Gitter setzt sich demzufolge aus gleichseitigen
Dreiecken zusammen. Zur quantitativen Erfassung der Giite einer Triangulierung, die
die Abweichung von einem regelméfligen Gitter angibt, werden deshalb geeignete Mafle
definiert [77].

2.3.3 Elektrische Feldintegralgleichung

Nachfolgend wird eine diskrete Form der elektrischen Feldintegralgleichung (2.2.37) mit
Hilfe der im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Momentenmethode systematisch
hergeleitet. Es wurde bereits erwihnt, dass geeignete Funktionenrdume zu definieren
sind, um ein wohlgestelltes Problem mit physikalisch sinnvollen Lésungen zu erhalten.
Es kann gezeigt werden, dass unter der Annahme glatter Oberflichen sowohl die elektri-
sche Flachenstromdichte als auch die daraus abgeleitete elektrische Flachenladungsdichte
in einem bestimmten Raum zu suchen sind, der kleiner als jener der quadratintegrierbaren
Funktionen ist und an dieser Stelle als bekannt vorausgesetzt wird [54]. Diese Annahme gilt
ebenfalls fiir offene Fliachen und impliziert die notwendige Forderung nach der Stetigkeit
der Normalkomponente der elektrischen Flachenstromdichte beziiglich einer beliebigen
Kurve auf der Fléache.
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Aufgrund ihrer bemerkenswerten Eigenschaften in Bezug auf Stetigkeit und Ladungser-
haltung eignen sich insbesondere die Vektorfunktionen

l

7 7 = - +——(F—rF) ; reTf

B = P+ o, mit o) = 4 2az T S TER gy
0 T g TE

als Basis fiir einen diskreten Unterraum, die im Jahr 1982 von RA0, WILTON und GLIS-
SON vorgeschlagen wurden und eine weite Verbreitung in der Randelementmethode ge-
funden haben [72]. In Abbildung 2.5 ist das Vektorfeld dieser Basisfunktionen grafisch
dargestellt sowie die verwendete Notation fiir die Geometriegrofien angegeben. Diese Ba-
sis ermoglicht die exakte Darstellung tangentialer Vektorfelder mit konstanter Amplitude.
Jeder inneren Kante F, des Oberflichengitters ist eine Teilbereichsfunktion zugeordnet,
deren kompakter Trager sich iiber die beiden korrespondierenden Dreiecke erstreckt. Bei
Vorliegen einer offenen Fliche werden die Kanten entlang des Randes ausgeschlossen.
Geméf der in Gleichung (2.3.14) angegebenen Definition wird der von Dreieck 7. nach
Dreieck T, flieBende Strom positiv gezéhlt, wobei die Festlegung dieser beiden Dreiecke
grundsétzlich willkiirlich erfolgen kann. Eine eventuell vorhandene Orientierung der Ele-
mentarfiguren ist dabei ohne Belang. Es erweist sich jedoch bei der Implementierung auf
einer Rechenanlage als vorteilhaft, diese mit der Zidhlrichtung des Stromes zu identifizie-
ren.

Abbildung 2.5: Kantenelemente nach Rao, Wilton und Glisson. Festlegung der zu einer
Ansatzfunktion gehorenden lokalen geometrischen Kenngrifien.

Die Grofie AL steht dabei fiir den Flicheninhalt des Dreiecks 7=, die Linge der Kante
E,, wird mit [, bezeichnet. Dieses Tangentialfeld ist proportional zur Differenz zwischen
Aufpunkt 7 und freiem Eckpunkt 7, woraus deutlich wird, dass das Vektorfeld am Rand
des Trigers nur eine Tangentialkomponente mit linearer Ortsabhéngigkeit besitzt. Ent-
lang der gemeinsamen Kante besitzt die Normalkomponente der RWG-Funktion einen
konstanten Wert und verliuft stetig beim Ubergang von Dreieck T} nach T);. Da diese
in der obigen Definition normiert ist, lassen sich die Koeffizienten in dem Ansatz

IGE NG (2.3.15)

als Anteile der gendherten Fldachenstromdichte normal zur Kante E,, deuten. Damit re-
prasentiert der Ausdruck I,, = 1,0, den durch die Kante F,, flieBenden Gesamtstrom. Der
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notwendigen Forderung nach dem Verschwinden der Normalkomponente der elektrischen
Flachenstromdichte am Rand offener Flichen wird durch Verwendung dieser Ansatzfunk-
tionen unmittelbar Rechnung getragen.

Durch Bildung der Oberflachendivergenz Div K = —jwa erhilt man eine Entwicklung
der Flachenladungsdichte

- - +t— 7€l
S i, Divfy, mit: Div fE() ={  AF (2.3.16)
n=1 0 T g TE

Qe
£ |w.

in stiickweise konstante Funktionen. Aus Gleichung (2.3.16) ist leicht erkennbar, dass
die mit jeder einzelnen Ansatzfunktion verkniipfte Gesamtladung identisch verschwindet,
womit sich auch erwartungsgeméifl die Eigenschaft der Ladungserhaltung auf den Ansatz-
raum iibertragt. Im weiteren Verlauf wird aus Griinden einer einfacheren Darstellung die
Abkiirzung [F := 41, eingefiihrt.

Es soll an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, dass die bisherigen Betrachtungen
streng genommen nur fiir glatte, geschlossene Oberflichen gelten. An scharfen Kanten
und insbesondere an den Réndern offener Strukturen wachsen bekanntlich die Tangen-
tialkomponenten der Flachenstromdichte unbeschrankt an, womit sich die Frage nach
einer hinreichenden Approximationsgiite der RWG-Funktionen neu stellt. Auch wenn es
moglicherweise zu erheblichen lokalen Fehlern in den Feldgrofien kommt, hat sich in der
Rechenpraxis gezeigt, dass fiir die interessierenden integralen Gréflen, wie beispielsweise
fiir den Radarquerschnitt, die Verwendung dieser Basis in den meisten Féllen vollkommen
ausreichend ist. Besteht jedoch priméres Interesse an der Untersuchung lokaler Feldgrofien
in der Ndhe derartiger Kanten, sind spezielle Vektorbasisfunktionen vorzuziehen, die die-
ses singuldre Verhalten in geeigneter Weise abbilden [41].

Zur Diskretisierung der elektrischen Feldintegralgleichung wird die schiefsymmetrische
Sesquilinearform

(i,3) = [ 5, 5 A (2317)
S

herangezogen und die Testfunktionen w,, gleich den reellwertigen Basisfunktionen fm
gewahlt, woraus das bereits erwdhnte GALERKIN-Verfahren resultiert.

Wegen des kompakten Trigers der Testfunktionen kann zur Aufstellung des Anregungs-
vektors das Integrationsgebiet auf die beiden Dreieckselemente 7= eingeschriinkt werden,
die getrennt voneinander betrachtet werden konnen. Nach Einsetzen der rechten Seite von
Gleichung (2.2.37) in Gleichung (2.3.17) folgt unter Verwendung elementarer vektoralge-
braischer Zusammenhénge fiir die beiden Anteile des Integrals

l:i:
wh = By e [ (5 + ol x )] - (7 = 7a) exp(—jkois - 7)AA(T), (2.3.18)
mT%

woraus sich schliellich die gesuchten Koeffizienten des Anregungsvektors geméf

Uy, = U + Uy, (2.3.19)
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zusammensetzen.

Fiir die Beitrage zur Impedanzmatrix ergibt sich nach Vertauschen der Integrationsgren-
zen ein Ausdruck der Form

Zon zjkoZo{//Q(F, ) fon () < Fu(F)AA(F)AA(F) ..

58 (2.3.20)

_kig [/(gradw G)(F, )« fm(F)AA(F)
S

S

(Div ﬁ)(f’)dA(f’)}.

Fiir weitere Umformungen erweist es sich an dieser Stelle als {iberaus vorteilhaft, explizit
auf die Formulierung fiir auf Oberflichen definierte Feldgrofien iiberzugehen. Mit der
Beziehung (C.1.12a) aus Anhang C.1 folgt unter Beachtung der Eigenschaft 7 - fm =0
und unter Einbeziehung der leicht nachpriifbaren Identitét

grad; G = —grad. G, (2.3.21)
dass der Gradient durch sein Oberflichendquivalent ersetzbar ist:
grad., G - f,, = —Grad+G - fr. (2.3.22)

Ausnutzung der vektoranalytischen Identitét (C.1.15) liefert fiir das innere Integral des
letzten Terms in Gleichung (2.3.20) mit der Festlegung (G f,,)(7,7") := G(7,7") fn(T)
einen Ausdruck der Form

/ (grady: G)(F, ) - Fn(P)AA(F) = — / [Div (GF)(7,7) = G(7, 7)(Div fi,) ()] dA(T).

S S
(2.3.23)

Das nach Anwendung des Gaussschen? Satzes fiir Oberflichen (C.1.14) auftretende
Randintegral besitzt wegen des Verschwindens der Normalkomponente der Basisfunk-
tionen beziiglich des Randes von Tt U T~ den Wert Null, womit das Integral in Glei-
chung (2.3.23) die Gestalt

/(gradw G)(7,7) - fr(P)AA(T) = /Q(ﬁ 7)(DiV fin) (F)AA(7) (2.3.24)

annimmt. Das Integrationsgebiet sowohl des inneren als auch des &ufleren Integrals in Glei-
chung (2.3.20) besteht aus zwei disjunkten Dreiecksflichen, womit sich die Matrixbeitrige

aus vier Anteilen
Ly = L + Lo + Zoits + Zorm (2.3.25)

zusammensetzen, die den Aufbau

: ol . » A A
Lo = ]k'oZom // {(r — ) (7 =) — 5 G(r,7")dA(F")dA(F). (2.3.26)
TET

besitzen. Damit lasst sich die diskretisierte Integralgleichung in der Matrixform
Zi=u (2.3.27)

ausdriicken. Unter der Voraussetzung, dass die Wellenzahl der Anregung mit keiner inne-
ren Resonanz zusammenfillt, ist dieses lineare Gleichungssystem eindeutig losbar.

20 Johann Carl Friedrich Gauf}, 1777-1855, deutscher Mathematiker, Astronom, Geod:t und Physiker
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2.4 Berechnung der Matrixbeitrige

2.4.1 Numerische Integration

Zur Aufstellung der Systemmatrix sowie des Anregungsvektors ist die Integration von
skalar- und vektorwertigen Funktionen iiber bestimmte Gebiete unumgénglich. Die in
den Integraloperatoren auftretende Fundamentallosung des HELMHOLTZ-Operators lésst
jedoch im Allgemeinen keine analytische Berechnung der Koeffizienten der Systemmatrix
zu, ebenso ist die exakte Aufbereitung des Anregungsvektors nur in wenigen Spezialféllen
durchfithrbar. Selbst wenn eine analytische Losung erreicht werden kann, ist oftmals eine
numerische Auswertung unter Einsatz eines passenden Verfahrens vorteilhafter, weil einer-
seits der durch die numerische Integration bedingte Fehler so klein gehalten werden kann,
dass er einen nur unwesentlichen Einfluss auf die Genauigkeit des gesamten Verfahrens
hat, und andererseits der Rechenaufwand deutlich niedriger ist als der zur Auswertung
der analytischen Ausdriicke.

Von grofler Bedeutung in der Randelementmethode ist daher die sorgfiltige Auswahl des
zur Berechnung der diskreten Operatoren und Anregungsvektoren eingesetzten Quadra-
turverfahrens, welchem zum einen hinreichende Genauigkeit und eine bestimmte Konver-
genzordnung abverlangt wird, um die Auswirkung des Quadraturfehlers auf das Diskreti-
sierungsverfahren so gering wie méoglich zu halten, und welches zum anderen schnell, ro-
bust und effizient sein soll, damit nicht der Aufwand zur Aufstellung der im Allgemeinen
vollbesetzten Systemmatrix das Gesamtverfahren dominiert. Unter Effizienz in Zusam-
menhang mit Quadraturformeln ist dabei das Erreichen einer vorgegebenen Genauigkeit
mit minimalem Aufwand, d.h. mit geringst méglicher Anzahl von Quadraturpunkten und
damit Funktionsauswertungen, zu verstehen.

In der Randelementmethode haben sich GAuUss-Quadraturformeln etabliert, da diese un-
ter allen numerischen Integrationsmethoden den maximalen Exaktheitsgrad besitzen und
zusétzlich numerisch stabil sind [94]. GAuss-Quadraturen basieren auf der Idee, durch
eine geeignete Anzahl sowie passende Wahl von Stiitzstellen eine Néherungsformel der
Form

N

[ 509000 = 3 wif () + Rolf) = Qa(H) + Ralf) (241
3 i=1

zu konstruieren, die Polynome bis zu einem gewiinschten Grad p exakt integriert. Ein
Nachteil ist, dass die Punkte, an denen die zu integrierende Funktion f ausgewertet wer-
den muss, nicht beliebig wéhlbar sondern durch das Verfahren fest vorgegeben sind. Da
jedoch in der Randelementmethode die Integranden in Form einer Rechenvorschrift vorlie-
gen, spielt diese Finschrankung keine Rolle. Demgegeniiber steht der entscheidende Vorteil
einer optimalen Ordnung, weil die Festlegung der Quadraturpunkte selbst als zusétzliche
Freiheitsgrade eingehen. Abhéngig von der Gewichtsfunktion w resultieren verschiedene
Varianten der GAUSS-Quadratur. Bei entsprechender Wahl kénnen die Quadraturformeln
sogar zur Berechnung uneigentlicher Integrale ausgelegt werden. Allerdings ist dann un-
ter Umsténden die Bestimmung der Stiitzstellen z; und Gewichte w; mit erheblichem
Aufwand verbunden. Unter gewissen Regularitdtsvoraussetzungen an den Integranden
konvergieren GAUSS-Quadraturen mit der Ordnung Rgq = O(hP™!), wenn R den Qua-
draturfehler und h den Diskretisierungsparameter symbolisieren.
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Im weiteren Verlauf wird das Hauptaugenmerk auf die aus der Festlegung einer konstan-
ten Gewichtsfunktion w(7) = 1 resultierenden gewohnlichen GAUss-Quadraturverfahren
gerichtet, da die in der BEM auftretenden Integrale ein beschrinktes Integrationsgebiet
besitzen und entweder von vornherein hinreichend regulér sind oder durch spezielle Ver-
fahren, auf die im folgenden Abschnitt eingegangen wird, regularisiert werden kénnen.

Fiir die Berechnung der Elementbeitréage in der BEM werden im Allgemeinen mehrdimen-
sionale Quadraturformeln benétigt, die auf verschiedene Weise entwickelt werden kénnen.
Eine Moglichkeit besteht in der wiederholten Ausfithrung eindimensionaler Quadraturre-
geln, woraus sogenannte Produktformeln hervorgehen [77, 94]. Ausgehend von der GAUSS-
LEGENDREZ-Quadratur

[ Halde = Q) + B = 3 wif i) + R(P). (242)

die fiir N Punkte den Exaktheitsgrad
p=2N—1 (2.4.3)

aufweist und deren Stiitzstellen gerade den Nullstellen der LEGENDRE-Polynome erster
Art entsprechen, gestattet die iterierte Anwendung des Quadraturoperators () auf eine
Funktion in mehreren Veranderlichen

N1 Na

QUH=D> ... Z Wi, Wi, - - Wy, f21(31), 22 (ia), - . ., 2, (1)) (2.4.4)

i1 d2

eine naherungsweise Berechnung von Integralen iiber den v-dimensionalen Hyperwiirfel

/1/1.../11f(x1,a:2,...7xy)da:1dx2...dxyQy(f)JrRV(f)‘ (2.4.5)

—1 -1 —

Grundsatzlich konnen bei dieser verschachtelten Quadratur unterschiedliche Stiitzstellen-
zahlen N, gewdhlt werden. Da jedoch der maximal erreichbare Polynomgrad gleich dem
Minimum der einzelnen Polynomgrade ist und demzufolge die Konvergenzordnung des
Gesamtverfahrens nicht hoher als die des Anteils mit der geringsten Ordnung sein kann,
fiihrt die Wahl identischer Polynomordnungen auf die effizienteste Variante. Von Bedeu-
tung sind die somit erhaltenen Tensor-GAuss-Quadraturformeln fiir die Berechnung der
im néchsten Abschnitt behandelten regularisierten Integrale.

Quadraturformeln auf Basis von Tensorprodukten sind bekanntlich nicht von optimaler
Ordnung, weshalb alternativ versucht werden kann, das Konzept zur Aufstellung eindi-
mensionaler Quadraturformeln konsequent auf mehrdimensionale Integrale zu iibertragen.
Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall gestaltet sich die Bestimmung der Quadratur-
punkte fiir mehrdimensionale Integrale erheblich schwieriger und war deshalb lange Zeit
Anlass zu intensiver Forschung sowie der Weiterentwicklung speziell von effizienten Qua-
draturregeln iiber Dreiecke und Tetraeder mit schwerpunktméfiger Anwendung in der

21 Adrien-Marie Legendre, 1752-1833, franzosischer Mathematiker
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BEM und FEM [31, 29]. In diesem Zusammenhang sei darauf hingewiesen, dass ein ebenes
Dreieck im Raum stets durch eine Transformation auf ein gleichseitiges Dreieck abgebil-
det werden kann, welches die Symmetrie der Diedergruppe D3 besitzt, womit sich zum
Auffinden von symmetrischen Quadraturformeln auf dreieckigen Integrationsgebieten der
Methoden aus der Gruppentheorie bedient werden kann [63].

Zunéchst wird ein reguléres Integral {iber ein ebenes, dreieckférmiges Gebiet, wie es zum
Beispiel bei der Berechnung der Beitrége fiir den Anregungsvektor in Gleichung (2.3.18)
auftritt, betrachtet. Nach Transformation auf das Einheitsdreieck

F=r+ @ —rn+ (s —7m)§ 0<n<1, 0<6<1—1, (2.4.6)

wobei die Vektoren 7; mit i € [1, 3] die Eckpunkte des Dreiecks bezeichnen, l4sst sich das
Integral unter Beriicksichtigung des differentiellen Flichenelementes dA(7) = 2AEdnd¢
naherungsweise wie folgt berechnen:

—2Ai2wl 7(mi, 6] - (2.4.7)

Hierin steht die Funktion f stellvertretend fiir den Integranden in Gleichung (2.3.18).
Die benotigten Werte fiir die Stiitzstellen und Gewichte kénnen beispielsweise der Lite-
ratur entnommen werden. Eine sehr iibersichtliche Zusammenstellung sowie ein Compu-
teralgorithmus zur Generierung dieser Grofien wurde von DUNAVANT [31] publiziert. Die
niaherungsweise Bestimmung der Beitrdge zur Systemmatrix in Gleichung (2.3.20), bei
denen der Abstand zwischen den Trigern der Ansatz- und Testfunktionen hinreichend
grof} ist, erfolgt durch wiederholte Anwendung des eingefiihrten Quadraturoperators Qa
aus Gleichung (2.4.7) auf die Integrandenfunktion, die abkiirzend mit g bezeichnet werden
soll:

QA(g) = 445 A Zszwkg (330, 7" (> )] (2.4.8)
i=1 k=1
Anzumerken ist, dass mit Hilfe einer bilinearen Transformation das Einheitsdreieck auf
das Einheitsquadrat abgebildet werden kann und somit alternativ auch die Tensor-GAUSS-
Quadratur anwendbar ist. Von Vorteil ware zweifellos die wesentlich einfachere Bestim-
mung der Stiitzstellen und Gewichte. Entscheidender Nachteil dieser Vorgehensweise ist
jedoch die weitaus geringere Effizienz verglichen mit der direkten Methode.

Polynomgrad p 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 |10 | 11 | 12
GAuss-Quadratur Qa | 1 3 4 6 712113 (16 19|25 |27 | 33
Produktregel Q* 1 4 1 4 9 9 (16 |16 | 25 |25 | 36 | 36 | 49

Tabelle 2.1: Zusammenhang zwischen Exaktheitsgrad und der dazu erforderlichen Anzahl
von Quadraturpunkten fiir unterschiedliche Varianten der zweidimensionalen Quadratur.
Fiir eine fest vorgegebene Stiitzstellenzahl weist die direkte Quadraturregel tiber das Fin-
heitsdreieck im Gegensatz zur Produktregel eine hohere Ordnung auf.

Die zum Erreichen einer bestimmten Polynomordnung benétigte Anzahl von Quadratur-
punkten bei Verwendung symmetrischer Quadraturformeln fiir das Einheitsdreieck mit
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ausschlieBlich inneren Punkten kann Tabelle 2.1 entnommen werden [31]. Zum Vergleich
sind zusétzlich die fiir die zweidimensionale Tensor-GAUSS-Quadratur benotigten Stiitz-
stellenzahlen angegeben.

2.4.2 Behandlung singulirer Integrale

Die im vorangegangenen Abschnitt eingefithrten Quadraturformeln eignen sich hervorra-
gend zur approximativen Loésung von Integralen mit hinreichend reguldrem Integranden.
Typischerweise wachsen die Kernfunktionen in der BEM bei Annédherung des Aufpunktes
an den Quellpunkt unbeschrinkt an, wodurch bei der Berechnung bestimmter Beitrage
zum diskreten Integraloperator die Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit dieser Ver-
fahren verletzt sind. Bleibt das singulére Verhalten des Integranden bei der numerischen
Integration unberiicksichtigt, kann es zum Verlust der zu erwartenden Konvergenzord-
nung oder gar zum volligen Versagen des Quadraturverfahrens kommen. Folgende Fille
sind bei der Berechnung der Beitrage zur Systemmatrix zu unterscheiden:

Dreiecke mit gemeinsamem Punkt,

Dreiecke mit gemeinsamer Kante,

identische Dreiecke,

Dreiecke mit geringem Abstand.

Auch wenn die im letzten Punkt genannten Integrale regular und somit mittels Standard-
Quadraturen auswertbar sind, konnen Quasi-Singularititen, die bei der Interaktion von
nahe beieinander liegenden Elementen auftreten, zu einer drastischen Verschlechterung
des Konvergenzverhaltens des Quadraturverfahrens fithren. Zwar bleibt in diesem Fall
die asymptotische Konvergenzordnung davon unberiihrt, diese stellt sich aber unter Um-
standen erst fiir sehr kleine Schrittweiten ein. Zusétzlich kann es zu einem erheblichen
Genauigkeitsverlust kommen, so dass nur mit einem deutlichen Mehraufwand brauchbare
Ergebnisse erzielt werden kénnen. Da die zur Regularisierung von singuldren Integralen
eingesetzten Methoden ebenfalls zur Glattung von Quasi-Singularitdten geeignet sind, soll
dieser Fall mit einbezogen werden.

Zur Behandlung derartiger Integrale gibt es eine Vielzahl von méglichen Vorgehensweisen,
aus denen sich in der Randelementmethode zwei Techniken durchgesetzt haben, die auch
im Anschluss kurz vorgestellt und im Hinblick auf ihre Leistungsfihigkeit ndher unter-
sucht werden. Zu erwéhnen sei noch die Moglichkeit, eine angepasste Quadraturregel zu
entwickeln, indem durch geeignete Wahl der Gewichtsfunktion die Singularitit eliminiert
wird. Das Auffinden der zugehorigen Stiitzstellen und Gewichte stofit jedoch schnell an
die Grenzen der Realisierbarkeit, weshalb dieses Konzept fiir die hier betrachtete Randin-
tegralgleichungsformulierung ohne Bedeutung ist.

2.4.2.1 Extraktion der Singularitit

Dieser Methode liegt die Idee zugrunde, den singuldren Anteil vom Integranden zu subtra-
hieren, um so das Integral einer numerischen Auswertung zugénglich zu machen. Voraus-
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setzung hierfiir ist die Existenz einer geschlossenen Losung fiir das Integral des abgespal-
tenen singuldren Terms, welches anschliefend zum regularisierten Anteil aufaddiert wer-
den muss. Als wesentlicher Vorteil dieser Regularisierungstechnik ist die uneingeschréankte
Eignung fiir alle Typen von Singularitdten zu nennen. Zu beachten ist, dass, selbst wenn
die gewiinschte Beseitigung der Singularitét erreicht wurde, die verbleibende Integranden-
funktion nicht in jedem Fall stetig oder stetig differenzierbar sein muss. Da die Anwendbar-
keit von Quadraturverfahren an bestimmte Voraussetzungen in Bezug auf die Differenzier-
barkeit des Integranden gebunden ist, ist dessen prizise Analyse unerldsslich, da es sonst
zum Versagen von Verfahren hoherer Ordnung kommen kann. Aus diesem Grund wurde
fiir die Extraktionstechnik in der elektromagnetischen Feldberechnung von TASKINEN [88]
eine Erweiterung vorgeschlagen, die ausgehend von der TAYLOR??-Reihenentwicklung der
Fundamentallésung beziiglich der Abstandsfunktion R = ||i¥ — 7’||

exp(—jkoR)_ 1 k’g kf)l e o k'g 2 4 k'g 43
7 =z R+24R J\ ko— GR OR (2.4.9)

die Extraktion einer den Erfordernissen angepassten Anzahl von Termen erlaubt. Nach
genauer Untersuchung der Ableitungen der Abstandsfunktion

OO R" = O (R"_“_”) , fiir R — 0, n ungerade (2.4.10a)
0 ; >
IOLR" = gy en , fir R — 0, n gerade (2.4.10b)
K OR" M) s u+v<n

lasst Gleichung (2.4.9) einige wichtige Schliisse zu. Alle geraden Potenzen dieser Funkti-
on sind beliebig oft stetig differenzierbar, womit unter der Annahme hinreichend glatter
Belegfunktionen der Anwendbarkeit der GAuUSs-Quadratur auf den Imaginérteil der Ma-
trixbeitrage nichts im Wege steht. Demgegeniiber wachsen die Ableitungen des Realteils,
der sich aus den ungeraden Potenzen von R zusammensetzt, ab einer bestimmten Ord-
nung unbeschriankt an. Daraus folgt, dass fiir Aufpunkte auf dem Rand oder innerhalb
des Integrationsgebietes eine von der Wahl der eingesetzten Quadraturregel abhéingige
Mindestanzahl von Reihengliedern subtrahiert werden muss.

Die Aufspaltung der Integralbeitriige zum diskreten Operator 7 aus Gleichung (2.3.26)
in den reguldren Anteil

JkoZo L
L e

I k?z
- —»/ 2i—1 iy
Z 0 7= dAG)AGT)

47r
TE 7
(2.4.11)
sowie den singuldren Anteil
I
( JkoZo 7 2l .
2t g = Z p 21 T = Ai — 7P AAFdAGT) (2.4.12)
besitzt die Form:
ZT:‘;L:TE Zr:lr:;i ,reg + Z;lr:z:;,sing . (2413)

22Brook Taylor, 1685-1731, britischer Mathematiker



42 Kapitel 2. Randelementmethode

Hierin wurde fiir die regulidre Dichtefunktion abkiirzend
ZEEEF) = EE (P (P - ) - (2.4.14)

gesetzt. Durch passende Wahl der Extraktionsordnung [ ist fiir die Integrandenfunktion
in Gleichung (2.4.11) eine beliebige Differenzierbarkeit erzielbar, so dass dieses Integral
leicht mit Hilfe der Standard-Gauss-Quadratur (2.4.7) approximativ gelost werden kann.
Das innere Integral iiber das erste Summenglied der abgespaltenen Singularitit (2.4.12),
das auch als Potential einer ortlich linear verdnderlichen, statischen Ladungsverteilung
interpretiert werden kann, besitzt nach WILTON [97] und GRAGLIA [40] die geschlossene
Darstellung

||7~ _ 7? Ar) = Z S faitly + (7 = 7) (P foi — |dI3;) (2.4.15)
T
mit
RS +sf o
fri=In R +s |’ fai = (s{ R — 57 Ry) + (R})” fai
PPst Pos-
51' ;= arctan [W] — arctan [W} . (2416&)

Hierin bezeichnet P, die Orthogonalprojektion des Aufpunktes P in die Ebene, in der das
Dreieck T liegt, d ist die vorzeichenbehaftete Distanz zwischen diesen beiden Punkten,
77 der Normalenvektor und tj der Tangentenvektor der Kante F; des Dreiecks. Alle weite-
ren Geometriegroflen kénnen Abbildung 2.6 entnommen werden. Ausgehend von diesem
Ergebnis ldsst sich nach YLA-O1JALA und TASKINEN [98] rekursiv der Wert des Integrals
iiber alle anderen Potenzen der Abstandsfunktion gewinnen. Fiir die noch verbleibende
auflere Integration konnte bisher nur im Fall identischer Dreiecke eine analytische Losung,
die im Anhang A.1 ausfiihrlich hergeleitet wird, gefunden werden. Zwar ist das Resultat
der inneren Integration fiir den schwach singuldren Operator iiberall stetig, beim Durch-
gang durch das Integrationsgebiet jedoch nicht stetig differenzierbar. Dies hat die bereits
diskutierten Probleme mit Quadraturformeln hoherer Ordnung zur Folge. Bei den stark
singuldren Operatoren weist diese Funktion sogar auf dem Rand eine logarithmische Sin-
gularitét auf, die ohnehin eine gesonderte Behandlung erfordert [98]. Zur Illustration dieser
Uberlegungen ist das Konvergenzverhalten der GAuss-Quadratur fiir die anfangs genann-
ten Fille in Abbildung 2.7 grafisch dargestellt. Als Beispiel hierfiir wurde das Integral

|7“—7“’||

iiber zwei rechtwinklige Dreiecke, welche in einer Ebene liegen und deren Katheten die
Lénge Eins besitzen

To={(z,y):0<z<1AN0<y<1-—uz},
Ty ={(r,y): -1<2<0AN-1-2<y<0},

~—
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0
@ =1 x it
d:=(F—7})-i

Abbildung 2.6: Bezeichnung der verwendeten Geometriegrofien fir die geschlossene Dar-
stellung der statischen Potentiale nach [97].

Ty={(r,y): 0<z <1IAl—z<y<1},
Ty ={(z,y): 1<z <0A-1<y<—1-ux},

betrachtet. Nach Extraktion der ersten beiden Terme der Reihenentwicklung (2.4.9) wurde
das regularisierte Integral mittels der Standard-GAuss-Quadratur fiir ausgewéhlte Qua-
draturordnungen und fest definierter Verfeinerung des Integrationsgebietes geltst. Der
abgespaltene singulidre Anteil wurde soweit wie moglich analytisch ausgewertet, die ver-
bliebenen Integrale wurden mittels Gleichung (2.4.7) approximiert. Der Integrand ist zwei-
fach stetig differenzierbar, so dass als Quadraturordnung mindestens p = 3 zu erwarten
ist. Dies wird auch fiir den Fall identischer Dreiecke erreicht, weil die extrahierte Singu-
laritdt vollstdndig in geschlossener Form vorliegt. Die schlechte Konvergenz im Fall eines
gemeinsamen Punktes und einer gemeinsamen Kante ist auf die unzureichende Regula-
ritdt des &uleren Integrals der extrahierten Singularitit zuriickzufiithren, welches deshalb
die Konvergenzeigenschaften der Gesamtlosung maflgeblich bestimmt. Eine Abspaltung
weiterer Glieder wiirde zwar die Genauigkeit, nicht aber die Ordnung verbessern.

2.4.2.2 Regularisierende Koordinatentransformation

Eine weit verbreitete Technik zur Elimination schwacher Singularitdten in eindimensiona-
len Integralen beruht auf der geeigneten Substitution der Integrationsvariablen [58]. Dieses
Konzept lésst sich auch auf mehrdimensionale Integrale ausdehnen und fiihrt bei Verwen-
dung von multilinearen Funktionen auf die sogenannte DUFFY-Transformation [30]. Wie
in Abbildung 2.8 anhand eines zweidimensionalen Integrationsgebietes verdeutlicht ist,
wird durch diese Substitution das gezeigte dreieckige Referenzgebiet in das Einheitsqua-
drat iiberfiihrt, so dass eine eventuell vorhandene schwache Punktsingularitdt im Ur-
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gemeinsamer Knoten gemeinsame Kante
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Abbildung 2.7: Konvergenzverhalten des Standard-Gauss-Quadraturverfahrens nach Re-
gularisierung des Testintegrals mittels der Extraktionsmethode. Dargestellt ist der Realteil
des Fehlers in Abhdngigkeit von der reziproken Gitterschrittweite des verfeinerten Ein-
heitsdreiecks bei Abspaltung der ersten beiden Reihenglieder.

sprung des lokalen Koordinatensystems des Dreiecks durch die JACOBI?3-Determinante
Jaia (&) = & behoben wird:

//\/%OlA A = // 5577 nde . (2.4.18)

Die Regularisierung der singulédren Beitrége zu den hier betrachteten diskreten Integral-
operatoren gestaltet sich nicht nur wegen des hoherdimensionalen Integrationsgebietes
schwieriger, sondern hauptséchlich weil die Singularitéit nicht isoliert ist. Abhilfe schafft
die Einfithrung von Relativkoordinaten, wodurch die Singularitit fixiert und damit die
Anwendung der DUFFY-Transformation ermoglicht wird [77, 91]. Die Aufbereitung der
Integrale zur numerischen Auswertung der singulédren Beitrige umfasst eine Reihe von Ko-
ordinatentransformationen, die nachfolgend in Anlehnung an SAUTER und SCHWAB [77]
kurz skizziert werden sollen. Beginnend mit der Transformation des Integrationsgebie-
tes T+ mit den Eckpunkten 7, 7, 73 sowie des Gebietes T+ mit den Eckpunkten 7, 75,

ZCarl Gustav Jacob Jacobi, 1804-1851, deutscher Mathematiker
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Aok ® nA ®
1 1

®
©) ®

Abbildung 2.8: Bilineare Koordinatentransformation nach Duffy. Durch den Ubergang vom
dreieckigen Integrationsgebiet auf das Finheitsquadrat wird eine im Ursprung des lokalen
Koordinatensystems vorhandene schwache Punktsingularitit eliminiert.

7% auf das in Abbildung 2.8 gezeigte Referenzgebiet mittels
(A1, A2) = 71 (1 — Ap) + 72(A1 — Aa) + 732, 0< M <1 0<A<A (24.19)
PINLAY) =711 = A) + 75N = A5) +750,, 0< AN <1,0< XA, <)\ (2.4.19b)
nimmt die Belegfunktion in den eingefiihrten lokalen Koordinaten die Gestalt
Zrm (AL A, ML AG) = 2 [P A2), 77(A, X)) (2.4.20)

mn

an. Im weiteren Verlauf muss zwischen den eingangs erwiahnten Féllen unterschieden wer-
den.

Dreiecke mit gemeinsamem Punkt

Unter Beriicksichtigung, dass beide Dreiecke den gemeinsamen Punkt 7 = 7 besitzen,
ermoglicht die geeignete Einfithrung der Relativkoordinaten ui, us, uz und wuy die Fi-
xierung der Singularitdt im Ursprung dieses Koordinatensystems. Zur Elimination der

1 1 2
U1 3 §ne
U; &m Enams
U3z; Ene 3
Ui Enams &m

J; § 3772 S 3772

Tabelle 2.2: Multilineare Koordinatentransformation zur Behebung der Punktsingularitdt
im Fall eines gemeinsamen Punktes [77].

Punktsingularitdt muss sie sich in einem Eckpunkt befinden, was durch eine Zerlegung
des vierdimensionalen Polyeders in zwei Teilgebiete erreicht werden kann. In Tabelle 2.2
sind die passenden DUFFY-Transformationen fiir jedes Teilgebiet angegeben. Mit der Fun-
damentallosung in Relativkoordinaten

Q(Uli, Ui, Uiy U4i) = Q[F(Uli, Uzi), F’(Usi, U4i)] (2-4-21)

folgt fiir das regularisierte Integral:

o 1L 111
Z,jﬁjf = jkoZy Z / / / / ﬁii[(Uflia Uiy Uiy U4i)Q(U1i, Ui, Uiy U4i)Jidfd771d772d773 .
0 0 0

=1 0

(2.4.22)
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Dreiecke mit gemeinsamer Kante

Betrachtet werden zwei Dreiecke mit der gemeinsamen Kante zwischen den Punkten
=7} und 7 = 7. In diesem Fall legt die Einfiihrung der Relativkoordinaten wuy,
up und wus die Singularitdt im Ursprung dieses Koordinatensystems fest. Nach passen-

) 1 2 3 4 5
At § § E(1 —mmne) E(1 — mnans) §(1 — mnans)
U1; —Emne —Emnans Emmne EMmmnans EMmmn2ns
ug; | Em(l — ) Emna(1 —n3) Emmnans &M Emne
us; Emns Em Em(l—mn2) | Emma(l—ms) | Em(l—n2ms)
Ji Ent iy Ening Ening Ening

Tabelle 2.3: Multilineare Koordinatentransformation zur Behebung der Punktsingularitdt
im Fall einer gemeinsamen Kante [77].

der Zerlegung des Integrationsgebietes in fiinf vierdimensionale Polyeder folgt mit der
Fundamentall6sung

Q(Ulm U2;, Usz) = Q[F(Alia u3i)7 F/(uli + A4, Uzz)] (2-4-23)

und den in Tabelle 2.3 angegebenen Variablensubstitutionen fiir das regularisierte Integral:

5 L 111
Zii::jkOZOZ////fif@uﬂ&,uu+>\1i7U2¢)Q(U1¢,Uziausi)Jiddeth)QdUs-

=% 09 0 0

(2.4.24)

Identische Dreiecke

In diesem Fall sind beide Dreiecke identisch und besitzen die gemeinsamen Eckpunkte
=171, Te = 74 und 73 = 5. Durch Einfithrung der Relativkoordinaten u; und uy wird
die Singularitét im Ursprung fixiert und die Fundamentallosung erhélt die Form:

Q(Um ug;) = G[F(A1iy Ai), 7 (uri + A1y wg; + Aai)] - (2.4.25)

Durch eine weitere Koordinatentransformation kann das aus sechs Polyedern bestehende

i 1 2 3
Al § § 5(1 - 771772773)
Aai Em(1 — 2 + mam3) E(1 —m1 + mne) Em(1 — mams)
U4 EMmna Emnans —Emnans
Us; Emnans Emmne Emna(1l — 1n3)
J; ¥ ning E3ning ¥ ning

Tabelle 2.4: Multilineare Koordinatentransformation zur Behebung der Punktsingularitdt
im Fall identischer Dreiecke [77].

Integrationsgebiet um die Hélfte reduziert werden, womit sich unter Beriicksichtigung
der Symmetrie der Fundamentallosung G(—uy;, —ug;) = G(uy;, ug;) und nach Einsetzen
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der in Tabelle 2.4 angegebenen Transformationsbeziehungen das regularisierte Integral
schlieflich in der Form

3 1 1 1 1
R N
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+ 5i (A — wriy Aoy — Uiy Aig, AZZ’)]Q(UID ;) J;dEdm dnadns
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Abbildung 2.9: Konvergenzverhalten der gewdhnlichen Gauss-Quadratur nach Regularisie-
rung des Integrals mittels der Duffy- Transformation. Dargestellt ist der Fehler des Realteils
i Abhdngigkeit von der reziproken Schrittweite des verfeinerten Einheitsdreiecks.

Als Ergebnis erhélt man in allen Féllen mehrere Integrale mit glatter Integrandenfunk-
tion iiber den vierdimensionalen Hyperwiirfel, fiir deren Auswertung die Tensor-GAUSS-
Quadratur (2.4.4) pradestiniert ist. Anzumerken ist, dass die beschriebene Vorgehens-
weise nicht nur fiir schwach singulédre Integrale sondern bedingt auch fiir stark singulére
Integrale, wie sie beispielsweise bei der Berechnung des im Operator M auftretenden
CAucHyschen Hauptwertes auftreten, geeignet ist [77].

Wie im Anhang A.2 dargelegt ist, konnen die regularisierten Integrale teilweise analytisch
gelost werden, so dass letztendlich das Integrationsgebiet fiir den Fall identischer Dreiecke
auf das Einheitsintervall, fiir den Fall einer gemeinsamen Kante auf das Einheitsquadrat
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und fiir den Fall eines gemeinsamen Knotens auf den Einheitswiirfel reduziert werden
kann [91], wodurch der Rechenaufwand zur Ausfithrung der numerischen Integration dras-
tisch herabgesetzt wird.

In Abbildung 2.9 ist das Konvergenzverhalten der Tensor-GAuss-Quadratur fiir das in
Abschnitt 2.4.2.1 ausgewéhlte Beispiel bei Anwendung der regularisierenden Koordina-
tentransformation grafisch dargestellt, wobei fiir den Integranden die im Anhang A.2 ab-
geleiteten Ausdriicke verwendet wurden. In allen untersuchten Fillen wird die erwartete
asymptotische Konvergenzordnung des Quadraturfehlers erreicht. Eingehende theoreti-
sche Untersuchungen zum Einfluss des Quadraturfehlers auf das Diskretisierungsverfah-
ren fiir elliptische Integralgleichungen und die daraus folgenden Konsequenzen kénnen
beispielsweise [77] entnommen werden.

. gemeinsamer Knoten . gemeinsame Kante
10 Ny 10 y
: LI . eRsEII NG
1073 SN 1073 —==HUIC 0
107 =] 107 \ i
7107 T T
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Abbildung 2.10: Vergleich der Effizienz beider Reqularisierungstechniken. Gezeigt ist der
durch eine hp-Verfeinerung minimal erreichbare Fehler des Realteils in Abhdngigkeit von
der Gesamtzahl der Quadraturpunkte.

Zusammenfassend lésst sich festhalten, dass jede der beiden vorgestellten Methoden ihren
bevorzugten Anwendungsbereich besitzt. Fiir den Fall, dass eine vollstéindige analytische
Losung des abgespaltenen singulédren Integrals zur Verfiigung steht, ist die Methode der
Singularitédtssubtraktion aufgrund der einfachen rechentechnischen Umsetzung sowie ho-
hen Effizienz anderen Regularisierungstechniken bei gleicher Dimension des Integrals iiber-
legen. Beim GALERKIN-Verfahren wird der wirksame Einsatz von Quadraturverfahren
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héherer Ordnung jedoch durch die unvermeidbare numerische Auswertung von Integralen
mit unzureichend glattem Integranden verhindert. Die Aufbereitung der Integrale fiir die
regularisierende Koordinatentransformation fiithrt auf mehrere Teilintegrale mit kompli-
ziert aufgebauten Integranden, was mit einem hohen numerischen Aufwand verbunden
ist. Demgegeniiber steht jedoch der gesicherte Erhalt der Quadraturordnung sowie eine
mathematisch fundierte Analyse des Zusammenhangs zwischen Quadraturordnung und
Konvergenzeigenschaften des GALERKIN-Verfahrens [77].

Ein Vergleich der Effizienzen beider Verfahren anhand des Beispielproblems aus dem vor-
herigen Abschnitt zeigt, dass die Extraktionstechnik bereits mit wenigen Quadraturpunk-
ten sehr genaue Ergebnisse liefert, die regularisierende Koordinatentransformation jedoch
wegen der hoheren Konvergenzrate sowie der niedrigeren Dimension des Integrals fiir
hohere Genauigkeitsanforderungen besser geeignet und leistungsfahiger ist. Aufgetragen
ist in Abbildung 2.10 der durch eine optimale Wahl der Quadraturordnung und einer
gleichméfligen Verfeinerung des Integrationsgebietes erreichbare kleinstmogliche Fehler
im Realteil des Integrals in Abhéngigkeit von der Gesamtzahl der Quadraturpunkte, wel-
che als Maf fiir die Kosten zur Auswertung des Integranden angenommen werden kann.
Angemerkt sei, dass durch eine adaptive Verfeinerung des Integrationsgebietes eine weite-
re Verbesserung erzielt werden kann, dies soll hier jedoch nicht ndher betrachtet werden.
Im Fall, dass die Dreiecke keine gemeinsamen Punkte besitzen, ist die Dimension der In-
tegrale gleich und beide Verfahren konvergieren mit der hochstmoglichen Ordnung, was
sich in den nahezu identischen Fehlerverlaufen widerspiegelt.

2.5 Aspekte bei der Losung des diskreten Problems

2.5.1 Elektromagnetische Streuprobleme

Die Diskretisierung der zur Beschreibung eines elektromagnetischen Streuproblems die-
nenden Randintegralgleichung fiihrt gewohnlich auf ein lineares Gleichungssystem, fiir
dessen Behandlung die numerische Mathematik eine Vielzahl von Losungsverfahren bereit
hélt. Die Auswahl eines geeigneten und vor allem effizienten Verfahrens hiangt vorrangig
von den Eigenschaften der Systemmatrix ab, aber auch andere Gesichtspunkte wie die
Grofle des diskreten Problems und die Anzahl der Anregungen, die bei Streuproblemen
durchaus sehr grofie Werte annehmen kann, sind dabei zu berticksichtigen.

Die diskreten Gegenstiicke der Integraloperatoren sind im Allgemeinen dicht besetzt, wo-
durch der Speicheraufwand quadratisch mit der Zahl der Freiheitsgrade anwéchst und die
asymptotische Komplexitiat des eingesetzten Losungsalgorithmus mindestens von zweiter
Ordnung ist. Iterative Losungsalgorithmen und Projektionsverfahren bieten daher ohne
zusétzliche Mafinahmen gegeniiber direkten Verfahren keinen nennenswerten Vorteil. Erst
mit der Entwicklung von Matrixkompressionsverfahren, wie die physikalisch motivierte
Schnelle-Multipol-Methode (Multilevel Fast Multipole Method) [42], der auf algebraischer
Ebene angesetzte Panel-Clustering-Algorithmus [44] oder die Approximation dicht besetz-
ter Matrizen durch hierarchisch geordnete Niedrigrangmatrizen (H-Matrizen) [43], konnte
dieser entscheidende Nachteil ausgeglichen werden, womit die den sonst diinn besetzten
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Systemen vorbehaltenen KRYLOW?*-Unterraumverfahren auch in der Randelementmetho-
de effizient einsetzbar sind und damit auch elektrisch grofie Probleme bewiltigt werden
kénnen.

Fiir im Verhéltnis zur Wellenlénge kleine bis mittlere Problemgréfien sind haufig direk-
te Verfahren trotz ihrer kubischen Komplexititsordnung den iterativen Strategien in der
Randelementmethode iiberlegen. Grund hierfiir ist zum einen, dass die genannten Be-
schleunigungsverfahren selbst einen sehr komplexen Aufbau besitzen und damit hohe
Anforderungen an die numerische Umsetzung stellen. Zum anderen weisen die diskreten
Randintegraloperatoren schlechte Konditionseigenschaften auf, was zu einer leistungsfihi-
gen Vorkonditionierung des zu losenden Gleichungssystems zwingt, die mit einem entspre-
chenden Zusatzaufwand verbunden ist. Schlecht konditionierte Matrizen sind dagegen fiir
direkt arbeitende Verfahren, die auch einfach zu implementieren sind, vollkommen unpro-
blematisch. Insbesondere bei multipler Anregung tritt deren Vorzug deutlich hervor. So
ist bei Verwendung eines Projektionsverfahrens das Gleichungssystem fiir jede Anregung
wiederholt zu l6sen, wodurch sich der Aufwand abhéngig von der Anzahl der Anregun-
gen vervielfacht. Demgegeniiber kann der damit verbundene numerische Mehraufwand
bei Einsatz direkter Verfahren vernachléssigt werden, da die rechenzeitintensive Inversion
oder LU-Zerlegung der Systemmatrix nur ein einziges Mal durchzufiihren ist. Damit sind
direkte Losungsverfahren auch weiterhin von praktischer Relevanz.

2.5.2 Eigenwertprobleme

Aufgrund der nichtlinearen Abhéngigkeit des Integralkerns von der Wellenzahl resultiert
aus der diskreten Approximation des Integraloperators ein indirektes Eigenwertproblem,
dessen Behandlung sich im Gegensatz zur Losung linearer Eigenwertprobleme ungleich
schwieriger gestaltet und derzeit immer noch Gegenstand intensiver Forschung ist. In
[66, 57, 14] werden die wichtigsten Losungskonzepte vorgestellt und eingehend analysiert.

Eine Moglichkeit zur Konstruktion von iterativen Losungsverfahren besteht in einer dqui-
valenten Formulierung der Eigenwertaufgabe als Optimierungsproblem [53]. Die Bestim-
mung von Eigenwerten ist gleichbedeutend mit dem Aufsuchen derjenigen Parameter, fiir
die die davon abhéngige lineare Abbildung einen nichttrivialen Kern besitzt und damit
singulér wird. Da sich der kleinste Singuldrwert einer quadratischen Matrix als Abstand
zur nichsten singuldren Matrix deuten lasst, bietet dieser sich als mégliche Zielfunktion
an, welche an den gesuchten Punkten ein Minimum mit verschwindendem Wert annimmt.
Im Allgemeinen werden die Eigenwerte aus dem Bereich der komplexen Zahlen angenom-
men, so dass ein nichtlineares Minimierungsproblem fiir eine reellwertige Funktion in zwei
Variablen vorliegt. Um die Bestimmung der Ableitung des Integraloperators zu umgehen,
wurde sich in dieser Arbeit unter anderem fiir ein von POWELL [71] vorgeschlagenes ablei-
tungsfreies Verfahren entschieden. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass bedingt durch
eine begrenzte Genauigkeit der Zahlendarstellung auf einer Rechenanlage und durch nu-
merische Fehler die gesuchten Minima etwas vom theoretischen Wert abweichen, worauf
bei einer Implementierung zu achten ist.

Neben diesen heuristischen Ansétzen existieren noch weitere iterative Strategien, deren

24 Alexei Nikolajewitsch Krylow, 18631945, russischer Schiffsbauingenieur und Mathematiker
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Ausgangspunkt iiblicherweise eine auf klassischen Methoden zur Losung nichtlinearer
Gleichungen basierende Linearisierung des indirekten Eigenwertproblems bildet. Ein Ver-
treter dieser Klasse ist das Regula-falsi-Verfahren, das ebenfalls im Rahmen dieser Arbeit
eingesetzt wurde. Dieser Algorithmus baut auf einer linearen Interpolation des Integral-
operators zwischen zwei vorgegebenen Frequenzpunkten auf, womit das Problem auf eine
Sequenz von linearen Eigenwertproblemen zuriickgefiihrt ist. Vorteil dieses Algorithmus
ist einerseits die sehr einfache numerische Umsetzbarkeit und zum anderen die Vermei-
dung der Differentiation des diskreten Operators. Entscheidende Nachteile dieses Schemas
sind jedoch die unumgéngliche Ausfithrung einer numerisch aufwiandigen LU-Zerlegung
der Systemmatrix und die Auswertung eines linearen Eigenwertproblems in jedem Ite-
rationsschritt. Derartige Strategien sind deshalb nur fiir kleine Systemgréfien geeignet.
Da zudem eine eventuell vorhandene diinne Besetzungsstruktur der Matrix nicht erhal-
ten bleibt, beschrénkt sich deren Hauptanwendungsgebiet letztendlich auf Systeme mit
dicht besetzten Matrizen. Zu erwdhnen ist, dass die genannten iterativen Verfahren ledig-
lich einen einzelnen Eigenwert liefern, fiir den bereits im Vorfeld ein hinreichend genauer
Schétzwert vorliegen muss.

Einer mathematisch fundierten Entwicklung von Projektionsverfahren zur schnellen und
genauen Losung indirekter Eigenwertprobleme mit grofien, diinn besetzten Matrizen wur-
de erst in jlingster Zeit die notige Aufmerksamkeit geschenkt. Wie bei echten Iterations-
verfahren beruhen auch sie auf einer Erweiterung von bekannten Losungsmethoden fiir
lineare Eigenwertprobleme, wie zum Beispiel das ARNOLDI-Verfahren oder der JACOBI-
DAvIDSON-Algorithmus. In Analogie zur Losung linearer Gleichungssysteme sind auch fiir
den hier betrachteten Problemtyp die bereits erwéhnten Techniken zur Beschleunigung
der Matrix-Vektor-Multiplikationen uneingeschrankt anwendbar, so dass ein Einsatz die-
ser Projektionsverfahren zur Losung von Eigenwertaufgaben, die aus der Anwendung der
Randelementmethode hervorgehen, denkbar wére.

2.6 Bestimmung von Streuquerschnitten

2.6.1 Begriffsbildung und Definition

Streuquerschnitte dienen der Charakterisierung von Streuobjekten und besitzen eine zen-
trale Bedeutung in der Radartechnik®. In der Radargleichung wird dieser Parameter als
Verhéltnis der pro Raumwinkelelement vom Ziel zum Empféinger gestreuten Leistung zu
der auf das Zielobjekt einfallenden Flachenleistungsdichte unter Fernfeldbedingungen de-
finiert [33]. Somit entspricht der Radarquerschnitt eines Streuers dem Oberflacheninhalt
eines als fiktiv zu betrachtenden dquivalenten Objektes, das die auf seine Oberflache einfal-
lende Leistung vollsténdig und isotrop reflektiert. Folglich lésst sich der Streuquerschnitt,
der im optischen Bereich stets kleiner als der Oberflicheninhalt des Streuers ist, als ef-
fektive Wirkflache des Radarziels, die das Signal unterbricht und isotrop zuriickstreut,
interpretieren. Beispielsweise ist fiir hinreichend kleine Wellenldngen der Streuquerschnitt
einer sehr gut leitfahigen Kugel gleich dem projizierten Fliacheninhalt.

%Das Akronym RADAR steht fiir ,RAdio Detection And Ranging*.
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Unter Verwendungscdes PoyNTINGschen?® Vektors der einfallenden Welle Smc und des
gestreuten Feldes S lésst sich fiir den skalaren Radarstreuquerschnitt eine mathematische

Definition
Re{a S }
o= lim 47r?

. W (2.6.1)

mit: €, =

=3y

auf Basis von zeitlich gemittelten Leistungsflussdichten auf der Fernkugeloberfliche an-
geben. Unterscheidet sich die Richtung der einfallenden Welle von der des Beobachtungs-
punktes, wird vom bistatischen Radarquerschnitt gesprochen, welcher fiir Radaranlagen
mit ortlich getrennter Sende- und Empfangseinheit von Interesse ist. Stimmt die Richtung
der Anregung genau mit der des Beobachtungspunktes iiberein, liegt der monostatische
Fall vor, der fiir Anlagen mit kombinierter Sende- und Empfangseinheit bedeutsam ist.

2.6.2 Fernfeldberechnung

Zur Bestimmung des durch die induzierten Oberflachenstrome erregten Fernfeldes erweist
sich die fiir stetige elektromagnetische Felder giiltige Reihenentwicklung in Kugelkoordi-
naten

S sc exp(—jkor) ~= €, (¥,

E (r,9,¢) = EW - )Z im ) (2.6.2a)
m=0

— SC exp —jk’ T - Em 19,

H(r,0,0) = EW 0 >Z im %) (2.6.2b)
m=0

als niitzlich, wobei die Erfiillung der SILVER-MULLER-Abstrahlungsbedingung vorausge-
setzt ist [27]. Fiir die durch die Fernkugeloberfldche tretende Gesamtleistung liefert aus-
schlieBlich das jeweils erste Glied dieser Entwicklung, dessen Koeffizient E = €, bzw.

H H = h auch als Fernfeldcharakteristik bezeichnet wird, einen Beitrag. Be1 Kenntnis

der elektrlschen Oberflachenstromdichte lassen sich diese Gréflen aus den integralen Dar-
stellungsformeln durch Untersuchung des asymptotischen Verhaltens in weit entfernten
Beobachtungspunkten gewinnen. Fiir die Fernfeldcharakteristiken der elektrischen und
magnetischen Feldstirke ergeben sich nach Einfiihrung des Fernfeldoperators

(FKX&@?ﬁ%%é@@%{/@ﬁ%ﬂﬁ%aWW%WMMW) (2.6.3)

und unter Verwendung der einfach ableitbaren Beziehungen
H =Yy, xE, & E_=-Z¢ xH_ (2.6.4)
Ausdriicke der Form:

E (0,0) = (& x FE)(¥, ), (2.6.52)
H. (9,¢) = =Yo(FK)(¥, ). (2.6.5b)

26 John Henry Poynting, 1852-1914, englischer Physiker
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Die Fernfeldanteile elektromagnetischer Wellen, die von beliebigen Stromverteilungen im
freien Raum angeregt werden, propagieren somit in radiale Richtung

€ (U, ¢) = €, sin(V) cos(p) + €, sin(?) sin(p) + €, cos(V) (2.6.6)

und besitzen nur Komponenten in der zugehorigen Transversalebene. Aus diesem Grund
ist es iiblich, zur Beschreibung der Fernfeldcharakteristiken sphérische Koordinaten zu-
grunde zu legen. Mit der Leistungsflussdichte der als elliptisch polarisiert angenommenen
ebenen Welle geméf Gleichung (2.2.31) und der Darstellung der elektrischen Feldstérke
in Komponenten des Kugelkoordinatensystems

—

E=6eEy 5+ L, (2.6.7)
ist der Radarquerschnitt als primére Zielgrofie
1 |E, (9, 0)2+ |E, (09, 0)?
9.0 = L o O H I (9, ¢) 268

47 |Eo|? (14 v?)
aus der Fernfeldcharakteristik des elektromagnetischen Streuproblems berechenbar.

Zwecks Ableitung der diskreten Gegenstiicke zu den Gleichungen (2.6.5), die zur approxi-
mativen Berechnung der Fernfelddaten aus dem numerisch ermittelten Koeffizientenvek-
tor i erforderlich sind, werden die Funktionswerte der polaren und azimutalen elektrischen
Feldstérkekomponenten in M ausgewéhlten Beobachtungspunkten (¢,,, ¢.,) auf der Ein-
heitskugeloberfliche als Elemente von Spaltenvektoren e, 4 und e, angesehen, die zu
einem Blockvektor

e, = (%,w) ;o omits (e ] = B (0 0m)s [€op], = Eoo o(Ums om)  (2.6.9)

9007@

zusammengefasst werden. In gleicher Weise werden die Abtastwerte des magnetischen
Fernfeldes einem Vektor h_ zugeordnet. Die Abbildung des Koeffizientenvektors der elek-
trischen Flachenstromdichte auf den der abgetasteten Fernfelddaten erfolgt durch den
diskreten Fernfeldoperator

F= <%ﬁ> , mit: [Ey] = (€ F fu) O, ©m), [F)] =, F ) (Oms o),

=

(2.6.10)
der sich aus den beiden M x N-Submatrizen F, und F , zusammensetzt. Durch Einfiithrung
der Matrix

I O

die als diskretes Pendant zum kontinuierlichen Operator €,.x interpretiert werden kann,
lasst sich in vollkommener Analogie zu Gleichung (2.6.4) der Zusammenhang zwischen
den magnetischen und elektrischen Fernfeldvektoren

h =Y%Ce, & e, =-2Ch, (2.6.12)

C= [0 _I] ,  mit: C* = 1, (2.6.11)

herstellen, womit schlieBlich die gewiinschte konsistente Ubertragung der kontinuierlichen
Beziehungen in eine diskrete Form
e, =CFi (2.6.13a)
h, = ~YFi (2.6.13D)

gelungen ist.
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2.6.3 Schnelle Frequenzganganalyse

In der Praxis ist hdufig der Streuquerschnitt nicht an einem einzelnen festen Frequenz-
punkt, sondern innerhalb eines bestimmten Frequenzintervalls von Interesse. Eine weit
verbreitete Vorgehensweise zur Bestimmung von Frequenzgéngen besteht in der Verwen-
dung von Zeitbereichsformulierungen mit entsprechend breitbandiger Anregung und einer
anschliefenden FOURIER-Transformation. Alternativ ist es auch moglich, die Frequenz-
ganganalyse direkt im Frequenzbereich durchzufithren, wozu die Zielgréfe an passend
gewahlten Frequenzpunkten bestimmt wird und Zwischenwerte durch Interpolationstech-
niken gewonnen werden. Stark variierende Frequenzgénge der Streuquerschnitte, die insbe-
sondere bei kleinen Wellenzahlen auftreten, erfordern bei einer gegebenen Genauigkeit eine
hinreichend feine Abtastung und kénnen folglich zu einer hohen Zahl von Frequenzpunkten
fithren. Da fiir jeden einzelnen Frequenzpunkt sowohl die Erstellung der Systemmatrix als
auch die Losung des Gleichungssystems wiederholt ausgefiihrt werden muss, kann schnell
die Grenze der Rechenkapazitéit zur Erzielung der gewiinschten Ergebnisse in einer akzep-
tablen Zeit erreicht sein, weshalb dieser Zugang in den meisten Féllen unbrauchbar ist.
Als wesentlich effizienter erweist sich der Einsatz der AWE-Technik (Asymptotic Wave-
form Ewvaluation) in Verbindung mit der Randelementmethode im Frequenzbereich, die
der Klasse der Verfahren zur Reduktion der Modellordnung angehort und urspriinglich
fir Zeitanalysen von VLSI-Schaltkreisen entwickelt wurde [73]. Die Grundidee beruht
auf der formalen Entwicklung der elektrischen Stromdichte um einen ausgewé&hlten Fre-
quenzpunkt in eine TAYLOR-Reihe, deren Koeffizienten indirekt durch Vergleich mit den
Momenten des Anregungsvektors, welche sich aus der Matrixgleichung ergeben, bestimm-
bar sind. Somit wird eine Naherung des kontinuierlichen Frequenzganges des aus dem
Koeffizientenvektor der Flachenstromdichte berechenbaren Streuquerschnittes in einem
bestimmten Bereich erzielt.

Als Ausgangspunkt dient die aus der Diskretisierung einer der genannten Integralgleichung
resultierende Matrixgleichung

Z(k) i(k) = u(k) (2.6.14)

mit der komplexen Wellenzahl k, die den abzutastenden Parameter reprasentiert. Es soll
angenommen werden, dass die TAYLOR-Reihe des Losungsvektors um den Entwicklungs-
punkt k,

(041) (Ko)

] (2.6.15)

i(k) = qu(ﬁ — ko)?,  mit: m, =
q=0

im interessierenden Wellenzahlenbereich konvergiert. Gleichung (2.6.15) ist dabei als kom-
ponentenweise Entwicklung des Losungsvektors zu verstehen. Das aus den TAYLOR-Ko-
effizienten bestehende N-Tupel m, wird aus der formalen Lésung von Gleichung (2.6.14)

i(k) = Z7'(k) u(k) (2.6.16)

bestimmt. Differentiation der rechten Seite von Gleichung (2.6.16) liefert unter Bertick-
sichtigung der Identitét

Op(Z7) = 27 (HZ)Z™ (2.6.17)

und nach einigen elementaren Umformungen eine Rekursionsbeziehung fiir die gesuchten
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Momente [73]

Z_I(EO) u(k) ; ¢q=10

= q

m, B o) (k, L)k, (2.6.18)
Z7 (k) %_Z%mq

;o g>1

-p
p=1

Begniigt man sich mit einer beschrankten Anzahl von Reihengliedern, die von der ge-
wiinschten Genauigkeit abhéngt, ist die gesuchte elektrische Flachenstromdichte bei Vor-
liegen der Momente fiir jede beliebige Wellenzahl innerhalb des interessierenden Bereiches
einfach berechenbar, ohne das Problem erneut losen zu miissen. Allerdings erfordert die-
se Technik einen deutlich hoheren Speicherbedarf, weil zur Bestimmung der Momente
simtliche Matrizen verfiigbar sein miissen. Des Weiteren beansprucht die Aufstellung der
einzelnen Matrizen ein nicht unerhebliches Mafl an Rechenzeit. Es sei darauf hingewiesen,
dass bei Verwendung einer direkten Strategie zur Losung linearer Gleichungssysteme die
Systemmatrix nur einmal invertiert oder einer LU-Zerlegung unterzogen werden muss.
Demgegeniiber ist bei Einsatz eines iterativen Losungsverfahrens aufgrund der variablen
rechten Seite fiir jedes gesuchte Moment ein Gleichungssystem zu 16sen.

Reihenentwicklungen dieser Art zeigen fiir den hier betrachteten Anwendungsfall haufig
nur ein méfiges Konvergenzverhalten, was zur Wahl eines hohen Polynomgrades zwingt.
Zudem besitzen sie meist einen sehr begrenzten Konvergenzbereich, wodurch dieses Ver-
fahren in der vorliegenden Form schnell an Attraktivitdt verliert. Aus den genannten
Griinden wird deshalb bevorzugt auf eine rationale PADE?"-Entwicklung zuriickgegrif-
fen, die nicht nur wesentlich bessere Approximationseigenschaften besitzt, sondern auch
insbesondere Funktionen mit Polstellen hervorragend nachbilden kann [73]. Definitions-
gemifB stellt eine PADE-Approximation eine rationale Funktion dar, deren Potenzreihe
mit einer gegebenen Potenzreihe bis zur héchstmoglichen Ordnung iibereinstimmt. Die
Koeffizienten der rationalen Funktion, die als Approximierte der einzelnen Komponenten
des Losungsvektors

Qz(n) (k — ko)’
. mit: b =1 (2.6.19)
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dienen soll , werden durch Anpassung an die durch Gleichung (2.6.18) festgelegten Momen-
te der TAYLOR-Entwicklung vom Grad ) = L + M bestimmt, wobei L den Polynomgrad
des Zihlers und M den des Nenners der PADE-Approximation angibt. Daraus resultiert
ein M x M Gleichungssystem zur Bestimmung der Koeffizienten des Nennerpolynoms

— = L L I e (2.6.20)
m(LnJZM—1 mg:nlM—2 T mgb) QS\Z) m(ﬂ) M

wobei der Einfachheit halber m; = 0 fiir [ < 0 vereinbart sein soll. Aus diesem Ergebnis

2THenri Eugene Padé, 18631953, franzosischer Mathematiker
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konnen anschliefend die Koeffizienten des Zahlerpolynoms mit Hilfe der Vorschrift
o =3"p"m" s 0<i<L (2.6.21)

berechnet werden.

Es hat sich in der Praxis gezeigt, dass bei gegebenem Polynomgrad () der TAYLOR-
Reihenentwicklung der Fehler in der PADE-Approximation am kleinsten ist, wenn der
Grad des Zahlers gleich oder um Eins hoher als der Grad des Nenners ist. Fiir den Fall
M = 0 stimmt die PADE-Entwicklung mit der TAYLOR-Reihe iiberein.

o in dBsm

35 | |
100 150 200 250 300 350 400
f in MHz

Abbildung 2.11: Monostatischer Riickstreuquerschnitt einer quadratischen Platte mit den
Abmessungen 1mx 1m bei beziiglich der Plattenoberfldche parallelem Finfall einer horizon-
tal polarisierten ebenen Welle (¥; = 90°, p; = 0°,m; = 90°). Gezeigt ist der mit Hilfe einer
Padé-Approzimation der Ordnung (6,5) um den Entwicklungspunkt f = 250 MHz ermit-
telte frequenzabhdingige Verlauf des Riickstreuquerschnittes. Zum Vergleich sind zusdtzlich
an ausgewdhlten Frequenzpunkten direkt berechnete Werte eingetragen.

Die zur Bestimmung der Koeffizienten benétigten Ableitungen der einzelnen Anteile zur
Systemmatrix geméf Gleichung (2.3.26) beziiglich der Wellenzahl konnen explizit in der
kompakten Form

(L) (k) = jhsdg—tml_ // Foit) (7 (11— — )
s VT 2y

4 q! 1 N7 — 79 G(7, 7 7 7!
- 2> T q,”p]w) I7 = 7 67, 7 )AATAG)

k)P |7 — 7

(2.6.22)
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ausgedriickt werden [26]. Ebenso lasst sich fiir die Ableitungen des Anregungsvektors ein
Ausdruck der Gestalt

+

(R (1) = By e [ (=)t Joixit) |- (=) expl(—ght-T)AAG) (2:6.29)
finden. In Abbildung 2.11 ist der mittels einer PADE-Approximation der Ordnung L = 6
und M = 5 numerisch ermittelte Riickstreuquerschnitt einer aus ideal elektrisch leitfahi-
gem Material bestehenden quadratischen Platte dargestellt. Zur Illustration der hohen
Giite dieser Naherung in dem betrachteten Frequenzbereich ist zusétzlich das Ergebnis
der direkten Berechnung des Riickstreuquerschnittes an ausgewéhlten Frequenzpunkten
angegeben.
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Kapitel 3

Finite Symmetriegruppen

Zur formalen Charakterisierung der Symmetrie von Objekten sowie zur Feststellung der
daraus resultierenden Konsequenzen erweisen sich gruppentheoretische Methoden als un-
entbehrliches mathematisches Werkzeug. Nach einem kurzen FEzkurs itiber die enorme
Bedeutung der Gruppen- und Darstellungstheorie in vielen anwendungsbezogenen Zwei-
gen der Naturwissenschaft werden im ndchsten Abschnitt die in der vorliegenden Ar-
beit verwendeten Grundbegriffe und Definitionen aus dieser mathematischen Disziplin
eingefithrt und erldutert. Darauf aufbauend wird im letzten Abschnitt eine als harmo-
nische Analyse auf Gruppen bekannte Methodik abgeleitet, die dhnlich zur klassischen
Fourier-Transformation eine Zerlequng von Funktionen in Komponenten unterschiedli-
chen Symmetrietyps ermoglicht und damit die Voraussetzung fiir eine Vereinfachung von
elektromagnetischen Problemstellungen, die gewisse geometrische Symmetrien aufweisen,
schafft. Die Herkunft und Bedeutung der irreduziblen Darstellungen einer finiten Sym-
metriegruppe, welche die Grundbausteine der abstrakten Fourier-Transformation bilden,
wird in diesem Zusammenhang anhand der Untersuchung der spektralen FEigenschaften
der auftretenden Symmetrieoperatoren verdeutlicht.

3.1 Symmetrie und deren Bedeutung in der Praxis

Symmetrie bedeutet GleichméBigkeit und kennzeichnet die Eigenschaft eines Objekts, sein
Erscheinungsbild gegeniiber bestimmten Transformationen nicht zu verédndern. Viele in
der Natur vorkommende Objekte weisen bestimmte Symmetrien auf. Die Zuweisung einer
Symmetrie ist jedoch nicht auf geometrische Figuren beschrankt. Auch abstraktere Ge-
bilde wie physikalische Gesetzméfigkeiten und mathematische Modellgleichungen kénnen
durch eine Symmetrie gekennzeichnet sein. Je héher dabei die Symmetrie eines Objekts
ist, desto vollkommener und &sthetischer erscheint es dem Betrachter.

Das Studium der Symmetrieeigenschaften eines Systems gestattet im Allgemeinen wichti-
ge Riickschliisse auf dessen wesentliche Eigenschaften, weshalb die Gruppen- und Darstel-
lungstheorie mit Symmetrietransformationen als Gruppenelementen ein unverzichtbares
mathematisches Hilfsmittel in vielen Bereichen der angewandten Naturwissenschaften ge-
worden ist. Daneben kann die Beriicksichtigung von Symmetrien zur erheblichen Verein-
fachung der Losungsfindung eines Problems sowie zum Verstehen und zur Klassifizierung

29
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der gewonnenen Ergebnisse beitragen. In vielen Fillen ist es sogar unméglich, ohne grup-
pentheoretische Methoden iiberhaupt eine Lésung zu erzielen.

Der enge und untrennbare Zusammenhang zwischen den Symmetrien des Anschauungs-
raums und fundamentalen Naturgesetzen manifestiert sich in eindrucksvoller Weise im
beriihmten NOETHER!-Theorem. Es besagt, dass jeder kontinuierlichen Symmetrie eines
Systems eine Erhaltungsgrofie zugeordnet ist und umgekehrt. Die Invarianz physikalischer
Prozesse unter Zeittranslation, die auf der Beobachtung beruht, dass der Zeitpunkt des
Beginns eines Vorganges unter gleichen Bedingungen nichts an dessen Verlauf &ndert,
verlangt den Erhalt der Gesamtenergie innerhalb eines abgeschlossenen Systems. Wei-
terhin driickt die Homogenitdt und Isotropie des euklidischen Raums und damit dessen
Invarianz gegeniiber Verschiebung und Drehung die freie Wahl der Lage und der Rich-
tung des Bezugssystems aus und fordert als Konsequenz den Erhalt des Impulses und
Drehimpulses.

Praktische Relevanz erlangte die Gruppentheorie in Verbindung mit Symmetrien erstmals
in der Kristallografie als Teilgebiet der Mineralogie [69]. Reale Kristallstrukturen werden
vereinfacht als unendliche Gitter angenommen, die durch periodische Fortsetzung einer
Elementarzelle in alle drei Raumrichtungen entstehen. Mathematisch wird die Symme-
trie von Kristallgittern durch sogenannte kristallografische Raumgruppen charakterisiert,
deren Elemente die Gitterstruktur in sich selbst iiberfithren und sowohl diskrete Trans-
lationen als auch Symmetrietransformationen diskreter Punktgruppen, wie beispielsweise
rdumliche Drehungen und Spiegelungen, beinhalten. Aus der symmetriebezogenen Analy-
se von Kristallsystemen lassen sich sowohl moégliche Symmetrieachsen kristallografischer
Polyeder als auch realisierbare Kristallkonfigurationen ableiten sowie Aussagen iiber Harte
und Spaltbarkeit eines Kristalls treffen.

Gruppentheoretische Methoden sind auch in der Chemie bei der Untersuchung von Mo-
lekiilen, die als rdumliche Punktsysteme aufgefasst werden, nicht mehr wegzudenken.
Die Darstellungstheorie erlaubt die Einteilung der Eigenschwingungen eines Molekiils
beziiglich seines Verhaltens unter bestimmten Symmetrietransformationen in Symmetrie-
klassen ohne explizite Auswertung der Schwingungsgleichung, womit Aussagen iiber die
optische Aktivitdt des betrachteten Molekiils aus alleiniger Kenntnis der zugrunde liegen-
den Symmetriegruppe getroffen werden koénnen. Diese sind zum Beispiel in der Schwin-
gungsspektroskopie sowohl zur Strukturanalyse oder Identifikation von Substanzen als
auch zur Vorhersage physikalischer Eigenschaften von Interesse.

Zu den bedeutendsten Anwendungsgebieten der Gruppentheorie zdhlt die Quantenme-
chanik, in der die Struktur und Wechselwirkung der Materie im atomaren und subato-
maren Bereich untersucht wird. Der Zustand eines Quantenobjekts wird durch eine im
Allgemeinen orts- und zeitabhiingige Wellenfunktion, die der SCHRODINGER?-Gleichung
geniigen muss, beschrieben. Im stationdren Fall liegt ein Eigenwertproblem vor, dessen
Losung auf die moglichen Energieeigenwerte mit den zugehorigen Energiezustéinden des
Quantensystems fiithrt. Aus den Symmetrieeigenschaften des Systems kann auf den Entar-
tungsgrad der einzelnen Energieniveaus geschlossen oder die Art ihrer Aufspaltung unter
dem Einfluss von symmetrischen und asymmetrischen Stérungen analysiert werden. Des
Weiteren liefert die Bestimmung der Symmetrieelemente wichtige Anhaltspunkte fiir das

! Amalie ,Emmy*“ Noether, 1882-1935, deutsche Mathematikerin
2Erwin Rudolf Josef Alexander Schrédinger, 1887-1961, 6sterreichischer Physiker
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Ubergangsverhalten zwischen zwei verschiedenen Energiezustinden des Quantensystems
in Form von Auswahlregeln fiir die Ubergangsmatrizen.

Wie bereits angedeutet, bildet die Gesamtheit der Symmetrieeigenschaften des euklidi-
schen Raums das mathematische Aquivalent zur postulierten Unabhingigkeit der in ihm
ablaufenden physikalischen Prozesse und Gesetzmifigkeiten von der Wahl des Bezugs-
systems. Die damit einhergehende Invarianz gegeniiber bestimmten Koordinatentransfor-
mationen muss sich letztendlich auch in der mathematischen Beschreibung der Phéno-
mene wiederfinden. Folglich sind bei der theoretischen Modellbildung und Formulierung
der problembeschreibenden Gleichungen entsprechende Zusatzbedingungen im Rahmen
der getroffenen Modellannahmen mit einzubeziehen. Zum Erhalt eines mit der physi-
kalischen Realitat vertrdglichen Modells miissen die Modellgleichungen unter Beachtung
der Transformationseigenschaften der eingefithrten Modellgrofien gegeniiber rdumlicher
Verschiebung, Drehung und Spiegelung sowie, wenn die Homogenitéit der Zeit hinzuge-
nommen wird, unter Zeitverschiebung ihre Form beibehalten. Diese wichtige Eigenschaft
mathematischer Modellgleichungen bildet die Grundlage der in den néchsten Abschnitten
vorgestellten Methode der Symmetriezellenreduktion in der numerischen Feldberechnung.
Es soll an dieser Stelle angemerkt werden, dass bei der Beriicksichtigung einer méglichen
Invarianz gegeniiber Zeitspiegelung besondere Vorsicht geboten ist. Irreversible Vorgénge,
wie Diffusions- und Warmeleitprozesse, konnen selbstverstandlich bei Zeitspiegelung nicht
in umgekehrter Weise ablaufen, womit die entsprechenden Modellgleichungen keinesfalls
diese Symmetrieeigenschaft aufweisen. Im Gegensatz dazu ist die ungedampfte Wellen-
gleichung invariant gegeniiber Zeitumkehr, weil bei diesem Vorgang keine Dissipation
stattfindet.

3.2 Grundlagen und Begriffsdefinitionen

3.2.1 Symmetrietransformationen
3.2.1.1 Transformationen auf dem Ortsraum

Grundlegend fiir die Losung physikalischer Problemstellungen ist die Identifikation al-
ler relevanten Groflen und GesetzméfBigkeiten und deren adédquate Beschreibung in Form
von mathematischen Symbolen, Strukturen und Gleichungen. Fiir den visuell erfassbaren
Anschauungsraum, in dem alle in der Natur beobachtbaren physikalischen Prozesse ab-
laufen, erweist sich die euklidische Geometrie als angemessene Beschreibungsmoglichkeit.
Aus Sicht der Vektoralgebra wird jeder Raumpunkt als Ortsvektor

7= x€, +ye, +ze,, 7€ D (3.2.1)

eines dreidimensionalen reellwertigen Vektorraums mit der kartesischen Basis {€,, €, €.}
aufgefasst. Die Koeffizienten dieser Basisvektoren bilden den Vektor der Ortskoordinaten

r=(r,y,2)7, reR’. (3.2.2)

Geometrische Strukturen wie Kurven, Flachen und Korper stellen im diesem Kontext so-
mit durch Vektoren reprisentierte Punktmengen dar, die hdufig als Untermannigfaltigkei-
ten angesehen werden konnen. Durch das Standardskalarprodukt auf diesem Vektorraum,
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das iiber die postulierte Orthogonalitéit der kartesischen Einheitsvektoren

(€1,€) =04, 1,7 €{x,y,2} (3.2.3)
definiert ist, wird zugleich die euklidische Norm ||7]| = /(7 7) festgelegt, die wiederum
selbst eine Metrik R(7,7") = || — 7’| induziert, womit Lingen und Winkel messbar sind.

Hier wird bewusst eine strikte Unterscheidung zwischen abstrakten Vektorelementen 7 und
deren Koordinatendarstellungen r in Form geordneter Zahlentripel vorgenommen. Die von
der konkreten Festlegung einer Basis abhingigen Koordinatenvektoren sind Realisierun-
gen abstrakter Vektoren und eignen sich vornehmlich zur abschliefenden Umsetzung der
Algorithmen auf einer elektronischen Datenverarbeitungsanlage. Fiir eine theoretische Be-
handlung ist die Verwendung der abstrakten Beschreibung wesentlich vorteilhafter, weil
sie koordinatenfrei und damit allgemein giiltig ist. Ihr Vorzug tritt besonders deutlich bei
der Definition linearer Operatoren auf Funktionenrdumen und deren Matrixdarstellungen
hervor.

Unter einer Symmetrietransformation im Zusammenhang mit der euklidischen Geome-
trie wird allgemein eine affine Abbildung g : Dy — D, verstanden, die den gesamten
Ortsraum auf sich selbst abbildet und zusétzlich die Eigenschaft besitzt, Lingen und
Winkel zu erhalten. Zu solchen Kongruenzabbildungen zéhlen generell rdumliche Ver-
schiebungen, Drehungen, Spiegelungen sowie die aus deren Hintereinanderausfiithrung re-
sultierenden Operationen wie Drehspiegelung, Inversion und Gleitspiegelung. Sie werden
auch Bewegungen des euklidischen Raums genannt, da sie den Ortsraum invariant las-
sen. In dieser Arbeit werden jedoch ausschliefllich rdumlich beschrinkte Rechengebiete
betrachtet, aus denen Symmetrietransformationen ebenfalls nicht hinausfiihren diirfen.
Durch die Einschriankung auf Teilmengen des Ortsraumes vermindert sich zwangslaufig
die Zahl der zulédssigen Symmetrieoperationen abhéngig von der konkreten Gestalt der
Struktur. Folglich wird einem geometrischen Objekt eine bestimmte Symmetrie zugespro-
chen, wenn es durch die zugehorige Transformation nicht verdndert wird. Translationen
und deren Komposita mit anderen Operationen scheiden daher grundsétzlich bei raum-
lich beschriankten Gebieten aus, so dass sich im weiteren Verlauf auf die verbleibenden
linearen Symmetrietransformationen konzentriert werden kann, die hier durch die in der
Chemie und Kristallografie vorwiegend verwendete SCHONFLIES®-Symbolik gekennzeich-
net werden sollen:

e Eine diskrete Drehung um den n-ten Teil des Vollwinkels wird durch C), symboli-
siert, die n-zéhlige Drehachse als zugehoriges Symmetrieelement erhélt das Symbol
C,,. Die Achse mit der hochsten Zahligkeit wird Hauptdrehachse genannt und iibli-
cherweise mit der z-Achse des kartesischen Koordinatensystems gleichgesetzt.

e Spiegelungen an Ebenen, auch Reflexionen genannt, werden allgemein durch das
Symbol o ausgedriickt, wobei die Lage der Spiegelebene o beziiglich der Haupt-
drehachse durch einen Index gekennzeichnet wird. Ist die Hauptdrehachse in der
Spiegelebene enthalten, wird die Spiegelung mit o, oder g4 bezeichnet, steht sie
senkrecht dazu, erhélt sie die Bezeichnung oy,.

e Eine Drehspiegelung S, resultiert aus einer diskreten Drehung mit anschlieSender
Spiegelung an der zur Drehachse senkrechten Ebene. Drehachse und Spiegelebene
bilden zusammen die Drehspiegelachse S.

3 Arthur Moritz Schénflies, 18531928, deutscher Mathematiker
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e Die [nversion oder Punktspiegelung ¢ kann als Sonderfall der Drehspiegelung an ei-
ner beliebigen 2-z&hligen Drehspiegelachse aufgefasst werden. Der Schnittpunkt von
Drehachse und Spiegelebene charakterisiert das Inversionszentrum i. Ebenso lésst
sich diese Operation aus drei Spiegelungen an zueinander senkrechten Spiegelebenen
mit dem gemeinsamen Punkt als Inversionszentrum zusammensetzen.

Hinzu kommt abschlieBend die Identitdt E als triviale Symmetrieoperation, die jedes
Objekt unveradndert ldsst. Zu beachten ist, dass bestimmte Operationen wie Reflexion,
Inversion und Drehspiegelung eine Anderung der Orientierung eines Simplex im Orts-
raum bewirken und somit im Gegensatz zur Drehung keine eigentliche Bewegung des
Ortsraums gestatten. Symmetrieelemente sind geometrische Objekte, die eine koordina-
tenfreie Spezifizierung der Symmetrieoperation ermoglichen. Da sie, mit Ausnahme der
Drehspiegelachse, die Menge derjenigen Punkte ist, die gegeniiber der zugehorigen Trans-
formation ortsfest bleiben, konnen sie zum Auffinden der Symmetrien einer geometrischen
Struktur und zur Bestimmung der zugehdrigen Symmetriegruppe hilfreich sein.

Die Definition von Symmetrietransformationen kann aus zwei verschiedenen Sichtweisen
erfolgen, die zwar auf unterschiedliche, aber vollkommen &quivalente Darstellungen dieser
Operatoren fithren. Vom passiven Standpunkt aus werden die Objekte als fest angesehen
und das Koordinatensystem transformiert, so dass eine Symmetrietransformation gleich-
bedeutend mit einem Basiswechsel der Koordinatendarstellung eines Vektorobjekts ist.
In dieser Arbeit wird sich der aktiven Betrachtungsweise angeschlossen, bei der das Ob-
jekt bei fixiertem Koordinatensystem, was einer fest gewéhlten Basis des Vektorraums
entspricht, transformiert wird, womit die Symmetrieoperatoren eine lineare Abbildung
des Ortsraums auf sich selbst vermitteln. Entsprechend der WIGNER*-Konvention soll die
Transformation g eines Vektorobjekts durch die Wirkung des Operators auf die Basisvek-
toren erkldrt werden [93]:

g7 = x(9¢;) + y(g9€,) + z(gé-). (3.2.4)

Die Bilder der Einheitsvektoren sind wegen der vorausgesetzten Invarianz des Vektorraums
gegeniiber der Symmetrietransformation in die urspriingliche Basis entwickelbar:

9= D),& Jjefryz} D), R (3.2.5)

ic{z,y,2}

Im Raum der Koordinatenvektoren kénnen die Transformationen der Ortskoordinaten
als reelle (3 x 3)-Matrizen D(g) mit den Komponenten [D(g)];; ausgedriickt werden. We-
gen der abstandserhaltenden Eigenschaft der Symmetrieoperatoren g sind diese Matrizen
orthogonal und werden, weil sie diese linearen Operatoren reprisentieren, als Darstellungs-
matrizen bezeichnet. Es ist damit evident, dass deren konkreter Aufbau vom gewéhlten
Koordinatensystem abhéngt.

Durch die Koordinatenabbildung

fﬂ? - (<é’1‘77:‘> ) <gy7f> ’ <gz7f>)T 3 (326&)
k7 'r = x€, + yé, + 2¢€., (3.2.6b)

1Eugene Paul Wigner, 1902-1995, ungarisch-amerikanischer Physiker und Nobelpreistriger
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Abbildung 3.1: Veranschaulichung von geometrischen Symmetrietransformationen am
Beispiel der Drehung des Ortsvektors um die z-Achse. Bei dieser Operation wird das

geometrische Objekt bei fixiertem Koordinatensystem in mathematisch positivem Sinn ge-
dreht.

die den Ortsraum in eineindeutiger Weise mit dem euklidischen Raum in Beziehung setzt,
wird auflerdem eine Abbildung

D:g—D(g9), D:G—D(G)CO(3) mit:D(g) = kgr " (3.2.7)

der Menge der Symmetrieoperatoren in die Menge der reellen, orthogonalen Matrizen
vermittelt. Da jede Symmetrietransformation eindeutig umkehrbar ist, existiert zu der
korrespondierenden Darstellungsmatrix wegen der Isomorphie zwischen Dy und R? auch
eine eindeutig bestimmte Inverse D(¢™!) = D(g)~!, was auch im Einklang mit den Ei-
genschaften orthogonaler Matrizen steht.

Die erlduterten funktionellen Zusammenhénge sind in dem nachfolgend gezeigten kom-

mutativen Diagramm verdeutlicht:
g

re Dy a=—————— 7' € D,
-1
g

K|k U R (3.2.8)
D(g)

reRP<——>r'eR’
D(g)™"

Abbildung 3.1 zeigt beispielhaft die Drehung eines durch den Ortsvektor 7 repréasentierten
Punktes P um einen Winkel ¢ mit der z-Achse als Symmetrieelement. Definiert wird diese
Drehung durch die Transformationseigenschaft der Einheitsvektoren, wobei der Ortsvek-
tor mitgefiithrt wird. Die Koordinaten des gedrehten Ortsvektors r’ beziiglich des fixierten
Koordinatensystems resultieren aus der Multiplikation der Drehmatrix D(g) mit dem
Ausgangsvektor r:

cos(p) —sin(p) 0
r' =D(g)r, mit: D(g) = | sin(¢) cos(¢) 0. (3.2.9)
0 0 1

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Inverse dieser Drehmatrix der Darstellungsmatrix
des Drehoperators bei passiver Betrachtungsweise mit festgehaltenem Objekt entspricht.
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Beide Sichtweisen unterschieden sich in diesem Beispiel nur durch die entgegengesetzte
Orientierung des Drehsinnes.

3.2.1.2 Induzierte Transformationen auf Funktionenrdumen

Symmetrietransformationen lassen sich nicht nur fiir geometrische Gebilde, sondern auch
allgemein fiir beliebige, abstrakte Objekte, insbesondere fiir Skalar- und Vektorfelder,
erklaren. Dadurch wird es iiberhaupt erst méglich, Symmetrien bei der Losung physikali-
scher Problemstellungen ausnutzen zu konnen oder deren Einfluss auf das Systemverhalten
zu untersuchen. Wie beim Ortsraum muss auch hier vorausgesetzt werden, dass die An-
wendung von Symmetrietransformationen nicht aus den betrachteten Funktionenrdumen
hinausfiihrt.

Bei der Suche nach einer sinnvollen Definition derartiger Operatoren ist es notwendig,
zuerst das Transformationsverhalten der mathematischen Modellgroflen unter physikali-
schen Aspekten genau zu analysieren und gegebenenfalls zu postulieren. So wird von der
physikalisch sinnvollen Annahme ausgegangen, dass aus passiver Sichtweise sowohl ruhen-
de als auch bewegte elektrische Ladungen, darauf wirkende Kréfte sowie elektrische und
magnetische Energiedichten beim Ubergang zu einem anderen, festen Koordinatensystem
ihre skalaren bzw. vektoriellen Eigenschaften wie Grofie und Richtung grundsétzlich beibe-
halten. Vom aktiven Standpunkt aus bedeutet dies, dass grafische Darstellungen skalarer
und vektorieller Felder genau wie geometrische Objekte in anschaulicher Weise gedreht
oder gespiegelt werden.

In Abbildung 3.2 ist eine Punktladung () gezeigt, die sich mit der Geschwindigkeit ¢ in
z-Richtung bewegt und auf die infolge eines elektromagnetischen Feldes eine Kraft

F=Q(E+7xB)=Fc.+F, (3.2.10)

wirkt. Eine eigentliche Drehung der Feldgrofien kann durch Drehung des Koordinatensys-
tems unter Mitfiithrung der Objekte erreicht werden. Es ist leicht erkennbar, dass die Feld-
vektoren im betrachteten Raumpunkt beziiglich des urspriinglichen Koordinatensystems
selbst auch gedreht sind, d.h. sie transformieren sich in gleicher Weise wie der Ortsvektor.

Anders verhélt es sich dagegen bei der in Abbildung 3.3 gezeigten Spiegelung dieser Anord-
nung an der Ebene x = 0. Kréfte und Ladungen werden unverdndert mit dem Koordina-
tensystem mitgefiihrt. Der CouLOMBsche® Anteil im Kraftgesetz (3.2.10) bleibt bei einer
Spiegelung des elektrischen Feldstéirkevektors auch weiterhin erhalten, zur Gewéhrleistung
der Invarianz des LORENTZ%-Anteils muss jedoch, bedingt durch den geéinderten Orien-
tierungssinn des Koordinatensystems, der magnetische Flussdichtevektor sein Vorzeichen
andern. Elektrische Feldstéarke und magnetische Flussdichte transformieren sich somit un-
ter Spiegelung auf unterschiedliche Weise. Groflen wie die magnetische Flussdichte, die
bei Inversion und Spiegelung ihr Vorzeichen dndern und sich somit nicht wie gewohnliche
Vektoren im physikalischen Sinne transformieren, werden deshalb als Pseudovektoren”

5Charles Augustin Coulomb, 17361806, franzésischer Physiker

SHendrik Antoon Lorentz, 1853-1928, niederlandischer Mathematiker und Physiker

"Die Einfiihrung von Pseudovektoren liele sich vollstindig vermeiden, wenn die sie beschreibenden
physikalischen Gréflen als antisymmetrische Tensoren zweiter Stufe aufgefasst wiirden.
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Abbildung 3.2: Grafische Veranschaulichung der Drehung von Skalar- und Vektorfeldern.
Diese Operation wird durch Drehung des Koordinatensystems unter Mitfiihrung der Feld-
grofien bewirkt. Gegeniiber dem urspringlichen Bezugssystem erscheinen die Feldvektoren
selbst auch gedreht.

bezeichnet. Aus diesem Beispiel ldsst sich schlussfolgern, dass das Kreuzprodukt aus zwei
Vektorfeldern auf ein Pseudovektorfeld fiihrt. Ebenso ist das Ergebnis des Spatprodukts
von drei Vektoren ein Pseudoskalar, er dndert somit sein Vorzeichen bei einer uneigentli-
chen Symmetrietransformation.

Da sich vektorielle Feldwerte in jedem beliebigen Raumpunkt genau wie Ortsvektoren
transformieren, kann fiir diese Operation der im vorherigen Abschnitt definierte Sym-
metrieoperator g herangezogen werden. Skalare Feldwerte bleiben unter Symmetrietrans-
formationen unveréndert. Die bereits eingefiithrten Abbildungsvorschriften fiir Elemente
des Ortsraums induzieren demzufolge Symmetrietransformationen auf den Réumen der
skalar- und vektorwertigen Funktionen, wie aus dem folgenden kommutativen Diagramm
anschaulich hervorgeht:

—

P .
7€ Dy ———— B(F) € C 7€ Dy ———— F(f) e C3
gty 1)1 gy gl g
B T(g)® B T(gF
7€ Dy —————= ®(F') € C 7€ Dy —— - () € O

Hieraus sind leicht die formalen Definitionsgleichungen fiir diese Operatoren ablesbar:

[T(9)®](F") = ®(g7'7"), (3.2.11a)
[T(g)F)(F') = g[F(g~"7")]. (3.2.11b)
Fiir Pseudoskalare und Pseudovektoren gelten die gleichen Aussagen mit dem einzigen
Unterschied, dass bei uneigentlichen Bewegungen des Ortsraums auf den Vorzeichenwech-

sel der Feldwerte zu achten ist. Diesem kann sehr elegant durch Einfiihrung einer auf
Gruppen definierten Vorzeichenfunktion

sgn : g — sgn(g), sgn: G — {1,—-1} (3.2.12)
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Abbildung 3.3: Grafische Veranschaulichung der Spiegelung von Skalar- und Vektorfel-
dern. Durch Spiegelung des Koordinatensystems unter Mitfihrung der Feldwerte ldsst sich
diese Operation definieren. Aufgrund der damit einhergehenden Anderung des Orientie-
rungssinnes des Koordinatensystems muss der magnetische Flussdichtevektor sein Vorzei-
chen dndern, damit die Invarianz des Kraftgesetzes gewdhrleistet ist.

mit

sgn(g) == (3.2.13)

+1 , g eigentliche Symmetrieoperation
—1 , g uneigentliche Symmetrieoperation

Rechnung getragen werden. Damit sind die Symmetrietransformationen fiir Pseudoskalar-
und Pseudovektorfelder durch das kommutative Diagramm

® F i}
Fre Dy —— > &(F) e C FeDy— "= F({)eC?
9" g sgn(g™') ||sen(9)  g7'||yg sen(g")g~" || sen(g)g
T(9)® T(g)F
FeDy ———= () eC  flep, = F(F) e’
festgelegt und wie folgt formal erkléart:
[T(9)®](7") = sgn(g)®(g~'7") (3.2.14a)
[T(9)F|(7") = sgn(g)g[F(g~'7")). (3.2.14D)

Fiir eine konkrete Realisierung dieser Transformationen im Hinblick auf eine rechentech-
nische Umsetzung sind der Ortsvektor sowie alle Feldvektoren durch ihre Koordinatendar-
stellungen und die auf dem Ortsraum definierten Symmetrieoperatoren durch ihre Dar-
stellungsmatrizen zu ersetzen. Die Vorzeichenfunktion ldsst sich, wie leicht nachpriifbar
ist, durch die Determinante der Darstellungsmatrizen

sgn(g) = det [D(g)] (3.2.15)

ausdriicken.

Durch die in diesen Diagrammen gezeigten Zusammenhénge wird gleichermaflen jeder
Symmetrietransformation des Ortsraumes eindeutig ein auf Funktionenrdumen wirkender
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Symmetrieoperator durch die Abbildung
T:9—T(g), T:G—-T(G) (3.2.16)

zugeordnet,.

Wenn die Funktionen ® und F aus diskreten Funktionenrdumen stammen, konnen die
symmetrietransformierten Funktionen, die nach Voraussetzung ebenfalls Elemente die-
ses Raumes sind, in die gewédhlte Basis entwickelt werden. Damit lassen sich analog zu
den dreidimensionalen Darstellungen der geometrischen Symmetrieoperatoren auch ent-
sprechende Matrixdarstellungen T(g) fiir die Symmetrieoperatoren auf Funktionenraum-
en konstruieren, wobei der Rang der Matrizen mit der Dimension des Funktionenraums
tibereinstimmt. Die Spalten von T(g) enthalten die Entwicklungskoeffizienten der trans-
formierten Basisvektoren beziiglich der alten Basis.

Die eingangs geforderte Unverédnderlichkeit physikalischer Gesetzméfigkeiten gegeniiber
Koordinatentransformationen muss sich auf der mathematischen Modellebene durch die
Vertauschbarkeit der in den Modellgleichungen auftretenden rdumlichen Differentialope-
ratoren mit den Symmetrieoperatoren widerspiegeln. Mit den definierten Operatoren gilt:

f(g)grad =gradT(g), (3.2.17a)
T(g)div = divT(g), (3.2.17D)
T(g)rot = rotsgn(g)T(g) = rot T(g) . (3.2.17c¢)

Hierbei ist zu beriicksichtigen, dass die Bildung der Wirbel &hnlich wie beim Kreuzpro-
dukt das Transformationsverhalten des Feldes dndert, wohingegen die restlichen Diffe-
rentialoperatoren auf gleichartige Felder abbilden. Durch Einfiihrung von Pseudogrofien
und der speziellen Festlegung der Symmetrieoperatoren geméfl den Gleichungen (3.2.14)
wird eine gerade Paritédt aller rdumlichen Differentialoperatoren und damit die Inversi-
onsinvarianz der MAXWELLschen Gleichungen erzwungen. Unter Beachtung, dass sich die
elektrische Ladungsdichte wie ein Skalar, die magnetische Ladungsdichte wie ein Pseudo-
skalar, die elektrische Feldstérke, Flussdichte und Stromdichte wie Vektoren, die magne-
tische Feldstérke, Flussdichte und Stromdichte wie Pseudovektoren transformieren, lésst
sich leicht mit Hilfe der angegebenen Definitionen die Invarianz aller MAXWELLschen
Gleichungen zeigen, welche die Grundvoraussetzung fiir die spatere Anwendung der har-
monischen Analyse auf finiten Gruppen ist. Damit das gesamte mathematische Modell,
das auch die konstitutiven Gleichungen beinhaltet, die erforderliche Invarianz aufweist,
miissen zudem homogene Materialverhiltnisse vorliegen.

3.2.2 Gruppen- und Darstellungstheorie
3.2.2.1 Finite Symmetriegruppen

Fiir eine systematische und formale Vorgehensweise bei der Ausnutzung geometrischer
Symmetrien sind der Gruppenbegriff sowie einige grundlegende Konzepte aus der Darstel-
lungstheorie von zentraler Bedeutung, weshalb einige wichtige mathematische Definitio-
nen und Sétze an den Anfang gestellt und anhand einfacher Beispiele verdeutlicht werden
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sollen. Fiir ein tiefer gehendes Studium dieser Thematik sei auf Lehrbiicher und Monogra-
fien verwiesen [25, 48, 13, 93, 70, 65], auf die sich auch die nachfolgenden Ausfiihrungen
stiitzen.

Eine nichtleere Menge GG von Elementen g1, ¢o, .. ., auf der eine zweistellige Verkniipfung
o:G x G — G erklart ist, heiit Gruppe, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

A1) Abgeschlossenheit: Jedem geordneten Paar von Gruppenelementen wird ein eindeu-
tig bestimmtes Element aus der Gruppe als Ergebnis dieser Verkniipfung zugeordnet:
G1og2€G, Vagi,92 € G.

A2) Assoziativitit: Die bindre Verkniipfung ist assoziativ:
gio(92093) =(91°92) 293, V91,902,935 € G.

A3) Existenz des neutralen Elements: Die Menge enthélt genau ein Element e, das als
neutrales Element bezeichnet wird, so dass gilt:
goe=eog=g, VgeQGqG.

A4) FEzistenz des inversen Elements: Zu jedem Gruppenelement g existiert genau ein
inverses Element ¢~! mit der Eigenschaft:
goglt=qglog=e, Vged.

Wenn zusétzlich gefordert wird, dass die Verkniipfungsvorschrift symmetrisch ist und
damit das Axiom

A5) Kommutativitit: Die bindre Verkniipfung o ist vertauschbar:
giog92=92091, Y91,92€G

erfiillt ist, so heifit die Gruppe abelsch oder kommutativ.

Diese abstrakte algebraische Struktur erhélt erst durch eine konkrete Spezifizierung der
Elemente und Verkniipfungsvorschrift eine praktische Bedeutung. So bildet beispielsweise
die Menge der natiirlichen Zahlen mit der Addition als Verkniipfungsregel und der Null
als neutralem Element eine abelsche Gruppe. Die Menge aller orthogonalen Matrizen
zusammen mit der gewohnlichen Matrixmultiplikation und der Einheitsmatrix als neu-
tralem Element erfiillt ebenfalls die Gruppenaxiome und ist als orthogonale Gruppe O(3)
bekannt.

Ist die Menge von Gruppenelementen abzéhlbar, liegt eine diskrete Gruppe, andernfalls
eine kontinuierliche Gruppe vor. Als Gruppenordnung |G| wird die Kardinalitét dieser
Menge bezeichnet. In der vorliegenden Arbeit werden ausschliefllich finite Gruppen, die
durch eine endliche Ordnung ausgezeichnet sind, betrachtet.

Eine nichtleere Teilmenge G’ C G einer Gruppe G, die die Gruppenaxiome erfiillt, heif3t
Untergruppe von G. Die aus dem Einselement bestehende Gruppe sowie die Gruppe G
selbst bilden triviale Untergruppen von G. Nach dem Satz von LAGRANGE? teilt im Fall
finiter Gruppen die Kardinalitdat einer Untergruppe die Gruppenordnung.

Als Periode eines Gruppenelements g wird die kleinste natiirliche Zahl p, fiir die

g =e (3.2.18)

8Joseph Louis Lagrange, 1736-1813, italienischer Mathematiker und Astronom
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gilt, definiert.

Die Struktur einer finiten Gruppe lasst sich sehr elegant mittels einer Gruppentafel veran-
schaulichen, die detaillierte Auskunft {iber die Verkniipfungsregeln sdmtlicher Elemente
gibt. In der Kopfzeile sowie der Vorspalte dieses tabellarisch aufgebauten Schemas, auch
Multiplikationstabelle genannt, sind alle Gruppenelemente aufgelistet. Jedes Feld enthélt
das Ergebnis der Verkniipfung des Elementes aus der Vorspalte mit dem der Kopfzeile.
In jeder Spalte und Zeile tritt aufgrund des Umordnungstheorems jedes Gruppenelement
genau ein einziges Mal auf. Zwei Zeilen oder Spalten unterscheiden sich somit nur durch
eine unterschiedliche Anordnung der Gruppenelemente. Bestimmte Gruppeneigenschaften
lassen sich so leicht aus der Gruppentafel ablesen. Abelsche Gruppen weisen beispielsweise
eine symmetrische Gruppentafel beziiglich der Hauptdiagonalen auf, ebenso kénnen Un-
tergruppen sehr einfach identifiziert werden. Alternativ lésst sich der Aufbau einer Gruppe
auch sehr kompakt durch die Angabe erzeugender Elemente in Verbindung mit definie-
renden Relationen angeben, woraus sich sdmtliche Gruppenelemente durch Verkniipfen
der Erzeuger, einschliellich ihrer Inversen, ergeben. Bedeutsam ist dabei das Aufsuchen
eines minimalen Erzeugendensystems.

Im Zusammenhang mit der Ausreduktion von Darstellungen einer Gruppe, auf die im
néchsten Unterabschnitt eingegangen wird, spielen Konjugationsklassen eine grofie Rolle.
Zwei Gruppenelemente gy, go heiflen zueinander konjugiert, wenn ein Element g existiert,
so dass

dgeG :giog=goge ¢g1,92€GC (3.2.19)

gilt. Unter einer Konjugationsklasse wird die Sequenz aller zueinander konjugierten Ele-
mente K; = {g7' 0 g;0og: g € G} verstanden. Jede finite Gruppe ist eindeutig in eine
bestimmte Anzahl von Konjugationsklassen, die kein Element gemeinsam haben, zerleg-
bar.

Von auflerordentlicher Wichtigkeit in der Gruppentheorie sind ebenfalls die Begriffe des
Homomorphismus und des Isomorphismus von Gruppen. Eine Abbildung ¢, die jedem
Element der Gruppe G eindeutig ein Element der Gruppe G’ unter Wahrung der Ver-
kniipfungsregeln

p:g—g, ¢:G—-G, (3.2.20a)
d(g1092) = ¢(g1) 0 d(92), VYg1,92 € G (3.2.20D)

zuordnet, heiffit Gruppenhomomorphismus. Die Gruppenstruktur bleibt dabei erhalten.
Als wichtige Folge ergibt sich daraus, dass die Einselemente sowie die zueinander inversen
Elemente von homomorphen Gruppen einander entsprechen. Erfolgt die Zuordnung der
Gruppenelemente zudem in eineindeutiger Weise, d.h. ist die Abbildung ¢ bijektiv, liegt
ein Gruppenisomorphismus vor: G = G’. Zueinander isomorphe Gruppe besitzen voll-
kommen identische Eigenschaften und unterscheiden sich lediglich in der Bezeichnung der
Elemente. Damit kann sich beim Studium einer konkreten Gruppe auf einen abstrakten
Repréasentanten der Zusammenfassung aller dazu isomorphen Gruppen, die als Isomor-
phieklasse bezeichnet wird, beschriankt werden.

Durch Festlegung der Hintereinanderausfithrung zweier Bewegungen des Ortsraums als
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bindre Verkniipfung® in Verbindung mit der Wirkung der Identitét

(910 92)7 = g1(927), V91,92 € G, 7€ Dy, (3.2.21a)
T, ec G, 7€ Dy (3.2.21b)

er

konnen die eingefithrten Symmetrieoperationen oder Teilmengen davon unter Wahrung
des Vollstandigkeitsaxioms zu Gruppen erweitert werden, da sowohl die Umkehropera-
tionen als auch das neutrale Element existieren. Gleiches ist auch moglich fiir die Dar-
stellungsmatrizen der Symmetrieoperatoren im euklidischen Raum mit der gew6hnlichen
Matrixmultiplikation als Verkniipfung. Aus mathematischer Sicht definieren die Eigen-
schaften nach Gleichung (3.2.21) eine Linksoperation der Gruppe G auf dem Vektorraum
Dy. Die Wirkung ¥ dieser Gruppe ist eine Abbildung, die jedem Paar, bestehend aus
einem Gruppenelement und einem Ortsvektor, ein Element des Ortsraums zuordnet:

Y :(g,7) —gr, X:GxDy— Dy. (3.2.22)

Alternativ kann die Wirkung einer Symmetriegruppe auch als Rechtsoperation erklért
werden, in dieser Arbeit wird jedoch ausschliefilich die Definition in Gleichung (3.2.21)
zugrunde gelegt. Im Zusammenhang mit Gruppenoperationen ist der Begriff der isotropen
Untergruppe bzw. Fixgruppe sowie des Orbits bzw. der Bahn eines Elements aus dem
Ortsraum von grofler Bedeutung. Die Untergruppe

Gi={g€G:gr,=ri} (3.2.23)

der Gruppe G, deren Elemente den Ortsvektor 7; auf sich selbst abbilden, wird als dessen
Fixgruppe bezeichnet. Unter der Bahn des Vektors 7 wird die Menge

Gr:={gr: g€ G} (3.2.24)

verstanden. Sie bildet mithin eine Partition des Ortsraumes. Zwei Elemente heiflen dqui-
valent zueinander, wenn ihre Bahnen iibereinstimmen. Das bedeutet, dass eine Symme-
trieoperation existiert, die die Vektoren aufeinander abbildet:

7?1 ~ 7?2 <~ Elg eqG: 97?1 = 7?2. (3225)
Jeder Vektor ist trivialerweise zu sich selbst dquivalent.

Eine Gruppe zuléssiger Symmetrieoperationen eines Systems wird als dessen Symmetrie-
gruppe bezeichnet. Enthélt diese Gruppe die héchstmogliche Anzahl von Symmetrieope-
rationen, gegeniiber denen das System invariant ist, so heifit sie volle Symmetriegruppe
des Systems [13]. Symmetriegruppen ortlich beschriankter, geometrischer Objekte sind
stets Untergruppen der euklidischen Bewegungsgruppe, die durch die Gesamtheit aller
[sometrien des euklidischen Raums gebildet wird. Ein Beispiel fiir unterschiedliche, aber
zueinander isomorphe Symmetriegruppen ist in Abbildung 3.4 gezeigt. Das Objekt in
Abbildung 3.4a) weist eine Spiegelsymmetrie auf, das Objekt in Abbildung 3.4b) ist da-
gegen invariant gegeniiber der Drehung um den halben Vollwinkel. Die vollen Symmetrie-
gruppen beider Objekte sind von zweiter Ordnung und besitzen dieselbe mathematische
Struktur, womit sie durch die abstrakte zyklische Gruppe Z, = (g) mit ¢> = e gemif
Abbildung 3.4c) représentiert werden kénnen.

9 Auf die besondere Kennzeichnung der Verkniipfung von zwei Symmetrieoperationen wird im weiteren
Verlauf verzichtet.
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a) Symmetriegruppe Cs b) Symmetriegruppe Co c) abstrakte
Gruppe Zo
E—e o E—e
o—g Co—yg Zyle g
@C2 ele g
g19 ¢

Abbildung 3.4: Planare geometrische Figuren mit unterschiedlichen Symmetriegruppen
gleicher Isomorphieklasse. Die Struktur a) ist spiegelsymmetrisch und besitzt die Symme-
trie der Gruppe Cs, Struktur b) ist rotationssymmetrisch und besitzt die Symmetrie der
Gruppe Cs. Beide Gruppen gehdren derselben Isomorphieklasse an, die durch die abstrakte
Gruppe Zy mit der Gruppentafel ¢) reprdsentiert wird.

3.2.2.2 Darstellung von Gruppen

Eine Darstellung einer Gruppe ist allgemein ein Homomorphismus ¢ einer abstrakten
Gruppe G auf die Gruppe linearer, regulérer Operatoren ¢(g), die einen Vektorraum V auf
sich selbst abbilden. Dieser beziiglich der Gruppe G invariante Vektorraum V heifit Dar-
stellungsraum der Gruppe G, wobei auch unendlich-dimensionale Rdume zugelassen sind
[62]. Ist die Abbildung ¢ bijektiv und damit eineindeutig, wird von einer treuen Darstel-
lung gesprochen. Da auf diskreten Vektorrdumen wirkende lineare Operatoren beziiglich
einer beliebig wahlbaren Basis in Form von Matrizen darstellbar sind, wird sich haufig
auf die Gruppe dieser Matrizen beschrankt und der Begriff der Darstellung auf diesen
Spezialfall, der hier als Matrixdarstellung bezeichnet werden soll, reduziert. Fiir eine an-
schauliche Herangehensweise ist das von Vorteil und soll vorerst in dieser Weise erfolgen,
fiir eine universelle Formulierung der harmonischen Analyse auf Gruppen wird spéter
die allgemeinere Sichtweise bevorzugt. Die Dimension einer Darstellung d, = dim(V)
ist gleichbedeutend mit der Dimension des Darstellungsraums und entspricht somit dem
Rang der Darstellungsmatrizen der linearen Operatoren.

Wie bereits festgestellt wurde, bildet die Gesamtheit der Darstellungsmatrizen D(g) der
auf dem Ortsraum wirkenden Symmetrieoperatoren mit der gewohnlichen Matrixmultipli-
kation als Verkniipfung selbst auch eine Gruppe. Bei gegebenem Transformationsverhalten
der Einheitsvektoren kann sehr einfach nachgewiesen werden, dass die Gruppenstruktur
durch die Koordinatenabbildung in Gleichung (3.2.6) erhalten bleibt und somit die Be-
dingung

D(g192) = D(g1)D(g2) (3.2.26)

erfiillt ist. Wegen der Isomorphie zwischen dem Ortsraum Dy und dem euklidischen Vek-
torraum RR? handelt es sich bei D um eine treue Darstellung der Symmetriegruppe G.

Ebenfalls leicht nachpriifbar ist die Wahrung der Verkniipfungsregeln bei der Abbil-
dung in die Gruppe der Symmetrieoperatoren auf Funktionenrdumen 7'(G) gemifl Glei-
chung (3.2.16)

T(9192) = T'(91)T (g2), (3.2.27)
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wenn als Verkettung die Hintereinanderausfithrung dieser Transformationen definiert wird.
Dies ldsst sich einfach auf Grundlage ihrer expliziten Realisierungen in Verbindung mit
der Matrizenrechnung und der Rechenregel fiir Determinanten det(AB) = det(A) det(B)
zeigen. Da die Determinante eine konkrete Realisierung der Vorzeichenfunktion sgn ist,
muss diese Abbildung der Gruppe G auf die zweielementige Gruppe {1, —1} mit der
gewohnlichen Multiplikation als Verkettung ebenfalls strukturerhaltend sein:

sgn(g192) = sgn(gr)sgn(gs) - (3.2.28)

Folglich implizieren die Definitionsgleichungen (3.2.11) und (3.2.14) einen Gruppenhomo-
morphismus zwischen der Symmetriegruppe G und der Operatorgruppe 7.

Durch Wechsel der Vektorraumbasis gelangt man zu unterschiedlichen, aber vollkommen
gleichwertigen Darstellungsmatrizen eines linearen Operators. Dementsprechend sind Dar-
stellungen, die simultan mittels einer Ahnlichkeitstransformation ineinander iibergefiihrt
werden konnen, zueinander dquivalent. Sédmtliche Darstellungen einer Gruppe zerfallen
somit in Klassen von paarweise zueinander dquivalenten Darstellungen. In diesem Zu-
sammenhang ist der Charakter einer endlichdimensionalen Darstellung, der als Spur der
Darstellungsmatrix definiert

x(g) = tr{T(g)} (3.2.29)

und invariant unter Ahnlichkeitstransformationen ist, von besonderem Interesse. Aqui-
valente Darstellungen besitzen demzufolge identische Charaktere und kénnen so leicht
erkannt werden. Ebenso stimmen die Charaktere von Elementen aus einer Konjugations-
klasse iiberein.

Entscheidend fiir die Ausnutzung von Symmetrien ist die Zerlegbarkeit des betrachte-
ten Vektorraums in mehrere Untervektorrdume, die durch alle Symmetrieoperationen der
Gruppe auf sich selbst abgebildet werden und damit invariant beziiglich der Symme-
triegruppe sind. Das ist gleichbedeutend mit einer simultanen Uberfithrung sémtlicher
Darstellungsmatrizen in eine gleichartige Blockdiagonalform. Wenn es eine Basistrans-
formation gibt, die diese Blockdiagonalisierung ermdoglicht, dann heifit die Darstellung
reduzibel. Die einzelnen, auf der Hauptdiagonalen angeordneten Blockmatrizen, die die
Wirkung des linearen Operators in den korrespondierenden invarianten Unterrdumen be-
schreiben, bilden selbst auch eine Darstellung der Gruppe und kénnen, falls moglich,
weiter ausreduziert werden. Lassen sich sdmtliche Blocke der Darstellungsmatrizen nicht
mehr durch Darstellungen niedrigerer Dimension ausdriicken, ist die vollstdndige Reduk-
tion der Darstellung T(g) erreicht. Jede Darstellung einer Gruppe ist somit dquivalent zu
einer, die sich in Form einer direkten Summe irreduzibler Darstellungen Ry (g) : €5 — &;
schreiben lasst. Damit zerfillt der Vektorraum )V in zueinander komplementére, invari-
ante Untervektorriume &, die demnach irreduzible Darstellungsriume der Dimension
dim{&};} = dj, sind:

K myg
T(g) ~ UT(g)U™" = Z@ mBi(g) & V=P P& meN.  (3230)
k k=1 =1

Abhéngig von der Dimension des Darstellungsraums konnen bestimmte irreduzible Dar-
stellungen in der Zerlegung mehrfach oder sogar iiberhaupt nicht auftreten, was durch die
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Multiplizitét
1 _
my = €] Zx(g)xk(g 1 (3.2.31)
geG

zum Ausdruck gebracht wird. Zueinander dhnliche Darstellungen werden dabei nicht un-
terschieden.

Am Beispiel des zweidimensionalen Funktionenraums!® V(R, R) = span{exp, exp~'}, der
offensichtlich invariant gegeniiber der Spiegelsymmetriegruppe Cs = {E, o} ist, soll der
geschilderte Sachverhalt verdeutlicht werden. Der Tréager der Funktionen ist auf den ein-
dimensionalen euklidischen Raum beschriankt, so dass die Symmetrietransformationen
des Ortsraums durch die (1 x 1)-Matrizen D(F) = (1) und D(¢) = (—1) repréisentiert
werden. Hieraus ldsst sich auch sofort schlussfolgern, dass der Einheitsoperator und die
Spiegelung die einzig moglichen zulédssigen Symmetrietransformationen eindimensionaler
Gebiete sein konnen. Die Elemente f € V sollen sich wie Skalare transformieren, so dass
fiir die Einheitsvektoren folgt:

T(E)exp = exp, T(o)exp = exp ',
T(E)exp ' =exp !, T(oc)exp ' =exp.

Als Darstellung beziiglich dieser Basis resultieren damit die beiden (2 x 2)-Matrizen

T(E) = <(1) (1)> T(o) = ((1) é) (3.2.32)

die durch eine unitire Ahnlichkeitstransformation mit

U= % G _11) (3.2.33)

in eine gleichartige Blockdiagonalform

UT(E)U = ((1) ‘1)) — (1)@ (1) = Ry(E) & Ra(E), (3.2.34a)
UT(0)U~" = ((1) _01) — (1) & (1) = Ru(0) & Ra(0) (3.2.34D)

iiberfithrt werden konnen. Die so erhaltene Gruppe von Matrizen ist eine Darstellung
der Gruppe Cj beziiglich der symmetriegerechten Basis {cosh, sinh}. Jede der hyperbo-
lischen Funktionen, die ein bekanntes Beispiel fiir die Zerlegung von Funktionen in ge-
rade und ungerade Anteile sind, spannt somit einen eindimensionalen invarianten Un-
terraum auf. Da die Gruppe C in zwei Konjugationsklassen zerfillt, existieren zwei
indquivalente, irreduzible Darstellungen. Das ist zum einen die triviale Einsdarstellung
R, : {E,0} — {(1)}, die jede Symmetriegruppe besitzt, sowie die ebenfalls eindimensio-
nale Darstellung Ry : {E, 0} — {(1),(—1)}.

Da die irreduziblen Darstellungen eine Basis jedes erdenklichen Darstellungsraums einer
Gruppe bilden, kénnen sie als Grundbausteine aller Matrixdarstellungen angesehen wer-
den, so dass sich auf deren Studie beschrankt werden kann. Nach dem ersten Satz von

1

0Dje Funktion exp~! symbolisiert die reziproke Funktion, nicht die Inverse: exp~!(z) := exp(—=).
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BURNSIDE! ist die maximale Anzahl derartiger Darstellungen einer jeden Gruppe gleich
der Anzahl ihrer Konjugationsklassen K. Folgerichtig gibt es zu finiten Gruppen auch
nur eine endliche Anzahl indquivalenter irreduzibler Darstellungen, die fiir alle géngigen
Punktgruppen in der einschldagigen Literatur zu finden sind. Fiir die in dieser Arbeit
relevanten Symmetriegruppen sind sie zudem im Anhang aufgelistet. Der zweite Satz
von BURNSIDE liefert einen wichtigen Zusammenhang zwischen deren Dimension und der
Gruppenordnung;:

Y dx =1Gl. (3.2.35)

RER
Hierbei ist iiber den vollstandigen Satz R = {R1, Ra, ..., Rk} der indquivalenten, irredu-
ziblen Darstellungen zu summieren. Von zentraler Bedeutung in der Darstellungstheorie
und damit fiir die Anwendung der Gruppentheorie zur Ausnutzung von Symmetrien ist
das aus den beiden Lemmata von SCHUR!? ableitbare grofie Orthogonalititstheorem

dr,, Z [Rm<9)]ij [Rn(g_l)]kl = |G|6mndadjk, (3.2.36)

geG

wobei [R,,(g)];; und [R,(g7")],, die Matrixkomponenten von zwei beliebigen irreduziblen
Darstellungen sind. Eine weitere wichtige Konsequenz ist die Vollsténdigkeitsrelation

Z drtr {R(gM)R(g;l)} = |G- (3.2.37)

RER
Aus den beiden letzten Gleichungen wird deutlich, dass die aus den Komponenten der

irreduziblen Darstellungsmatrizen gebildeten Vektoren %“ [R(g)];; eine vollstindige Or-

thonormalbasis des Raums C!¢! beziiglich des Standardskalarprodukts bilden, wenn die
Darstellungsmatrizen unitéar gewahlt werden:

R(g™)=R(9)" < [Rg)], =R - (3.2.38)
Da jede Klasse dquivalenter Darstellungen einer finiten Gruppe mindestens eine unitére
Darstellung enthélt, soll sich im weiteren Verlauf ausschliefllich darauf beschréankt werden.
Ein Beweis zu dieser Annahme wird beispielsweise in [70] gefiihrt.

3.2.3 Gruppenalgebra

Das eigentliche mathematische Instrument zur Ausnutzung geometrischer Symmetrien in
der numerischen Feldberechnung stiitzt sich auf eine Erweiterung von Gruppen zu Alge-
bren, die dadurch motiviert ist, dass neben der Hintereinanderausfiihrung von Symmetrie-
operationen auch deren Linearkombinationen sinnvoll definiert und angewendet werden
konnen, so dass ein breiteres Spektrum an Operatoren verfiigbar ist.

Zur Konstruktion einer Gruppenalgebra iiber den komplexen Zahlen C(G) wird ein Vek-
torraum iiber diesem Korper mit den vorerst abstrakten Gruppenelementen g als ortho-
normale Basis betrachtet, womit gleichermafien ein Skalarprodukt!3

(962 9i) ¢ = 0 (3.2.39)

HWilliam Burnside, 1852-1927, englischer Mathematiker
12ssai Schur, 1875-1941, deutscher Mathematiker
13Das hier verwendete Skalarprodukt soll linear im ersten und semilinear im zweiten Argument sein.
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auf diesem Raum erklért ist. Die Menge aller linearen Funktionale, die diesen Vektorraum
auf den Korper der komplexen Zahlen abbilden

a:C(G)—C, aeC(G), (3.2.40)

konstituieren den zugehorigen Dualraum C(G)*, dessen Basis durch v;(g;) = d;; festgelegt
sein soll. Damit lasst sich jedes Element aus diesen beiden Rdumen als Linearkombination
der Basisvektoren

G| G|
a= Z%(a)gi, a€ C(G) und a = Za(gi)%-, aecC(G)r (3.241)

i=1 i=1

darstellen. Eine konkrete Bedeutung erhalten die als rein formale Summe erklarten Ele-
mente a erst, wenn an Stelle der abstrakten Gruppenelemente konkrete Realisierungen,
wie beispielsweise Symmetrieoperatoren, treten, fiir die eine Addition und Vervielfachung
in geeigneter Weise definiert wird. Durch die Abbildung

P:a—a, ¢:C(G)—CG)", mitP(a):=(,a), (3.2.42)

werden schliefflich die Elemente aus den beiden Rédumen in eineindeutiger Weise mitein-
ander in Beziehung gesetzt, so dass das Element a mit dem zugehotrigen Funktional «
identifiziert werden kann. Aus Gleichung (3.2.42) folgt in Verbindung mit dem Skalarpro-
dukt, das unter Beriicksichtigung von Gleichung (3.2.39) die Gestalt

G|

(a1, a2)q = Z%(al)%(az)* (3.2.43)

i=1

annimmt, dass die Koeffizienten korrespondierender Elemente konjugiert komplex zuein-
ander sind

a(gi) = vila)”. (3.2.44)

Die Addition von Vektoren erfolgt wie gewohnt komponentenweise. Ebenso ist die skalare
Multiplikation mit einem Element des Korpers ¢ € C durch die Wirkung auf die einzelnen
Komponenten erklédrt. Damit gilt:

G|
ar +ay = Z[%’(al) +rila2)lgi & (1 +a2)(g) = anlg) + aa(g), (3.2.45a)
G|
ca= Z[c%(a)]gi & (ca)(g) = calg). (3.2.45Db)

Durch Definition einer weiteren bindren Verkniipfung

Gl G|

) * ay = Z Z’Yi((ll)’Yj((lQ) giogj, (3.2.46)

i=1 j=1

die durch die Gruppenmultiplikation als Verkniipfungsvorschrift fiir die Basiselemente in
Verbindung mit dem Distributivgesetz auf natiirliche Weise herbeigefiihrt wird, kann der
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Vektorraum zu einer Algebra mit dem neutralen Gruppenelement e als Einselement dieser
Operation, dem das Funktional § mit der Eigenschaft

0,g9#e

zugeordnet ist, ergdnzt werden. Im zugehorigen Dualraum entspricht diese Verkniipfung
einer diskreten Faltung, die auch als Faltung auf finiten Gruppen bezeichnet wird. Die Ko-
effizienten des Faltungsproduktes beziiglich der aus den Gruppenelementen bestehenden
Basis ergeben sich unter Ausnutzung des Umordnungstheorems zu:

5(g) == {1’ g=c (3.2.47)

|G| |G|
(o *x ao)(g Zal gj)oe g] Zal ggJ Jaa(g;)- (3.2.48)

Es ist zu beachten, dass diese assoziative bilineare Abbildung im Allgemeinen nicht kom-
mutativ ist. Lediglich im Fall abelscher Gruppe trifft dies uneingeschrankt zu.

Zur spéiteren Feststellung und Ausnutzung bestimmter Eigenschaften der Symmetrieope-
ratoren und deren Linearkombinationen erweist sich die Einfithrung des adjungierten Ele-
mentes a* beziiglich des Skalarproduktes als sinnvoll, das auf Basis der Definitionsglei-
chung (aai, as), = (a1, a* as), die konkrete Gestalt

G| |G|

@ =2 ) gt =3 alg g (3.2.49)

=1

besitzt. Hierbei handelt es sich formal um eine selbstinverse Abbildung der Algebra auf
sich, weshalb sie als Involution bezeichnet wird.

Werden die Koordinaten aus Gleichung (3.2.44) zu einem Spaltenvektor a € C!¢! mit den
Komponenten

[a], = a(g.), n€[L|G]] (3.2.50)

zusammengefasst, lassen sich die bisher eingefiihrten Operationen und Relationen auch
sehr elegant mit Hilfe des Matrizenkalkiils ausdriicken. Das Faltungsprodukt der Grup-
penalgebra C(G) kann dabei als eine auf den Vektorraum CI¢l wirkende lineare Abbildung,
die durch eine Matrix représentiert wird, gedeutet werden, womit Gleichung (3.2.48) auch
in der dquivalenten Form

(g * a2)(g1) ar(ggr)  oalgugy ') - 041(919|_Gl\) az(g1)
(a1 *a2)(g2) | _ ai(g9r!)  ailgega’) o al(gzg@l‘) a2(92) (3.2.51)
(g * 04'2)(9\@0 al(Q\C.v'Lgl_l) 041(9\6.:|951) . Oél(gléwg\_cﬁ) 042@\@0

geschrieben werden kann. Jede Zeile bzw. Spalte der Matrix setzt sich aus den Koordi-
naten des ersten Faktors des Faltungsproduktes zusammen, deren Reihenfolge von der
Gruppenstruktur bestimmt wird und damit einen d&hnlichen Aufbau wie die Gruppentafel
besitzt. Neben einem kompakten Erscheinungsbild bietet diese vollkommen gleichwertige
Sichtweise den Vorteil, dass sdmtliche Darstellungen und Umformungen der Gleichungen
in der fiir eine Umsetzung auf einer Rechenanlage vorteilhaften Matrixform erfolgen kann.
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Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich, wenn die Gruppenalgebra selbst als Darstellungs-
raum angesehen wird, auf dem die erzeugende Gruppe G, wie vereinbart wurde, von
links wirkt. Diese Gruppenaktion entspricht der eingefithrten Multiplikation eines Ba-
siselementes g mit einem beliebigen Element der Algebra a und fithrt auf die Gruppe der
(|G| x |G|)-Permutationsmatrizen als Reprasentanten der Symmetrieoperatoren mit den
Komponenten

[Dreg(9)];; = 695 '995), 4,5 € [1,|G]], (3.2.52)
da nach dem Umordnungstheorem lediglich die Eintrége des zweiten Faktors vertauscht

werden. Die Abbildung der Symmetriegruppe auf diese Matrixgruppe wird reguldare Dar-
stellung genannt.

Aus der Systemtheorie ist bekannt, dass ein durch die FOURIER-Transformation vermit-
telter Basiswechsel die Auswertung von Faltungsprodukten, die bei der Bestimmung der
Ausgangsreaktion linearer, zeitinvarianter Systeme auftreten, wesentlich vereinfacht und
effizienter gestaltet. Dieses Vorgehen lésst sich auch ohne weitere Schwierigkeiten auf die
hier betrachtete Gruppenalgebra ausweiten und fiihrt auf eine verallgemeinerte Varian-
te der FOURIER-Transformation. Aufgrund der besonderen Eigenschaften der unitéren,
irreduziblen Darstellungen bietet sich die Konstruktion eines neuen Satzes von Basisele-
menten der Form

R =Y Ru(9)l,; 9, i.j€[ldr] ke[l,K] R € C(G) (3.2.53)

geG

an, der, wie sich leicht mit Hilfe der Orthogonalititsrelation zeigen lasst, vollstdndig und
orthogonal beziiglich des auf dieser Algebra eingefiithrten Skalarproduktes ist:

_ el

(R, R, S Oir i - (3.2.54)

“
Im Gegensatz zum urspriinglichen Basissatz wurde ein dreidimensionales Indizierungs-
schema fiir die neuen Basiselemente gewéhlt, das sich spéter als sehr vorteilhaft her-
ausstellen wird. Nach dem Satz von BURNSIDE ist die Anzahl der neuen Basiselemente
erwartungsgeméaf gleich der Gruppenordnung und damit der Dimension der Gruppenal-
gebra. Damit kann jedes Element der Gruppenalgebra in die so definierte Basis entwickelt

werden:
K de de

a=> 33 C’lg"f a(RY)RY. (3.2.55)

k=1 i=1 j=1

Die der Basis Rfcj zugeordneten Koordinaten sind iiber den durch Gleichung (3.2.42)
vermittelten Zusammenhang zwischen Algebra und Dualraum festgelegt:

a(RY) = (R, a), = > alg)[Ri(g)l; . a(RY)eC, (3.2.56)

geG

Fiir eine {ibersichtliche und kompakte Schreibweise erweist es sich als sinnvoll, die mit
einer Darstellung korrespondierenden Koordinaten als Komponenten a(R)) = [a(Ry)];;
einer quadratischen Matrix aufzufassen, so dass Gleichung (3.2.56) die endgiiltige Gestalt

aR) =) a(g)R(g), aR)e i (3.2.57)

geG
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annimmt. Durch Einsetzen von Gleichung (3.2.53) in Gleichung (3.2.55) lassen sich die
Koeffizienten beziiglich der alten Basis aus denen beziiglich der neuen Basis zuriick ge-
winnen. Unter Beriicksichtigung von Gleichung (3.2.38) kann dieser Zusammenhang auch
mit Hilfe der Spur einer Matrix in der geschlossenen Form

=2 |G|tf{a R(g™)}, alg)eC (3.2.58)

ReR

angegeben werden. Der durch die Gleichungen (3.2.57) und (3.2.58) vermittelte Basiswech-
sel wird als verallgemeinerte FOURIER-Transformation oder auch als FOURIER-Transfor-
mation auf finiten Gruppen bezeichnet.

Fiir eine Darstellung dieser Basistransformation im Rahmen der Matrizenrechnung soll
vereinbart werden, dass der Koeffizientenvektor a € CI¢! beziiglich der neuen Basis mit
den Komponenten

. dR,
o, = [ R, 3259

durch sequentielle Anordnung der Spalten von a(R) aufgebaut ist, womit der Zusammen-
hang zwischen den beiden Indizierungsschemata durch

m=i+(j—1)dg, +(k—1)Kdg,, i,j€[l,dr,], k€ [L,K] (3.2.60)

gegeben ist. Zusédtzlich wurde eine passende Normierung vorgenommen, um zu einer
unitdren Transformationsmatrix F € CI¢XIG! mit den Komponenten

o =\ Ru(an)l, . e [L1G] (32.61)

zu gelangen, womit sich obige Korrespondenz auch in Matrixschreibweise
a=Fa < a=Fa (3.2.62)

formulieren lasst.

Der immense Vorzug des Basiswechsels wird deutlich, wenn die Auswertung des Faltungs-
produktes in der neuen Basis ndher in Augenschein genommen wird. Bedingt durch die
leicht nachpriifbare Verkniipfungseigenschaft der neuen Basiselemente

16l

Rij szl
w=v dR

Suljn kR, (3.2.63)

vereinfacht sich die Faltung von zwei Elementen des Dualraums zu einer komponenten-
weisen Multiplikation der zugehdorigen Koordinatenmatrizen beziiglich der neuen Basis:

(cn xa9)(R) = a1 (R)az(R). (3.2.64)

Im Kontext der Matrizenrechnung wird der die Faltung beschreibende Operator durch
die Matrix F einer unitiren Ahnlichkeitstransformation unterworfen und nimmt Block-
diagonalgestalt mit den Teilmatrizen a4 (R), die jeweils dr-fach auf der Hauptdiagonalen
vertreten sind, an. Fiir das Beispiel der reguldren Darstellungsmatrizen folgt daraus, dass
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sich diese beziiglich der neuen Basis als direkte Summe aus den irreduziblen Darstellun-
gen R(g) der Gruppe G mit der Multiplizitit dg zusammensetzen. Zur Illustration sei
die Transformation der reguléren Darstellungsmatrix D,e.(0,) des Spiegelungsoperators
o, aus der Gruppe C3, = {E, C3,C? 7,,0,C3, C30,} betrachtet:

000100 1 0 0000
000010 0 10000
v Jooooo 1|y oo 0100

FDres (00 FZ=F 1 1 0 9 00 0ofF |0 0 1000 (3.2.65)
010000 00 0001
001000 00 0010

Somit leistet die FOURIER-Transformation auf Gruppen eine simultane Blockdiagonali-
sierung der Darstellungsmatrizen der Symmetrieoperatoren.

Ein interessanter Sonderfall ergibt sich, wenn die auf der abstrakten zyklischen Grup-
pe Z, erkliarte Algebra iiber den komplexen Zahlen herangezogen wird. Bedingt durch
die strukturellen Eigenschaften dieser abelschen Gruppe kann eine Ubereinstimmung der
Gestalt des Faltungsproduktes in Gleichung (3.2.48) mit der aus der digitalen Signalver-
arbeitung bekannten Faltung endlicher Signalfolgen festgestellt werden. Die zugehorigen
irreduziblen Darstellungen sind die n-ten Einheitswurzeln, welche gerade die Basis der
wohl vertrauten diskreten FOURIER-Transformation (DFT) bilden.

Anzumerken ist, dass sich das dargelegte Konzept der Erweiterung einer Gruppe zu einer
Algebra weiter verallgemeinern léasst, indem ein beliebiger Ring zugrunde gelegt wird,
dessen Anforderungen an die mathematische Struktur deutlich schwicher sind als die des
hier angenommenen Zahlenkorpers. Damit lassen sich wesentlich abstraktere Algebren
definieren, wovon auch in den spateren Kapiteln Gebrauch gemacht wird.

3.3 Zerlegung in Symmetrietypen

3.3.1 Spektralanalyse der Symmetrieoperatoren

Ziel dieses Abschnittes ist es, den Ursprung und die Bedeutung der irreduziblen Darstel-
lungen einer Symmetriegruppe, die sich aus Sicht der Spektraltheorie als Figenwerte der
zugehorigen Symmetrieoperatoren interpretieren lassen, darzulegen, um so einen tieferen
Einblick in die grundlegende Idee der Symmetriereduktion zu gewinnen. Die Spektralana-
lyse eines linearen Operators oder genauer eines Endomorphismus fiihrt typischerweise
auf ein Eigenwertproblem, dessen Losung Aufschluss iiber seine Eigenrdume gibt, so dass
unter bestimmten Voraussetzungen die vollstédndige Diagonalisierung des Operators er-
reichbar ist. Im Zusammenhang mit Symmetriegruppen sind nicht die im Allgemeinen
voneinander verschiedenen Eigensysteme der einzelnen Symmetrieoperatoren, sondern ei-
ne simultane Eigenbasis der gesamten Operatorgruppe von Interesse!*.

140 Analogie zur Definition des zu einem bestimmten Eigenwert gehorenden Eigenraums eines einzelnen
Operators soll unter einem simultanen Figenraum einer Operatorgruppe ein Untervektorraum verstanden
werden, der invariant unter allen Symmetrietransformationen dieser Gruppe zu einem bestimmten Satz
von Eigenwerten ist. Wegen der geforderten Invarianzeigenschaft ist er auch zugleich Darstellungsraum,
der im Allgemeinen weiter in irreduzible Darstellungsraume gleichen Typs zerlegbar ist.
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Zur Demonstration der Spektralzerlegung der Symmetrieoperatoren wird exemplarisch
von einer Symmetriegruppe GG ausgegangen, die selbst auf dem durch ihre Elemente auf-
gespannten Vektorraum iiber den komplexen Zahlen operiert, wobei deren Wirkung durch
die Gruppenmultiplikation induziert wird. Die Operatoren g € G sind damit sowohl Auto-
morphismen als auch Basisvektoren dieses reguldren Darstellungsraums, dessen Dimension
gleich der Gruppenordnung |G| ist. Aus der Eigenwertgleichung des Symmetrieoperators

ges (9) = Milg)el (9) (3.3.1)

lasst sich leicht durch p-malige Anwendung dieses Operators die Sakulargleichung

lel]
[Ae(g)? —1]7 =0 (3.32)
ableiten, die von den p-ten Einheitswurzeln

2r\"
Ae(g) = ¢ = exp <J?) , kell,p (3.3.3)
befriedigt wird. Hierin kennzeichnet p die Periode des Gruppenelementes ¢g. Aus der
Losung (3.3.3) folgt, dass sich alle gesuchten Spektralwerte \x(g) auf dem Einheitskreis in
der komplexen Ebene befinden: [\¢(g)| = 1. Damit sind alle Symmetrieoperatoren unitér,
was auch unmittelbar aus Gleichung (3.2.49) mit ~,(g;) = J;; folgt. Der Eigenraum zu

jedem dieser paarweise verschiedenen Eigenwerte

Vi(g) = span {e,(j) 11 E [1, ‘%}} (3.3.4)
wird von einem Satz linear unabhéngiger Eigenvektoren e,(f) (g9) aufgespannt und besitzt
eine von der Vielfachheit des Eigenwertes abhingige Dimension |G|/p. Da ein unitérer
Operator zugleich normal ist, kann dieser unter Verweis auf den Spektralsatz als Linear-
kombination von paarweise zueinander orthogonalen Projektionsoperatoren

> g gl (3.3.5)

p=1

Pr(g) =

SRR

die auf den zum Eigenwert A\i(g) gehorenden Eigenraum Vi (g) abbilden und selbst auch
der Eigenwertgleichung geniigen, ausgedriickt werden:

9=">_M(9)Pilg)- (3.3.6)

Die Projektoren bilden dabei eine Zerlegung der Eins:

> Pilg)=e. (3.3.7)

Folglich kann jeder Symmetrieoperator fiir sich vollstéandig diagonalisiert werden. Die
konkrete Bestimmung gemeinsamer invarianter Untervektorrdume soll zuerst anhand der
zyklischen Gruppe als Vertreter abelscher Gruppen vorgenommen und anschlieend auf
eine speziell gewahlte nichtkommutative Gruppe erweitert werden.
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3.3.1.1 Abelsche Gruppen

Aus der Spektraltheorie ist bekannt, dass zwei Operatoren mit identischer Eigenbasis
kommutieren. Der Umkehrschluss ist zuléssig, so dass die simultane Diagonalisierung der
Operatoren einer abelschen Gruppe, deren Elemente definitionsgeméfl paarweise kommu-
tieren, von vornherein sichergestellt und einfach auf Grundlage einer Eigenwertanalyse
der einzelnen Operatoren durchfiithrbar ist.

Gegenstand der folgenden Untersuchung ist die diskrete Drehgruppe C,, = (C,,), die von
der Drehung um den Winkel 27 /n erzeugt wird und deren Gruppenordnung |G| = n ist.
Die Periode des Gruppenelementes CV lédsst sich beispielsweise aus dem kleinsten gemein-
samen Vielfachen von Gruppenordnung und Exponenten bestimmen: vp, = kgV(n,v).
Zum Zweck einer einfacheren und {iibersichtlicheren Formulierung der nachfolgenden Zu-
sammenhénge wird im Gegensatz zu Gleichung (3.3.3) eine andere Zuordnung zwischen
den Zahlindizes k£ und den Eigenwerten eines jeden Drehoperators gewéhlt:

n(e =ep (k) R(ED = Y WEC, kellpl (339

V=1

Aus Gleichung (3.3.8) kann geschlossen werden, dass die zu Elementen gleicher Periode
gehorenden Projektoren iibereinstimmen, womit sie auf identische Eigenrdume, jedoch
zu unterschiedlichen Eigenwerten abbilden. Des Weiteren kann jeder Projektionsoperator
weiter in die eindimensionalen Projektoren des erzeugenden Elementes

1 n
Pe=— o n(Cnyres, kelln] (3.3.9)
pn=1
aufgespalten werden:
o
P(CY) = Papsrr k€lp) (3.3.10)
k=0

Diese Operatoren projizieren auf eindimensionale, beziiglich sémtlicher Symmetrieopera-
toren invariante Untervektorrdume und konstituieren, da sie zugleich auch Elemente des
Darstellungsraumes sind, eine Basis des Eigensystems der Operatorgruppe

E(Cy) =span{ P}, kel n]. (3.3.11)

Die Menge aller Operatoreigenwerte A\,(CY) entsprechen unter Einbeziehung ihrer Viel-
fachheit dem vollstédndigen Satz indquivalenter, irreduzibler Darstellungen Ry (CY) der
diskreten Drehgruppe C),. Dass abelsche Gruppen generell nur eindimensionale, irredu-
zible Darstellungen besitzen, ist unter anderem eine unmittelbare Konsequenz aus der
Vertauschbarkeit aller Elemente, die, wie bereits erwahnt wurde, eine Diagonalisierbarkeit
der Operatorgruppe und damit die Existenz einer simultanen eindimensionalen Eigenbasis
garantiert.

3.3.1.2 Nichtkommutative Gruppen

Bedingt durch die fehlende Voraussetzung der Vertauschbarkeit der Elemente nichtkom-
mutativer Gruppen ist eine simultane Diagonalisierung der Operatoren wie bei abelschen
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Gruppen nicht mehr gegeben. Es ist zwar auch in diesem Fall moglich, gemeinsame invari-
ante Untervektorrdume zu finden, diese sind jedoch im Allgemeinen nicht eindimensional
und lassen sich auch nicht weiter reduzieren. Am Beispiel der Gruppe Cs, = (Cs,0,),
die durch die Drehung um den Winkel 27/3 und der Spiegelung an der die Drehachse
enthaltenen Ebene erzeugt wird, soll auf die Besonderheiten, die die nichtkommutative
harmonische Analyse mit sich bringt, niher eingegangen werden.

Fiir die eigentlichen Drehungen C5 und C3 ergeben sich unter Verweis auf die Ergebnis-
se des vorherigen Unterabschnittes die FEigenwerte und Projektoren auf die zugehorigen
zweidimensionalen Eigenrdume mit der dritten Einheitswurzel (3 = exp(j27/3) zu:

3
M(CY) =", PielCy) = %Z [GFer]”, vell,2), kelL3). (3.3.12)

pu=1

Die Spiegelungen o,, o, = Cs0, und o)/ = 0,C3 besitzen jeweils zwei Eigenwerte mit der
Vielfachheit Drei, so dass der 6-dimensionale Darstellungsraum in zwei dreidimensionale
Eigenrdume zerfallt:

/\l/2<0—1}) = :i:l, P1/2<O'U) = % (E + UU) y (3313&)
/\1/2(0';) = :t]., P1/2<0';) = % (E + O';) > (3313b)
Mpa(oy) ==£1, Pip(o)) =3 (E+a). (3.3.13¢)

Mit der Identitdt F, zu der erwartungsgeméfl nur ein einziger Eigenwert gehort
M(E)=1, P(E)=E, (3.3.14)

ist die Spektralzerlegung der einzelnen Operatoren abgeschlossen. Zur Bestimmung der
Eigenvektoren wird von einem symmetrieangepassten Basissatz fiir den Darstellungsraum
mit den Eigenwerten als Gewichte

Pl = % (E+03+C + 0,40, +0‘”) (3.3.15a)
P = L(E+Co+ G2 =gy~ d). (3:3.15)
Pl =1 (E+ 30+ GO ) (3.3.15¢)
P2 =1 (o, + G0l + (ol (3.3.15d)
P?=1(0,+ C30 + (ol (3.3.15e)
Py = 1 (E+ (sCs + G5C3) (3.3.15f)

ausgegangen, der beziiglich des Skalarproduktes gemifi Gleichung (3.2.39) ebenso wie
der urspriingliche Basissatz vollstdndig und orthonormal ist. Ein Vergleich mit Glei-
chung (3.2.53) zeigt unter Verweis auf den im Anhang B.3 angegebenen Satz der irre-
duziblen Darstellungen der C,-Gruppe, dass die so konstruierten Basisvektoren bis auf
einen Normierungsfaktor mit denen fiir die verallgemeinerte FOURIER-Transformation
iibereinstimmen. Die Operatoreigenwerte kénnen demzufolge mit den Komponenten der
irreduziblen Darstellungsmatrizen identifiziert werden. Nach Feststellung ihrer Transfor-
mationseigenschaften lassen sich die Eigenvektoren beziiglich der neuen Basis bestimmen
und die gewiinschten Eigenrdume der einzelnen Operatoren

Vi(E) = span { P!, Py, P;', P P', P2} (3.3.16a)
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Vi(Cy,) =Vi(C2) = span {Py*, Py*}, (3.3.16b)
Vo(Cr) = Wa(C) = span { P5", Py}, (3.3.16¢)
Vs(Cp) = V3(Cy) = span { P, P, } (3.3.16d)
Vija(oy) =span {3 (Py' £ P{') 2 (P £ P) , Pija}, (3.3.16e)
Vija(o,) = span {3 (3P £ GPSY) 5 (P £ GP)  Piey,  (3.3.16f)
Vija(ol) = span {§ (P £ GPP) 4 (GPE £ GPP) Pp} (3.3.16g)

angeben. Alle Eigenrdume der betrachteten Operatoren sind zwar mehrdimensional und
damit entartet, konnen aber weiter zerlegt werden, da jeder Eigenvektor selbst einen
eindimensionalen Eigenraum zum gleichen Eigenwert aufspannt. Gesucht sind jedoch
kleinstmégliche Untervektorrdume, die invariant beziiglich sdmtlicher Symmetrieopera-
toren sind. Die Vektoren P! und P#? treten isoliert in allen Eigenriiumen auf, womit of-
fensichtlich jeder eine eigenstédndige Basis eines eindimensionalen simultanen Eigenraums
konstituiert. Die verbleibenden Vektoren Pj', Pj% P2!' und P?? spannen ebenfalls einen
invarianten Untervektorraum auf, der weiter in irreduzible Bestandteile zerlegbar ist. So
bilden beispielsweise wegen

11 11 11 21
21 _ ~2p21 21 _ pll
03P3 _C3P37 Uups —Ps

die beiden Vektoren P! und P?' eine mogliche Basis eines zweidimensionalen Untervek-
torraums, der invariant beziiglich aller Operatoren ist. Zu den beiden bereits ermittelten
eindimensionalen simultanen Eigenrdumen der Operatorgruppe C, schlieffen sich letzt-
endlich noch zwei zweidimensionale Eigenrdume gleichen Typs an

&1(Csy) = span { P/}, (3.3.17a)
E:(Csy) = span {Py'} (3.3.17b)
E3(Csy) =span { Py, P}'} (3.3.17¢)
£3(Cs,) = span { P3*, P{*} (3.3.174)

die nicht weiter in invariante Untervektorrdume niedrigerer Dimension zerlegbar sind.
Sie reprasentieren demnach irreduzible Darstellungsrdume, da die beiden Basisvektoren
der Eigenrdume &; bzw. £2 durch die Spiegelungsoperationen ineinander transformiert
werden. Das bedeutet, dass die Operatoren dieser Gruppe lediglich in eine gleichartige
Blockdiagonalform iiberfiihrt werden konnen, auch wenn die einzelnen Operatoren fiir sich
betrachtet vollstandig diagonalisierbar sind. Wie bereits im vorangegangenen Abschnitt
angedeutet wurde, entspricht die Vielfachheit, mit der ein irreduzibler Darstellungsraum
eines bestimmten Typs auftritt, im reguldren Fall genau dessen Dimension mgr = dgr.
Leicht nachpriifbar ist, dass P! und P}! Projektoren auf die simultanen Eigenrdume &;
und &, sind. Dahingegen projizieren die Operatoren P;! und P?? nicht, wie eventuell zu
erwarten wire, auf die Eigenriume &} und £2, sondern auf die von den Erzeugendensys-
temen {P)', Pi?} und {P#?, P?'} aufgespannten Untervektorrdume

im(Py') = span { Py, P3*} (3.3.18a)
im(P;?) = span { P}, P{?} | (3.3.18h)
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welche aber nicht die gewiinschte Invarianz aufweisen. Mit Hilfe der Operatoren Pj? und
P}! lassen sich jedoch die zugehérigen orthogonalen Partner in dem jeweils anderen Raum
identifizieren, die zusammen die gesuchten Eigenrdume aufspannen. Prézisierte und allge-
mein giiltige Figenschaften dieser Abbildungsvorschriften werden im néchsten Abschnitt
gegeben.

3.3.2 Eigenschaften der Projektionsoperatoren

Bisher wurde die durch eine Gruppe erzeugte Algebra als exemplarischer Vektorraum zur
Verdeutlichung der Vorgehensweise beim Auffinden von simultanen, invarianten Unter-
vektorrdumen der Elemente einer Symmetriegruppe herangezogen. Die im vorherigen Ab-
schnitt gefundenen Zusammenhinge sollen nun auf beliebige G-invariante Vektorrdume,
die damit zugleich Darstellungsrdume dieser Gruppe sind, ausgedehnt werden. Neben
sinnvoll definierten Symmetrietransformationen 7'(g) : ¥V — V soll weiterhin ein Skalar-
produkt (-,-) auf dem betrachteten Vektorraum V erklirt sein, worauf aufbauend eine
neue Bilinearform

(V1,v9)p g, T(g)ve), wvi,v9 €V (3.3.19)
\G!

gGG

gebildet werden kann, welche invariant gegeniiber den Symmetrietransformationen der
Gruppe G ist:
<T<g)U1, T(Q)U2>T = <U17 U2>T y Vg eG. (3320)

Damit wird die vorteilhafte Ubertragung der Unitaritétseigenschaft der abstrakten Grup-
penelemente auf die der Symmetrieoperatoren erreicht

T(9)"=T(9)™", (3.3.21)

so dass die grundlegenden Aussagen zur Spektralzerlegung der Symmetrieoperatoren ih-
re Giiltigkeit behalten. Folglich bleiben ihre Eigenwerte sowie Spektraldarstellungen un-
verdndert. Einzig der Entartungsgrad der gesuchten simultanen Eigenrdume variiert ab-
héngig vom zugrunde liegenden Darstellungsraum, da dessen Dimension auch kleiner oder
grofer als die der reguldren Darstellung der Gruppe sein kann.

In Analogie zur abstrakten Gruppe sollen nun die Symmetrieoperatoren T'(g) Basisele-
mente einer Gruppenalgebra iiber den komplexen Zahlen sein, in der die Addition und
Vervielfachung der erzeugenden Elemente in einer zur Definition nach Gleichung (3.2.45)
vertréglichen Weise durch ihre punktweise Anwendung auf die Elemente des Vektorraums

[T(g1) + T(g2)Jv:=T(g1)v+T(go)v, wv1,v2 €V, (3.3.22a)
[T (g)]v:=c[T(g)v], ceC,veV (3.3.22Db)

erkléart ist. Aus der so konstruierten Gruppenalgebra sollen die aus den Komponenten
der unitéren Darstellungsmatrizen des vollstdndigen Satzes indquivalenter, irreduzibler
Darstellungen der Gruppe G gebildeten Operatoren

P = |G| "N R T(g), REeR, ijell,dg] (3.3.23)
geG
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die auch als Komponenten Pf({ij ) = [Pg] ;; einer Operatormatrix

Pgr = %" > R(g)*T(g9), ReR (3.3.24)

geG

aufgefasst werden kénnen, ndher untersucht werden. Die Wirkung dieser Operatormatrix,
deren formale Einfiihrung eine auf dem Matrizenkalkiil aufbauende kompakte und iiber-
sichtliche Schreibweise gestattet, ist dabei in vollkommener Analogie zur Multiplikation
einer Matrix mit einem Skalar elementweise definiert

Pr:visve, Pgr:V— VR it [vg], = Py v, (3.3.25)

so dass eine aus den einzelnen transformierten Funktionen bestehende Matrix gleicher
Gestalt resultiert. Eine Reihe wichtiger Eigenschaften dieser linearen und kontinuierlichen
Operatoren, fiir die zundchst nur bekannt ist, dass sie eine Abbildung des Vektorraumes
V in sich vermitteln, lésst sich aus der bemerkenswerten Relation

Plgi)Pl(fVl) — (5uv(5jkpl(1i?’ (3.3.26)

die eine unmittelbare Konsequenz aus dem Orthogonalitdtstheorem ist, ableiten. Fiir den
adjungierten Operator bzw. die adjungierte Operatormatrix beziiglich des Skalarproduk-
tes nach Gleichung (3.3.19) gilt

P = Py bzw. PH =Pg, (3.3.27)

woraus in Verbindung mit Gleichung (3.3.26) sofort folgt, dass die Operatoren Pl({i) her-
mitesch und idempotent sind

Pf({zz) _ 1(:)) Pl({” _ plgﬂ (3.3.28)

und mithin Orthogonalprojektionen vermitteln. Da diese Projektoren unter Verweis auf
die Vollstandigkeitsrelation eine Zerlegung der Eins bilden

K dr,
YN P =Y tw{Pr} =Tl(e), (3.3.29)
k=1 =1 RER

zerfallt somit der Vektorraum in zueinander komplementére, paarweise orthogonale Un-
tervektorrdume V&)

dr
V=P Pv. mit vy =im{P"}. (3.3.30)
ReR =1

Die iibrigen Elemente der Operatormatrix, die nur fiir den Fall mehrdimensionaler, irre-
duzibler Darstellungen auftreten, sind nilpotente Operatoren, deren in Abbildung (3.5)
grafisch veranschaulichte Null- und Bildrdume leicht anhand von Gleichung (3.3.26) durch
geeignete Wahl der Indizes deduzierbar sind. So lasst sich wegen

Plgij)PV(kk)v =0, firp#tvVvji#k YveV (3.3.31)
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Abbildung 3.5: Grafische Veranschaulichung des Kerns und des Bildes der aus den irre-
duziblen Darstellungsmatrizen konstruierten Operatoren Pf({” ),

schlussfolgern, dass der Quotientenraum von ) nach Vg) durch Pf(zj ) auf den Nullvektor
abgebildet wird und somit als Kern dieser Abbildung identifiziert werden kann. Umgekehrt
liegt das Bild dieses Operators stets im Untervektorraum V&), da

PR Py — ply - fir p=vANi=k YoeV (3.3.32)

v m m )

gilt. Nach dem Homomorphiesatz folgt damit unmittelbar, dass der Operator Pf(fj ) einen

[somorphismus zwischen den beiden Untervektorrdaumen Vl({) und VE(? induziert, die dem-
zufolge die gleiche Méchtigkeit aufweisen miissen. Fiir den Spezialfall i = j entspricht
dieser erwartungsgeméf der identischen Abbildung. Durch Vertauschen der Indizes ldsst
sich unter der genannten Einschrinkung auf die beiden Untervektorrdume der zu Pf({” ) in-
verse Operator angeben, der aufgrund von Gleichung (3.3.27) gerade seiner Adjungierten
entspricht und demzufolge unitér ist:

P(ij)
. 3 R . }
VW = im{P{"}y =——= V¥ = im{P{"}. (3.3.33)
pU
R

Formale Anwendung einer Symmetrieoperation auf das Bild des Operators Pf(fj ) bringt
einen weiteren fundamentalen Zusammenhang hervor

dr
T(9) PR =Y R(g)l,; P (3.3.34)
k=1

welcher in Matrixschreibweise die Gestalt
T(9)Pr=R(¢"")'Pr (3.3.35)

annimmt und wegen seiner enormen Bedeutung im Weiteren die Bezeichnung ,,Symme-
trierelation® tragen soll. Bildung der Spur auf beiden Seiten der Gleichung (3.3.35) und
anschlieBende Summation iiber den vollstéandigen Satz der irreduziblen Darstellungen lie-
fert unter Beriicksichtigung von Gleichung (3.3.29) eine Spektraldarstellung der Symme-
trieoperatoren der Form
T(g9)=> t{R(g"")Pr}, (3.3.36)
ReR
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die somit alle eine gleichartige Blockdiagonalgestalt besitzen. Zur Feststellung simultaner
Eigenrdume der zugrunde liegenden Operatorgruppe wird das Verhalten der Elemente
der Untervektorrdume VR unter Symmetrietransformationen néher analysiert. Bei Vor-
liegen eindimensionaler Darstellungen dg = 1 bewirken diese Transformationen einzig eine
Skalierung der Vektoren aus dem Unterraum Vl(;), so dass jeder Vektor selbst einen ein-
dimensionalen Darstellungsraum aufspannt und damit auch der Bildraum des Projektors
P1(11 Y invariant unter allen Transformationen ist. Anders dagegen verhélt es sich im Fall

mehrdimensionaler Darstellungen dg > 1. Das Bild eines Vektors aus VQ setzt sich nach
Gleichung (3.3.35) und unter Beriicksichtigung der gefundenen Abbildungseigenschaften

der Operatoren Pf({ij ) aus der gewichteten Summe von Vektoren aus allen Rdumen Véf)
mit k € [1,dr] zusammen. Das bedeutet, dass lediglich das Bild

dr
Ve =PV = im(Pr) (3.3.37)
1=1

des als Summe der Orthogonalprojektoren Pf({ii) definierten Charakterprojektors

dr
Pr=> P =25 "x(9)T(g (3.3.38)
i=1 |G| geCG

beziiglich aller Symmetrieoperatoren invariant und damit e1n simultaner Eigenraum ist.
Diese Eigenschaft trifft zwar nicht auf dessen Unterrdume VR zu, da jedoch die Abbildung
in Gleichung (3.3.33) einen eineindeutigen Zusammenhang zwischen ihnen herstellt und
somit die Identifikation der zusammengehorenden Partnerfunktionen eines invarianten
Untervektorraumes ermoglicht, ist die Zerlegung des Bildraums Vg des Charakterprojek-
tors in dr-dimensionale, irreduzible Darstellungsriume gewihrleistet!®.

Es soll noch einmal betont werden, dass die Bildraume Vg = im(Pgr) der Charakter-
projektoren Pr den gesuchten simultanen Eigenrdumen zu paarweise verschiedenen Ei-
genwertsitzen, die als irreduzible Darstellungen identifiziert werden kénnen, entsprechen.
Vektoren aus dem Eigenraum Vg sind vom R-ten Symmetrietyp, die Anzahl verschiedener
Symmetrietypen stimmt daher mit der maximalen Anzahl der indquivalenten irreduziblen
Darstellungen iiberein [65]. Die Dimension des Eigenraumes Vg héngt von der Grofle des
betrachteten Darstellungsraumes ab. Da jeder Eigenraum Vg weiter in irreduzible Dar-
stellungsraume Sf(i) vom gleichen Symmetrietyp mit dim{Sf(i)} = dg zerlegbar ist

Ve =Pey. (3.3.39)

muss dessen Dimension folglich ein ganzzahliges Vielfaches von der Dimension der zu-
gehorigen irreduziblen Darstellung sein.

Basierend auf dem durch die Symmetrierelation charakterisierten Transformationsverhal-
ten der Elemente aus diesen Rdumen haben sich in der Chemie und Physik eigenstdndige
Symbole zur Kennzeichnung der unterschiedlichen irreduziblen Darstellungen R durch-
gesetzt, die damit eine einfache und auch anschauliche Einteilung der Symmetrietypen

5Diese Reduktion wird auch als Zerlegung nach den irreduziblen Darstellungen bezeichnet [65].
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gestattet. Dieser von MULLIKEN'® eingefiithrten Namenskonvention wird sich in dieser
Arbeit ebenfalls angeschlossen:

e Simultane Eigenrdume, die sich nach eindimensionalen, irreduziblen Darstellungen
zerlegen lassen und symmetrisch (antisymmetrisch) beziiglich der Drehung C,, um
die Hauptdrehachse sind, sind vom Symmetrietyp A (B).

e Simultane Eigenrdume, die sich nach zweidimensionalen (dreidimensionalen) irre-
duziblen Darstellungen zerlegen lassen, sind vom Symmetrietyp E (7).

e Fiir den Fall, dass die Gruppe ein Inversionszentrum besitzt, erhalten die Eigen-
raume vom Typ A, B, E oder T das Attribut ,gerade“ (,ungerade“), wenn sie
symmetrisch (antisymmetrisch) beziiglich der Inversion ¢ sind. Diese Eigenschaft
wird durch den Index ,,g“ (,u*) gekennzeichnet.

e Fiir Gruppen mit horizontaler Spiegelebene wird eine Symmetrie (Antisymmetrie)
der Eigenrdume vom Typ A, B, E oder T beziiglich der Spiegelung o) an dieser
Ebene durch ein Apostroph (doppelten Apostroph) am Symbol gekennzeichnet.

e Existiert eine vertikale Spiegelebene oder eine zur Hauptdrehachse senkrechte, zwei-
zéhlige Drehachse, so wird eine Symmetrie (Antisymmetrie) der Eigenrdume vom
Typ A oder B beziiglich der zugehorigen Operation Cy oder o, durch den Index ,,1¢
(,2“) kenntlich gemacht.

Anzumerken ist, dass der Eigenraum als symmetrisch (antisymmetrisch) beziiglich einer
bestimmten Transformation g bezeichnet wird, wenn das Vorzeichen beibehalten (umge-
kehrt) wird, das mathematisch durch x(g) = 1 ausgedriickt werden kann.

Eine besondere Stellung nimmt der zur trivialen Einsdarstellung gehérende Symmetrietyp
A, bzw. A’ ein, der in jedem Darstellungsraum vertreten ist. Elemente dieses Typs bleiben
unter sdmtlichen Symmetrietransformationen der Gruppe unveréndert und werden folglich
als totalsymmetrisch charakterisiert. Die Abbildung in diesen Untervektorraum wird dabei
von dem REYNOLD-Projektor

1
P = T > T(g) (3.3.40)

geG

geleistet. Diese Operation lasst sich im abstrakten Sinn als eine Mittelung iiber Gruppen
interpretieren.

3.3.3 Abstrakte harmonische Analyse

Die Elemente der Operatormatrix Pr bilden auf die Eigenrdume der Symmetriegruppe,
die invariant unter allen Symmetrieoperatoren dieser Gruppe sind, ab. Da die Projektoren
Pl({l) eine Zerlegung der Eins bilden, ist jeder Vektor v des Darstellungsraums ) einer

6Robert Sanderson Mulliken, 18961986, US-amerikanischer Physiker und Chemiker
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Gruppe G in seine symmetrischen Komponenten vgi), die paarweise zueinander orthogonal
beziiglich des Skalarprodukts in Gleichung (3.3.19) sind, zerlegbar:

dr
v=>Y Y g’ => tr{ve},  mit: vg = Pgro. (3.3.41)

ReR =1 ReR

Bei mehrdimensionalen Darstellungen resultieren im Allgemeinen mehrere Symmetrie-
komponenten gleichen Typs, die sich dementsprechend durch identische Symmetrieei-
genschaften, welche durch die Symmetrierelation wiedergegeben ist, auszeichnen. Dieses
Konzept ist vergleichbar mit dem der klassischen FOURIER-Transformation, weshalb in
diesem Zusammenhang auch von harmonischer Analyse auf finiten Gruppen gesprochen
wird. Das Prinzip der harmonischen Analyse beruht bekanntlich darauf, eine Funktion in
die Eigenbasis eines bestimmten linearen Operators, die als vollstédndig und orthonormal
angenommen werden soll, zu entwickeln, um die damit einhergehende Invarianz der so
erhaltenen harmonischen Komponenten beziiglich dieses Operators vorteilhaft ausnutzen
zu konnen. Bei der Zerlegung einer Funktion in Symmetriekomponenten liegen die si-
multanen Eigenrdume der Gruppe der Symmetrieoperatoren, die jedoch im Allgemeinen
entartet sind, zugrunde. Bei Darstellungsrdumen mit unendlicher Dimension werden die-
se, da es bei den hier betrachteten finiten Gruppen nur endlich viele Eigenrdume gibt,
ebenfalls unendlich-dimensional sein. Aus diesem Grund koénnen die aus einer harmoni-
schen Analyse auf Gruppen resultierenden Symmetriekomponenten auch nicht in Form
gewichteter, eindeutig bestimmter Basisfunktionen wie bei den Komponenten der Fou-
RIER-Reihe dargestellt werden.
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Abbildung 3.6: Veranschaulichung der abstrakten harmonischen Analyse eines Skalarfel-
des. Gezeigt ist die Zerlequng einer skalarwertigen Funktion, die durch ihre Aquipoten-
tiallinien reprisentiert wird, in ihre Symmetriekomponenten beziiglich der Cy,-Gruppe.
Komponenten vom Symmetrietyp E bilden zusammen mit ihrem Entartungspartner einen
Symmetriesatz, der einen zweidimensionalen irreduziblen Darstellungsraum aufspannt.

Im Gegensatz zur klassischen FOURIER-Zerlegung tritt speziell bei der harmonischen Ana-
lyse auf nichtkommutativen Gruppen die Besonderheit auf, dass Eigenrdume bestimmter
Symmetrietypen nicht in eindimensionale irreduzible Darstellungsrdume zerlegbar sind.



3.3. Zerlegung in Symmetrietypen 91

Folglich sind die Symmetriekomponenten dieses Typs nicht invariant unter der Gruppe
der Symmetrieoperatoren, andernfalls wiirden sie im Widerspruch zur angenommenen Ir-
reduzibilitit einen eindimensionalen Darstellungsraum aufspannen. Allerdings bildet jede
Symmetriekomponente vg) zusammen mit ihren Entartungspartnern vg ) mit k # 1 eine
symmetrieadaptierte Orthogonalbasis eines dr-dimensionalen irreduziblen Darstellungs-
raumes vom R-ten Symmetrietyp

O — () = PPy ke [1,dr]}, i€ [1,dr), (3.3.42)

die auch als Symmetriesatz zur Darstellung R bezeichnet wird [17]. Zusammenfassend
kann festgehalten werden, dass jede Spalte der Funktionenmatrix vg einem Symmetrie-
satz entspricht, wohingegen die Elemente der i-ten Zeile im Bildbereich des Orthogonal-
projektors Pf({“) liegen.

In Abbildung 3.6 ist die harmonische Analyse auf finiten Gruppen am Beispiel eines
Skalarfeldes, das durch seine Aquipotentiallinien reprisentiert ist und Element eines Dar-
stellungsraumes der Cy,-Gruppe sein soll, illustriert. Zu jeder Symmetriekomponente vom
Typ E gehort eine Partnerfunktion, die zusammen einen Symmetriesatz bilden. Aus dieser
Grafik ist erkennbar, dass bestimmte Symmetrieoperationen die Elemente eines Symme-
triesatzes ineinander transformieren. Durch Superposition aller Symmetriekomponenten
lasst sich die urspriingliche Funktion synthetisieren.
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Kapitel 4

Symmetriereduktion der elektrischen
Feldintegralgleichung

Mit Hilfe des im vorherigen Kapitel erarbeiteten Formalismus ist es moglich, Randwert-
aufgaben aus einer bestimmten Problemklasse in voneinander unabhdingige Teilprobleme,
die lediglich auf einer Symmetriezelle des Rechengebietes definiert sind, zu zerlegen, um
so den Aufwand bei einer numerischen Behandlung herabsetzen zu kénnen. Im ersten
Abschnitt werden die generellen Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit der Methode der
Symmetriezellenreduktion auf lineare Operatorgleichungen zusammengefasst sowie deren
grundlegendes Konzept erldutert. Weiterhin werden die Auswirkung einer symmetrischen
Anrequng auf die reduzierten Modellgleichungen sowie die Zerlequng der Eigenrdume ei-
nes linearen Operators nach den irreduziblen Darstellungen der Symmetriegruppe néiher
untersucht und diskutiert. Diesen allgemeinen Betrachtungen schliefit sich die konkrete
Umsetzung dieses Konzepts im Rahmen der Randelementmethode an, deren Grundlage
die elektrische Feldintegralgleichung sein soll. Finen Schwerpunkt bildet neben der Ab-
leitung passender Bedingungen auf den durch die geometrische Reduktion entstehenden
Schnittrindern der Symmetriezelle auch die Konstruktion entsprechender lokaler Basis-
funktionen fir diese Kanten, die fiir eine Diskretisierung der reduzierten Gleichungen,
der sich anschlieffend ausfithrlich gewidmet wird, unentbehrlich sind. Abschlieflend wird
der erforderliche Aufwand zur Lésung der reduzierten Modellgleichungen im Vergleich
zu der des Ausgangsproblems abgeschdtzt und die erzielbaren Reduktionsfaktoren fiir die
Rechenzeit sowie fiir den Speicherbedarf angegeben.

4.1 Grundlegendes Konzept

4.1.1 Separation linearer Operatorgleichungen

Die gewiinschte symmetriebasierte Problemreduktion ist neben der notwendigen Bedin-
gung des Vorhandenseins einer geometrischen Symmetrie des Rechengebietes an weitere
essentielle Forderungen beziiglich der Definition der Gruppen von Symmetrieoperatoren
sowie an bestimmte Eigenschaften der mathematischen Modellgleichungen gekniipft, die
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bereits in den vorangegangenen Abschnitten sukzessive erarbeitet wurden und nachfol-
gend iibersichtlich zusammengestellt und erortert werden sollen. Zu diesem Zweck wird
von einer, als wohlgestellt angenommenen Randwertaufgabe der allgemeinen Form

Lu=v aufQ, weld(), veV(Q), (4.1.1a)
Bu=w aufl', wel(Q), we W) (4.1.1b)

ausgegangen. Hierin symbolisiert £ eine lineare, bijektive Abbildung zwischen dem Raum
der Losungsfunktionen und dem der Anregungen, die auf einem Gebiet beliebiger Dimen-
sion  erklirt sind. Zur Erfassung der vorgegebenen Werte auf der Berandung I' = 9002
dient der Randoperator B. Uberdies wird vorausgesetzt, dass das Rechengebiet die Sym-
metrie der Gruppe G besitzt und die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

e Invarianz der Vektorrdume: Alle beteiligten Vektorrdume miissen Darstellungs-
rdume der zugrunde liegenden Symmetriegruppe G und damit invariant unter samt-
lichen Symmetrieoperationen sein:

T(gueld, YgeG, Yuel, (4.1.2a)

(
T(gweV, YgeG, YoeV, (4.1.2b)
T(gweW, VgeG, VweW. (4.1.2¢)

Unter dieser Voraussetzung vermitteln die Symmetrieoperatoren lineare, bijekti-
ve Abbildungen der angegebenen Vektorrdume auf sich selbst. Diese Forderung
schrankt im euklidischen Raum die Zahl zuléssiger Symmetrietransformationen ei-
ner geometrischen Struktur ein und legt folglich deren Symmetriegruppe fest. Da auf
Funktionenrdumen erkldrte Symmetrietransformationen typischerweise auf Koordi-
natentransformationen des Ortsraumes basieren, definieren alleinig die Symmetrieei-
genschaften der geometrischen Struktur eine mogliche Symmetrie des physikalischen
Systems. Notwendige Bedingung fiir die Invarianz eines Funktionenraums gegeniiber
einer bestimmten Symmetriegruppe ist demzufolge die geometrische Symmetrie des
Rechengebiets.

e Isomorphie zwischen Symmetriegruppen: Da im Allgemeinen Definitionsbe-
reich und Wertebereich eines linearen Operators nicht iibereinstimmen, ist eine
getrennte Festlegung der Symmetrietransformationen fiir beide Funktionenrdume
unvermeidbar. Dies darf keineswegs willkiirlich erfolgen, sondern muss stets eine
strukturerhaltende Beziehung zwischen den beteiligten Symmetriegruppen sicher-
stellen. Wird weiterhin angenommen, dass die Gruppen von Symmetrieoperatoren
die gleiche Ordnung besitzen, so sind sie zueinander isomorph:

I

T(G) = T(G) = T(G). (4.1.3)

e Aquivarianz der linearen Operatoren: Als letzte wichtige Bedingung ist die
mathematische Umsetzung der geforderten Invarianz physikalischer Gesetzméfig-
keiten unter bestimmten Koordinatentransformationen zu nennen. Das bedeutet,
dass die Zuordnung zwischen den Elementen des Definitionsbereiches und denen
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des Wertebereiches nach Anwendung einer Symmetrietransformation unveréndert
bleibt, womit folgende Diagramme kommutieren:

B
U % U W
T(gY) H T(g) T(g7") u T(g) T(g7") lT(g) T(gl)T T(g)
L B
Uu—=" -y U—" W
Damit miissen die Bedingungen
T(9)L=LT(g), T(9)B=BT(g), (4.1.4)

die die Vertauschbarkeit der linearen Operatoren £ und B mit allen Elementen der
Symmetriegruppe wiedergibt, erfiillt sein. Lineare Abbildungen mit dieser Eigen-
schaft werden auch als dquivariant beziiglich der Gruppe G bezeichnet. Die Aqui-
varianz des Randoperators B bedeutet, dass sich der Typ der Randbedingung, wie
beispielsweise eine DIRICHTLETsche Bedingung, in jedem Punkt durch eine Sym-
metrietransformation nicht &ndern darf.

Die Zerlegung eines Funktionenraums in invariante Unterrdume kann bekanntlich die
Losung einer linearen Operatorgleichung wesentlich vereinfachen. Bei Endomorphismen ist
dies durch eine Spektralzerlegung erreichbar, die zu einer Diagonalisierung des Operators
fithrt, so dass das Problem separat fiir jeden Eigenraum gelost werden kann. Ein bekanntes
Beispiel hierfiir ist die FOURIER-Transformation, die auf Basis der eindimensionalen Ei-
genrdume des Differentialoperators eine lineare Differentialgleichung in eine algebraische
Gleichung iiberfiihrt. Diesem vielversprechenden Ansatz steht jedoch der entscheidende
Nachteil gegeniiber, dass eine Spektralzerlegung entweder mit einem sehr hohen Auf-
wand verbunden oder {iberhaupt nicht durchfithrbar ist, so dass deren Anwendbarkeit auf
wenige Spezialfille beschréankt ist. Insbesondere sind die Spektren der hier interessieren-
den Integral- und Integrodifferentialoperatoren im mehrdimensionalen euklidischen Raum
gewOhnlich nicht exakt bestimmbar.

Bei symmetriereduzierenden Verfahren wird der Umstand genutzt, dass lineare Operato-
ren, die kommutieren, identische Eigenrdume besitzen. Der Definitionsbereich und Bild-
bereich eines linearen Operators, der mit einer Gruppe von Symmetrietransformationen
kommutiert, ist folglich in dieselben invarianten Unterrdume wie die der Symmetriegruppe
zerlegbar. Zum Beweis wird die Operatormatrix aus Gleichung (3.3.24) formal von links
auf die Operatorgleichung (4.1.1a) angewendet:

X X . des N
Prlu=Pgrv, mit:Pgr= ﬁ ZR(g) T(g). (4.1.5)

geqG

Aufgrund der vorausgesetzten Aquivarianz und Linearitét des Operators £ kommutiert
dieser auch mit den aus Linearkombinationen der Symmetrietransformationen aufgebau-
ten Operatoren PE({”). Irreduzible Darstellungen zueinander isomorpher Gruppen sind
dquivalent und konnen ohne Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit identisch gewéhlt wer-

~

den: R(G) = R(G). Damit nimmt Gleichung (4.1.5) die Gestalt

- d
LPru =Pgrv, mit:Pgr= ﬁ Z R(9)*T(9) (4.1.6)

geG
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an, wobei die Wirkung des linearen Operators £ auf die Funktionenmatrix ug kompo-
nentenweise erklirt ist: [Lur];; = L[ur],;;. Aus der Giiltigkeit dieser Gleichung fiir alle
Vektoren des Definitionsbereiches und Wertebereiches ldsst sich schlieflen, dass der Ope-
rator L : L{I(z) — Vg), VR € R mit i € [1,dgr] die Bildbereiche der Orthogonalprojektoren
Pf({ii) in die der Projektoren pf({ii) und somit auch die simultanen Eigenrdume der Gruppe
T(G) in die der Gruppe T(G) vom gleichen Typ abbildet. Analog zur Spektralanalyse
zerfillt das urspriingliche Randwertproblem in Gleichung (4.1.1) in die Teilprobleme

Lur =vr aufQ, ugr € L{S{RXdR, VR € ngXdR, (4.1.7a)
Bug = wg aufl', ug € U ™ wg € WiRXIR (4.1.7b)

die unabhéngig voneinander ausgewertet werden kénnen, ohne jedoch den Operator selbst
genau analysieren zu miissen. Hierbei ist zu beachten, dass es sich bei den Grofien ug,
vr und wgr unter Hinweis auf die in Abschnitt 3.3 eingefiihrte Konvention um Funktio-
nenmatrizen handelt, die sich aus den symmetrischen Komponenten und den zugehorigen
Entartungspartnern der Funktionen u, v und w zusammensetzen. Da fiir die Rekonstruk-
tion der Gesamtlosung

u= Y tr{ug} (4.1.8)

ReR

nur die symmetrischen Komponenten von Belang sind, erscheinen die Gleichungen fiir
die Entartungspartner auf den ersten Blick redundant. Bei der weiteren Reduktion des
Problems auf ein Teil des Rechengebietes wird sich spéter jedoch herausstellen, dass die
Gleichungen eines Symmetriesatzes iiber die transformierten Operatoren gekoppelt sind.

Aus den geringen Anforderungen an den Operator, der abgesehen von der Aquivarianz
keinen weiteren Einschrankungen unterliegt, ergibt sich der Vorzug einer universellen Ein-
setzbarkeit dieser Methode. Daneben besticht diese Vorgehensweise durch Einfachheit und
systematischen Aufbau. Es geniigt allein die Kenntnis der Symmetrie eines physikalischen
Systems, um die simultanen Eigenrdume angeben oder zumindest leicht reproduzieren
zu konnen, wofiir die Gruppen- und Darstellungstheorie die bendtigten Werkzeuge zur
Verfiigung stellt. Wegen der Abhéangigkeit der Anzahl invarianter Unterrdume und damit
des erzielbaren Rechenvorteils von der Ordnung der zugrunde liegenden Gruppe ist man
stets bestrebt, die hochstmogliche Symmetrie eines Systems auszunutzen.

4.1.2 Fundamentalgebiet geometrischer Strukturen

Um einem physikalischen System eine bestimmte Symmetrie beizumessen, wird {iblicher-
weise mit der Untersuchung des geometrischen Aufbaus auf eine eventuell vorhandene
Symmetrie begonnen. Dieses geometrische Objekt entspricht dem Definitionsbereich der
Beobachtungsgrofien, welcher gewohnlich die Eigenschaften eines Gebiets im mathema-
tischen Sinne! besitzt. Oftmals kann das Rechengebiet sogar als Untermannigfaltigkeit
angesehen werden, deren Dimension kleiner oder gleich der des Anschauungsraums ist.
Ein geometrisches Objekt €2 besitzt die Symmetrie der Gruppe G, wenn jeder durch den

!Eine offene, nichtleere und zusammenhiingende Teilmenge eines topologischen Raums wird als Gebiet
bezeichnet.
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a) geometrisches Objekt b) Zerlegung in ¢) ausgewdihltes

mit Cy,-Symmetrie Symmetriezellen Fundamentalgebiet
oy
CiSo 7550 Coue
1 C(open
0'1(; )SO ESO
Cy
Ocut

C1So oS,

0_1()2)50 CESO aSO = C'open U C’cut

oS

Abbildung 4.1: Definition des Fundamentalgebiets einer geometrischen Figur am Beispiel
des Quadrats. Diese flichenhafte Struktur S besitzt die hichste Symmetrie der Cy,-Gruppe
mit den generierenden Elementen Cy und o, (a). Durch Vereinigung der aus den Sym-
metrietransformationen des Fundamentalgebiets Sy resultierenden Teilobjekte lisst sich
die urspringliche Figur erzeugen (b). Neben dem Randabschnitt Copen, € 0S tritt bei der
Reduktion auf das Fundamentalgebiet zusdtzlich die Schnittkante C.y auf (c).

Ortsvektor 7 repréasentierte Punkt durch sédmtliche Symmetrietransformationen der Grup-
pe weiterhin Element dieser Punktmenge ist:

g =Q, Vged, mit: gQ = {gr: 7€ Q}. (4.1.9)
Infolge der Beschrinkung auf Teilgebiete des euklidischen Raums, auf denen auch wei-
terhin die eingefiihrten Symmetrietransformationen erklért sind, werden nur bestimmte
Elemente aus der Menge aller Isometrien das geometrische Objekt invariant lassen. Die
grofftmogliche Gruppe zuléssiger Symmetrieoperatoren wird als volle Symmetriegruppe
dieses Objekts bezeichnet. Hierbei ist zu beachten, dass nur solche Gruppen in Betracht ge-
zogen werden, deren Elemente beziiglich ihrer Wirkung auf das Gesamtobjekt wohlunter-
scheidbar sind. Erfiillt ein Gebiet mit Rand I' = 0 die Eigenschaft in Gleichung (4.1.9),

so ist der Rand ebenfalls invariant unter der Gruppe der Symmetrieoperatoren

g(002) = 0(g?) =0, Vgeq. (4.1.10)

Grundlegend fiir die Reduktion der Gebietsgréfie symmetrischer Problemstellungen in
der numerischen Feldberechnung ist das Konzept des Fundamentalgebiets bzw. der Sym-
metriezelle eines geometrischen Objekts {2, worunter eine abgeschlossene Teilmenge (2
verstanden wird, die eine Zerlegung des gesamten Rechengebiets der Form

c{Q} = U 99,

geG

gestattet. Rein formal entspricht ein derartiges Teilgebiet der Menge aller indquivalenten
Punkte des betrachteten geometrischen Objekts, welches gleich der Vereinigung aller Bah-
nen dieser Punkte unter Hinzunahme des Randes ist. Aus der Definitionsgleichung (4.1.11)
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ist ersichtlich, dass das Fundamentalgebiet somit die kleinstmdgliche Teilmenge ist, die
ein geometrisches Objekt, welches die Symmetrie der Gruppe G besitzt, eindeutig fest-
legt. Demzufolge ist dessen Grofie gleich der durch die Gruppenordnung |G| geteilten
Grofle des gesamten Gebiets €2. Das Fundamentalgebiet ist im Allgemeinen nicht eindeu-
tig bestimmt, so dass es prinzipiell willkiirlich gewahlt werden kann. Da jedoch spéter
darauf das reduzierte Problem erklart wird, sollte es auch den Anforderungen an ein
Gebiet geniigen und zusammenhéngend sein, womit die Zahl der praktisch relevanten
Fundamentalgebiete erheblich eingeschrankt wird [17]. Eine besondere Stellung nimmt
der Rand des Fundamentalgebiets 0€)y ein, da auf diesem fiir eine vollstandige Problem-
formulierung Randwerte vorgegeben werden miissen. Dieser setzt sich aus einem, vom
Rand des urspriinglichen Gebiets herrithrenden offenen Anteil

Lopen = 022N 0 (4.1.12)
und einem als Schnittrand bezeichneten Beitrag
Lewt = 02 \ Topen (4.1.13)

zusammen [96]. Schnittréinder als Teilgebiete der Berandung einer Symmetriezelle besit-
zen somit eine um Eins verminderte Dimension im Vergleich zum Rechengebiet. Bei der
Reduktion von Integralgleichungen nehmen die Schnittrinder folglich die Form von Rand-
kurven an. In Abbildung 4.1 ist die Aufteilung einer geometrischen Figur in zueinander
kongruente Teilgebiete, die aus Symmetrietransformationen der Symmetriezelle hervorge-
hen, am Beispiel eines Quadrats, das die Symmetrie der Cy,-Gruppe besitzt, veranschau-
licht. Des Weiteren ist ein mogliches Fundamentalgebiet gezeigt und die Bezeichnung der
zugehorigen Randabschnitte angegeben. Das Quadrat erscheint zwar auch invariant unter
der héheren Symmetriegruppe Dy, die Spiegelung an der das ebene Objekt enthaltenen
Spiegelebene und deren Komposita sind in ihrer Wirkung jedoch nicht von den restlichen
Transformationen zu unterscheiden und damit redundant.

4.1.3 Geometrische Reduktion

Die Elemente aus den Eigenrdumen der Symmetriegruppe weisen bestimmte Symmetrieei-
genschaften auf, die sich letztlich in der Symmetrierelation (3.3.34) manifestieren, so dass
die zu einem Symmetriesatz gehérenden Funktionen eindeutig durch ihre Werte auf einem
Fundamentalgebiet bestimmt sind. Aus diesem Grund sollte es insbesondere im Hinblick
auf eine numerische Auswertung moglich sein, eine zum Ausgangsproblem &quivalente
Formulierung zu finden, die lediglich auf einer Symmetriezelle definiert ist.

Aus mathematischer Sicht besteht die Aufgabe nun darin, zu den beziiglich der Sym-
metriegruppe invarianten Unterrdumen isomorphe Funktionenrdume, deren Elemente auf
dem gewihlten Fundamentalgebiet erklért sind, aufzusuchen. Durch die damit unterstellte
Existenz einer bijektiven Abbildung zwischen diesen Rdumen wird die gewiinschte Gleich-
wertigkeit der Aufgabenstellungen erreicht. Zu diesem Zweck wird eine Beschrankung des
Definitionsbereichs der Symmetriesétze auf dieses Gebiet vorgenommen, die formal durch
den linearen Restriktionsoperator

(Wrour)(7) = uro(7) := ur(7), 7€ Q (4.1.14)
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Symmetriekomponente fa, restringierte Komponente f4, o

TS=——"x

Wa, 0
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Abbildung 4.2: Veranschaulichung der Restriktion und Rekonstruktion von Symmetrie-
komponenten als zueinander inverse Operationen. Die totalsymmetrische Komponente
des gezeigten Skalarfeldes, dessen Definitionsbereich die Symmetrie der Cy,-Gruppe be-
sitzt, ldsst sich leicht durch Anwendung der Transformationen der Symmetriegruppe auf
die restringierte Funktion und anschlieflende gewichtete Uberlagerung zurickgewinnen.

realisierbar ist. Durch Einfiihrung eines Hilfsoperators

UR o (7"’) ; = QO
Zu r) = ’ ) 4.1.15
(Zugo)() {0 o\ (11.15)
welcher die restringierte Funktion auf den urspriinglichen Definitionsbereich 2 mit dem
Wert Null fortsetzt, konnen leicht die Symmetriekomponenten und ihre Entartungspartner
unter Verwendung der Symmetrierelation in eindeutiger Weise zuriickgewonnenen werden:

ur () = (W puro) () = Y R(9)[T(9)(Zuro)(7), 7€ Q. (4.1.16)

geG

Diese Rekonstruktionsvorschrift entspricht gerade der Inversen des Restriktionsoperators,
der folglich eine injektive Abbildung der invarianten Unterrdume in die R&ume der auf dem
Fundamentalgebiet definierten Funktionen vermittelt. Weiterhin ist aus Gleichung (4.1.16)
erkennbar, dass zur Riickgewinnung der Symmetriekomponenten einer Feldgrofle auch die
Entartungspartner der restringierten Gegenstiicke zwingend erforderlich sind. Der Vor-
gang der Restriktion und Rekonstruktion ist in Abbildung 4.2 anhand der totalsymme-
trischen Symmetriekomponente eines beispielhaft gewihlten Skalarfeldes, das Element
eines Darstellungsraums mit Cy,-Symmetrie ist, grafisch veranschaulicht. Aufgrund der
Symmetrieeigenschaft dieser Komponente ist eine eindeutige Wiederherstellung aus der
restringierten Funktion moglich.

Um den Raum der restringierten Funktionen, der vorerst als gesamter Wertebereich des
Restriktionsoperators angenommen wird und im Allgemeinen méchtiger als sein Bildbe-
reich ist, entsprechend einschréanken zu konnen und damit Surjektivitéit zu erreichen, muss
dessen Bildbereich genau analysiert werden. Es ist evident, dass durch Restriktion einer
Funktion ihre Eigenschaften wie etwa Beschriankheit, Stetigkeit und Differenzierbarkeit
im Inneren des reduzierten Gebietes nicht beeinflusst werden, so dass ausschlieSlich zum
Definitionsbereich gleichartige Funktionenrdume als Bildbereich in Betracht kommen. Auf



100 Kapitel 4. Symmetriereduktion der elektrischen Feldintegralgleichung

den durch die Reduktion des Rechengebietes enstehenden Schnittrindern zeigen die Funk-
tionen ein durch die Stetigkeitseigenschaften der Symmetriekomponenten definiertes Ver-
halten, so dass erst durch Festlegung geeigneter Bedingungen auf den Schnittrandern des
Fundamentalgebiets, die diesem Verhalten Rechnung tragen, der gesuchte Bildbereich ex-
akt spezifiziert ist. Da diese Zwangsbedingungen von den Eigenschaften des betrachteten
Funktionenraums abhéngen, miissen sie fiir jede Problemklasse gesondert abgeleitet wer-
den. Fiir die Losung der in Differentialform gegebenen MAXWELLschen Gleichungen bei
Vorhandensein symmetrischer Strukturen werden die benétigten Schnittrandbedingungen
in [96] angegeben. In dieser Arbeit steht eine spezielle Randintegralgleichungsformulierung
im Vordergrund, wofiir diese Bedingungen im folgenden Abschnitt systematisch hergelei-
tet werden.

Nachdem die Bijektivitat des Restriktionsoperators hergestellt ist, kann auf dessen Grund-
lage der Operator Ly, der das Problem im isomorphen Raum der restringierten Funk-
tionen dquivalent beschreibt, formal definiert werden, indem die Kommutativitédt des Dia-
gramms

c
ug € Upt*®(Q) = v € VaR R (Q)
Wﬁ,}) Wr.0 Wﬁ}o WR,O
Lr.o

R € USRI (Q)) ——— = v € VERXIR(0))

gefordert wird. Der transformierte Operator besitzt aufgrund der Definitionsgleichung
des inversen Restriktionsoperators die Gestalt einer Matrix, die mit der Funktionenma-
trix nach den {iiblichen Regeln der Matrizenrechnung verkniipft ist. Bei Elgenwertaufga—
ben reprisentieren diese Operatoren Endomorphismen, die folglich iiber eine Ahnlich-
keitstransformation miteinander in Beziehung stehen. Dadurch stimmen ihre spektralen
Eigenschaften iiberein, so dass auch in diesem Fall beide Probleme vollkommen gleichwer-
tig sind.

Abschlieflend soll das Vorgehen bei der Reduktion eines Randwertproblems zusammen-
gefasst werden. Unter der Annahme, dass die anfangs genannten Voraussetzungen erfiillt
sind, wird im ersten Schritt das zu untersuchende lineare Randwertproblem durch eine
abstrakte harmonische Analyse der Feldgréfen in voneinander unabhéngige Teilprobleme,
die in den Eigenrdumen der Symmetriegruppe definiert sind, separiert. Eine Restriktion
der Feldgroflen auf ein Fundamentalgebiet der geometrischen Struktur fithrt schliefSlich mit
der Festlegung geeigneter Zwangsbedingungen auf den Schnittrindern, die von den Stetig-
keitseigenschaften der betreffenden Feldgroflen abhidngen, auf eine zum Ausgangsproblem
dquivalente Formulierung. Aus den restringierten Symmetrieséitzen der Feldlosung des
transformierten Randwertproblems sind die Symmetriekomponenten bestimmbar, deren
Superposition die gesuchte Gesamtlosung ergibt.

4.1.4 Symmetrische Anregungen

Im vorangegangenen Unterabschnitt wurde die Separation eines Randwertproblems mit
bestimmten geometrischen Symmetrieeigenschaften in mehrere Teilprobleme, die in den



4.1. Grundlegendes Konzept 101

simultanen Eigenrdumen der Symmetriegruppe zu losen sind, gezeigt. Dabei tritt die fiir
nichtkommutative Gruppen typische Besonderheit auf, dass zur Bestimmung eines je-
den mehrkomponentigen Symmetriesatzes ein System von Operatorgleichungen zu l6sen
ist. Wenn die Anregung bei derartigen Randwertaufgaben, worunter sowohl der Quell-
term auf der rechten Seite von Gleichung (4.1.1a) als auch die Randwertvorgabe in Glei-
chung (4.1.1b) verstanden wird, keinerlei Symmetrieeigenschaften aufweist, werden im
Allgemeinen alle Symmetriesitze eines jeden Typs von Null verschieden und linear un-
abhéngig voneinander sein, so dass sidmtliche Teilprobleme fiir die Ermittlung der Ge-
samtlosung heranzuziehen sind. Besitzt hingegen die Anregung irgendwelche symmetri-
schen Merkmale, verschwinden bestimmte Symmetriesitze der Anregung oder sind linear
abhéngig von Symmetriesédtzen gleichen Typs. Das hat zur Folge, dass entweder die kor-
respondierenden Teilprobleme wegen der vorausgesetzten eindeutigen Umkehrbarkeit des
Operators trivial losbar oder zueinander dhnlich sind und demnach von vornherein aufler
Acht gelassen werden diirfen.

Nachfolgend sollen einfache Kriterien zur Identifikation solcher Symmetriekomponenten
einer Anregung hergeleitet und die sich damit ergebenden Vereinfachungen aufgezeigt
werden. Grundlegende Voraussetzung dafiir ist eine sinnvolle Definition der Symmetrie
von Feldern, die sich hier an dem Vorschlag von ZAGORODNOV [105] orientiert.

Sei GG die Symmetriegruppe des betrachteten Systems und G’ C G eine Untergruppe
von GG, wobei die beiden trivialen Untergruppen {E} und G in die Betrachtungen mit
eingeschlossen sind. Eine Funktion u € U besitzt die Symmetrie der Gruppe G’ vom Typ
R’, wenn fiir alle Gruppenelemente die Gleichung

T(g)u=R(g)u, Vge G CG (4.1.17)

erfiillt ist. Hierin représentiert R = R’ € {A, B} eine eindimensionale irreduzible Darstel-
lung der Gruppe G’. Funktionen mit dieser Eigenschaft liegen im Bildraum des Projektors
Plgl), womit folglich alle anderen Projektoren die Funktion u auf den Nullvektor abbilden.
Entspricht G" der Symmetriegruppe G des Systems, ist nur die zu diesem Symmetrietyp
gehorende Anregung in Gleichung (4.1.1) von Null verschieden. Alle anderen Gleichungen
sind homogen und damit trivial 16sbar. Um vergleichbare Aussagen fiir den allgemei-
nen Fall, dass die Anregung die Symmetrie einer echten Untergruppe besitzt, treffen zu
konnen, sind die Zusammenhénge zwischen den Eigenrdumen der Symmetriegruppe des
Systems und der Untergruppe der Anregung aufzudecken, wozu die irreduziblen Dar-
stellungen als Konstruktionselemente der zugehorigen Projektoren herangezogen werden.
Werden aus der Gruppe der irreduziblen Darstellungsmatrizen R(g) der vollen Symme-
triegruppe G die zu den Symmetrieelementen der Untergruppe G’ gehérenden Matrizen
herausgenommen, so bilden diese ebenfalls eine Darstellung der Untergruppe, die jedoch
im Allgemeinen reduzibel ist oder auch &quivalent zu anderen, in derselben Weise ab-
geleiteten Darstellungen, sein kann. Wie jede andere Darstellung auch, ist sie nach den
irreduziblen Darstellungen der Untergruppe R/(g) wie folgt zerlegbar:

R(g)~ Y mrrR(g), 9€C CG. (4.1.18)

R/eR/

Analog zu Gleichung (3.2.31) ldsst sich die Multiplizitét aus der Orthogonalitétsbeziehung
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zwischen den Charakteren einer Darstellung ableiten und ist mittels der Gleichung

1 .
BTl > xr(9xr(g™) (4.1.19)
geG’

explizit angebbar. Aufgrund der enormen Bedeutung fiir die Anwendung in der Praxis ist
der in Gleichung (4.1.18) angegebene Zusammenhang fiir die gingigen finiten Gruppen in
tabellierter Form in vielen Standardwerken zur Darstellungstheorie zu finden [93]. Fiir die
Cy,-Gruppe und ihre Untergruppen ist die Korrelationstafel in Tabelle 4.1 exemplarisch
gezeigt.

Cu Cy Cy Cay Cay Cs Cs
(0y) (0,Cy) (04, 0,C3) (0,Cy, 0,C3)
Ay A A Ay Aq A A
A, A A A, A, A" A"
By B A Ay Ao A A"
By B A Ay A A" A’
E E 2B By + By By + By A+ AY A+ A

Tabelle 4.1: Korrelationstafel der Cy,-Gruppe und threr simtlichen Untergruppen.

Der Wechsel zu einer anderen Basis einer mehrdimensionalen Darstellung und damit die
Erzeugung eines #quivalenten Symmetriesatzes ist leicht durch eine Ahnlichkeitstransfor-
mation des Projektors

Pr ~ UPRU! (4.1.20)

erreichbar. Zum Erhalt der Eigenschaften des Projektors und damit zur Sicherstellung der
Orthogonalitit der neuen Basis ist die Transformationsmatrix U unitédr zu wahlen. Erfolgt
diese Transformation auf Grundlage derjenigen unitiren Matrix, die die Darstellungen der
vollen Symmetriegruppe G beziiglich der Untergruppe G’ gemifl Gleichung (4.1.18) dia-
gonalisiert, kann der Bildraum des Charakterprojektors Pr in der gleichen Weise wie die
Darstellungen als direkte Summe von Unterrdumen der Bilder der Projektoren Pgr/ ge-
schrieben werden. So wird beispielsweise der totalsymmetrische Eigenraum der héheren
Symmetriegruppe stets ein Unterraum des totalsymmetrischen Eigenraums der Unter-
gruppe sein. Wegen der niedrigeren Symmetrie der Untergruppe wird es noch weitere
Eigenrdume der vollen Gruppe geben, die beziiglich der Untergruppe totalsymmetrisch
sind. Gesucht ist jedoch umgekehrt die Zerlegung der Eigenrdume der Untergruppe in die
kleineren Eigenrdume der hoheren Symmetriegruppe. Dieser Zusammenhang lésst sich
gleichermafien aus einer derartigen Tabelle ablesen. Dazu werden sdmtliche Eigenrdume
der Gruppe G, die zu einem bestimmten Symmetrietyp der Untergruppe G’ gehoren,
zusammengefasst.

Zur Verdeutlichung wird die Untergruppe C, der Gruppe Cj, mit o, als Spiegelebene
betrachtet. Elemente eines Darstellungsraums der Cy,-Gruppe lassen sich in die fiinf ver-
schiedenen Symmetrietypen A, As, By, By und E einteilen. Dagegen zerfillt der gleiche
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Darstellungsraum bei Zugrundelegung der Spiegelsymmetriegruppe C; in einen Unter-
raum, der symmetrisch beziiglich der Spiegelung und damit vom Typ A’ ist und einen
Unterraum, der antisymmetrisch beziiglich der Spiegelung und damit vom Typ A” ist.
Elemente vom Symmetrietyp A; und B; der Cy,-Gruppe und damit aus den Bildraumen
der Projektoren P4, und Pp, gehoren beide zum gleichen Typ A’ der Cs-Gruppe und lie-
gen demzufolge im Bildraum des Projektors P4.. Analoge Aussagen gelten fiir Elemente
vom Typ As und B,, die beide vom Typ A” der betrachteten Untergruppe sind. Irre-
duzible Darstellungsraume vom Typ E der Cy,-Gruppe zerfallen in zwei eindimensionale
Darstellungsriaume vom Typ A" und A” der C,-Gruppe, so dass bei geeigneter Wahl der
Basis Elemente aus dem Bildraum des Projektors P,(EH) vom Typ A’ und solche aus dem

Bildraum des Projektors P)(EZQ) vom Typ A” sind. Die Bildraume der Projektoren der
Untergruppe setzen sich damit wie folgt aus denen der héheren Gruppe zusammen:

Var = Va, ® Vs, @ VY, (4.1.21a)
Var = Va, & Vg, ® VY. (4.1.21b)

Weist eine Funktion die héchste Symmetrie der Cs-Gruppe vom totalsymmetrischen Typ
A’ auf, wird als Konsequenz daraus der antisymmetrische Anteil vom Typ A” identisch
verschwinden. Fiir das eigentliche Problem, das die Symmetrie der Cy,-Gruppe besitzt,
bedeutet dies, dass die Projektoren P,,, Pp, und sz auf den Nullvektor abbilden. Bei
mehrdimensionalen Darstellungen, wie die vom Typ FE, miissen zwangslaufig auch die
zugehorigen Entartungspartner verschwinden, womit dieser Symmetriesatz den Nullraum
aufspannt. Damit erhalten die Funktionenmatrizen der einzelnen Symmetrietypen fiir den
gewdhlten Fall die folgende Besetzungsstruktur:

A=W, A-(0), B-m), B-(0), E:(: g). (1.1.22)

Das Vorliegen etwaiger Symmetrien der Anregung nach der Definition (4.1.17) stellt aus-
schlieBlich eine hinreichende Bedingung fiir das Verschwinden bestimmter Symmetriesitze
dar. Daneben konnen auch noch weitere Anteile nicht vorhanden sein. Dies ist beispiels-
weise dann der Fall, wenn es eine groflere als die angenommene Untergruppe gibt, unter
der die Anregung invariant ist. Prinzipiell konnen alle Kombinationsmoglichkeiten auftre-
ten. Durch das vorgestellte Kriterium wird jedoch nur ein Teil davon abgedeckt.

Da gewohnlich die Anregung in analytischer Form vorliegt, kann ihre Symmetrie bereits
im Vorfeld detektiert und als zusétzliches Attribut mitgegeben werden, so dass bei der
anschliefenden numerischen Modellierung die Teilprobleme derjenigen Symmetrietypen,
die nichts zur Gesamtlosung beitragen, a priori ausgeschlossen werden kénnen.

Auf Grundlage der Definition in Gleichung (4.1.17) kann die Forderung konstanter Ma-
terialverteilungen zur Gewihrleistung der Invarianz des gesamten elektrodynamischen
Modellsystems etwas abgeschwécht werden. Hinreichend hierfiir ist die Forderung der To-
talsymmetrie der Materialparameter beziiglich der Gruppe G des Systems. Ist eine der
Materialgroen lediglich totalsymmetrisch beziiglich einer Untergruppe G’, so reduziert
sich die maximale Symmetrie des Gesamtsystems auf die der Untergruppe.
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4.1.5 Kilassifikation von Eigenlésungen

Eine hiufig anzutreffende, typische Aufgabenstellung in der angewandten Feldberechnung
ist das Auffinden von Eigenfrequenzen und den zugehorigen Eigenmoden bestimmter ab-
geschlossener Strukturen, wie beispielsweise von Hohlraumresonatoren in der Beschleu-
nigertechnik oder von Wellenleitern in der Hochfrequenztechnik. Von besonderem Inter-
esse in diesem Zusammenhang ist die Problematik der Entartung eines Eigenzustandes,
worunter die Frage, welche linear unabhingigen Eigenmoden zu ein und derselben Ei-
genfrequenz gehoren, zu verstehen ist. Die maximale Anzahl dieser Moden spezifiziert
den Entartungsgrad eines Zustandes und folglich die Dimension des zu dieser Eigenfre-
quenz gehorenden Eigenraums, der durch die entarteten Eigenmoden aufgespannt wird.
Da entartete Moden nicht unterscheidbar sind, ist dieser Effekt bei vielen praktischen An-
wendungen unerwiinscht und wird durch ein passendes Design der Struktur vermieden.

Gewisse Ebenméfligkeiten eines Systems, wie etwa ein periodischer Aufbau, werden sich
auch im Systemverhalten, das durch seine Eigenzustéinde charakterisiert ist, widerspie-
geln. Entartung wird hauptséichlich durch die Symmetrie eines Systems verursacht, wes-
halb die Gruppentheorie ein ideales Instrument zur Feststellung entarteter Eigenzustande
sowie zur Quantifizierung ihres minimalen Grades ist. Letztendlich ist es moglich, die Ei-
genlosungen oder besser die Eigenzustdnde den Symmetrietypen der zugrunde liegenden
Symmetriegruppe des Systems zuzuordnen und damit eine Klassifizierung vorzunehmen.
Eine weitere bedeutsame Anwendung finden gruppentheoretische Methoden auch in der
Storungstheorie. Wenn ein System mit einer bestimmten Symmetrie einer Stérung aus-
gesetzt wird, kann es zu einer Reduktion der Symmetrie des Systems und damit zu einer
Aufspaltung der Eigenzustdnde verbunden mit einer Authebung der Entartung kommen,
die mit den aus der Darstellungstheorie bereitgestellten Mitteln erfasst und beschrieben
werden kann.

Es ist zu beachten, dass das Vorhandensein einer Symmetrie nicht notwendigerweise ei-
ne Entartung der Eigenzustdnde mit sich bringt, sie ist hochstens ein Hinweis darauf.
Umgekehrt kénnen auch entartete Eigenzustinde auftreten, ohne dass dem betrachteten
System eine geometrische Symmetrie zugeschrieben werden kann.

Im Folgenden wird eine abgeschlossene, resonante Struktur betrachtet, deren hochste
geometrische Symmetrie durch die Gruppe G charakterisiert ist. Zur Bestimmung der
als paarweise verschieden angenommenen Eigenwerte \; dieser Anordnung sowie der zu-
gehorigen Eigenrdume

IA:wm{w%j:LZ”w@}, (4.1.23)
die durch die linear unabhéngigen Eigenvektoren v&j ) aufgespannt werden, ist eine Eigen-
wertaufgabe, welche die allgemeine Form

LA)vy =0 (4.1.24)

besitzt, zu losen. Fiir L(A\) = Ly — AZ erhélt man daraus den Spezialfall eines linea-
ren Eigenwertproblems, héngt dagegen der Operator £ nichtlinear vom Parameter A\ ab,
handelt es sich um ein nichtlineares oder indirektes Eigenwertproblem. Aus der allgemei-
nen Formulierung in Gleichung (4.1.24) geht hervor, dass diejenigen Parameter \ gesucht
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sind, fiir die der Operator £(\) einen nichttrivialen Kern besitzt. Es sollen die im vor-
herigen Abschnitt getroffenen Annahmen gelten, so dass wegen der Vertauschbarkeit des
Operators L£(\) mit allen Symmetrietransformationen gilt:

v eker{L(\)} = T(g)v\ €ker{L(N)}, VgeG. (4.1.25)

Der Kern des betrachteten Operators, der gerade dem interessierenden Eigenraum V),
entspricht, ist demnach selbst ein beziiglich der Gruppe G invarianter Untervektorraum
und damit ein Darstellungsraum, der in irreduzible Darstellungsrdume der Gruppe zerfallt:

V=P @5}{) . (4.1.26)

ReR i=1

Diese Reduktionsformel impliziert, dass die Dimensionen dgr der in der Zerlegung eines
Eigenraums auftretenden irreduziblen Darstellungen untere Schranken fiir dessen Ent-
artungsgrad dy sind. Da nichtkommutative Gruppen stets mehrdimensionale irreduzible
Darstellungen besitzen, tritt bei Systemen mit derartigen Symmetrien zwangsléaufig auch
eine Entartung bestimmter Eigenzusténde auf. Die Frage nach der Multiplizitdt mgr und
somit der Vielfachheit der irreduziblen Darstellungsraume gleichen Symmetrietyps hangt
von mehreren Faktoren ab und lédsst sich nicht generell beantworten. Wenn als einzige
Ursache fiir die Entartung von Eigenzustdnden eine mogliche geometrische Symmetrie
angenommen wird, ldsst sich gewohnlich von der Irreduzibilitdt sdmtlicher Eigenrdume
ausgehen, so dass jeder von ihnen einem einzigen Symmetrietyp der vollen Symmetrie-
gruppe des Systems mit der Vielfachheit Eins zugeordnet werden kann. In diesem Fall liegt
eine reine Symmetrieentartung vor. Der Entartungsgrad eines Eigenzustandes entspricht
dann exakt der Dimension der irreduziblen Darstellung, nach der dieser Eigenzustand
zerlegt ist. Beschreibt dagegen die angenommene Gruppe nicht die hochste Symmetrie
des Systems und ist demzufolge nur eine Untergruppe der vollen Symmetriegruppe, so
miissen bestimmte Darstellungen dieser Untergruppe die Basis einer irreduziblen Dar-
stellung der hoheren Symmetriegruppe bilden. Damit liegt eine Entartung infolge einer
versteckten Symmetrie vor, wobei sich die Multiplizitdten nach der Aufspaltung der Dar-
stellungen richten [62]. Entartungen von Eigenzustdnden, die nicht durch eine geometri-
sche Symmetrie verursacht werden, werden als zufdillig eingestuft [62]. Als Beispiel hierzu
kann ein Wellenleiter mit rechteckigem Querschnitt angefiihrt werden. Fiir bestimmte Sei-
tenverhéltnisse tritt eine Entartung bestimmter Grenzfrequenzen auf, die aber bei einer
geringen Variation einer Kantenléinge ohne Anderung der Symmetrie aufgehoben wird.

Zusammenfassend bleibt festzuhalten, dass die Kenntnis der Symmetriegruppe eines Sys-
tems grundsétzlich nur einen Riickschluss auf den minimal zu erwartenden Entartungsgrad
eines Eigenzustandes erlaubt. Weiterhin tritt eine symmetriebedingte Entartung nur bei
Strukturen, deren volle Symmetriegruppe nichtkommutativ ist, auf.

4.1.5.1 Zerlegung der Eigenrdume in Symmetrietypen am Beispiel eines Wel-
lenleiters mit quadratischem Querschnitt

Anhand der Eigenanalyse eines unendlich ausgedehnten, lingshomogenen Wellenleiters
mit quadratischer Querschnittsfliche, dessen Wandung aus ideal elektrisch leitfihigem
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Material besteht, wird die Klassifizierung der Figenrdume nach Symmetrietypen demons-
triert. Die elektromagnetischen Eigenschaften des Materials im Inneren des Wellenleiters
sollen zudem als konstant angesehen werden, womit das mathematische Modell, bestehend
aus den MAXWELLschen Gleichungen, den Randbedingungen und den Materialbeziehun-
gen, den fiir die Anwendung der Symmetriereduktion gestellten Anforderungen geniigt.

Nach Ausnutzung der Translationssymmetrie durch Separation der axialen Abhéngig-
keiten resultiert ein auf die Querschnittsfliche reduziertes, zweidimensionales Eigenwert-
problem, dessen Losung die gesuchten ausbreitungsfihigen Wellen liefert. Fiir den hier
betrachteten Rechteckhohlleiter erhélt man einen unendlichen, diskreten Satz von linear
unabhéngigen Eigenmoden, die sich in transversal elektrische (T'E,,,,m > 0V n > 0)
und transversal magnetische (T'M,,,, m > 0 An > 0) Wellen aufteilen. Die analytischen
Ausdriicke dafiir sind in der Standardliteratur zur gefithrten Wellenausbreitung zu finden,
weshalb hier auf deren Angabe verzichtet wird [59, 52, 56].

Typ | m,n ungerade m,n gerade m + n ungerade
A {TE., — TE,n}
Y {T My, + T M,
A {TE, + TE,n}
? {T My, — T M, }
! (T My, + TM,,,}
B {TE, + TE.nm}
2 {T My — TM}
B {TEmna TEnm}

Tabelle 4.2: Finteilung der Eigenrdume des ldngshomogenen Wellenleiters mit quadra-
tischer Querschnittsfliche nach den Symmetrietypen der Cy,-Gruppe. Die angegebenen
FEigenmoden bzw. deren Linearkombinationen konstituieren eine symmetriegerechte Basis
des irreduziblen Darstellungsraums eines bestimmten Symmetrietyps dieser Gruppe.

Die hochste Symmetrie des ebenen quadratischen Rechengebiets wird durch die nicht-
kommutative Gruppe Cy, beschrieben, die vier eindimensionale Darstellungen und eine
zweidimensionale Darstellung besitzt. Folglich existieren symmetriebedingt auch Grenz-
frequenzen, die mindestens zweifach entartet sind. Fiir eine eindeutige Typisierung der
ausbreitungsfahigen Wellen beziiglich ihrer Symmetrieeigenschaften sind zunéchst die aus-
schlaggebenden Symmetrieelemente festzustellen. Als erzeugende Elemente treten, wie in
Abbildung 4.3 gezeigt, die eigentliche Drehung C; um die vierzéhlige Hauptdrehachse, die
in axialer Richtung durch den geometrischen Schwerpunkt der Querschnittsfliche verlduft,
sowie die Spiegelung an einer, die Hauptdrehachse enthaltenen Ebene o, auf.

Bei der Analyse der Eigenrdume hinsichtlich einer moglichen Entartung sind mehrere
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Abbildung 4.3: Elektrische Feldlinien symmetriegerechter Eigenmoden einiger ausgewdhl-
ter irreduzibler Darstellungsriume der Cy,-Gruppe in der Querschnittsfliche eines qua-
dratischen, lingshomogenen Wellenleiters. Jeder Eigenraum dieser Anordnung zerfillt in
wrreduzible Darstellungsrdume, die bestimmten Symmetrietypen zugeordnet sind. Aus Line-
arkombinationen entarteter T E,,,- und T'M,,,-Eigenmoden kinnen symmetrieadaptierte
Basisfunktionen dieser Riume entwickelt werden.

Félle zu unterscheiden. Die Paare von Eigenwellen {TE,..,, T M, } mit m > 0 konsti-
tuieren Basen zweidimensionaler Figenrdume zu unterschiedlichen Eigenfrequenzen, die
in eindimensionale irreduzible Darstellungsrdaume zerlegbar sind. Dabei spannen T'E,,,,,-
Moden mit geradem Index Réume vom Symmetrietyp As und T'M,,,,,-Moden Rdume vom
Typ B auf, hingegen lassen sich T'F),,,,-Moden mit ungeradem Index dem Symmetrietyp
By und T'M,,,,,-Moden dem Typ A; zuordnen. Ebenso bildet jeder Satz von Eigenwellen
{TE 0, T Eyy} mit m > 0 eine Basis eines zweidimensionalen Eigenraumes. Dieser zerfallt
fiir geraden Index in zwei eindimensionale irreduzible Darstellungsraume vom Typ A und
By, die jedoch nicht von jeweils einem der beiden Eigenmoden selbst, sondern von den
aus ihnen gebildeten Linearkombinationen T'E,,o + T Ey,, und T E,,o — T Ey,, aufgespannt
werden. Ist der Index ungerade, bilden die T'E,,,o- und T"Ey,,-Wellen die Basis einer zwei-
dimensionalen Darstellung vom Typ FE, womit eine reine Symmetrieentartung vorliegt.
Es sei angemerkt, dass T'E,,,- und T'M,,,-Moden an das kartesische Koordinatensystem
angepasste Eigenlosungen sind, aus denen bei Vorliegen einer Entartung beliebige neue Ba-
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sen konstruierbar sind, die, wie in dem hier vorliegenden Fall, symmetrieadaptiert gewahlt
werden konnen. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, nicht die einzelnen Eigenmoden, son-
dern den ausreduzierten Eigenraum, den sie aufspannen, nach den Symmetrietypen der
Gruppe einzuteilen.

Die iibrigen Eigenrdume sind mindestens vierdimensional und werden von den Quadrupel
von Eigenmoden {TE,..,, T Eypm, T My, T M,,,} mit ungleichen, von Null verschiedenen
Indizes m,n > 0 A m # n aufgespannt. Diese Eigenrdume sind weiter reduzierbar, wobei
jeder irreduzible Darstellungsraum eines Symmetrietyps mindestens doppelt auftritt. Ta-
belle 4.2 gibt Auskunft iiber die Zuordnung der Eigenrdume zu den Symmetrietypen sowie
die Bildung symmetriegerechter Basen aus den kartesischen Eigenmoden.

In Abbildung 4.3 sind die elektrischen Feldlinien ausgew&hlter Vertreter der symmetrie-
adaptierten Basissétze eines jeden Symmetrietyps der zugrunde liegenden Gruppe in der
Querschnittsflaiche des Wellenleiters gezeigt. Unter Beachtung, dass sich die elektrische
Feldstarke wie ein Vektor transformiert, sind die Symmetrieeigenschaften der elektroma-
gnetischen Wellen eines bestimmten Symmetrietyps einfach daraus ablesbar. So ist leicht
erkennbar, dass Moden vom Typ A; und Ay symmetrisch beziiglich der Drehung C'y um
die Hauptdrehachse sind, wohingegen Moden vom Typ B; und B, ihr Vorzeichen d&ndern
und damit antisymmetrisch sind. Analog dazu lasst die Spiegelung o, Moden vom Typ
A; und B; unverdandert, hingegen dndern Moden vom Typ A; und Bs ihr Vorzeichen
bei Anwendung dieser Operation. Die Irreduzibilitit der Darstellung vom Typ E wird
dadurch deutlich, dass die beiden exemplarischen Basismoden sowohl bei einer Elemen-
tardrehung als auch bei einer Spiegelung ineinander transformiert werden. Abschlieend
seien noch einmal Moden vom Typ A; hervorgehoben, die totalsymmetrisch und somit
invariant gegeniiber sémtlichen Symmetrieoperationen dieser Gruppe sind.

4.1.5.2 Aufhebung symmetriebedingter Entartung am Beispiel der Eigenriu-
me eines quaderformigen Hohlraumresonators

Ein aus ideal elektrisch leitfihigem Material bestehender, vollstindig evakuierter, wiirfel-
formiger Hohlraumresonator, dessen Innenabmessungen a = b = ¢ = 1 m betragen, dient
als Beispiel zur Verdeutlichung der Aufspaltung von Eigenzusténden unter dem Einfluss
einer Storung. Abhéngig von der Symmetrie der Stérung treten grundsétzlich zwei Félle
auf. Wenn die Storung die gleiche Symmetrie wie das System oder eine hthere Symmetrie
als dieses besitzt, kommt es lediglich zu einer Verschiebung der Eigenfrequenzen, ohne
dass sich deren Entartungsgrad &dndert. Bei der hier betrachteten Anordnung kann eine
derartige Storung beispielsweise durch eine kleine Variation aller Kantenlédngen bei gleich-
bleibenden Seitenverhéltnissen verursacht werden. Eine niedrigere Symmetrie der Stérung
im Vergleich zu der des Systems fiihrt zu einer Aufspaltung mehrdimensionaler irredu-
zibler Darstellungsriume und damit zu einer teilweisen oder vollstéindigen Aufhebung der
Entartung einer Eigenfrequenz, weil sich die Symmetrie des Systems auf die der Stérung
reduziert.

Die héchste Symmetrie des betrachteten Hohlraumresonators wird durch die volle Ok-
taedergruppe O), beschrieben, die vier eindimensionale, zwei zweidimensionale und vier
dreidimensionale irreduzible Darstellungen besitzt. Dementsprechend konnen die ausredu-
zierten Eigenrdume in zehn verschiedene Symmetrietypen eingeteilt werden. Untersucht
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werden soll die Auswirkung einer Stérung der Geometrie durch geringfiigige Anderung
der Abmessungen auf das Eigenfrequenzspektrum und den zugehorigen Eigenrdumen.
Die dafiir benétigten Zusammenhénge zwischen den Darstellungen der urspriinglichen
Symmetriegruppe des Systems und der Storung konnen entweder einer Korrelationstafel
entnommen oder mittels der im vorherigen Unterabschnitt angegebenen Reduktionsformel
(4.1.18) bestimmt werden.

Grundwellen dieser Anordnung, die aus dem durch das Tripel {T'Mj1o, T Eo11, T E101}
aufgespannten dreidimensionalen Eigenraum zur kleinsten Eigenfrequenz f; = 212 MHz
stammen, sind unter Beachtung des Transformationsverhaltens der elektromagnetischen
Feldgrofien vom Symmetrietyp 77, und weisen demnach eine Antisymmetrie beziiglich der
Inversion auf. Durch Vergréfierung einer Seitenléinge um 1% reduziert sich die Symmetrie
des Resonators auf die Untergruppe Dy, C Oy, die acht eindimensionale und zwei zweidi-
mensionale irreduzible Darstellungen besitzt. Dies hat eine Aufspaltung des Eigenraums
vom Typ T}, der Op-Gruppe in einen durch das Modenpaar {T'Ey11, T Ey1} aufgespann-
ten zweidimensionalen Darstellungsraum vom Typ E, zur Eigenfrequenz f; = 211 MHz
und einen durch die Mode {T'M;;o} aufgespannten eindimensionalen Darstellungsraum
vom Typ A, zur Eigenfrequenz fi = 212 MHz der Dg,-Gruppe zur Folge. Wird dariiber
hinaus eine der beiden gleich langen Seiten um 1% verkiirzt, nimmt die Struktur die
Symmetrie der Gruppe Dg;, C Dy, an, die ausschliefSlich eindimensionale irreduzible Dar-
stellungen besitzt. Daraus resultiert eine weitere Aufspaltung des Eigenraums vom Typ FE,,
der Gruppe Dy, in zwei eindimensionale Eigenrdume vom Typ Bs, und Bs, der Gruppe
Doy, zu unterschiedlichen Eigenfrequenzen f{ = 211 MHz und f} = 212 MHz. Der Dar-
stellungsraum vom Typ As, der Gruppe Dy, entspricht dem vom Typ By, der Gruppe
Dy, wobei sich die Eigenfrequenz auf den Wert f§ = 213 MHz erhoht.

Der durch das Paar {T'F111, T' M1, } aufgespannte zweidimensionale Eigenraum zur néchst
hoheren Eigenfrequenz fo = 260 MHz des ungestorten Resonators ist irreduzibel und lésst
sich dem Symmetrietyp F, zuordnen. Eine Stérung der Symmetrie fithrt in diesem Fall
nicht zu einer Aufhebung der Entartung, sondern alleinig zu einer Verschiebung der Ei-
genfrequenz. Infolge der Verringerung der Symmetrie ist jedoch der Darstellungsraum
reduzibel und kann in die beiden eindimensionalen Eigenrdume vom Typ A;, und By,
der Gruppe Dy, zur Eigenfrequenz f; = 259 MHz zerlegt werden. Bei einer weiteren
Reduktion der Symmetrie bleibt die Entartung erhalten, der Figenraum zerfillt in zwei
eindimensionale Darstellungen vom totalsymmetrischen Typ A, der Gruppe Dy, zur Ei-
genfrequenz f} = 260 MHz.

In Abbildung 4.4 ist die Aufspaltung der ersten acht Eigenzustdnde des wiirfelférmigen
Hohlraumresonators sinnbildlich dargestellt. Die Zerlegung der einzelnen Eigenrdume in
irreduzible Darstellungen eines bestimmten Symmetrietyps ist durch eine Summe, ihre
Vielfachheit durch einen Vorfaktor symbolisiert. Zur Kennzeichnung der Dimension einer
Darstellung wurde die Stérke der entsprechenden Linie, die den Eigenzustand représen-
tiert, dazu proportional gewéhlt.

Der beschriebene Effekt ldsst auch wichtige Schliisse im Bereich der numerischen Feldbe-
rechnung zu. Die Diskretisierung einer geometrischen Struktur, die die Symmetrie einer
nichtkommutativen Gruppe besitzt, fithrt im Allgemeinen zum Bruch der Symmetrie, so
dass die approximierte Geometrie eine niedrigere Symmetriegruppe besitzt. Selbst wenn
die Zerlegung in die gewahlten Elementarfiguren die urspriingliche Struktur exakt nach-
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Abbildung 4.4: Aufspaltung der ersten acht Figenfrequenzen bei Storung der Symmetrie
eines wirfelformigen Resonators. Durch geringe Variation einer Kantenldinge reduziert
sich die Symmetrie der Struktur, womit es zur Aufspaltung der urspringlich irreduziblen
Darstellungsrdume und folglich zur Aufhebung der Entartung kommt. Jede Linie, deren
Stirke proportional zur Dimension der Darstellung ist, reprisentiert einen Eigenzustand.
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bildet, wie das beispielsweise bei der Diskretisierung eines Wiirfels in Tetraeder der Fall
ist, wird deren Symmetrie bei einem unregelméfiigen Gitter gestort. Als Folge davon
kommt es zur Aufspaltung der symmetrieentarteten Eigenrdume des Originalproblems in
die Figenrdume des diskreten Problems, welche eine niedrigere Dimension besitzen. Mit
steigender Feinheit des Rechengitters nimmt der Einfluss der Stérung immer weiter ab,
so dass der Unterschied zwischen den aufgespaltenen Eigenfrequenzen immer geringfiigi-
ger wird. Durch eine symmetrieerhaltende Diskretisierung des Rechengebietes kann diese
unerwiinschte Aufspaltung der Eigenfrequenzen weitestgehend unterdriickt werden. We-
sentlich eleganter und vor allem effizienter ist jedoch die Reduktion des Eigenwertproblems
auf ein Fundamentalgebiet.

4.2 Diagonalisierung des Integraloperators

Die bisherigen, allgemein gehaltenen Ausfiihrungen werden nachfolgend fiir elektroma-
gnetische Streuprobleme mit ideal elektrisch leitfdhigen Objekten

TR=—ixE auf S (4.2.1)

sowie Eigenwertaufgaben homogener Hohlraumresonatoren mit der Wellenzahl £ als Ei-
genwertparameter

T(kYK=0 auf S (4.2.2)

konkretisiert, die mittels der elektrischen Feldintegralgleichung mathematisch beschrieben
sein sollen. Bei der Betrachtung von ideal elektrisch leitfdhigen Schirmen ist zuséitzlich zu
Gleichung (4.2.1) die homogene DIRICHLETsche Bedingung

—

u-K=0 auf 08 (4.2.3)

auf dem Rand C' = 0S des flichenhaften Rechengebietes S zu erfiillen, die das Ver-
schwinden der Normalkomponente der elektrischen Flachenstromdichte K beziiglich der
Randkurve zum Ausdruck bringt. Im Folgenden werden zuerst die erforderlichen Vor-
aussetzungen fiir die Anwendbarkeit der Methode der Symmetriezellenreduktion {iber-
priift. AnschlieSend erfolgt die gezielte Ableitung des reduzierten Integraloperators, um
die gewiinschte Problemformulierung auf dem Fundamentalgebiet zu erhalten.

Entscheidend fiir die Vertauschbarkeit des in Gleichung (2.2.40a) definierten Integralope-
rators mit den Elementen der finiten Gruppe G, die die Symmetrie des Rechengebietes S
charakterisiert, ist die aus der Invarianz des euklidischen Abstandes gegeniiber den Be-
wegungen des Ortsraums resultierende Eigenschaft der skalaren GREENschen Freiraum-
funktion

THg)G)(F, ") = [T (g™)G)(7. ), (4.2.4)

fiir die vereinbart werden soll, dass sie sich wie ein Skalarfeld transformiert. Eine weitere
unmittelbare Konsequenz aus dem ldngen- und winkelerhaltenden Charakter der Symme-
trieoperatoren ist die Invarianz des differentiellen Flachenelements

[T(9)dA)(F) = dA(g™"7) = dA(F). (4.2.5)
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Unter Beachtung, dass sich die Anregung in Gleichung (4.2.1) wie ein Pseudovektorfeld
transformiert sowie unter Hinweis auf die Vertauschbarkeit der Randoperatoren geméafl
den Gleichungen (C.2.8) im Anhang C.2 kann darauf aufbauend leicht die geforderte
Aquivarianz des Integraloperators

T(g)T =TT(g), Vgeq (4.2.6)

nachgewiesen werden. Wird zusétzlich unterstellt, dass der Definitions- und Bildbereich
des Operators ein Darstellungsraum der zugrunde liegenden Symmetriegruppe ist, sind
alle Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit der abstrakten harmonischen Analyse erfiillt,
so dass die betrachteten Modellprobleme in den Eigenrdumen der Symmetriegruppe gelost
werden konnen:

TKp=En  auf S, (4.2.72)
i -Kg=0 auf 95 . (4.2.7h)

Hierin bezeichnen KR = PgrA und EIII;C = I_iR(ﬁ X Emc) Funktionenmatrizen, welche die
symmetrischen Bestandteile der Flachenstromdichte und der Anregung enthalten.

4.2.1 Reduktion der Integraldarstellungen

Zur Bestimmung des Integraloperators im Raum der auf das Fundamentalgebiet restrin-
gierten Funktionen sind die Integrationsgebiete aller vorkommenden Integrale durch ge-
eignete Aquivalenzumformungen entsprechend einzuschrénken. Dabei soll die Struktur
der Gleichungen erhalten bleiben, so dass spéter bewéhrte Diskretisierungsstrategien oh-
ne groflere Modifikationen angewendet werden kénnen. Um die Rechnung tibersichtlich zu
halten, wird dieser Schritt am Beispiel des von den Symmetriekomponenten eines Ober-
flichenstroms erregten Skalar- und Vektorpotentials demonstriert. Da der Integraloperator
T aus diesen Potentialen abgeleitet ist, konnen die gewonnenen Ergebnisse im Anschluss
direkt auf die Integralgleichung iibertragen werden. Grundlage bildet die Zerlegung des
Rechengebietes geméf Gleichung (4.1.11), die eine Aufteilung der Integrale der Form

"=FY [ e maaw) (4.2.8)

gEG’gS0

mit K ;{J ) ]31({‘]‘ )K erlaubt. Substitution des Quellpunktes 7' = g% liefert unter Einbezie-
hung von Gleichung (4.2.4) und Gleichung (4.2.5)?

-+,(45) , _, 15 2 =29, 2, A
G / Glg 77 B (g7)dA(P)

9545, o o . (4.2.9)
-¥Y JEDUIGIH Tg™) Ex 1A

’Die Symmetrietransformation von Dyaden ist analog zu der von Vektorfeldern definiert.
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Nach Einarbeitung der Symmetrierelation und Einfiihrung der Funktionenmatrix

Gr(7.7') =Y R(g)[Txg)IG)|(F, ") = @[f’Rf(fQ)}(F, ) (4.2.10)

geG

deren Komponenten égj ) = [QR]U als modale dyadische GREENsche Funktionen bezeich-
net werden sollen, gelangt man schliellich zu der gewiinschten Gestalt des Integrals

ARe :FZ/ G977 B9 (7 d A7), (4.2.11)

das nur auf einem Fundamentalgebiet auszuwerten ist. Durch Einfiihrung einer modalen
skalaren GREENschen Funktionenmatrix

r(77) =Y R(9)[Tx(g)G)(F,7") = dR[P =G(7,7") (4.2.12)

geG

mit den Eintragen ng ) = |GRrli; lasst sich analog zu diesem Vorgehen die Bestimmungs-
gleichung fiir das durch die Symmetriekomponenten einer Oberflachenladung erregte Ska-
larpotential auf ein Fundamentalgebiet beschrénken:

() = 51 Z / G (7 7Y o9 (7Y dA 7). (4.2.13)

Anzumerken ist, dass bestimmte vorteilhafte Eigenschaften der GREENschen Freiraum-
funktion, wie beispielsweise die hiufig verwendete Identitdt in Gleichung (2.3.21), nicht
fiir die modalen Varianten gelten, weshalb diese im Einzelfall verifiziert werden miissen.

Neben den Potentialen ist unter Hinweis auf Kapitel 2 auf den hier betrachteten Funktio-
nenrdumen die fiir die spatere Diskretisierung der Integralgleichungen benédtigte Sesquili-
nearform

(£L3)= | I @xmaa (1.2.14)

definiert, die unter der Annahme, dass sich das erste Argument wie ein Vektorfeld und
das zweite wie ein Pseudovektorfeld transformiert, bereits die gewiinschte Invarianz unter
der Gruppe der Symmetrieoperatoren

(T§.79) = (.3). voeG (4.2.15)

aufweist. Unter Einbeziehung der in Abschnitt 3.3.2 festgestellten Eigenschaften der Ope-
ratormatrix Pr kann leicht gezeigt werden, dass in vollkommener Analogie zur Dekompo-
sition von Funktionen die Sesquilinearform ebenfalls in ihre symmetrischen Komponenten

geméaf
dr y
(£.)= >3 (Fn 33") (4.2.16)

ReR =1
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zerlegbar ist. Auch hier kann die Auswertung des Integrals nach Aufteilung des Integrati-
onsgebiets und Einarbeitung der Symmetrierelation auf ein Fundamentalgebiet beschrankt
werden:

<f“>’ > !G\Z/ (ki)* G x i) ‘G’Z<R’R>. (4.2.17)

k= lSO

Es wurde gezeigt, dass sowohl die elektrodynamischen Potentiale als auch die Sesquilinear-
form durch Integrale darstellbar sind, die sich nur {iber ein Fundamentalgebiet erstrecken.

Die Integranden kénnen demnach durch ihre restringierten Gegenstiicke fg (i) I({ijg mit

E({O =W fR” ) ersetzt werden, ohne den Wert der Integrale selbst zu #ndern.

Anstelle des Ausgangsproblems in Gleichung (4.2.1) bzw. Gleichung (4.2.2) sind ) g% dr
unabhéngige Teilprobleme reduzierter Groe zu losen, die durch die gekoppelten (dg X dg)
Integralgleichungssysteme

dr
i — (kj —inc,(ij .
ST Ry = Eng ', auf S, i€ [l,dg) (4.2.18)
k=1
mit dem modifizierten Integraloperator

( ) . - (1 N (k) —/ —/
[T K o)(7) = jikoZoft(7) / GO (7 ) Ko (F)dA() ...

% (4.2.19)

+ = ][ erad, GER) (7, 7) (Div B 1) (7 )dA(7) b |

dessen Kern durch die modalen GREENschen Funktionen reprisentiert wird, beschrieben
sind. Unter Beachtung, dass Teilprobleme identischen Symmetrietyps durch den gleichen
Satz von Integraloperatoren modelliert werden, kann Gleichung (4.2.18) mit

Tro = WroT Wry (4.2.20a)
Kr, = WroKg (4.2.20b)
Eny = WroBn (4.2.20¢)

in der einpriagsamen und leicht handhabbaren Matrixform
TroKgo = Eny auf S;, RER (4.2.21)

ausgedriickt werden. Unter Verwendung der modalen GREENschen Funktionenmatrizen
lasst sich die hierin enthaltene Operatormatrix mit den restringierten modalen GREEN-
schen Funktionen
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explizit zu

Tro B o)(7) = jho Zoii(7) x u/gaaﬁf%@RJWMAww.u
& (4.2.23)

1 . . 2 . S,
+ 75 (erade G (717 (Div Bo ) () AA()
So

angeben. Die Verkniipfung der GREENschen Funktionenmatrix mit der Matrix der Rand-
belegung erfolgt dabei nach den bekannten Gesetzen der Matrizenrechnung, wobei das
Produkt der Komponenten den herkémmlichen Verkniipfungsregeln fiir Funktionen un-
terliegt. Es ist zu beachten, dass die Komponenten der modalen GREENschen Funktio-
nenmatrix in Gleichung (4.2.10) im Gegensatz zur Freiraumfunktion vollbesetzte Dyaden
sind, die mit der Oberflichenstromdichte in geeigneter Weise verkettet sind. In Uber-
einstimmung mit der Skalarmultiplikation wirken die rdumlichen Differentialoperatoren
komponentenweise auf die Funktionenmatrizen. Mit Blick auf Gleichung (4.2.17) lésst
sich ebenso eine Sesquilinearform fiir die restringierten Funktionenmatrizen sinnvoll defi-
nieren, indem analog zur Addition von Matrizen diese Operation elementweise fiir jeweils
zwei gleichgestellte Matrixeintriage ausgefithrt wird

(fun )| = (R0080), = (270 200) (1220
0 0

ij

und damit eine konsequente Weiterfithrung des Konzepts des Matrizenkalkiils erlaubt.

4.2.2 Matrixdarstellung des Integraloperators

Formal entspricht die Transformation der auf dem Rechengebiet S definierten Integral-
gleichung (4.2.1) in die voneinander unabhingigen Systeme geméifi Gleichung (4.2.21), die
auf einem reduzierten Gebiet auszuwerten sind, einer Diagonalisierung des Integralopera-
tors. Zur Verdeutlichung soll die urspriingliche Problemstellung in eine Matrixdarstellung
iiberfithrt werden, wozu Gleichung (4.2.21) unter Ausnutzung der Aquivarianzeigenschaft
des Integraloperators wie folgt umgeschrieben wird:

R(¢) WroT ()T Z S R(g) WroT(9)E = S R(g)* WroT(g)( x E™) .
QEZG (9)" WroT(9) QEZG (9) o (9) QEZG (9) WeoT(9)(7 x E)
7(9) K(g)

Etan (g)
(4.2.25)

Die hierin enthaltenen Terme 7 (g), £ (g) und Eli;(g) konnen als Elemente einer abstrak-
ten Gruppenalgebra iiber dem Raum der auf eine Symmetriezelle restringierten Feld-
groffen und Operatoren angesehen werden. Die auf dem gesamten Gebiet S definierten
Felder stehen mit den auf dem Fundamentalgebiet Sy erklérten Teilfunktionen iiber die

Korrespondenz

K(9)=WoT(9)E &  K=) T(g7)ZK(9) (4.2.26)

geG
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mit WO = WR,O in Beziehung. Unter Hinweis auf Abschnitt 3.2.3 ist Gleichung (4.2.25)
ein Resultat der verallgemeinerten FOURIER-Transformation des Faltungsprodukts

(T+E)(9)=)_ Tl9g;") = Eynl(g). VgeG. (4.2.27)
9;€G

das demzufolge eine vollkommen gleichwertige Formulierung des Ausgangsproblems in
Gleichung (4.2.1) darstellt.

Fiir den exemplarischen Fall der nichtkommutativen C5,-Gruppe besitzt dieses Faltungs-
produkt mit ¢!, = Cs0, und ¢/ = C30, die konkrete Matrixform

T(E) T(C3) T(Cy) Tlo) T(0)) T()\[LEE) Eon(E)
T(Cy) T(BE) T(C3) T(o)) T(of) T(o) || E(Cs) E(C5)
T(C3) T(Cy) T(B) T(o)) T(o) T(oy) || KB | _| Em(cd)
T(o,) T(o,) T(of) T(E) T(C3) T(Cs) || K(o) E,,(0,)
T(oy) T(oy) T(ow) T(C3) T(E) T(C3) || K(o) Eoo (o)
T(o}) T(o) T(o)) T(C}) T(Cy) T(B) )\ Rom) 5™ (o)

(4.2.28)
Durch Anwendung der abstrakten FOURIER-Transformation auf das so umformulierte
Problem kann die Operatormatrix formal in eine Block-Diagonalform iiberfiihrt werden

Ta0l 0 o 0 0 0 K., ol Ex, ol

0 [T 45,0011 0 0 0 0 [KAQ,O]H [EX,O]H

0 0 [Teoli1 [Teo)2 0 0 [KE,O]H _ [EE,CO]H

0 0 [Tgol21 [TEo)e2 0 0 [KE,O]Ql - [ngo]gl ’

0 0 0 0 [Tz [Teol [KE,O]lg [ngo]m

0 0 0 0 [Teolar [Teol [KE,O]QQ [Eg,co]ﬂ
(4.2.29)

wodurch der Vorgang der Diagonalisierung eine anschauliche Bedeutung erlangt [105].
Jede Suboperatormatrix Tgr ist dr-fach auf der Hauptdiagonalen vertreten, woraus
sich wegen der Ahnlichkeit der beiden Operatormatrizen in Gleichung (4.2.28) und Glei-
chung (4.2.29) schlussfolgern lésst, dass ein Eigenwert von Tg mindestens ein dr-fach
entarteter Eigenwert von 7 sein muss. Die Vereinigung der Spektren der Suboperatorma-
trizen Tr o bildet das Gesamtspektrum des urspriinglichen Integraloperators 7 . Demnach
weisen die transformierten Integraloperatoren &hnliche spektrale Eigenschaften wie der
urspriingliche Operator auf, was fiir die Auswahl der Losungsverfahren fiir die diskreten
Probleme von grofler Wichtigkeit ist.

4.3 Bedingungen an den Schnittkanten

Als Ergebnis der im vorangegangenen Unterabschnitt demonstrierten Reduktion der elek-
trischen Feldintegralgleichung auf ein Fundamentalgebiet, die neben der Modifikation des
Integralkerns auch eine Restriktion aller beteiligten Feldgréfien mit sich bringt, erhélt
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man eine neue Problemformulierung, deren Aquivalenz zum Ausgangsproblem untersucht
und gegebenenfalls durch geeignete Zusatzbedingungen herbeigefiihrt werden muss. Ge-
genstand des vorliegenden Abschnitts ist die Untersuchung des Bildbereichs des Restrik-
tionsoperators, um daraus geeignete Mafinahmen zur Erzwingung der Bijektivitat dieser
Abbildung ableiten zu koénnen.

Es soll noch einmal daran erinnert werden, dass bestimmte Eigenschaften einer Funkti-
on, wie beispielsweise Stetigkeit und Differenzierbarkeit, nicht durch eine Einschrénkung
des Definitionsbereichs verdndert werden, so dass sich bei der Suche nach dem Bildbereich
des Operators Wy auf gleichartige Funktionenrdume konzentriert werden kann. Damit sind
die Eigenschaften der Funktionen im Inneren des Fundamentalgebiets genau spezifiziert.
Es stellt sich jedoch unweigerlich die Frage nach moglichen Zwangsbedingungen auf den
durch die Reduktion des Rechengebiets entstandenen Schnittréndern, die zu einer weite-
ren Einschrankung der in Betracht kommenden Funktionenrdume fithren kénnen. Diese
Bedingungen lassen sich aus dem Verhalten der Symmetriekomponenten bei Annédherung
an den Schnittrand unter Einbeziehung ihrer Stetigkeitseigenschaften ableiten und héngen
somit stark von der konkreten Problemstellung ab.

Zu Illustration dieser Problematik sind in Abbildung 4.5 exemplarisch einige, auf dem
abgeschlossenen Intervall I = [—1, 1] definierte Funktionen mit unterschiedlichen Stetig-
keitseigenschaften gezeigt, die aus Darstellungsrdumen der Spiegelsymmetriegruppe stam-
men sollen. Mit der Nebenbedingung zusammenhédngender Definitionsbereiche kénnen die
beiden abgeschlossenen Intervalle [; = [—1,0] und I, = [0, 1] als einzig mogliche Funda-
mentalgebiete identifiziert werden. Diese Symmetriegruppe besitzt die beiden eindimensio-
nalen, irreduziblen Darstellungen A, und A,, worauf sich die wohl bekannte Zerlegbarkeit
einer Funktion in einen geraden und einen ungeraden Anteil begriindet. Funktionen aus
Ré&umen ohne Stetigkeitsanforderungen, wofiir ein Vertreter in Abbildung 4.5a) gezeigt
ist, konnen an beliebigen Stellen Spriinge aufweisen, weshalb auch ihre beiden Symme-
triekomponenten bei Annéherung aus dem Fundamentalgebiet an den Schnittrand x = 0
jeden beliebigen Wert annehmen koénnen. Folglich gibt es sowohl fiir den geraden als
auch fiir den ungeraden Anteil keine Zwangsbedingung auf dem Schnittrand. Wird der
Funktionenraum auf den der stetigen Funktionen eingeschriankt, kann leicht geschlossen
werden, dass ihre Symmetriekomponenten ungerader Paritét stets einen verschwindenden
Funktionswert an dem interessierenden Punkt aufweisen, wie auch in Abbildung 4.5b)
zu sehen ist. Zur Sicherstellung der Stetigkeit bei der Rekonstruktion der Symmetrie-
komponenten muss demzufolge der ungerade Anteil einer homogenen DIRICHLETschen
Schnittrandbedingung geniigen, wohingegen fiir die gerade Komponente weiterhin kei-
ne Zwangsbedingung existiert. Das heift, dass der Restriktionsoperator in diesem Fall
den aus den ungeraden Funktionen gebildeten Unterraum V, = {P,f : f € C°(I)}
bijektiv auf den Raum V,o = {f : f € C°) A f(0) = 0} abbildet. Da der Raum
der stetig differenzierbaren Funktionen ein Unterraum des der stetigen Funktionen ist,
bleibt die Aussage fiir den ungeraden Anteil uneingeschréinkt giiltig. Jedoch muss jetzt
zusitzlich zur Erfiilllung der Forderung nach Differenzierbarkeit die gerade Komponente
eine verschwindende Ableitung auf dem Schnittrand besitzen. Dies kommt einer homo-
genen NEUMANNschen Schnittrandbedingung gleich und ist in Abbildung 4.5¢) verdeut-
licht. Somit vermittelt der Restriktionsoperator eine bijektive Abbildung des Vektorraums
V, ={P,f: f€C'I)} auf den Raum V, o = {f : f € C'(I1) A (df)(0) = 0}.
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a) unstetige Funktionen
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Abbildung 4.5: Bedingungen am Schnittrand der Symmetriezelle fiir Funktionen mit unter-
schiedlichen Stetigkeitseigenschaften. Wenn sie keinen Stetigkeitsanforderungen unterlie-
gen (a), sind von den Symmetriekomponenten keine Zwangsbedingungen bei Annéiherung
an den Schnittrand zu erfillen. Ungerade Anteile stetiger Funktionen (b) miissen der
homogenen Dirichletschen Bedingung auf dem Schnittrand geniigen. Wird den Funktio-
nen zudem stetige Differenzierbarkeit abverlangt (c), ergibt sich zusdtzlich eine homogene
Neumannsche Schnittrandbedingung fiir die geraden Komponenten.

Fiir einfache Falle, wie das einfithrende Beispiel, ldsst eine anschauliche Herangehensweise
héufig das Auffinden der erforderlichen Schnittrandbedingungen zu. Bei der Betrachtung
von Darstellungsrdumen beliebiger finiter Gruppen ist jedoch eine mathematisch formale
und strikte Vorgehensweise unumginglich. Aus den bisherigen Uberlegungen lésst sich
schliefen, dass die geforderte Stetigkeit der Normalkomponente der elektrischen Flachen-
stromdichte

=
=
=

i-rTiK=id-1, K=u-K, d=txi (4.3.1)

beim Durchgang durch eine beliebige, auf der Oberfliche verlaufenden Kurve die gesuch-
ten Bedingungen auf der Schnittkante des Fundamentalgebietes fiir die hier betrachteten
Modellgleichungen entscheidend bestimmt. Die Orientierung der vorerst als glatt ange-
nommenen Fliche wird durch den Normaleneinheitsvektor 77, die der ebenfalls glatten
Kurve durch den Tangenteneinheitsvektor ¢ festgelegt. Abhéngig vom Verhalten der Punk-
te des Schnittrandes unter gewissen Symmetrietransformationen sind zwei mogliche Falle
zu unterscheiden, die nachfolgend getrennt analysiert und im Detail diskutiert werden.
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4.3.1 Aquivalente Punktmengen

Wenn es eine nichttriviale Symmetrietransformation g aus der Gruppe G gibt, die einen
Punkt 7 der Berandung des Fundamentalgebiets auf einen dazu verschiedenen Punkt
7’ # " des Randes abbildet, so sind diese beiden Punkte dquivalent zueinander. In Anleh-
nung an diese Begriffsdefinition werden die beiden Randabschnitte Cyq, und Cy,, die aus
den Mengen der paarweise zueinander dquivalenten Punkte gebildet werden, in gleicher
Weise bezeichnet

Ciqu ~ Cj & T~ Ve Cig N VP € CY

aqu aqu’

int{CsquN Ciqu} = 0. (4.3.2)

Bei Beschriankung auf Punktgruppen tritt dieser Typ von Schnittrdndern nur bei der Zer-
legung von geometrischen Strukturen auf, deren Symmetrie durch die diskrete Drehgruppe
C,, oder durch eine Gruppe, die aus dem direkten Produkt mit ihr gebildet wird, charak-
terisiert ist. Deshalb wird bei den folgenden Ausfithrungen ausschliellich diese Gruppe
betrachtet, die abelsch ist und damit nur eindimensionale Darstellungen besitzt.

a) geometrisches Objekt b) ausgewdihltes
mit Cs-Symmetrie Fundamentalgebiet

Csty

. !
;o U2
- 55 \\/\

aqu

Cign = CAC}

aqu

Abbildung 4.6: Stetigkeitsbedingungen an zueinander dquivalenten Schnittkanten. Dar-
gestellt ist die Geometrie eines infinitesimal diinnen Streuobjekts (a) mit Cs-Symmetrie
sowie ein maogliches Fundamentalgebiet (b) mit Kennzeichnung der Berandung und der
verwendeten Orientierung.

In Abbildung 4.6a) ist ein flachenhaftes Gebiet als Beispiel fiir eine derartige Struktur
gezeigt. Vereinbarungsgemaf ist der Normaleneinheitsvektor « beziiglich der Randkurve
des gewihlten Fundamentalgebiets, das in Abbildung 4.6b) noch einmal isoliert dargestellt
ist, nach auflen gerichtet. Die Berandung 05y teilt sich in ein Randstiick Copen und den
Schnittrand Cyy auf, der aus den beiden zueinander dquivalenten Anteilen Cjq, und ngu
besteht. Da das Gesamtgebiet eindeutig durch ein Fundamentalgebiet festgelegt ist, kann
auch die Orientierung der Randkurven angrenzender Teilgebiete, wie in Abbildung 4.6a)

illustriert, durch die Einheitsvektoren u des Fundamentalgebiets ausgedriickt werden.
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Bezeichnet g diejenige Symmetrieoperation, die den Randabschnitt Cyq, in den Abschnitt
Ciqu = 9Csqu transformiert, so erhiilt man aus der Stetigkeitsbedingung fiir die Normal-
komponente der elektrischen Flachenstromdichte und damit auch fiir deren Symmetrie-
komponenten auf dem Randabschnitt Cy,

[T(g)tisqu) - Kp + Thqu - Kg = 0 (4.3.3)
nach einigen Aquivalenzumformungen unter Verwendung der im Anhang C.2 angegebenen
Rechenregeln fiir die Symmetrietransformation des Punktprodukts sowie des Grenzwert-
operators als Zwischenergebnis einen Ausdruck der Form

T(Q)[ﬁéqu : f(g_l)KR] + ﬁ;qu 'KR =0. (4.3.4)

Substitution der Symmetriebeziehung (3.3.35) liefert schliefllich einen Zusammenhang zwi-
schen den Normalkomponenten der restringierten Flachenstromdichte auf diesen beiden
Schnittkanten . .

R(Q)* T(g)[ﬁéiqu 'KR,O] + ﬁgiqu 'KR,O =0, (4-3-5)

der sich erwartungsgemifl auch bei Betrachtung des Randabschnittes Cyq, ergibt. Fiir
das Beispielproblem in Abbildung 4.6 erhélt man mit ¢ = (), eine aussagekriftigere
Darstellungsform

exp [—J 2 k] [squ - Kp o) (C;'F) + [ - K ol(F) =0, FeC}

aqu

ke 0,n—1], (4.3.6)

die sofort die wohl vertraute periodische Randbedingung erkennen lésst. Diese Bedingung
besagt, dass der Betrag der Feldamplitude auf der Schnittkante Cjq, punktweise mit dem
auf der Kante Cj,, iibereinstimmen muss, wohingegen die Phase um ein Vielfaches des
Winkels einer Elementardrehung C,,, welche gerade die Abbildung zwischen den beiden

dquivalenten Kanten vermittelt, verschoben ist.

4.3.2 Fixpunktmengen

Neben zueinander dquivalenten Randpunkten konnen auch Punkte auftreten, die fest
unter den Symmetrietransformationen einer nichttrivialen Untergruppe G’ oder sogar der
Gruppe G selbst sind:

Cix = {7 € Co 1 gF =7, Yg € G' C G} . (4.3.7)

Randabschnitte, die aus derartigen Fixpunktmengen bestehen, sind beispielsweise bei der
Spiegelsymmetriegruppe anzutreffen. Aus anschaulichen Uberlegungen folgt sofort, dass
eine eventuell vorhandene Fixgruppe einer Schnittkante bei Symmetriezellen von Rechen-
gebieten, die die mathematischen Anforderungen an eine zweidimensionale Mannigfaltig-
keit erfiillen, genau zwei Elemente enthalten muss. Von dieser Annahme kann auch in
den meisten praktischen Anwendungsfillen, wie bei elektromagnetischen Streuproblemen
mit rdumlich ausgedehnten Strukturen oder Eigenwertanalysen abgeschlossener Hohl-
raumresonatoren, ausgegangen werden. Bei der Behandlung von Schirmproblemen sind
jedoch auch flaichenhafte Rechengebiete mit einer wesentlich komplizierteren Gestalt, wie
beispielsweise die in Abbildung 4.7a) gezeigte Struktur mit einem Verzweigungsschnitt,
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b) ausgewdhltes
Fundamentalgebiet

a) geometrisches Objekt
mit Dsp-Symmetrie

Ci = 01Ch

!
i ﬁg() Oopen
Cil = CyC]
020(1) 5o
= Y3Vihix
Copcn

Abbildung 4.7: Stetigkeitsbedingungen an Schnittkanten, die invariant unter einer Fiz-
gruppe sind. Dargestellt ist die Geometrie eines infinitesimal diinnen Streuobjekts (a) mit
D3y, -Symmetrie sowie ein mdégliches Fundamentalgebiet (b) mit Kennzeichnung der Be-
randung und der verwendeten Orientierung.

denkbar. Demzufolge kann die Ordnung der Fixgruppe auch beliebige Werte annehmen,
weshalb die Ableitung der Schnittrandbedingung fiir diesen Typ allgemein gehalten wird.

Um auch Fldchen, die keine Mannigfaltigkeiten représentieren oder Knicke aufweisen,
mit einbeziehen zu konnen, muss die Stetigkeitsbedingung fiir die Normalkomponente der
elektrischen Flachenstromdichte, die eine unmittelbare Konsequenz aus der Kontinuitéts-
gleichung unter Ausschluss unphysikalischer Linienladungen ist, allgemeiner formuliert
werden. Aus netzwerktheoretischer Sicht lédsst sich diese Bedingung als Bilanzgleichung
fiir Strome, die auch als erstes KIRCHHOFFsches® Gesetz bekannt ist, auffassen, welche
entlang der betrachteten Kante punktweise erfiillt sein muss. Besitzen zwei oder mehr
Flédchen eine gemeinsame Kante, nimmt die Stetigkeitsbedingung die allgemeine Form

an. Dabei wurde vorausgesetzt, dass der Normaleneinheitsvektor 77; des Flachenstiicks .S;,
der als Grenzwerte bei Anndherung an die Kurve Cj, aus diesem Gebiet heraus zu verste-
hen ist, mit dem Tangenteneinheitsvektor ¢ von Cfy analog zu berandeten Flichenstiicken
ein Rechtssystem bildet, so dass der Vektor w; beziiglich S; nach auflen gerichtet ist. Die
aus der Stetigkeitsforderung herriihrende homogene Randbedingung in Gleichung (4.2.3)

3Gustav Robert Kirchhoff, 1824-1887, deutscher Physiker
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fiir offene Flidchenstiicke sowie die auf glatten Oberflichen raumlicher Gebiete zu erfiillen-
de Stetigkeitsbedingung in Gleichung (4.3.1) sind hierin als Sonderfille enthalten.

In Abbildung 4.7 ist eine geometrische Figur mit Ds,-Symmetrie sowie ein mogliches
Fundamentalgebiet %ezeigt. Dessen Schnittkante setzt sich aus zwei Anteilen zusammen,
wobei die Kante Cﬁi) fix unter der Drehgruppe C3 und die Kante Cf(ii) fix unter der
Spiegelsymmetriegruppe Cf ist. Beide Gruppen sind Untergruppen der vollen Symmetrie-
gruppe der Gesamtstruktur. Wegen der Invarianz der Punkte einer Schnittkante des hier
betrachteten Typs beziiglich aller Elemente ihrer Fixgruppe gilt dies gleichwohl fiir die
Normalkomponente der elektrischen Fldchenstromdichte entlang der Schnittkante

T(g~ Y@ - K)(7) = [ - K](g7) = [@; - K](7), 7€ Chx, g€ G, (4.3.9)

die das Transformationsverhalten eines Skalarfeldes aufweist. Unter Ausnutzung dieser
Eigenschaft ldsst sich Gleichung (4.3.8) nach Erweiterung der Summanden mit dem Ein-
heitsoperator wie folgt umformen:

Z T(9)T (g ")ii; - K = Z T(9)[@: - K] =Y [T(g)i] - [T(9)K] = 0. (4.3.10)

%

Die Menge der Symmetrietransformationen, welche die Einheitsvektoren u; auf den Ein-
heitsvektor g, des Randabschnittes des gewahlten Fundamentalgebietes abbilden

—

T(g)i; = Gy, ge€G, (4.3.11)

entspricht exakt der Fixgruppe dieser Kante Cjy, so dass Gleichung (4.3.8), die ebenso
fiir die Symmetriekomponenten der Fliachenstromdichte gilt, in der dquivalenten Form

S s - [T(9)K] = 0 (4.3.12)

ausgedriickt werden kann. Nach Einarbeitung der Symmetrierelation (3.3.35) nimmt diese
Gleichung mit der (dg x dr) Matrix

1 T 1 .
Br = 17 Y R(g) = @ > R(g) (4.3.13)
geG’ geqG’
die endgiiltige Gestalt .
(BR ﬁﬁx) : KR,O =0 auf Cﬁx (4314)

an. Die Erweiterung mit dem Kehrwert der Untergruppenordnung als Vorfaktor wird sich
spater als sehr niitzlich herausstellen.

Das so gewonnene Resultat kann als eine verallgemeinerte Form der Randbedingung
mit dem Randoperator (Bg gy )- interpretiert werden, die von den Symmetriesidtzen der
Flachenstromdichte zu erfiillen ist. Abhéngig vom konkreten Aufbau der Matrix By tritt
einer der drei folgenden Félle auf:

e Die Bedingungsgleichung fiithrt dazu, dass Randwerte bestimmter Elemente eines
Symmetriesatzes auf dem Schnittrand identisch verschwinden miissen. Das ist gleich-
bedeutend mit einer homogenen DIRICHLETschen Randwertvorgabe fiir die Normal-
komponente der Flichenstromdichte.
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e Die Randwerte bestimmter Elemente eines Symmetriesatzes konnen beliebige, von-
einander unabhingige Werte auf der Schnittkante annehmen und unterliegen dem-
nach keinen Einschrankungen. Damit sind von diesen Funktionen keine Randbedin-
gungen zu erfiillen.

e Die Randwerte bestimmter Elemente eines Symmetriesatzes konnen zwar von Null
verschieden sein, hédngen aber voneinander ab. Dieser Fall kann nur bei mehrdimen-
sionalen Darstellungen auftreten und fithrt auf eine Kopplungsbedingung fiir diese
Funktionen.

Lésst man die ersten beiden Sonderfille aufler Betracht, wird an dieser Stelle deutlich,
dass die Symmetriekomponenten mit ihren Entartungspartnern nicht nur iiber den redu-
zierten Integraloperator sondern auch zusétzlich iiber die Randbedingung verkoppelt sein
konnen. Es versteht sich von selbst, dass sich Symmetriesdtze gleichen Typs nicht in ihren
Eigenschaften auf der Schnittkante unterscheiden, so dass ihre restringierten Gegenstiicke
dieselben Bedingungen zu erfiillen haben.

Symmetrietyp Ay Symmetrietyp As

Symmetrietyp E

S
NN
/'L»Q)'v N
N
2 20760
DY b3
mn //\ 2
— _ — - N 7 /bp,
U - Ky 0=0 Uy - Ky, #0 /‘4\\@9 e

\(w/ W 7

A

Symmetrietyp By Symmetrietyp Bo

S =011
uy - KBQ,O =0

Abbildung 4.8: Schnittkantenbedingungen fir die auf ein Fundamentalgebiet der quadrati-
schen Platte reduzierte elektrische Flichenstromdichte. Bei eindimensionalen Symmetrie-
typen muss die Normalkomponente auf bestimmten Abschnitten homogene Randwertvor-
gaben erfiillen, dagegen treten beim Symmetrietyp E auch Kopplungsbedingungen zwischen
den Komponenten eines restringierten Symmetriesatzes auf.

In Abbildung 4.8 sind die sich ergebenden Zwangsbedingungen, die die Normalkomponen-
te der restringierten elektrischen Flachenstromdichte auf den Schnittkanten des Funda-
mentalgebiets einer geometrischen Struktur mit Cy,-Symmetrie erfiillen muss, illustriert.
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Die Komponenten vom eindimensionalen Symmetrietyp unterliegen entweder keinen Be-
dingungen oder miissen der homogenen DIRICHLETschen Randwertvorgabe geniigen. Eine
wesentlich kompliziertere Gestalt besitzt die Schnittkantenbedingung fiir Komponenten
mehrdimensionaler Symmetrietypen. Neben der gezeigten Randbedingung in Form ein-
gepragter Vorgaben konnen auch Bedingungen auftreten, die die Elemente eines Symme-
triesatzes miteinander koppeln.

Neben den bisher gezeigten Beispielen, in denen nur einer der beiden Typen von Schnitt-
randbedingungen vorkommt, gibt es auch Fille, in denen diese abschnittsweise auftreten.
So teilt sich beispielsweise bei der C,;,-Gruppe, die auch im Anhang vorgestellt wird,
der Schnittrand in drei Teilgebiete auf, von denen zwei zueinander dquivalent sind und
das dritte fix unter der Spiegelsymmetriegruppe ist. Die hier am Beispiel der elektrischen
Flachenstromdichte vorgestellte Methodik zur Deduktion der Schnittrandbedingung aus
den Stetigkeitsforderungen ist gleichermaflen fiir andere Feldgréfien anwendbar.

Bei Beschrankung auf Funktionen, die aus denselben Funktionenrdumen wie die urspriing-
lichen Funktionen stammen und zusétzlich der Schnittrandbedingung in Gleichung (4.3.5)
bzw. Gleichung (4.3.14) geniigen, ist das reduzierte System vollkommen gleichwertig zum
urspriinglichen und kann somit an dessen Stelle gelost werden. Bei der Betrachtung of-
fener Flachenstiicke ist zusétzlich die homogene DIRICHLETsche Bedingung auf diesem
Randabschnitt, die sich durch Restriktion der Randwertvorgabe in Gleichung (4.2.7b) auf
dieses Teilgebiet

i Kro=0  auf Copen (4.3.15)

ergibt, zu erfiillen.

Das vorliegende Resultat kann auch als gewohnliches Randwertproblem aufgefasst wer-
den, welches durch die elektrische Feldintegralgleichung auf einem offenen Fléchenstiick,
das gerade dem Fundamentalgebiet entspricht, mit den sonst auch verwendeten Funktio-
nenrdumen als Definitions- und Wertebereich beschrieben ist. Im Unterschied zur her-
kémmlichen Formulierung wird jedoch die GREENsche Freiraumfunktion durch ihr moda-
les Gegenstiick ersetzt. Des Weiteren werden anstelle der homogenen DIRICHHLETschen
Randbedingung die erarbeiteten Schnittkantenbedingungen gefordert. Hieraus wird deut-
lich, dass die modifizierte Feldintegralgleichung denselben Aufbau wie die urspriingliche
Gleichung besitzt, was sich fiir den nachfolgend behandelten Diskretisierungsprozess als
unschétzbarer Vorteil erweist.

4.4 Diskretisierung der reduzierten Gleichung

Als Ergebnis der Symmetriereduktion der elektrischen Feldintegralgleichung ergaben sich
mehrere gekoppelte Integralgleichungssysteme, die nur auf einem Teil des urspriingli-
chen Rechengebiets definiert sind und vollkommen unabhéngig voneinander ausgewer-
tet werden konnen. Das Auffinden einer Ndherungslosung dieser Systeme setzt deren
Uberfiihrung in eine diskrete Form voraus, wozu die im Abschnitt 2.3 vorgestellte Momen-
tenmethode dienen soll. Eine besondere Herausforderung stellt dabei die Wahl geeigneter
Ansatz- und Testrdume dar, die gewohnlich diskrete Unterrdume des Definitions- und
Wertebereichs des Integraloperators sind.
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Wie im kontinuierlichen Fall soll auch hier zuerst von einem zum Ausgangsproblem gleich-
artigen Ansatz- und Testraum mit erweiterten Basen ausgegangen werden, die die gesuch-
ten Unterrdume enthalten. AnschlieBend werden durch geeignete Mafinahmen diese erwei-
terten Raume auf Funktionen eingeschriankt, die den Schnittkantenbedingungen gentigen.

Die Approximation des Fundamentalgebietes Sy erfolgt auf herkommliche Weise durch
eine Triangulierung dieses Fléchenstiicks, womit zugleich die Tréager der noch zu spezifi-
zierenden lokalen Basisfunktionen festgelegt sind. Prinzipiell konnen die voneinander un-
abhéngigen Integralgleichungssysteme auch unterschiedlich diskretisiert werden. Um den
Rechenaufwand fiir die Gittergenerierung moglichst gering zu halten, ist es jedoch sinn-
voll, fiir alle Symmetrietypen ein einheitliches Gitternetz zu verwenden. In vollkommener
Ubereinstimmung mit der bekannten Vorgehensweise wird jede unbekannte Komponen-

tenfunktion eines Symmetriesatzes als gewichtete Uberlagerung aller Basisfunktionen f

mit den Koordinaten ggz ausgedriickt. Weiterhin werden in Anlehnung an das eingefiihrte

Konzept der Funktionenmatrizen die Koordinaten zu (dg X dr) Matrizen zusammenge-
fasst, so dass die geniherte Losungsfunktion die kompakte Gestalt

KR,O = ZiR,nfw mit: [iR,TL] Kl lg,?b (4.4.1)

annimmt. Dabei bezeichnet N die Gesamtzahl der Basisfunktionen und damit die Dimen-
sion des erweiterten Ansatz- und Testraums fiir jede Komponente des Symmetriesatzes.
Mit Hilfe der in Gleichung (4.2.24) angegebenen Definition kann die Bestimmung der
zur approximierten Anregung gehérenden Koordinatenmatrix mit den Elementen g@n

ebenfalls in geschlossener Form zu
= (BB . wit aml=a B <F, (a2
’ ’ So kil —

angegeben werden. Aus den bisherigen Betrachtungen ist ersichtlich, dass zwischen ins-
gesamt drei Typen von Basisfunktionen unterschieden werden muss. Zum Zweck einer
differenzierten Betrachtung wird die Indexmenge der Basisfunktionen I = [1, N| in die
Teilmengen Iy, Iiqu und I, aufgespalten. Alle Indizes von Basisfunktionen, die inne-
ren Kanten des Gitters zugeordnet sind, bilden die Menge I;,;. Die Menge I, enthilt
die Indizes derjenigen Funktionen, die den beiden zueinander &dquivalenten Kanten Cjg,
und Cf,, zugeordnet sind. Indizes von Funktionen, die der fixen Schnittkante angehéren,
werden zur Menge g, zusammengefasst.

Aufgrund der bereits genannten Wahrung der Stetigkeitseigenschaften bei Restriktion der
Feldgrofien auf eine Symmetriezelle kénnen den Elementarkanten im Inneren des Rechen-
gebietes die bewahrten RWG-Ansatzfunktionen

fo=h+f, nely (4.4.3)

zugeordnet werden. Auf den bei Schirmproblemen auftretenden offenen Randabschnitten
muss wie beim Ausgangsproblem die Normalkomponente der elektrischen Flachenstrom-
dichte identisch verschwinden. Dieser Forderung wird auch weiterhin dadurch Rechnung
getragen, dass Elementarkanten dieses Randtyps bei der Allokation von Ansatzfunktio-
nen ausgeschlossen werden. Zur Beriicksichtigung der Bedingungen auf Schnittkanten sind
jedoch spezielle Basisfunktionen erforderlich, die nachfolgend fiir die beiden im letzten
Abschnitt diskutierten Fille abgeleitet werden.
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4.4.1 Basisfunktionen fiir Aquivalente Kanten

Da die Normalkomponente der vektorwertigen RWG-Funktionen entlang der gemeinsamen
Kante von zwei Teilfunktionen einen konstanten Wert besitzt, bietet sich deren Verwen-
dung als Basisfunktionen auf dem die Schnittkanten enthaltenen Bereich an. Damit wer-
den die interessierenden Feldgroflen auf dem Schnittrand durch eine stiickweise konstante
Funktion angendhert. Um jedoch die geforderte Bedingung auf zueinander dquivalenten
Kanten punktweise erfiillen zu kénnen, miissen die Elementarkanten, in die diese zerlegt
sind, ebenfalls paarweise diese Eigenschaft aufweisen. Bei der Erzeugung des Rechengit-
ters ist demnach unbedingt auf eine konforme Diskretisierung dquivalenter Schnittrander
zu achten. Ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltigkeit sollen die Orientierungen t und
t; eines jeden korrespondierenden Kantenpaares Ej, und E; so festgelegt werden, dass sie
durch die Symmetrietransformation, die Cyq, auf Cj, abbildet, ineinander iibergehen:

aqu

E = gE,, t=T(9)tx, EiC Csq, E CC,

qu- (4.4.4)
Jedem Paar von zueinander dquivalenten Elementarkanten wird eine Basisfunktion zu-
geordnet, die aus einer gewichteten Uberlagerung von zwei Teilfunktionen besteht. De-
ren Orientierungen, die vereinbarungsgeméaf durch die Flachennormalen ihrer Tréger be-
stimmt sind, werden mit den Tangenteneinheitsvektoren der Kanten identifiziert, so dass
stets zwei komplementére Teilfunktionen f;j und f:: eine Ansatzfunktion bilden. Aufgrund
der Freiheit einer beliebigen Normierung der Basis verbleibt ein unbekannter Koeffizient,
der durch die Randbedingung in Gleichung (4.3.5), die wegen der lokalen Eigenschaften
der Teilbereichsfunktionen von jeder Basisfunktion separat erfiillt sein muss, eindeutig
festgelegt ist. Mit = - f::f = =*1 erhélt man schlieflich die fiir dquivalente Schnittkanten
angepassten Basisfunktionen

- R(g_l)*ﬁ[ + fT’;L_; fiir _)’jl_ = Usqu
n - e - ) n e ]Ié,qu, (445)
- L+ R frs filr 4, = Uaqu

die einen zu den herkémmlichen Ansatzfunktionen &dhnlichen Aufbau besitzen und fiir
das hier verwendete GALERKIN-Verfahren sowohl den Ansatz- als auch den Testraum
aufspannen. In Abbildung 4.9a) ist eine derartige Basisfunktion grau hervorgehoben. Die-
jenige Teilfunktion, deren zugehorige Kante durch die Symmetrieoperation g auf die dazu
dquivalente Kante transformiert wird, erhiilt somit den Phasenterm R(g~1)* als Gewicht.

4.4.2 Basisfunktionen fiir fixe Kanten

Im Gegensatz zu aquivalenten Kanten gestaltet sich die Konstruktion geeigneter Basis-
funktionen fiir diesen Typ von Schnittkanten wesentlich komplizierter. Eine homogene D1-
RICHLETsche Randwertvorgabe, die auch bei Schirmproblemen vorliegt, liefle sich ebenso
wie der Sonderfall, dass die Funktionswerte auf dem Rand keinen Einschrinkungen un-
terliegen, ohne weitere Schwierigkeiten einarbeiten. Im allgemeinen Fall sind jedoch die
Komponentenfunktionen eines restringierten Symmetriesatzes durch die Schnittkantenbe-
dingung miteinander gekoppelt, weshalb ein unabhéngiger Ansatz fiir jede Komponente
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a) dquivalente Elementarkanten b) feste Elementarkanten

Ci

ﬁ@ CYopen

C(open

Abbildung 4.9: Konstruktion von Basisfunktionen, die den Schnittkanten zugeordnet sind.
Im Fall dquivalenter Schnittkanten bilden die grau unterlegten Teilfunktionen, die zwei
korrespondierenden Elementarkanten zugeordnet sind, zusammen mit einer passenden
Wichtung eine Ansatzfunktion (a). Bei fizen Schnittkanten ist jeder Elementarkante eine
unabhdngige Teilfunktion zugeordnet (b).

ausgeschlossen ist. Aus diesem Grund wird anstelle des Aufsuchens einer an den Schnitt-
randbedingungen angepassten Unterraumbasis eine erweiterte Basis, die einfacher zu be-
stimmen ist und vorerst einen grofieren Raum aufspannt, gewahlt und anschlieend die
geforderten Zwangsbedingungen auf dem Schnittrand eingearbeitet. Eine derartige Basis
lasst sich dadurch erhalten, dass den Elementarkanten dieses Typs, wie in Abbildung 4.9b)
illustriert, die Teilfunktionen

fo=f  nelsx (4.4.6)

zugeordnet werden. Nach Einsetzen der Entwicklung (4.4.1) in die Schnittrandbedingung
(4.3.14) resultiert unter Beachtung, dass der Grenzwertprozess elementweise entlang der
Schnittkante durchfithrbar ist, und mit Ufj.fx - ff = £1 ein homogenes Gleichungssystem

Brip, =0, n¢lg, (4.4.7)

dessen Losung die zur Einhaltung der Schnittkantenbedingung zuléssigen Koordinaten-
werte sind. Hierin bezeichnen ig , die Koordinatenmatrizen derjenigen Basisfunktionen,
die der festen Schnittkante Cf, zugeordnet sind.

Um zu einer formalen Losung des vorliegenden Problems zu gelangen, wird das aus den
Koordinaten eines Symmetriesatzes gebildete dg-Tupel, welches einer Spalte der Matrix
ig , entspricht, als Element eines dgr-dimensionalen Vektorraums Cd®r aufgefasst. Die
Matrix Bgr konstituiert eine lineare Abbildung dieses Vektorraums in sich selbst und
damit einen Endomorphismus. Mit Hilfe der MOORE*-PENROSE®-Pseudoinversen BE ist
ein Operator

PiaBg) = I — BEBr (4.4.8)

4Eliakim Hastings Moore, 1862-1932, amerikanischer Mathematiker
SRoger Penrose, 1931, englischer Mathematiker und theoretischer Physiker
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konstruierbar, der eine Orthogonalprojektion auf den Kern der Matrix Br vermittelt,
womit eine formale Losung dieses homogenen Systems erreicht wurde [81]. Zur expliziten
Bestimmung der Pseudoinversen werden die sich aus dem speziellen Aufbau der Matrix
Bgr ergebenden typischen Merkmale zweckméfig genutzt. Da sich die Summation iiber
die Elemente einer Gruppe erstreckt und die Summanden zudem unitére Darstellungsma-
trizen sind, folgt aus der Definitionsgleichung (4.3.13) und

Z > R@G9Y ‘G,‘ > > R(gTY (4.4.9)

gEG’ g'eG’ geG’ geG’

sofort, dass Br hermitesch und idempotent ist. Demnach erfiillt diese Matrix selbst die
definierenden Eigenschaften ihrer Pseudoinversen

B = Br (4.4.10)

und leistet die Orthogonalprojektion auf ihr Bild. Als Losung und dementsprechend als
reduzierte Koordinatenmatrix ergibt sich folglich

iR,n = PkEF{BR}iR,n = (I - BR)iR,n . (4.4.11)

Durch die Projektion auf den Kern von Bg wird der Koordinatenraum C9% und damit
die Zahl der moglichen Freiheitsgrade in der Ansatzfunktion so eingeschréankt, dass nur
noch Funktionen darstellbar sind, die der Schnittkantenbedingung geniigen. Dadurch wird
diese Zwangsbedingung trotz einer erweiterten Basis des Ansatzraums implizit erfiillt. Der
zur Beriicksichtigung der Schnittkantenbedingung abgeleitete Operator Br stimmt mit
den zur Behandlung von Fixpunkten in der algebraischen Symmetriereduktionsmethode
eingesetzten Projektoren iiberein, womit der enge Zusammenhang zwischen diesen beiden
Verfahrensweisen deutlich wird [5].

Da beim GALERKIN-Verfahren Ansatz- und Testraum iibereinstimmen, erscheint es sinn-
voll, die vorgestellte Strategie auch zur Festlegung einer passenden Basis fiir den Test-
raum anzuwenden. In Analogie zur Représentation der genédherten Fliachenstromdichte
werden zuerst beide Seiten der linearen Operatorgleichung formal in die gewihlte Basis
des erweiterten Testraums entwickelt und anschliefSend die sich daraus ergebenden Koor-
dinatenmatrizen in den zulissigen Bereich mit Hilfe des Projektors Py g} abgebildet.
Bedingt durch die im Fall einer nichtorthogonalen Basis auftretenden Mischterme im Pro-
jektionsoperator (Qy wird diese Vorgehensweise gewohnlich zu einem anderen Resultat als
die unmittelbare Projektion auf einen bereits eingeschrankten Testraum fiithren. Letzte-
res ist zwar das gewiinschte Ergebnis, ein derartiger Basissatz ist jedoch nur in wenigen
Sonderféllen explizit bestimmbar. Anhand einfacher Beispiele kann gezeigt werden, dass
die projizierten Koordinatenmatrizen beziiglich der im Abschnitt 2.3.1 angegebenen re-
ziproken Basisfunktionen des erweiterten Ansatzraums, welche Linearkombinationen des
urspriinglichen Basissatzes sind, mit den gesuchten Koordinatenmatrizen beziiglich der
ebenfalls reziproken Basis des eingeschrankten Testraums iibereinstimmen. Somit erge-
ben sich die gesuchten Koordinaten der gendherten Anregung zu:

UR . = Prer{BrIUR - (4.4.12)

Allerdings ist die Allgemeingiiltigkeit dieser Beobachtung noch zu beweisen, wozu einge-
hende Untersuchungen dieser Problematik notwendig sind.
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4.4.3 Aufstellung des Gleichungssystems

Der Aufbau des linearen Gleichungssystems fiir jeden Symmetrietyp erfolgt auf bekannte
Weise durch Einsetzen der gendherten Losungsfunktion geméfl Gleichung (4.4.1) in die
Integralgleichung und anschlieBende Durchfiihrung der Testprozedur unter Verwendung
des Skalarprodukts in Gleichung (4.4.2). Fiir eine schrittweise Herleitung sollen zunéchst
die Randbedingungen an fixen Schnittkanten noch unberiicksichtigt bleiben. Nach einigen
Aquivalenzumformungen resultiert ein (dg N x dgN)-Gleichungssystem der Form

Zglg = Ug, [IR]n = iR,n ) [HR]m =UR (4.4.13)

mit den Blockvektoren Iy und Ug, die sich aus den (dg x dr)-Submatrizen ig, und ug ,,
zusammensetzen. Die Eintrige der Impedanzmatrix, die ebenfalls Blockgestalt besitzt,
berechnen sich zu:

(Zg),., = <Em7 Tro fn>s : (4.4.14)

0
Um die erforderlichen Bedingungen an den fixen Schnittkanten formal in das Gesamtsys-
tem einzuarbeiten wird die Block-Diagonalmatrix

I-Br ; m=n A melg
MR}, =41 com=n A m e Iy Ulig (4.4.15)
0 ;om#En

eingefiihrt, deren Hauptdiagonale an den entsprechenden Positionen mit den Projektoren
aus Gleichung (4.4.8) besetzt ist. Anwendung dieses Projektors auf den Losungsvektor
sowie auf beide Seiten der Gleichung (4.4.13) liefert schlieflich die gesuchte diskretisierte
Modellgleichung im angepassten Unterraum der Koordinatenvektoren:

ZRiR = QR7 mit: ZR = lIrZg , 1[{ =Ilrlg, QR =IIrUg . <4~4‘16)

Allerdings ist diese Formulierung fiir eine numerische Auswertung des diskreten Problems
unzweckméflig, da der Projektor ITg und daraus folgend auch die quadratische Impe-
danzmatrix Zg im Allgemeinen einen nichttrivialen Kern beziiglich des erweiterten An-
satzraums besitzen. Bei Verwendung iterativer Losungsstrategien stofit dieser Umstand
auf keine groflen Schwierigkeiten, weil die in einer erzeugten Losung enthaltenen Anteile
aus dem Nullraum der Systemmatrix, der nicht zum Definitionsbereich des Losungsvek-
tors gehort, in einem anschlieBenden Projektionsschritt eliminiert werden kénnen. Direkte
Losungsalgorithmen, die bevorzugt bei dicht besetzten Matrizen eingesetzt werden, sind
hingegen nicht anwendbar, weshalb eine dquivalente Beschreibung dieses Systems im Bild-
bereich des Projektors Ilg selbst wiinschenswert ist.

Zur Ableitung einer Abbildungsvorschrift in diesen Vektorraum wird die Matrix Il einer
Spektralzerlegung unterzogen, die wegen der Block-Diagonalgestalt fiir jedes Hauptdia-
gonalelement getrennt erfolgen kann. Der interessierende Bildbereich der Idempotenten
Ig],,,, ldsst sich sofort als Eigenraum zum Eigenwert Eins identifizieren, wofiir leicht
eine Basis aus einer Eigenwertanalyse oder einer Singuldrwertzerlegung bestimmbar ist.
Sei [Qr),,,, eine Matrix, deren Spalten eine vollstdndige Orthonormalbasis des Bildes
von [IIg],  bilden, dann ist unter Einbeziehung der aus der vorausgesetzten Orthonor-
malitit folgenden Unitaritatseigenschaft dieser Matrix eine faktorisierte Darstellung der
Projektoren der Form

TR, = QR [QRI o (4.4.17)
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gegeben. Die Anzahl linear unabhéngiger Basisvektoren, die den gesuchten Eigenraum
aufspannen, entspricht der Dimension des Projektors, so dass die Matrix [Qg],,,, aus dr
Zeilen und dg,, = dim{[IIg], .} Spalten besteht. Zu beachten ist, dass auch nulldimen-
sionale Bildbereiche des Projektors auftreten konnen, was eine verschwindende Spalten-
zahl bei den Transformationsmatrizen zur Folge hat. Unter Beachtung der Tatsache, dass
Vektoren aus dem Bildbereich des Projektors durch diesen nicht verdndert werden, folgt
aus Gleichung (4.4.17) in Verbindung mit der Identitét

[QR]Zm QR = Ldrm xdrm) (4.4.18)

dass die Matrix [Qg],,,, den Bildbereich des Projektors [IIg], bijektiv auf sich selbst
abbildet. Analog zum Aufbau der Gesamtmatrix ITg besitzt die Transformationsmatrix
Qr Block-Diagonalgestalt mit den Submatrizen in [Qgr]_ als Hauptdiagonalelemente,
so dass sie vom Typ (dg N X Ngr) mit

mm

N
Np = dim{ldg} =Y drym,  dpm=dim{g],,}, 0<dp, <drx (44.19)

m=1

ist. Der geschilderte Ubergang zu einer fquivalenten diskreten Problemformulierung ist
im folgenden kommutativen Diagramm veranschaulicht:

. Zy 3
IR c im{HR} g @dRNde ER c im{HR} g @dRNde
Qr || Qf Qr || Qf
. Zy i

Unter Beriicksichtigung, dass QHIlg = Qf gilt, nimmt die diskretisierte Integralglei-
chung die endgiiltige Gestalt

dR,l X dR
dR,l X dR,z dR,l X dgr
. dR’Q X dR
dR72 X dR72 o = dR’g X dR (4420)
dR,3 X dR,2 dR,3 X dr dR,3 X dr,
QgZRQR leR QﬁHR

an. Die Blockvektoren Uy = QHUpg und Iz = QEI, sind aus N Submatrizen vom
Typ (dr.m X dr) aufgebaut. Die Elemente der aus N Blockzeilen und N Blockspalten
bestehenden Impedanzmatrix ZR = QEZz Qg sind demnach aus Kompatibilititsgriinden
vom Typ (drm X dr.)-
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Die numerische Berechnung der Elemente des Anregungsvektors sowie der Systemmatrix
kann wie gewohnt mittels Standard-Quadraturverfahren erfolgen. Da der Typ der Singu-
laritdt durch die Zerlegung der GREENschen Freiraumfunktion in ihre modalen Kompo-
nenten erhalten bleibt, sind die in Abschnitt 2.4.2 vorgestellten Regularisierungstechniken
auch weiterhin uneingeschréankt einsetzbar. Analog zum kontinuierlichen Fall besitzen die
Impedanzmatrizen etwas bessere Konditionseigenschaften als eine Matrix, die aus einer
symmetrieerhaltenden Diskretisierung des Gesamtgebietes hervorgeht. Demnach kénnen
zur Auswertung der reduzierten Gleichungen die auch {iblicherweise verwendeten Verfah-
ren zur Losung linearer Gleichungssysteme herangezogen werden.

Fiir die im nachfolgenden Abschnitt durchgefiithrte Untersuchung des Aufwands zur Auf-
stellung der Impedanzmatrizen soll Gleichung (4.4.13) in eine Darstellung tiberfiihrt wer-
den, die eine beziiglich des Rechenzeitbedarfs effizientere Implementierung erlaubt und
zugleich die enge Verwandschaft mit der algebraischen Symmetriereduktion aufzeigt. Un-
ter Verwendung der Bestimmungsgleichung fiir den inversen Restriktionsoperator sowie
fir den Projektor konnen die Gleichungen (4.4.14) und (4.4.2) wie folgt umgeformt wer-

den:
=Y Rl (Tl V2T F) =D R(9) [Z(0)],. (4.4.21a)
gEG 0 geG
Ugl,, ‘G’ ZR < (972 fon, 1 X Elnc>g_1so P ZR . (4.4.21b)

Die Eintrége der eingefithrten (N x N)-Matrizen Z(g) geben die Interaktionen zwischen
den auf dem Fundamentalgebiet Sy erklirten Ansatzfunktionen fn und den auf das Gebiet

g~ 1Sy transformierten Testfunktionen fm wieder, die in ihrer Gesamtheit das urspriing-
hche Rechengebiet S iiberdecken. Im Fall von ortlich konstanten Basisfunktionen, die
Elemente aus Funktionenrdumen ohne Stetigkeitsanforderungen approximieren und bei-
spielsweise bei der Diskretisierung hypersingulédrer Integralgleichungen zum Einsatz kom-
men [105], entspricht diese Uberdeckung einer symmetrieerhaltenden Diskretisierung des
Gesamtgebiets, woraus sofort folgt, dass die Matrizen Z(g) eine Blockspalte der beziiglich
einer geometrischen Zerlegung des Gesamtgebiets in Symmetriezellen partitionierten Im-
pedanzmatrix bilden. Dementsprechend besteht der Anregungsvektor des diskretisierten
Gesamtproblems aus den Vektoren u(g) vom Typ (N x 1). Aufgrund der zur Erfiillung
der erforderlichen Stetigkeit der Feldgroflen eingefithrten modifizierten Ansatzfunktionen
an den Schnittkanten gelten diese Aussagen fiir die hier behandelte Integralgleichungs-
formulierung nicht mehr. Analog zur Projektion des Gleichungssystems (4.4.13) in den
Bildbereich des Projektors Ilg wiére eine Modifikation der Komponenten der Matrizen
Z(g) notwendig, um die gewiinschte Verbindung zur Systemmatrix des symmetriegerecht
diskretisierten Gesamtproblems herstellen zu kénnen.

Mit dem Losungsvektor

Z R(g (4.4.22)

gEG

sowie der Definition der Verkniipfung dieser Objekte mit den irreduziblen Darstellungs-
matrizen gemafl

R(9)"Z(9)],, == R(9)"[Z(9)] 1, - (4.4.23a)
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[R(9)"U(g)],, :== R(9)" [ulg)],, ; (4.4.23b)
[R(9)"L(9)],, := R(9)" [i(9)],, (4.4.23¢c)

lasst sich das erweiterte lineare Gleichungssystem (4.4.13) in der Gestalt

> R(9)'Z(9) > R(g)’i(9) = Y _R(9)*u(y) (4.4.24)

geG geG geG

ausdriicken. Werden auch hier die Vektoren i(g) und u(g) sowie die Matrizen Z(g) als
Elemente einer Gruppenalgebra aufgefasst, kann Gleichung (4.4.24) als Faltungsprodukt
auf finiten Gruppen

(Z*i)(9) = > Z(gg; ig;) =ulg), Vgeq (4.4.25)

g9;€G

formuliert werden. Der als FOURIER-Transformation auf Gruppen bezeichnete Ubergang
zwischen diesen beiden diskreten Darstellungen der Integralgleichung lasst in Matrix-
form die damit bewirkte Block-Diagonalisierung der Impedanzmatrix wiedererkennen und
stimmt mit der algebraischen Symmetriereduktion iiberein [5].

4.5 Berechnung der Fernfelddaten

Zur Bestimmung der Fernfeldcharakteristik eines Streufeldes aus den Symmetriekom-
ponenten der induzierten Oberflichenstromdichte, woraus wichtige Kenngrofien wie der
Riickstreuquerschnitt des Streukorpers gewonnen werden, miissen die in Abschnitt 2.6 auf-
gezeigten Zusammenhénge entsprechend modifiziert werden. Um analog zu den Integral-
operatoren eine auf das Fundamentalgebiet beschrinkte Formulierung fiir den Fernfeld-
operator zu erhalten, muss dessen Vertauschbarkeit mit den Symmetrietransformationen
gefordert werden. Da der Fernfeldoperator aus einer asymptotischen Untersuchung der
integralen Darstellungsformeln fiir die elektromagnetischen Feldgrofien abgeleitet wurde,
die die geforderte Aquivarianzeigenschaft besitzen, ist diese Voraussetzung zwangsweise
erfiillt. Eine weitere wichtige Konsequenz daraus ist, dass der Kern

—

H(7,7) = exp(jkoZo &, - 7)), & = ﬁ
-

(4.5.1)

des Fernfeldintegrals in Gleichung (2.6.3) dieselbe Transformationseigenschaft wie die ska-
lare GREENsche Freiraumfunktion geméfl Gleichung (4.2.4) besitzt. Durch Einfiihrung des
modifizierten Integralkerns

Hy (7, 7) = S R(g)[T(g) (TH)

geG

=
!

=)
N

(4.5.2)

welcher dyadischen Charakter besitzt, kann die Repréasentation der einzelnen Symme-
triesitze der Fernfeldcharakteristik

(FroKg ) (7) = jkoZoé, x /ER(F? 7Kg o(F)AAGF"),  F=70,p)  (453)
So
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in einer zur Ausgangsdarstellung strukturgleichen Form ausgedriickt werden. Die Uberla-
gerung samtlicher Symmetriekomponenten

FE=Y {FR,OKR’O} (4.5.4)
ReR

liefert das gesamte Fernfeld.

An die Stelle der skalarwertigen Eintrége in den diskreten Fernfeldoperatoren geméfl Glei-
chung (2.6.10) treten die (dg X dg_,)-Submatrizen

[ER,W@] =y Frof, [Qrl,) (@, o) - (4.5.5)

Auch im diskreten Fall erhdlt man die Fernfelddaten aus der Superposition der Symme-
triekomponenten, so dass fiir die Eintrage der Fernfeldvektoren abschlieend folgt:

[Eﬁ/go l]n = Z tr { [ER,W@ iR]n} . (4.5.6)

ReR

4.6 Aufwandsabschitzung

Bedingt durch die Zerlegung des Gesamtproblems in mehrere, voneinander unabhéngi-
ge Teilprobleme reduzierter Grofle ist sowohl ein Vorteil im Speicherbedarf als auch im
Rechenzeitaufwand bei der Losung des diskreten Problems auf einer Rechenanlage zu er-
warten. Zwar wird dadurch die asymptotische Komplexitédtsordnung der eingesetzten nu-
merischen Verfahren nicht herabgesetzt, der Aufwand verringert sich jedoch um einen, von
der Symmetrie des zu untersuchenden Systems abhéngigen Faktor, fiir den im Folgenden
eine Abschétzung angegeben werden soll. Neben der Auswertung des Gleichungssystems
besitzt auch die Erzeugung der Impedanzmatrix wegen ihrer dichten Besetzungsstruktur
einen nicht unerheblichen Anteil an der Gesamtrechenzeit. Alle anderen Prozessschritte,
wie Gittergenerierung, Aufstellung des Anregungsvektors und Berechnung der Fernfeld-
daten, weisen im Vergleich dazu eine geringere Aufwandsordnung auf und sind demnach
vernachléssigbar.

4.6.1 Erzeugung der Systemmatrix

Das symmetrieerhaltend diskretisierte Ausgangsproblem ist dquivalent zu dem aus ei-
ner gleichartigen Diskretisierung des Fundamentalgebiets hervorgehenden Satz von Glei-
chungssystemen und kann demzufolge zu Vergleichszwecken herangezogen werden. Be-
zeichnet N weiterhin die Anzahl der Basisfunktionen der reduzierten Probleme ohne
Beriicksichtigung der Bedingung an fixen Schnittkanten, so ergibt sich die Anzahl der
Freiheitsgrade des dquivalenten Gesamtproblems ndherungsweise zu

N
Nt = Y _dr Y _drm~ NG|, fiir: |Ig| < N (4.6.1)
ReR m=1
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Dabei wurde berticksichtigt, dass die Dimension der Projektoren dg,, nur fiir Elemen-
te an fixen Schnittkanten, deren Anzahl fiir eine hinreichend feine Diskretisierung ver-
gleichsweise gering ist, kleiner als die Dimension der irreduziblen Darstellungen dgr sein
kann. Der numerische Aufwand zur Generierung der reduzierten Impedanzmatrizen Zg
kann aufgrund der komplexen Berechnungsvorschrift und nicht zuletzt wegen der star-
ken Abhédngigkeit von der konkreten Implementierung nur schwer beziffert werden. Aus
diesem Grund sollen die Kosten fiir die Berechnung und Speicherung der vollen Impe-
danzmatrix Z als Bezugsgrofien dienen, fiir deren Elemente gemifl Gleichung (2.3.20)
ein Rechenaufwand von Kcpy flops® und ein Speicherbedarf von Kranm Bytes angesetzt
werden. Demnach betragen der gesamte Rechenaufwand und Speicherbedarf

CCPU ~ KCPU’G‘zNQ ﬂops, CRAM ~ KRAM‘GPNz Bytes, (462)

die beide erwartungsgemif quadratisch mit der Anzahl von Unbekannten anwachsen. Die
Generierung der reduzierten Impedanzmatrizen lisst zwei unterschiedliche algorithmische
Konzepte zu, die sich durch bestimmte Vorziige und Nachteile auszeichnen und nachfol-
gend diskutiert werden.

Speichereffiziente Implementierung

Im Unterschied zur Berechnung der Beitréige der vollen Impedanzmatrix treten bei der
Auswertung der Integrale in Gleichung (4.4.14) anstelle der GREENschen Freiraumfunkti-
on ihre harmonischen Komponenten auf. Es soll im weiteren Verlauf davon ausgegangen
werden, dass die FOURIER-Transformation der GREENschen Funktion, deren numerischer
Aufwand proportional zu di|G| flops ist, gegeniiber der Ausfithrung der Quadratur, die
eine unvermeidbare Auswertung der transzendenten Exponentialfunktion erfordert, ver-
nachlassigbar ist. Unter dieser Annahme sind bei komponentenweiser Auswertung der
(dr x dr)-Submatrizen in Gleichung (4.4.14) niherungsweise Kcpy|G|dk flops notwendig,
wenn beachtet wird, dass der modifizierte Integralkern aus |G| Summanden besteht. Da
die Gleichungssysteme sequentiell aufgestellt und ausgewertet werden konnen, bestimmt
die zur Darstellung mit der hochsten Dimension gehérende Systemmatrix den maximalen
Speicherbedarf. Aus den daraus resultierenden Gesamtkomplexitéiten

Cepu ~ Kepu|GI2N? flops, Caam ~ Kran N2 max dg Bytes, (4.6.3)
S

ergeben sich schliefflich die Reduktionsfaktoren ndherungsweise zu

C C d2
Repy = CCPU ~1,  Rpayi= CRAM ~ maﬁgjf R (4.6.4)
CPU RAM

Aus diesem Ergebnis geht hervor, dass diese Vorgehensweise zwar keinen Vorteil in der Re-
chenzeit bei der Generierung der Impedanzmatrizen bietet, dafiir sinkt jedoch der benotig-
te Speicherplatzbedarf um einen betrédchtlichen Faktor, der in Tabelle 4.3 fiir einige aus-
gewidhlte Symmetriegruppen angegeben ist.

Rechenzeiteffiziente Implementierung

Alternativ konnen einmalig die Matrizen Z(g) aufgestellt und aus diesen anschliefend
die Systemmatrizen Zg fiir jeden Symmetrietyp mittels einer algebraischen FOURIER-
Transformation auf Gruppen geméfl Gleichung (4.4.21a) konstruiert werden. Die als do-
minierender Anteil angenommene, numerische Integration wird durch dieses Vorgehen auf

Die Einheit ,,flop“ (,,floating point operation®) entspricht einer arithmetischen FlieBkommaoperation.
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ein Mindestmafl beschrénkt, womit sich die Rechenzeit im Vergleich zur vorherigen Stra-
tegie verringert. Der Preis dafiir ist jedoch ein deutlich hoherer Speicherbedarf, da zusétz-
lich zu den eigentlichen Systemmatrizen sdmtliche Matrizen Z(g) wihrend des gesamten
Losungsprozesses permanent im Speicher gehalten werden miissen. Unter Vernachlissi-
gung der FOURIER-Transformation betragen der gesamte Aufwand zur Berechnung der
Impedanzmatrizen und der Speicherbedarf ndherungsweise

Copu ~ Kcpy|G|N? flops, Cran ~ KramN? (|G| + rfr{la%d%) Bytes, (4.6.5)
S

woraus die gesuchten Reduktionsfaktoren

maxrer d%{ 1

1
Repy Tk Rram G2 + el (4.6.6)

folgen. Fiir den Fall, dass geniigend Speicherplatz zur Verfiigung steht, ist diese Strategie
zweifellos der direkten Berechnung der Systemmatrizen vorzuziehen.

4.6.2 Auswertung des Gleichungssystems

Ohne die Verwendung von Matrixkompressionsverfahren bieten iterative Losungsverfah-
ren beziiglich des Rechenaufwands gegeniiber direkten Algorithmen bei dicht besetzten
Matrizen keinen nennenswerten Vorteil, weshalb im weiteren Verlauf von der Verwendung
eines direkten Verfahrens zur Losung der linearen Gleichungssysteme ausgegangen wird.
Ihre Komplexitédt kann approximativ zu

Crup ~ Krup|G]>N? flops (4.6.7)

abgeschétzt werden.

Fiir jeden Symmetrietyp R ist die LU-Zerlegung oder Inversion einer (dg N x dgr N )-Matrix
durchzufiihren, womit sich der gesamte Aufwand zu

Crup ~ Y Krup(Ndg)® flops (4.6.8)

ReR

ergibt. Zwar ist jedes System fiir dg Anregungen zu losen, die Faktorisierung oder Inver-
sion der Matrix, die den Gesamtaufwand mafigeblich bestimmt, muss jedoch nur einmal
durchgefiihrt werden. Der erreichbare Reduktionsfaktor errechnet sich somit zu

1
Ryup ~ e Z d, | (4.6.9)

ReR
wofiir ebenfalls in Tabelle 4.3 einige exemplarische Werte angegeben sind.

Bei diesen Betrachtungen wurde davon ausgegangen, dass alle Symmetriekomponenten
der Anregung von Null verschieden sind und demzufolge die Gleichungssysteme fiir alle
Symmetrietypen ausgewertet werden miissen. Weist die Anregung und damit auch die
gesuchte Losung eine bestimmte Symmetrie auf, verringert sich zwangslaufig die Anzahl
der nichttrivialen Teilprobleme, wodurch der erzielbare Rechenzeitvorteil gegeniiber der
Auswertung des Gesamtproblems weiter zunimmt.
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pdlles
Pyramide Tetraeder Wiirfel Dodekaeder
Gruppe Chu T, Oy, I,
Ordnung 8 24 48 120
AlgaAlu7A297 AgaAuaTlga
Symmetﬂe- A17 A27 B17 Ala A27 Ea A2u7 Eg7 Eu Thu T2g7 T2u
typen BQ; E T17 T2 T197 Tl”LH G97 GUJ
Tan T2u Hga Hu
Riup 1/42 1/230 1/864 1/3540
Rram 1/16 1/64 1/256 1/576

Tabelle 4.3: Erzielbare Reduktionsfaktoren beziiglich des Speicherbedarfs bei speicheropti-
maler Implementierung sowie beztiglich des Rechenaufwands zur Losung des diskreten Mo-
dellproblems bei Verwendung direkter Verfahren fiir ausgewdhlte Punktsymmetriegruppen.

Um den gesamten Rechenzeitgewinn abschitzen zu kénnen, miissen die Konstanten Kcpy
und Kiyp bestimmt werden, wozu prézisere Modelle fiir die Matrixgenerierung und die
LU-Zerlegung, die stark von den verwendeten Algorithmen und der rechentechnischen
Umsetzung abhéangen, zu entwickeln sind. Aufgrund der héheren Aufwandsordnung der
LU-Zerlegung wird jedoch mit wachsender Problemgrofie die Auswertung der Gleichungs-
systeme dominieren, so dass der gesamte Reduktionsfaktor gegen Rpuyp strebt.
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Anwendungsbeispiele

Aufgabenstellungen mit symmetrischen Anordnungen, die bevorzugt mittels der Randele-
mentmethode modelliert werden, sind in der praktischen Anwendung vielfach anzutreffen.
Im Folgenden werden die Einsetzbarkeit und Leistungsfahigkeit des im letzten Kapitel vor-
gestellten Verfahrens zur Reduktion der elektrischen Feldintegralgleichung auf eine Sym-
metriezelle anhand ausgewdhlter prazisnaher Problemstellungen, die aus zwei typischen
Anwendungsgebieten der Randelementmethode stammen, demonstriert sowie die damit
verbundenen Vorteile bei der numerischen Behandlung aufgezeigt. Die Untersuchung der
i der Schifffahrt zum FEinsatz kommenden, oktaedrischen Radarrefliektoren als Vertreter
elektromagnetischer Streuprobleme ist Gegenstand des ersten Abschnitts, dem sich eine
Figenwertanalyse der aus neun Zellen bestehenden TESLA-Kavitit anschliefst.

5.1 Oktaedrische Radarreflektoren

Passive Radarreflektoren kommen unter anderem in der Schifffahrt zum Einsatz, um die
Sichtbarkeit, vor allem von kleinen Schiffen, durch Radarsysteme zu erhthen und da-
mit das Risiko von Kollisionen, insbesondere bei schlechten Witterungsverhéltnissen, zu
verringern. Von derartigen Vorrichtungen wird ein moglichst hoher Reflexionsgrad bei ge-
ringen geometrischen Abmessungen gefordert, damit einerseits die gewiinschte Erhcéhung
der effektiven Riickstreufliche des Schiffes erreichbar ist, aber auch andererseits eine platz-
sparende Unterbringung des Reflektors erfolgen kann. Des Weiteren miissen dessen Refle-
xionseigenschaften in einem gewissen Bereich weitestgehend unabhéngig von der Einfalls-
richtung des Radarsignals sein, weil die Fahrtrichtung und moégliche Neigungen des Schif-
fes die Lage des Reflektors beeinflussen. Fiir Radaranwendungen in der Schifffahrt und
Kiisteniiberwachung sind zwei verschiedene Frequenzbereiche vorgesehen. Radaranlagen
im S-Band operieren bei einer Frequenz von f = 3 GHz, was einer Freiraumwellenldnge
von A = 10 cm entspricht, und zeichnen sich durch eine grofie Reichweite aus, weshalb
sie bevorzugt auf hoher See eingesetzt werden. Thre geringe Empfindlichkeit bietet zwar
den Vorteil, dass ungewollte Ziele, die zum Beispiel durch Reflexionen an der Wassero-
berflache oder durch Niederschlag verursacht werden, besser unterdriickt werden. Kleine
Schiffe oder Boote werden jedoch folglich auch nicht erfasst. In der Binnenschifffahrt und
in Kiistennéhe werden vorwiegend Radargerite im X-Band benutzt, deren Arbeitsfrequenz
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ungefihr f = 9,4 GHz betrégt. Das entspricht einer Freiraumwellenldnge von A\ = 3,2 cm,
womit diese Anlagen wegen ihres hoheren Auflosungsvermogens besser zur Detektion klei-
nerer Objekte geeignet sind, dafiir aber eine deutlich geringere Reichweite besitzen. Die
genaue Spezifikation der praxisrelevanten Kenngroflen, die Standards fiir Priif- und Test-
verfahren sowie die Mindestanforderungen, die ein Radarreflektor zu erfiillen hat, sind fiir
das X-Band in der ISO-Norm 8729 geregelt [55].

a) kreisformige b) quadratische c) dreieckige
Reflektorflichen Reflektorflichen Reflektorflichen

Abbildung 5.1: Typische Bauformen oktaedrischer Radarreflektoren. Drei relativ diinne,
elektrisch gqut leitfihige Platten, die sich paarweise senkrecht schneiden, bilden einen aus
acht Tripel-Spiegeln bestehenden Winkelrefiektor, der die Symmetrie der vollen Oktaeder-
gruppe besitzt. Abhdngig von der geometrischen Gestalt der einzelnen Reflektorflichen
ergeben sich unterschiedliche Ausfihrungen dieses Reflektortyps.

Maritime Radaranlagen sind iiblicherweise mit einer kombinierten Sende- und Empfangs-
einheit ausgestattet, so dass das Reflexionsvermogen eines Ziels in Einfallsrichtung der
Radarwellen von mafigeblichem Interesse ist. Aus diesem Grund ist der monostatische
Riickstreuquerschnitt der entscheidende Designparameter bei der Konstruktion von pas-
siven Radarreflektoren. Um den genannten Forderungen gerecht zu werden, sind spezielle
Konzepte hinsichtlich der Bauform erforderlich. Grundelement der in diesem Abschnitt
untersuchten Strukturen bildet ein Winkelreflektor, der aus drei ebenen, paarweise senk-
recht zueinander angeordneten Platten identischer Form besteht, die durch eine hohe
elektrische Leitfahigkeit gekennzeichnet sind. Diese Konfiguration weist unter optischen
Bedingungen die besondere Eigenschaft auf, dass eine elektromagnetische Welle, die aus
einer beliebigen Richtung innerhalb des Offnungswinkels des Reflektors einfillt, in ex-
akt die gleiche Richtung zuriickgestrahlt wird. Durch symmetrische Aneinanderreihung
von acht derartigen Tripel-Spiegeln kann die gewiinschte Richtungsunabhéngigkeit des
Riickstreuquerschnitts iiber den Wirkungsbereich eines einzelnen Winkelreflektors hinaus
auf den gesamten Raum ausgedehnt werden. Auch wenn die Wellenlénge im Bereich der
Reflektorabmessungen liegt und damit optische Annahmen ihre Giiltigkeit verlieren, be-
sitzt dieser Aufbau infolge von Resonanzeffekten eine grofiere effektive Riickstreuflache als
andere Konfigurationen mit vergleichbaren geometrischen Abmessungen, weshalb Winkel-
reflektoren auch in diesem Frequenzbereich Verwendung finden.

In Abbildung 5.1 sind in der Praxis vorkommende Ausfiihrungsformen oktaedrischer Ra-
darreflektoren gezeigt, deren Riickstreuverhalten im Folgenden néher analysiert werden
soll. Die betrachteten Streukorper bestehen aus drei kreisformigen, quadratischen oder
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Abbildung 5.2: Geometrische Abmessungen der zu untersuchenden Streukorper (a) sowie
die Spezifikation der Anregung (b).

dreieckigen Platten geringer Dicke, die sich paarweise senkrecht schneiden. Der gewéhlte
Durchmesser der Reflektorplatten, die gewohnlich aus Aluminium gefertigt sind, sowie de-
ren Dicke orientieren sich an typischen Abmessungen der fiir maritime Zwecke kommerziell
angebotenen Winkelreflektoren und kénnen Abbildung 5.2a) entnommen werden.

Zum Zweck einer numerischen Behandlung dieses elektromagnetischen Streuproblems sind
im Vorfeld einige vereinfachende Modellannahmen zu treffen. Aufgrund der hohen elektri-
schen Leitfahigkeit des Streukdrpers konnen die zu erwartenden Verluste vernachléssigt
werden, womit die Annahme eines ideal elektrisch leitfihigen Materials gerechtfertigt ist.
Weiterhin soll sich das zu analysierende Streuobjekt im freien Raum befinden, dessen
Materialeigenschaften durch die Permeabilitidt po und die Permittivitit g des Vakuums
beschrieben sind. Das einfallende Radarsignal wird durch eine linear polarisierte, ebe-
ne Welle geméfl Gleichung (2.2.31) nachgebildet. Das Koordinatensystem sei so gewéhlt,
dass, wie in Abbildung 5.2b) illustriert, die kartesischen Koordinatenflichen mit den Re-
flektorflichen zusammenfallen.

Werden die Reflektorplatten als rdumlich ausgedehnte Koérper belassen, beschreibt die
volle Oktaedergruppe O, die hochste Symmetrie des hier betrachteten Reflektortyps. Da
deren Ordnung |Op| = 48 betrigt, reduziert sich die Problemgréfie auf ein Achtundvier-
zigstel des Gesamtgebiets. Das ausgewéhlte Fundamentalgebiet dieser Struktur, welches
fiir den Winkelreflektor mit quadratischen Fliachen in Abbildung 5.3a) dunkelgrau hervor-
gehoben ist, wird von den drei Schnittkanten Cc(lll%, 00(121‘)5 und Cc(i% berandet, die fix unter
den Spiegelsymmetriegruppen oM = {E,ot(ll)}, c? = {E,ac(f)} und O = {E,a,(ll)}
sind. Die Symmetrieelemente der Erzeugendensysteme sind ebenfalls in Abbildung 5.3a)
eingezeichnet.
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a) raumlich ausgedehnte Struktur b) unendlich dinne Struktur
(Symmetrie der Op-Gruppe) (Symmetrie der O-Gruppe)

Abbildung 5.3: Winkelreflektor mit quadratischen Flichen und zugehiriges Fundamen-
talgebiet sowie die Symmetrieelemente der Fixpunktgruppen der Schnittkanten fiir unter-
schiedliche Modellierungsvarianten. Bei rdumlich ausgedehnten Refiektorfiichen (a) ist
das dunkelgrau dargestellte Fundamentalgebiet von drei fizen Schnittkanten berandet. Un-
ter der vereinfachenden Annahme unendlich diinner Platten (b) setzt sich der Rand hin-
gegen aus zwei firen Schnittkanten und einem offenen Abschnitt zusammen.

Eine weitere Modellierungsvariante dieses Reflektors ergibt sich, wenn, wie es auch bei der
vorliegenden Problemstellung der Fall ist, die Dicke der Reflektorplatten im Verhéltnis
zur Wellenldnge sehr gering ist, so dass diese als flichenhafte Gebiete aufgefasst werden
konnen. Als volle Symmetriegruppe des aus dieser idealisierten Annahme hervorgehenden
mathematischen Modells, das in Abbildung 5.3b) gezeigt ist, kann die Oktaedergruppe
O, deren Ordnung |O| = 24 betrégt, festgestellt werden. Grund fiir die im Vergleich zur
ausgedehnten Struktur niedrigere Symmetrie ist, dass infolge der reduzierten Dimension
des geometrischen Objekts bestimmte Symmetrieoperationen der vollen Oktaedergruppe
dieselbe Wirkung haben und damit nicht voneinander unterscheidbar sind. Die in Ab-
bildung 5.3b) dunkelgrau hinterlegte, dreieckférmige Fliache représentiert ein mogliches

Fundamentalgebiet dieser Struktur, das von zwei Schnittkanten C’C(llli und C’C(i%, die fix un-
ter den diskreten Drehgruppen Cy = {FE,Cy} und Cy = {E, C,, C%, C3} sind, sowie einem
Randabschnitt, auf dem die iibliche Randbedingung fiir offene Flachenstiicke erfiillt sein

muss, begrenzt wird.

Die symmetrischen Merkmale der vorliegenden Aufgabenstellung lassen vermuten, dass
auch der ortliche Verlauf des monostatischen Riickstreuquerschnittes eine gewisse Sym-
metrie aufweist, die jedoch entscheidend von den Eigenschaften der anregenden Welle
bestimmt wird. Bedingt durch die ausgepréigte Schwingungsrichtung der hier angenom-
menen linear polarisierten Transversalwelle wird die gesuchte Zielgrofle lediglich eine par-
tielle Symmetrie der geometrischen Struktur besitzen. Aus anschaulichen Uberlegungen
folgt fiir eine beliebige Polarisationsrichtung, dass diese Ortsfunktion in azimutaler Rich-
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tung durch eine vierfache und in polarer Richtung durch eine zweifache Periodizitit ge-
kennzeichnet ist. Folglich besitzt sie eine 8-fache Symmetrie, welche durch die aus einer
Elementardrehung um die vierzéhlige Polachse und einer Elementardrehung um eine senk-
recht dazu stehende, zweizédhlige Achse erzeugten Untergruppe der vollen Oktaedergruppe
beschrieben ist, womit sich auf die Betrachtung eines Oktanten beschrinkt werden darf.
Fiir bestimmte Werte des Polarisationswinkels oder bei Anregung mit einer zirkular pola-
risierten Welle kann sich die Symmetrie dieser Ortsfunktion weiter erhchen, worauf jedoch
nicht nédher eingegangen werden soll.

kreisformige Spiegel quadratische Spiegel dreieckige Spiegel
Grofle S-Band X-Band S-Band X-Band S-Band X-Band
Ny, 518 4979 630 6048 315 2970
Na, 560 5109 672 6176 345 3060
Ng 1078 10088 1302 12224 660 6030
N, 1638 15197 1974 18400 1005 9090
Nr, 1638 15197 1974 18400 1005 9090
Niot 13062 121446 15750 147072 8010 72630

Tabelle 5.1: Resultierende Problemgrdfe fiir jeden Symmetrietyp der O-Gruppe bei Reduk-
tion der als unendlich diinn angenommenen Winkelreflektoren auf ein Fundamentalgebiet.
Zum Vergleich ist in der letzten Zeile der Tabelle die Anzahl der Freiheitsgrade bei sym-
metrieerhaltender Diskretisierung der vollstindigen Struktur angegeben.

Von allen in Abbildung 5.1 gezeigten Konfigurationen des oktaedrischen Winkelreflek-
tors wurde der monostatische Riickstreuquerschnitt im Winkelbereich 0 < 4; < 90° und
0 < ¢; < 90° sowohl fiir das S-Band (f = 3 GHz) als auch fiir das X-Band (f = 9,4 GHz)
numerisch ermittelt, wobei zu Vergleichszwecken die beiden in Abbildung 5.3 vorgestell-
ten Modellvarianten herangezogen wurden. Die rdumliche Auflésung des Beobachtungsbe-
reichs wurde zu AY; = 1° und Ap; = 1° gewihlt, so dass sich fiir jedes der zu untersuchen-
den Streuprobleme insgesamt N; = 8281 unterschiedliche Anregungen ergaben. Da es der
verfiigbare Arbeitsspeicher der Rechenanlage zuliefl, wurde zur Losung der linearen Glei-
chungssysteme ein direktes Verfahren einem iterativen Algorithmus vorgezogen. Damit ist
fiir jeden Symmetrietyp eine einmalige LU-Zerlegung der Impedanzmatrix vorzunehmen
und durch anschliefendes Riickwirtseinsetzen die dr/V; Losungsvektoren zu bestimmen.
Aufgrund der speziellen Wahl des Polarisationswinkels zu 7; = 0 ist die gesuchte Zielfunk-
tion zwar zusétzlich spiegelsymmetrisch beziiglich der Ebene ¢ = 45° und besitzt somit
eine 16-fache Symmetrie, diese Eigenschaft wurde jedoch nicht weiter ausgenutzt. Die
numerische Berechnung der zur Aufstellung der Impedanzmatrix, des Anregungsvektors
und der Fernfeldmatrix erforderlichen Integrale iiber die dreieckigen Elementargebiete er-
folgte mit Hilfe einer direkten 3-Punkte GAuss-Quadraturformel. In Tabelle 5.1 sind die
Problemgrofien Ng, die aus der Diskretisierung eines Fundamentalgebiets des Winkelre-
flektors unter Vernachldssigung der Plattendicke resultieren, fiir jeden Symmetrietyp der
Oktaedergruppen aufgelistet, wenn die Gitterschrittweite auf ein Zehntel der Wellenlénge
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kreisformige Spiegel quadratische Spiegel dreieckige Spiegel
Grofe S-Band X-Band S-Band X-Band S-Band X-Band
Ny, 745 8327 1126 10976 504 5355
Na,, 815 8566 1217 11260 570 5547
Ny, 795 8496 1191 11180 553 5491
Na,, 765 8397 1152 11056 521 5411
N, 1540 16823 2317 22156 1057 10846
Ng, 1580 16963 2369 22316 1091 10958
Nr,, 2325 25290 3495 33292 1595 16313
Nr,, 2355 25389 3534 33416 1627 16393
N, 2375 25459 3560 33496 1644 16449
Nr,, 2305 25220 3469 33212 1578 16257
Niot 37440 405432 56232 533664 25776 261648

Tabelle 5.2: Resultierende Problemgrdfse fiir jeden Symmetrietyp der Oy,-Gruppe bei Reduk-
tion der zu untersuchenden Reflektoren auf ein Fundamentalgebiet ohne Vernachlissigung
der Plattendicke. Zum Vergleich ist in der letzten Zeile der Tabelle die Anzahl der Frei-
heitsgrade bei symmetrieerhaltender Diskretisierung der vollstindigen Struktur angegeben.

h = \/10 festgelegt wird. Zu beachten ist, dass wegen der unterschiedlichen geometrischen
Formen der Reflektorplatten die Flacheninhalte der Fundamentalgebiete und damit die
diskreten Problemgrofien bei identischen Kantenlédngen verschieden sind. Entsprechend
sind in Tabelle 5.2 die sich ergebenden diskreten Problemgréfien bei Modellierung des Re-
flektors als rdumlich ausgedehnter Kérper zusammengefasst. Zum Vergleich ist fiir beide
Félle zuséatzlich die Grofle des dazu dquivalenten Problems

Nt = Y _ drNr (5.1.1)

ReR

das aus einer symmetriegerechten Diskretisierung der gesamten Struktur hervorgeht, an-
gegeben. Stellt man die beiden moglichen Modellvarianten gegeniiber, ist leicht erkennbar,
dass sich die GroBlen der Fundamentalgebiete nur unwesentlich voneinander unterscheiden.
Die Anzahl der Symmetrietypen der vollen Oktaedergruppe Oy, ist jedoch genau doppelt
so hoch wie die der Oktaedergruppe O, so dass sich folglich auch der Aufwand zur Losung
der Gleichungssysteme verdoppelt.

Die unter Verwendung der Methode der Symmetriezellenreduktion gewonnenen Simulati-
onsergebnisse sind fiir das S-Band in Abbildung 5.4 und fiir das X-Band in Abbildung 5.5
grafisch veranschaulicht. Gezeigt ist der monostatische Riickstreuquerschnitt der drei vor-
gestellten Reflektorausfithrungen sowohl in einer dreidimensionalen Darstellungsweise, die
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a) kreisformige Reflektorplatten (Dicke vernachlissigt)
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Abbildung 5.4: Monostatischer Riickstreuquerschnitt bei einer Frequenz von f =3 GHz.
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a) kreisformige Reflektorplatten (Dicke vernachlissigt)
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b) quadratische Reflektorplatten (Dicke vernachlissigt)
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¢) dreieckige Reflektorplatten (Dicke vernachlissigt)
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Abbildung 5.5: Monostatischer Riickstreuquerschnitt bei einer Frequenz von f = 9,4 GHz.
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einen guten Einblick in den qualitativen Verlauf der Richtungscharakteristik gestattet, als
auch in Form einer Parameterschar, die den Vorteil einer besseren quantitativen Aussage-
kraft besitzt. Erwartungsgemafl unterscheiden sich die Resultate, die auf Basis der beiden
moglichen Modellvarianten erhalten wurden, wegen der duflerst geringen Dicke der Re-
flektorplatten nur sehr geringfiigig voneinander, weshalb diese nur fiir die flichenhaften
Strukturen gezeigt sind.

Aus den présentierten Ergebnissen wird deutlich, dass die untersuchten Winkelreflektoren
innerhalb eines relativ groen Raumwinkelbereichs um den Symmetrieachsen der einzel-
nen Tripel-Spiegel (z.B. ¥; = 45°, ¢; = 45°) sehr gute Reflexionseigenschaften besitzen.
Dazwischen ist der Riickstreuquerschnitt jedoch stark richtungsabhéngig und weist zudem
stellenweise unzureichende Werte auf. Unter Beachtung, dass sich Radarwellen in horizon-
taler Richtung ausbreiten, wird demnach die groftmogliche Effizienz durch eine geneigte
Anbringung derartiger Winkelreflektoren erreicht. Da das Aufzeigen der Einsetzbarkeit
und Leistungsfahigkeit der vorgestellten Reduktionsmethode im Vordergrund steht, soll
die Eignung und Praxistauglichkeit dieser Reflektoren nicht weiter untersucht werden.
Eine ausfiihrliche Bewertung der Effektivitdt von Winkelreflektoren auf Grundlage der
in der ISO-Norm 8729 empfohlenen Sperzifikation sowie unter Einbeziehung praktischer
Gesichtspunkte findet sich in [35].

5.2 TESLA-Kavitéit

Eines der zentralen Elemente supraleitender Linearbeschleuniger, die auf der TESLA!-
Technologie basieren, ist der in Abbildung 5.6 gezeigte Hohlraumresonator, der aus neun
Einzelzellen besteht und aus Niob gefertigt ist [21]. Beschleunigeranlagen finden allgemein
sowohl in der Grundlagenforschung fiir Experimente in der Hochenergiephysik als auch
in praktischen Bereichen, wie beispielsweise in der Medizin zu strahlentherapeutischen
Zwecken, Verwendung.

Abbildung 5.6: Aufbau der TESLA Kavitit. Dieser aus Niob bestehende Hohlraumreso-
nator setzt sich aus neun, hintereinander angeordneten Einzelzellen zusammen.

Kavitédten nutzen den Effekt der Resonanziiberhohung, so dass bei einer zeitharmonischen
Anregung mit einer geeigneten Resonanzfrequenz sehr hohe Feldstédrken zur wirksamen
Beschleunigung geladener Teilchen erzielbar sind. Zur Erhohung der Effektivitdt werden

!Das Akronym TESLA bedeutet ,, TeV-Energy Superconducting Linear Accelerator®.
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meist mehrere Einzelzellen gekoppelt, womit sich die Eigenfrequenzen eines einzelnen
Resonators entsprechend der Zellenzahl dieser Resonatorkette aufspalten. Die monopol-
artige Figenwelle mit einem Phasenvorschub pro Zelle von ¢ = m, deren Eigenfrequenz
auf f = 1,3 GHz abgestimmt ist, dient als Beschleunigungsmode der TESLA-Kavitét.

Zur Abbildung der realen Anordnung auf ein mathematisches Modell sind einige An-
nahmen zu treffen und Vereinfachungen vorzunehmen. Da sich das verwendete Material
unter normalen Betriebsbedingungen im supraleitenden Zustand befindet, ist die Mo-
dellierung als ideal elektrisch leitfdhige Struktur zuldssig. Zudem ist der Resonator fast
vollsténdig evakuiert, womit im Innenraum konstante Materialverhéltnisse angenommen
werden diirfen. In der Praxis ist die hier betrachtete Struktur iiber Strahlrohre mit weite-
ren, baugleichen Kavitdten verbunden. Diese Verbindungselemente sind so bemessen, dass
die Beschleunigungsmoden der einzelnen Resonatoren weitestgehend voneinander entkop-
pelt sind. Da die niedrigste Grenzfrequenz des Strahlrohrs ungefahr f = 2,2 GHz betréagt,
werden darin neben der Beschleunigungsmode auch hohere Eigenwellen stark gedampft,
so dass zur Bestimmung der Eigenfrequenzen der ersten drei Passbénder eine isolierte Be-
trachtung einer einzelnen TESLA-Kavitdt moglich ist. Der Abschluss der Strahlrohrenden
des so beschréankten Modells hat bei einer hinreichenden Strahlrohrlénge einen nur ver-
nachlassigbaren Einfluss auf das Ergebnis und soll der Einfachheit halber in Form einer
elektrischen Randbedingung vorgegeben sein. Des Weiteren werden Koppler zur Einspei-
sung der Hochfrequenzleistung und zur Dampfung hcherer Moden vernachléssigt, womit
letztendlich eine rotationssymmetrische Modellgeometrie resultiert. Gegenstand der Un-
tersuchung ist die symmetrische Ausfithrungsform der TESLA-Kavitéit, die aus sieben
Mittelzellen sowie zwei identischen Endzellen, die iiber Irisblenden miteinander gekoppelt
sind, aufgebaut ist. Daneben gibt es eine Weiterentwicklung, bei der die Abmessungen der
Anfangszelle geringfiigig von denen der Endzelle abweichen, wodurch eine Unterdriickung
gefangener hoherer Moden erreicht wird. Die generierende Kurve einer Halbzelle, die zu-
sammen mit den Geometriedaten in Abbildung 5.7 gezeigt ist, besteht aus einem El-
lipsenbogen und einem Kreisbogen, welche iiber einen gemeinsamen Tangentenabschnitt
miteinander verbunden sind. Aus der Bedingung der stetigen Differenzierbarkeit dieser
Kurve sind die Beriihrungspunkte P; und P, eindeutig festgelegt, konnen aber nur nume-
risch berechnet werden.

Die hochste Symmetrie des vorliegenden geometrischen Modells wird zwar durch die kon-
tinuierliche D, ,-Gruppe beschrieben, hier soll sich aber mit Verweis auf den themati-
schen Schwerpunkt dieser Arbeit auf die finite Untergruppe D,,;, beschrankt werden. Die
Zahligkeit der Hauptachse n bestimmt die Grofie des Fundamentalgebiets, die 1/4n der
des urspriinglichen Gebiets betrédgt, und ist grundsétzlich frei wahlbar. Es ist jedoch zu
beachten, dass die diskrete Problemgréfie nicht beliebig verringert werden kann. Wenn
namlich die Bogenldnge der azimutalen Koordinatenlinie auf dem Flachenstiick an der
Stelle des maximalen Radius rp,., in die Grofenordnung der vorgegebenen Gitterschritt-
weite h gelangt, dann nimmt der Verfeinerungsgrad in azimutaler Richtung sein Minimum
an. Unter der Annahme einer Triangulierung des Rechengebietes mit annédhernd gleich-
seitigen Dreiecken wird dieser Punkt bei einer Zahligkeit von

o 9 Tmax
"= [ﬁ” h W
erreicht. Kine Erhohung der Z#hligkeit dariiber hinaus fithrt sogar zu einem Anstieg der
diskreten Problemgréfie, weil zur Vermeidung verzerrter Geometrien die Schrittweite her-

(5.2.1)
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a) b)

Bezeichnung innere Zelle | Endzelle
Lénge L 57,692 mm [ 56,0 mm
Irisradius Ry 35,0 mm | 39,0 mm
Zellradius Ry 103,3 mm | 103,3 mm
Ellipsenradius | a 12,0 mm | 10,0 mm
Ellipsenradius | b 19,0 mm | 13,5 mm
Kreisradius Rc 42,0 mm | 40,3 mm
Strahlrohrlénge | Lg 346,0mm

Abbildung 5.7: Generierende Kurve (a) sowie Geometrieparameter (b) einer Halbzelle der
TESLA-Kavitit mit spiegelsymmetrischer Bauform.

abgesetzt werden miisste. Optimale Reduktionsfaktoren ergeben sich demnach bei der in
Gleichung (5.2.1) angegebenen Z#hligkeit.

Die Randkurve des so erhaltenen reduzierten Rechengebiets lésst sich in drei Segmente, auf
denen unterschiedliche Schnittkantenbedingungen gestellt sind, unterteilen. Randpunkte,
die in einer der drei begrenzenden Spiegelebenen liegen, sind fix unter der durch die
zugehorige vertikale oder horizontale Spiegelung erzeugten zweielementigen Untergruppe.
In Abbildung 5.8 ist ein diskretisiertes Fundamentalgebiet der TESLA-Struktur gezeigt.

Anzumerken ist, dass sich bei Verwendung unterschiedlicher Endzellen die Symmetrie
dieser Kavitédt auf die kontinuierliche Gruppe C, reduziert, wodurch sich die Grup-
penordnung halbiert und die Gréfle des Fundamentalgebiets verdoppelt. Auch in diesem
Fall kann zur Beschreibung der Symmetrie die finite Untergruppe C,,, mit einer passend
gewdhlten Zahligkeit herangezogen werden. Weiterhin sei an dieser Stelle erwéihnt, dass
die Symmetriereduktion fiir rotationssymmetrische Strukturen auf Basis der kontinuierli-
chen zyklischen Gruppe (4, die ebenfalls eine Untergruppe der D, ,-Gruppe ist, bereits
eingehend analysiert und erfolgreich getestet wurde [53].

Fiir ein gezieltes Auffinden der interessierenden Eigenmoden ist es zweckméflig, anhand
einiger Voriiberlegungen deren Symmetrieeigenschaften festzustellen und so den Such-
raum auf die relevanten Symmetrietypen einzugrenzen. Die elektrische Feldstirke jeder
Eigenwelle des untersten Passbandes besitzt eine longitudinale und eine radiale Kom-
ponente, die beide unabhéngig vom Azimutwinkel sind. Daraus lésst sich schlieflen, dass
diese nicht entarteten Monopol-Moden sowohl symmetrisch beziiglich der Drehung um die
Hauptachse C,, als auch beziiglich der Spiegelung an der vertikalen Ebene o, sind und
folglich dem Symmetrietyp A; zugeordnet werden kénnen. Moden, deren Phasenvorschub
pro Zelle ein ungerades Vielfaches von 7 /9 betrigt, sind zudem antisymmetrisch beziiglich
der Spiegelung an der horizontalen Ebene o und gehéren zu Eigenrdumen vom Typ Ay,
da die Normalkomponente der elektrischen Feldstédrke an dieser Stelle nicht verschwindet.
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Abbildung 5.8: Diskretisiertes Fundamentalgebiet des untersuchten Hohlraumresonators.
Als zugrunde liegende diskrete Symmetriegruppe wurde die Dson-Gruppe gewdhlt, womit
sich das Rechengebiet auf 1/120 der urspriinglichen Gebietsgrifie reduziert. Bei einer
Gitterschrittweite von h ~ 15 mm resultieren insgesamt 233 Dreiecke.

Dementsprechend gehéren Moden, deren Phasenvorschub pro Zelle ein gerades Vielfaches
von /9 betriagt, zum Typ A;, und sind somit vollsymmetrisch. Eigenwellen der beiden
néchst hoheren Passbénder haben Dipolcharakter und sind demzufolge zweifach entartet.
Aufgrund ihrer einfachen Periodizitéit in azimutaler Richtung sind sie vom Symmetrietyp
Elg bzw. Elu-

Das Fundamentalgebiet wurde fiir alle vier Teilprobleme einheitlich mit einer Gitter-
schrittweite von einem Zehntel der Wellenlénge der Mode mit der hochsten Eigenfrequenz
im interessierenden Bereich (h &~ 15 mm) trianguliert, womit bei Wahl der D3q,-Gruppe
als zugrunde liegende Symmetriegruppe insgesamt 233 Dreiecke resultieren. Die korre-
spondierenden diskreten Problemgroflen fiir die genannten Symmetrietypen sind in Tabel-
le 5.3 aufgelistet. Ohne Ausnutzung der geometrischen Symmetrie dieser Struktur wiirde
die Anzahl der Freiheitsgrade Ny = 41940 betragen. Zur Losung der nichtlinearen diskre-
ten Eigenwertprobleme kam das Regula falsi-Verfahren zur Anwendung, das mit einem
direkten Verfahren zur Bestimmung des kleinsten Eigenwertes des in jedem Iterations-
schritt auszuwertenden linearisierten Eigenwertproblems kombiniert wurde. Die Startwer-
te wurden mittels einer Frequenzganganalyse des kleinsten Singulérwertes der diskreten
Operatoren ermittelt. Es soll darauf hingewiesen werden, dass die Systemmatrizen des re-
duzierten Problems, die auf den diskreten Unterrdumen vom Symmetrietyp £y, und Ej,
operieren, keine symmetrieentarteten Eigenrdume besitzen, weil diese durch die Block-
diagonalisierung des Operators separiert werden. Die zu einer Eigenfrequenz gehtrende
nichttriviale Losung des homogenen Systems, bestehend aus einer Symmetriekomponen-
te und einem Entartungspartner, repriasentiert eine symmetrieadaptierte Orthogonalbasis
des zweifach entarteten Eigenraums und damit ein Eigenwellenpaar. Demnach liefert die
reduzierte Problemformulierung simultan eine vollstdndige Orthogonalbasis eines symme-
trieentarteten Eigenraums.

In Tabelle 5.3 sind die nach der Zugehorigkeit der Eigenmoden zu den Symmetrietypen der
D3on-Gruppe aufgeschliisselten Eigenfrequenzen der ersten drei Passbénder der TESLA-
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Monopol-Moden Dipol-Moden
Ay Ay Eg Ery

Nr 232 233 698 700
v [fin GHz| 7inms|fin GHz| 7inms|fin GHz| 7 in ms|fin GHz| 7 in ms
1 1,28457 -37
2 1,28688 -9,6
3 1,29041 -4.6
4 1,29479 -2,9
) 1,29948 -2,2
6 1,30395 -1,9
7 1,30761 -1,9
8 1,31005 -2,0
9 1,31105 -1,6
1 1,59963 0,55
2 1,60870 0,55
3 1,62348 0,54
4 1,64341 0,54
5 1,66773 0,53
6 1,69541 0,51
7 1,72519 0,50
8 1,75561 0,52
9 1,78645 0,61
9 1,79907 0,48
8 1,83692 0,81
7 1,85529 1,3
6 1,86971 3,1
) 1,88028 31
4 1,88765 -15
3 1,89246 -17
2 1,89538 -37
1 1,89686 364

Tabelle 5.3: Numerisch ermittelte Figenfrequenzen der ersten drei Passbander der TESLA-
Kawvitdt. Diese sind nach der Zugehorigkeit der Eigenwellen zu den Symmetrietypen ge-
ordnet. Die diskrete Grifie des dazu dquivalenten Gesamtproblems betrdgt Ny, = 41940.
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Kavitdt aufgelistet. Der Parameter v gibt die Vielfachheit von 7/9 im Phasenvorschub
¢ = vm/9 pro Zelle der Eigenwellen in longitudinaler Richtung an. Die diskreten Integral-
operatoren weisen die Besonderheit auf, dass ihre Eigenfrequenzen auch bei der Untersu-
chung abgeschlossener, verlustfreier Resonatorstrukturen einen kleinen imaginéren Anteil
beinhalten. Diese unphysikalische Dampfung, die auch negativ sein und somit zu einer auf-
klingenden Eigenwelle fiithren kann, ldsst sich ursdchlich auf den Diskretisierungsprozess
zuriickfithren und nimmt rasch mit steigender Giite der Approximation des Integralope-
rators ab. Es wurde beobachtet, dass auch die Genauigkeit der numerischen Integration
zur Berechnung der Systemmatrix einen erheblichen Einfluss auf die Grofle dieses Fehlers
hat. Neben den Eigenfrequenzen sind in Tabelle 5.3 zusétzlich die Abklingkonstanten als
Kehrwerte der Dampfungen 7 = 1/0 angegeben.



Kapitel 6

Ausblick

Aufgrund der systematischen Aufbereitung und allgemein gehaltenen Darlegung des Kon-
zepts der Symmetriezellenreduktion ist eine universelle Einsetzbarkeit nicht nur fiir weitere
Randintegralgleichungen sondern generell fiir lineare Operatorgleichungen gewihrleistet,
insofern die in Abschnitt 4.1 angegebenen Voraussetzungen erfiillt sind. Der vorgestellte
Formalismus zur Ableitung der Schnittkantenbedingung fiir stetige Feldgrofien und die
numerische Umsetzung dieser Zusatzbedingung sind dabei ebenfalls auf Funktionen, an
die stirkere Glattheitsforderungen gestellt sind, {ibertragbar. Daneben gibt es Erweite-
rungsmoglichkeiten, die im Folgenden kurz vorgestellt und diskutiert werden sollen.

Kombination mit Matrixkompressionsverfahren

Bisher wurden zur Auswertung der linearen Gleichungssysteme stets direkte Verfahren
herangezogen, wodurch sich trotz der reduzierten Problemgrofie die praktische Nutzbar-
keit auf elektrisch kleine Anordnungen beschrinkt. Aus diesem Grund wire die Ein-
bindung symmetriereduzierender Verfahren in iterative Losungskonzepte wiinschenswert,
wozu jedoch die Eignung der in Abschnitt 2.5 erwihnten Matrixkompressionsverfahren
fiir die transformierten Integralgleichungen genau zu untersuchen wére. Da anstelle der
GREENschen Freiraumfunktion ihre Symmetriekomponenten, die dhnliche analytische Ei-
genschaften besitzen, als Integralkerne auftreten, wird vermutlich der Einsetzbarkeit der-
artiger Beschleunigungsverfahren nichts im Wege stehen.

Beschleunigte Auswertung der modalen Funktionen

Auch wenn der Speicherbedarf deutlich herabgesetzt und die zur numerischen Lésung des
diskreten Problems benotigte Rechenzeit erheblich verkiirzt werden kann, so ist jedoch
kein nennenswerter Vorteil bei der Aufstellung der Impedanzmatrizen sowie der Fern-
feldberechnung erkennbar. Ein weiterer wichtiger Forschungsschwerpunkt ist somit die
Steigerung der Effizienz bei der numerischen Auswertung der modalen Funktionen, wozu
moglicherweise bewédhrte Vorgehensweisen aus der algebraischen Symmetriereduktion als
Vorbild dienen kénnten [74].

Erweiterung auf nahezu symmetrische Anordnungen

Praktische Anordnungen weisen héufig eine anndhernde geometrische Symmetrie auf oder
sind durch eine kleine Stérung in einem sonst symmetrischen Aufbau, wie zum Beispiel
durch die Einkoppler bei der TESLA-Kavitét, gekennzeichnet. In [79] wurde eine auf
der Symmetriereduktionsmethode aufbauende Moglichkeit zur Behandlung von elektro-
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magnetischen Streuproblemen mit nahezu symmetrischen Objekten, bei denen jedoch das
Fixpunktproblem nicht auftritt, vorgeschlagen. Die grundlegende Idee besteht darin, das
gesamte Rechengebiet in einen symmetrischen und einen dazu komplementéiren Anteil auf-
zuspalten, um so eine entsprechende Partitionierung der Systemmatrix zu erreichen. Die
Anwendung der verallgemeinerten FOURIER-Transformation auf das Gesamtsystem be-
wirkt eine Blockdiagonalisierung der das symmetrische Teilproblem beschreibenden Sub-
matrix, womit deren Inversion oder LU-Zerlegung, die fiir die Losung des gekoppelten
Gleichungssystems unter Verwendung des SCHUR-Komplementverfahrens zwingend er-
forderlich ist, sehr effizient durchfiithrbar ist. Eine Ausdehnung dieser Methodik auf den
in dieser Arbeit hauptséchlich betrachteten Integralgleichungstyp (EFIE) ist denkbar,
wodurch der Anwendungsbereich der Methode der Symmetriezellenreduktion erweitert
werden koénnte.

Automatische Symmetriedetektion

Die Extraktion eines geeigneten Fundamentalgebiets aus einer in der Rechenpraxis ge-
wohnlich in Form eines CAD!-Modells vorliegenden geometrischen Struktur verlangt vom
Anwender ein unzumutbar hohes Mafl an gruppentheoretischem Vorwissen, weshalb eine
vollstandig automatisierte Bereitstellung der reduzierten Anordnung ein unverzichtbarer
Bestandteil eines heutigen Simulationswerkzeugs sein sollte. Diese Vorverarbeitung um-
fasst im Einzelnen die folgenden Prozessschritte [82]:

1)
2)
3) Konstruktion eines Fundamentalgebiets,
4)

Detektion zulédssiger Symmetrieoperationen,

Identifikation der vollen Symmetriegruppe,

Lokalisierung und Typisierung der Schnittrénder.

Im Anschluss daran erfolgt die numerische Behandlung des Problems und die Aufbereitung
der Ergebnisse, so dass der Vorgang der Symmetriereduktion vollstindig im Hintergrund
ablaufen kann. Es sei angemerkt, dass auch zur Realisierung der algebraischen Symme-
triereduktionsmethode eine Symmetriezelle explizit bekannt sein muss, da das Funkti-
onsprinzip zur Erzeugung eines symmetriegerechten Gitters auf der Vervielfachung eines
diskretisierten Fundamentalgebiets mit Hilfe der Transformationen der Symmetriegruppe
beruht [1]. Die zuverlidssige und prizise Erkennung von Isometrien, die ein geometrisches
Objekt auf sich abbilden, stellt ohne Zweifel die grofite Herausforderung dar, wozu kiirzlich
von Wissenschaftlern aus dem Bereich der Computergrafik ein recht vielversprechender
Algorithmus hoher Effizienz und Robustheit vorgeschlagen wurde [64]. Da alle praxisre-
levanten, finiten Gruppen vollstandig erfasst und analysiert sind, ist ein Riickschluss auf
die Symmetriegruppe der Struktur aus Kenntnis der zuldssigen Operationen eindeutig
moglich. In Abschnitt 4.1.2 wurde bereits auf die formale Definition der Punkte eines
Fundamentalgebietes hingewiesen, auf deren Grundlage ein passender Algorithmus zur
Identifikation einer Symmetriezelle entwickelt werden kénnte. Die moglichen Schnittran-
der werden durch die Symmetriegruppe der Struktur bestimmt. So verbleibt fiir diesen
Schritt nur die Zuordnung der Randpunkte zu den einzelnen Typen, die beispielsweise un-
ter Zuhilfenahme der Symmetrieelemente der zugehorigen Untergruppen erfolgen kann.

'Das Akronym CAD steht fiir ,, Computer Aided Design*



Anhang A

Analytische Auswertung spezieller
Integrale

A.1 Statische Selbstverkopplungsbeitrige

Bei Einsatz der in Abschnitt 2.4.2.1 beschriebenen Extraktionsmethode kénnen fiir den
Fall, dass Ansatz- und Testfunktionen einen identischen Tréger besitzen, die abgespalte-
nen singuldren Anteile der aus der GALERKIN-Diskretisierung des schwach singuléren Inte-
graloperators 7 hervorgehenden Matrixbeitrage in geschlossener Form angegeben werden.
Im Folgenden wird die Losung dieser Integrale systematisch und iibersichtlich fiir belie-
bige Extraktionsordnungen dargelegt, wobei sich der Einfachheit halber auf den durch
RWG-Funktionen aufgespannten Randelementraum beschréankt wird. Eine Erweiterung
auf Ansatzfunktionen hoherer Polynomordnung ist uneingeschrankt moglich.

Alle auftretenden Integrale sind vierdimensional und besitzen die Gestalt
(1) 1 P72 (7 7 A7 et 7 7!
' = e (r—7;) - (" —7) — =) |7 — 7] dA(M)dA(T"), p e Nog (A.1.1)
T T

mit einem von der gewéhlten Extraktionsordnung abhéngigen Exponenten p, dem gemein-
samen Integrationsgebiet T = T+ = TF sowie dessen Flicheninhalt A. Die freien Knoten
der Ansatzfunktionen stimmen mit einem der drei Eckpunkte des Dreiecks T iiberein:

7t =7, r'f =7 mit 4,7 € [1,3]. Durch Einfilhrung von Simplexkoordinaten
3 3
F=Y A YA =1 AW = 24dhdX (A.1.22)
i=1 i=1
3 3
F=YCEN Y N =1 dAG) = 24dNd), (A.1.2b)
i=1 i=1

zur Transformation des Integrationsgebietes 7' auf das Einheitsdreieck lédsst sich Glei-
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chung (A.1.1) in der Form

4 L L L L
—) Iéﬁ) + (73 - T3 + T35 - T13) fé’f) + (73 - Tz + T35 - Th3) Iéé“)

T — (7?31' F T3 — =

(A1.3)
[Pl T8 4 [|75s]|® 185 + 2715 - Fos IS

schreiben. Hierin bezeichnet 7j; = 7; — 7; den Vektor, der vom j-ten zum i-ten Eckpunkt
des Dreiecks zeigt. Mit dieser Umformung ist eine Beschrankung auf die Auswertung der
Basisintegrale

1—X2

1
/ / AN [Fis( = D) + Fag (Ao — Ap) [ dhidded N dN,  (A.1.4)
0

mit 4, j € [0, 2] gegeben, wobei zum Zweck einer moglichst kompakten Schreibweise A\g = 1
bzw. A\ = 1 gesetzt wurde. Eine deutliche Vereinfachung ergibt sich aus der Tatsache, dass
zur Bestimmung sdmtlicher Basisintegrale lediglich die vier Indexkombinationen (0,0),

(0,1), (1,1) sowie (1,2) betrachtet werden miissen, da sich alle iibrigen Fille entweder

aus der Eigenschaft ]Z-(;‘ ) =1 ](f ) oder durch zyklische Vertauschung der Eckpunkte ergeben.
Letztgenannte Eigenschaft folgt unmittelbar aus der Definition der Simplexkoordinaten
geméfl Gleichung (A.1.2), wonach bei Permutation der Eckpunkte und der zugehorigen

Koordinatenindizes das Integral unverandert bleibt.

Um die Rechnung tibersichtlich und den Aufwand gering zu halten, bietet sich die im Ab-
schnitt 2.4.2.2 behandelte regularisierende Koordinatentransformation an. Durch Uber-
gang zu Relativkoordinaten nach EIBERT [34] und Vertauschen der Integrationsreihenfolge

w=MN—X  N=X  icl02] (A.1.5)

)

wird die Singularitdt im Ursprung des Relativkoordinatensystems fixiert:

6 2
Ii(jy) N Z // //<u’ + A;)/\;’\/||F13H2U% + 2713 - Pagugus + [|7as | 13

n=1 U, A

n

-1
AN, dN,duydus.

(A.1.6)
Die damit einhergehende Transformation des urspriinglichen Integrationsgebietes, das sich
in sechs disjunkte Teilgebiete zerlegen lésst, ist in Abbildung A.1 fiir den Definitionsbe-
reich der Relativkoordinaten veranschaulicht. Fiir die gestrichenen Simplexkoordinaten
ergeben sich die zugehorigen Bereiche zu:

g
=
[\)

(LA~ <N <TA0< A, <1— N},

(11, uz) =
Ao(ug,ug) = {(N,A) : —ug S AN <1—up —upg AO< AN, <1 — N —uy —us},
Ag(ur,ug) = {(N,A) 0 <A <T—up —ug AO< A, <1 — N —up —ust,
Ag(ug,ug) = {(N,A) 0 <N <T—ug A —ug <A, <1 =N —uy —ug},
As(ur,up) = {(A,A3) 10 S A < THup A—up <Ay < 1— A1},

(1, u2) = {(A1, A3)

A6U1,U2 —UIS/\/1§1+U2/\—U2§)\,2§1—)\,1}

Zur Hebung der Punktsingularitdt sowie zur weiteren Vereinfachung des vierdimen-
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U A

Us

Uy Us

Us Uy

Us

Abbildung A.1: Definitionsbereich der Relativkoordinaten. Das transformierte Integra-
tionsgebiet setzt sich aus sechs kongruenten Einheitsdreiecken zusammen.

sionalen Integrals wird fiir jedes der dreieckigen Teilgebiete U, eine geeignete DUFFY-
Transformation u; = wu;,(€,n) angewendet, die Tabelle A.1 entnommen werden kann.
Unter Berticksichtigung der JACOBI-Determinante der Transformation J,, ., (&, 1) = 1 so-
wie der neuen Integrationsgrenzen, die aus der DUFFY-Transformation resultieren, nimmt
das Integral schliellich die Gestalt

6 1
=X / PPN € 2, T 7 dE (A.L7)
0

n=1

an. Das Ergebnis der inneren dreidimensionalen Integration

1
= / / / [win (0, &) + ] NP dX dXydn (A.1.8)
0 An

stellt ein Polynom ersten Grades in der Variablen £ dar
Wey — W) (k)
P (€) = naf’ +ab€, (A.1.9)

dessen Koeffizienten sich auf einfache Weise durch Integration rationaler Funktionen er-
geben. Unter Zuhilfenahme der Formel [22]

2p+1
[ enepas = 8~ 20 [ mepae, Rio) = Vo @ 2,
(A.1.10)

kann das Integral iiber das lineare Monom auf ein Integral, welches ausschliellich Potenzen
der Abstandsfunktion R(§) enthilt, reduziert werden. Die Rekursionsbeziehung [22]

. 22
[ g = S Bty HURAI s [petag w1 ()
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erlaubt schliefllich die Umwandlung aller verbleibenden Ausdriicke in das elementare In-
tegral I,, mit der Losung

1
1 1
I, =1, ::/ dé = ——1In
" 0 %an£2+2ﬁn£+%5 L,

I ne{l,2,3}. (A112)
S

Unabhéngig von der gewihlten Extraktionsordnung lésst sich das Gesamtresultat geméafl

n 1 4 2 5 3 6
Uon 0 0 0 0 0 0
Ulp —n n —né né né —né
Uop né —né 7 -n [ n(1=& | —n(1-¢)
Qy, 17| |73 1712

ﬁn _FIS : 7:)23 _FIS : 7:)23 F12 . F23

2 S (2 = 112
Tn ||7"13H H7"23H ||7"23H

Tabelle A.1: Gewdhlte Koordinatentransformation sowie die sich ergebenden Koeffizienten
des Integranden.

Gleichung (A.1.3) in Abhéingigkeit von den Seitenldngen

L= |tsll, L= |"sl, 3= (A.1.13)
ausdriicken, wobei die auftretenden Skalarprodukte mittels des Cosinussatzes

— — 1 — — —

Tik Tk = §(||7“ik||2 + (175l = 117117 (A.1.14)

in die gewiinschte Form gebracht werden konnen. Fiir eine kompakte und iibersichtli-
che Darstellung bietet sich zudem die Einfithrung des Fléacheninhaltes sowie des halben
Dreiecksumfangs

A=/s(s—11)(s —1y)(s — I3) (A.1.15a)
5= %(z1 bl 4 1y) (A.1.15b)

an. In Tabelle A.2 sind die fiir die doppelte Extraktion benétigten analytischen Aus-
driicke fiir die Basisintegrale zusammenfassend dargestellt [78]. Ergebnisse fiir hthere Ex-
traktionsordnungen oder hohere Ansatzfunktionen lassen sich leicht und effizient durch
Auswertung von Gleichung (A.1.8) unter Zuhilfenahme eines Computeralgebrasystems
generieren. Zu beachten ist, dass neben der Ausfithrung elementarer Operationen wie
Additionen und Multiplikationen, bei denen nur Geometriegrofien des Dreiecks einflie-
Ben, lediglich drei voneinander unabhéngige transzendente Funktionen berechnet werden
miissen, wodurch der Aufwand zur analytischen Berechnung des singuléren Anteils trotz
kompliziert anmutender Ausdriicke im Vergleich zu dem der numerischen Auswertung der
restlichen Integrale nicht ins Gewicht fallt.
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A.2 Regularisierte Selbstverkopplungsterme

Eine partielle analytische Auswertung der regularisierten Integrale in Abschnitt 2.4.2.2 ist
moglich und soll nachfolgend skizziert werden. Zur Vereinfachung der weiteren Rechnung
werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:

= —/ 4 = —/ = —/

Co—T¢1'7”j1—p7 C1 =T Tqg, Co =T To3,
— —/ — —/ — —/

€3 =T12°T 1, Cy=T23 T 15, Cs = T12 " T 19,
— —/ — —/ — —/

Ce = T23 T 19, C7 =T12"To3, Cg = T23 T o3 -

Nachfolgend muss zwischen den in Abschnitt 2.4.2.2 genannten Féllen unterschieden wer-
den.

Gemeinsamer Punkt
Unter Beachtung, dass 7, = ) ist, folgt nach Einfithrung von

Evji(m, M2, m3) = wji(§,m,m2,m3) . J € [1,4], i€ [1,2] (A.2.1)
und R
Ri(n1,m2,m3) = ||[T12015 + Thgvas — 79U3; — 79304 (A.2.2)

fiir die Abstandsfunktion R(7,7) = £R;(n1, 12, n3). Das in Gleichung (2.4.22) auftretende
Integral reduziert sich damit auf die numerische Auswertung des Ausdrucks

2 (u

+4 . lilf [l a;"’ (N1, m2,m3) ()
L = JkZ0=, ///ZZ L (1,12, ma)edmdipdny . (A2.3)
0 0 O

i=1 p=1 Ri(m1,m2,73)

Das hierin enthaltene eindimensionale Integral

1

1) = [ €4 expl=be R, S, 1< 0 <3 (A24)

0

besitzt eine einfache geschlossene Losung der Gestalt

1 je_jkéi eIk 27 — 2je_jkéi

= kéz k,2é12 k?’R? )

(0  je M BeIHRi gje-dkfi G — Ge IR

(3) _ je_iji 4e_jkf%¢ B 12j€_iji B 24€—jk}?¢ 945 + 24je_iji
24 /{?Rz kaRZZ kj3 Rf’ k4R§L I{Z5R? .

Die Koeffizienten ergeben sich nach Auswertung des Skalarprodukts und mit Hilfe von
Tabelle 2.2 zu:

(1) _ (1) _
a;’ = ¢y, ay” = Co,

at? = cyny + catns + ¢ + camn a? = c1 4 cam + caa + canas
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agg) = C57M2 + CeMN2 + CrM2”3 + CsM1M2n3 , agg) = CxN2 + CgN2M3 + CrMin2 + CsNin21)s3 -

Gemeinsame Kante
Unter Beachtung, dass 7 = 7| und 75 = 7, ist, folgt nach Einfiihrung von

Emuji(ne,ms) == uji(§,m,m2,m3), J€[1,3], 1 €[L,5] (A.2.5)

und )
Ri(n2,m3) = [|T 19015 + T5U2; — Thgvs; | (A.2.6)

fiir die Abstandsfunktion R(7,7') = &nyRi(1,73). Das in Gleichung (2.4.24) auftretende
Integral reduziert sich mit

. 1L i=1
Ji(n2) = {772 ie[25) (A.2.7)

auf die numerische Auswertung des Ausdrucks

lili 3 IW

1 1 5
(l s A
Lo = ik 20~ / / 22 U T5) 1089 (1, ) i)l - (A2.8)
0

0 i=1 p=1 v=1 1 7727773)

Das hierin enthaltene zweidimensionale Integral

JAG ) pt1 . o3 1<pu<3
L7 (12, m3) //5 ny exp[=gh€n Rz, ms)]dmde - = = I (A.2.9)
besitzt eine einfache geschlossene Losung der Gestalt
](11) - -1 - e_iji —2j + 2j€_jkéi
YT TR pR
(21) —% — eIkR: n 3je‘jkéi -3+ 3eikh:
T RR kSR8 KRN
@2 27+ dje~ikRi  o=ikRi G 4 GeikERi
li = A - ~— + ~ )
k3 R? k2 R? KR!
31 —3— kR Aje~ikRi  Qe=ikRi i _ Qje—ikf
YT T ek R R KR
) _ hje ik ik . 12¢94Rs 12— 12je kR
T SRS K2R kAR WRY
Jo _ 245 — 24je~ikRi  e=ikRi  Gje=ikRi G4 18e—ikk:
YT T eR kR eR 0 eR

Die Koeffizienten ergeben sich mit Hilfe von Tabelle 2.3 zu:

W=, iel,5], GV =1 +¢5, i €1,5],

(22)

= 02(1 — 772) — 12 + a3, Qy = = C4 — C17M2M3 + 02(772 — 1an)3)

(
ag22)
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a:(;22) = ca(1 —m2) — cama + camans afz) = Ca — c3hns + ca(n2 — 1203)
a?z) = oty — C3Man3 + ca(l — mams) %(31) =cs, 0 €[1,5],

a§32) =c7(1 —1n2) — s + cems aggz) = g — CsM213 + 7 (N2 — 112m3)
a;g32) = ce(1 —12) — M2 + 71213, %(132) = ¢ = sl + Co(12 — N2113)
ag(agz) = cme — csMans + c6(1 — mams) aggg) = cs(1 —m2)ns — comams

a5 = esmp(1 — 13) — comams a5’ = cs(1 = mo)mams — el ,
af"‘s) = cgMo(1 — m3) — crmans, ag(agg) = cgma(1 — 1mam3) — comns -

Identische Dreiecke
Unter Beachtung, dass 7 = 77}, 7 = 7' und 73 = 7% ist, folgt nach Einfithrung von

Emnavji(ng) == uji(§,m,m2,ms), J€[1,2], i €[l,3] (A.2.10)

und
Ri(n3) := |[Fi201; + Tazvai| (A.2.11)

fiir die Abstandsfunktion R(7,7') = EmnaRi(ns). Das in Gleichung (2.4.26) auftretende
Integral reduziert sich damit auf die numerische Auswertung des Ausdrucks

Z:E:I: —

Z Z _z“”“ (13)dns - (A.2.12)

i=1 v=1 k=1

Das hierin enthaltene dreidimensionale Integral

A 1<pu<3
) ///5M+1771V77§ Yexp—jk&mmaRi(ns)]dnedmde, 1<v<p (A.2.13)
1<xg<v
besitzt eine einfache geschlossene Losung der Gestalt
Lgnl) _J JGA . ]A 1 _
k3 R3 2kR;  k?R?
(211) 1— e—jkﬁi ] 1 je—jkf%i
L = ~ - — + o A~ )
kAR} 3kR;  2k%R? k3 R3
oy _ 22K G et
B kAR 6kR; KR
(222) 3 — 3e IHRi 1 —2j — je~ikRi
lz' = ~ - — + ~ ’
KR} 2k2R? k3R3
[ _ =2+ 2 P je Ik ge ik
- k5 RS AkR;  3Kk2R2  k3R3 kAR
_J _ ‘e—ijz' : 3 —jkR; —3i4+ 34 —jkR;
7620 _ T3 J ) oe " J +oj¢€

Ly )

k3R3 8kR; KR k5 RD
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ey _ g —geM 1 deIRRi 4 4 4jeikh
- k3 R3 3k2R2 KR! k5 R ’
g@8) _ 2 4:‘3_ij" __J je_jAkR" —6j + 62'€_ij" 7
- kAR 12kR; k3RS k> R?
J) _ 3 - e bR 1 jer MR _gj 4 gje kR
- kAR 6k2R2  K3R? k5 R ’
(333 —6 — Ge MR j o jemikRi 125 4 12je kR
o KRS k33 k5 R '
Die Koeffizienten ergeben sich mit Hilfe von Tabelle 2.4 zu:
5111) =2c¢y, i €[1,3], af“) =2(c1 +¢3),
aém) =2(c1 + o+ 3+ ¢4) aézll) =2(c1 +¢3),
agm) = 2(co + ¢4) aéml) =—2(ca + ¢4),
a5 = 2(c + ca). A = (e + e)(ns = 2) = (e1 + ca),
(222) (222)
as " =co+cy— (c1+c3)m3, a; —(co +ca)(L+m3) — (c1 + ¢3)n3,
agdll) = 2cs5 , aé3 2 = 2(65 +cg+ 7+ CS)
ai(fll) = 2c5, a§32 ) = 2(ce + ¢7)
(21) _ o (321) _
ay = —2(cg + 7 + 2c5) , as ' =2(cg + c7),
0" = (¢ + er) (s — 2) — 205, a5 = 265 + (cs + er) (1 = 13) — 2esms
a§322) —(c + c7)(1 +m3) — 2¢5m3, a§33 ) =2¢g, i € 1,3],
< 52 —4) — (e + 1), a5 = (cs + er)ns — 2,
ag™ = ~(c+erm — 2es(L+ ), 0™ = (e + e+ 205) (1= ma),
g —(ce + cr)n3 ag333) (ce + c7+ 2¢8)m3 .

Es sei angemerkt, dass in den analytischen Losungen der inneren Integrale neben der kom-
plexen Exponentialfunktion nur Potenzen von der Abstandsfunktion auftreten. Die tran-
szendente Funktion muss fiir jedes Teilgebiet nur einmal ausgewertet werden, so dass bei
einer geschickten Implementierung der Integrandenfunktionen der durch die Dimensions-
reduktion der Integrale erreichbare Rechenzeitgewinn selbst bei geringer Stiitzstellenzahl

iiberwiegt.
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Anhang B

Eigenschaften ausgewéihlter
Punktsymmetriegruppen

Die Ausnutzung geometrischer Symmetrien in der numerischen Feldberechnung erfordert
ein ausreichendes Versténdnis der zugrunde liegenden Symmetriegruppen, um zum einen
diese bei Vorliegen einer konkreten Problemstellung iiberhaupt identifizieren zu kénnen
und zum anderen die fiir den Einsatz der vorgestellten Verfahren benétigten Elemente
zur Verfiigung zu haben.

Nachfolgend sind alle wichtigen Eigenschaften sowie die vollstdndigen Sétze der indquiva-
lenten, irreduziblen Darstellungen ausgewéhlter praxisrelevanter Punktsymmetriegruppen
zusammenfassend aufgefiihrt. Die Bezeichnung dieser konkreten Realisierungen abstrakter
Gruppen und der Symmetrieoperationen orientiert sich hierbei an der aus der Kristallogra-
fie stammenden SCHONFLIES-Notation. Die Benennung der Darstellungen und damit der
Symmetrietypen erfolgt auf Basis der MULLIKEN-Symbolik. Mehr Details sowie weitere
Gruppen finden sich in der Spezialliteratur [13, 93, 62, 48].
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B.1 Die Gruppe C,

Die zur abstrakten zyklischen Gruppe Z, isomorphe Gruppe C,, ist abelsch und besitzt
eine Hauptdrehachse der Zahligkeit n [13]. Geometrische Strukturen, die eine diskrete
Drehsymmetrie aufweisen, konnen damit charakterisiert werden. Als Gruppenelemente
treten auf:

e n Drehungen C¥, 1 € [1,n].

Abbildung B.1: Beispielhafte geometrische Struktur mit Cg-Symmetrie. Eingezeichnet ist
die Hauptdrehachse Cg als einziges Symmetrieelement des minimalen Erzeugendensys-
tems. Ein maogliches Fundamentalgebiet dieses Kdrpers ist dunkelgrau hervorgehoben.

Damit betrédgt die Gruppenordnung

|Cn| = n. (B.1.1)
Diese Gruppe wird aus einem einzigen Element

C, = (Cp) (B.1.2)

mit der definierenden Relation
C)=F

erzeugt. Jedes Element formt eine Klasse fiir sich, womit die zyklische Gruppe in
Nkl =N (B13)

Klassen zerfillt. Der vollsténdige Satz der indquivalenten, irreduziblen Darstellungen ist in
Tabelle B.1 in iibersichtlicher Form prasentiert. Samtliche Darstellungen dieser kommuta-
tiven Gruppen sind zwar eindimensional, die paarweise zueinander konjugiert komplexen
Darstellungen werden jedoch gewohnlich zu einer vom Typ E zusammengefasst [62].
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n=2 n gerade n ungerade CH
A A A 1
B B (—1)~
By B, exp(jam p)
n n—1 27T
me[l,5—1] [ me[l, %] ue[l,n],a:F

Tabelle B.1: Vollstindiger Satz indquivalenter, irreduzibler Darstellungen der Punktsym-
metriegruppe C,. Da diese Gruppe abelsch ist, sind alle Darstellungen eindimensional.

B.2 Die Gruppe C;

Die abelsche Gruppe C,;, besitzt eine n-zédhlige Hauptdrehachse und eine dazu senkrechte
Spiegelebene [13]. Als Gruppenelemente treten auf:

e n Drehungen C¥, u € [1,n],
e n Drehspiegelungen S = 0,CE, u € [1,n].

Abbildung B.2: Beispielhafte geometrische Struktur mit Cg,-Symmetrie. Eingezeichnet
sind die Hauptdrehachse Cg und die dazu senkrechte Spiegelebene o, als Symmetrie-
elemente des minimalen Erzeugendensystems. Ein mogliches Fundamentalgebiet dieses
Korpers ist dunkelgrau hervorgehoben.

Damit betrédgt die Gruppenordnung
|Chn| = 2n. (B.2.1)
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Mit dem minimalen Erzeugendensystem

C,, = (Cp,0on) (B.2.2)
und den definierenden Relationen
C,,TZL = E7 Ono-h - OhCn )
or=FE

ist diese Gruppe eindeutig erklart. Fiir die Anzahl konjugierter Klassen gilt:

Der vollstéindige Satz der indquivalenten, irreduziblen Darstellungen ist in Tabelle B.2
in iibersichtlicher Form préasentiert. Im Ubrigen sei hier auf die Anmerkung im vorigen
Abschnitt zur Gruppe C,, verwiesen.

n=2 n gerade n ungerade CH S
A, A, A 1 1
Ay Ay A" 1 —1
B, 1y —1y
5, (1) (-1)
B, (—1) (-1
B/ Evme Ly, exp(Ejam ) exp(Ejam pu)
o4 exp(jam 1) — exp(£jam )
n n—1 27T
me 1,5 —1] [ me [l 5] ue[l,n],a:;

Tabelle B.2: Vollstindiger Satz indquivalenter, irreduzibler Darstellungen der Punktgruppe
Chun- Da diese Gruppe abelsch ist, sind alle Darstellungen eindimensional.
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B.3 Die Gruppe C),

Die zur n-ten Diedergruppe isomorphe Gruppe C,,, besitzt eine n-zéhlige Drehachse C,,
sowie n Spiegelebenen aq(fl), welche die Hauptdrehachse enthalten [13]. Diese Gruppe ist
fiir n > 2 nicht-abelsch und beschreibt unter anderem die héchste Symmetrie der re-
gelméBigen n-eckigen Pyramide. Folgende Gruppenelemente treten auf:

e n Drehungen C#, € [1,n],

e n Spiegelungen o) = ¢,C¥, 1€ [1,7).

/

Ce

Abbildung B.3: Regelmdf$ige 6-eckige Pyramide als Beispiel eines geometrischen Objektes
mit Cg,-Symmetrie. Eingezeichnet sind die Symmetrieelemente des Erzeugendensystems:
die Hauptdrehachse Cg sowie die vertikale Spiegelebene o,. Ein mégliches Fundamental-
gebiet dieses Korpers ist dunkelgrau hervorgehoben.

Daraus folgt sofort, dass die Gruppenordnung
|Cro| =21 (B.3.1)
betragt. Aus dem minimalen Erzeugendensystem
Crv = (Cpy00) (B.3.2)

bestehend aus der Drehung C',, um den Winkel %’T und der Spiegelung o, an einer vertikalen
Ebene, lassen sich in Verbindung mit den definierenden Relationen

Cm:E, Cno-v:U’UCT:17

n
2 _
o,=FE

sdmtliche Gruppenelemente ableiten sowie die Gruppentafel konstruieren. Abbildung B.3
zeigt eine 6G-eckige, regelmifige Pyramide als ein Vertreter von geometrischen Strukturen
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mit Cg,-Symmetrie. Neben den erzeugenden Elementen ist auch ein Fundamentalgebiet
eingezeichnet. Von besonderem Interesse sind die Sequenzen zueinander konjugierter Ele-
mente, da diese die Basis fiir die Zerlegung in Symmetrieklassen bilden. Fiir ungerades n
werden alle Spiegelebenen ") durch die Drehung C? ineinander iibergefiihrt und bilden
in ihrer Gesamtheit eine Klasse. Jede Drehung C¥ mit v € [1, 271] gehért zusammen mit
ihrer Inversen C, ¥ einer eigenen Klasse an. Ist n gerade, zerfallen die Spiegelsymmetrie-
operationen in zwei Klassen, da die Spiegelebenen 0'1(,2” ) sowie die Spiegelebenen 0'1(,2” -
mit p € [1, 5] durch die Drehung C}, ineinander iibergefiihrt werden. Des Weiteren bildet

jede Drehung Cy fiir v € [1,5 — 1] zusammen mit C;” sowie das einzelne Element ok
jeweils eine Klasse [13]. Unter Hinzunahme des Einselements, das stets eine Klasse fiir
sich bildet und wegen C]' = E als Sonderfall der eigentlichen Drehung um die Hauptachse
angesehen werden kann, ergibt sich die Klassenzahl somit zu:

g +3; n gerade

n+3
2 )

N = (B.3.3)

n ungerade

In Tabelle B.3 ist der vollstindige Satz der indquivalenten, irreduziblen Darstellungen
zusammengestellt [20, 19]. Fiir diese Gruppe existieren ebenfalls reelle, irreduzible Daxr-
stellungen, die sich leicht durch eine unitére Ahnlichkeitstransformation

cos (am) —sin(am))’ 1 (1 —j

it U=— .
sin (am)  cos (am) m1 -7 1

M,, ~ UM, U =
( 7

) (B.3.4)

gewinnen lassen.

n=>2 n gerade n ungerade cH o)
Ay Ay Ay 1 1
Ay Ay Ay 1 -1
B, B, (=1)~ (=1)"
By B, (=1)~ —(=1)*

B, B, M- PM~
me[1,%2—1] | me[1, 2] p € [1,n]
1 ] 2
p_ 0 M, = exp (jam) 0‘ | L
10 0 exp (—jam) n

Tabelle B.3: Vollstindiger Satz indquivalenter, irreduzibler Darstellungen der Punktgrup-
pe Chy. Fiir ungerades n sind 2, fir gerades n hingegen 4 eindimensionale irreduzible
Darstellungen vorhanden. Alle restlichen Darstellungen sind fiir n > 2 zweidimensional.
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B.4 Die Gruppe D,

Die hochste Symmetrie des regelméfligen n-eckigen Prismas lédsst sich durch die nicht-
abelsche Gruppe D,,;, beschreiben, die eine n-zdhlige Hauptdrehachse C,,, n dazu ortho-
gonale Cy-Achsen und eine Spiegelebene o, besitzt [13]. Als Gruppenelemente treten
auf:

n Drehungen C#, p € [1,n],
n Drehungen C* = CLCE, 1 € [1,n],

n Spiegelungen o) = 0, CLCH, p € [1,n],

n Drehspiegelungen SY = 0,C¥, u € [1,n].

Abbildung B.4: Regelmajiges 6-eckiges Prisma als Beispiel eines geometrischen Objektes
mit Dgp-Symmetrie. Fingezeichnet sind die Symmetrieelemente eines minimalen Erzeu-
gendensystems: die Hauptdrehachse Cg, die Drehachse C, sowie die horizontale Spiegele-
bene oy. Ein mdégliches Fundamentalgebiet dieses Kdrpers ist dunkelgrau hervorgehoben.

Damit ist die Gruppe D,,;, von der Ordnung
|Dpp| = 4n. (B.4.1)

Ein minimales Erzeugendensystem dieser Gruppe setzt sich beispielsweise aus der Dre-
hung C,, um den Winkel 27”, der Drehung CY sowie der Spiegelung o, zusammen:

Dnh == <Cn, Cé, O'h> . (B42)
Durch Angabe der definierenden Relationen

cr=E, C,.Ch = CiCt,

n
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0’3 = E7 Chop = UhCn7

ol =F, 0,Cy = Chop,
ist der Aufbau der D,,,-Gruppe vollstandig beschrieben.

Die Drehungen C} sowie die Spiegelungen o bilden dieselben Klassen wie die Cho-
Gruppe. Da sich die Drehspiegelungen Sr(l“ ) analog zu den Drehungen verhalten, formen
demzufolge diese Elemente Klassen in der gleicher Weise. Ahnlich zu den Spiegelungen
bilden die Drehungen C’é“ ) fiir gerades m zwei und fiir ungerades n eine Klasse. Es ist
leicht erkennbar, dass die D,,;,-Gruppe doppelt soviel Klassen wie die C,,,-Gruppe besitzt:

n+6; n gerade
Kl = { s (B.4.3)

n+3; n ungerade

Tabelle B.4 enthélt den vollstéindigen Satz der indquivalenten, irreduziblen Darstellun-
gen [20, 19], die ebenfalls mittels Gleichung (B.3.4) in reelle Form transformiert werden
konnen.

n=2 n gerade n ungerade CcH o S o
, Ay, A 1 1 1 1
u Ay A 1 —1 —1 1
By, Ag, A, 1 -1 1 -1
By, Ay, Al 1 1 _1 _1
Bs, _1)m _1)m _1)m 1y
N R
B, (=1)* —(=nr (=1 (=1)~
Bs, (=1 B G 7
i C )
By (=1)* (—1)* —(=nr (=1
£’ MH# PMY \Y Lo PM!
Eng/ Emu
B M PM:  —M:  —PMY
me[1,%2—1] | me[1, 2] p € [1,n]
b_ 0 1 N exp (jam) 0 Y 21
10) " 0 exp (—jam) ’ n

Tabelle B.4: Vollstindiger Satz indquivalenter, irreduzibler Darstellungen der Punktsym-
metriegruppe D,p. Fir ungerades n besitzt diese Gruppe 4, andernfalls 8 eindimensionale
wrreduzible Darstellungen. Alle restlichen Darstellungen sind fiir n > 2 zweidimensional.
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B.5 Die Gruppe O

Die Oktaedergruppe O, die zum Beispiel die volle Symmetrie des in Abbildung B.5 ge-
zeigten geometrischen Gebildes beschreibt, besitzt folgende Symmetrieelemente:

o Identitédt F,

e 9 Drehungen C{", C’i")Q, C’img, w e [1,3],
e 8 Drehungen C’éy), C?Ey)z, v e [1,4],

e 6 Drehungen C{V, X € [1,6].

Abbildung B.5: Geometrisches Objekt, das die Symmetrie der Oktaedergruppe besitzt.
Zusdtzlich dargestellt sind die Symmetrieelemente des gewdhlten minimalen Erzeugen-
densystems: die Drehachse C, und die Drehachse Cs. Des Weiteren ist ein mdgliches
Fundamentalgebiet dieses Korpers dunkelgrau hervorgehoben.

Damit ergibt sich die Gruppenordnung zu
O] =24. (B.5.1)

Als erzeugende Elemente konnen beispielsweise die Drehung um den Winkel 7 sowie
die Drehung um den Winkel %71' mit den in Abbildung B.5 eingezeichneten Drehachsen
entsprechender Zahligkeit gewéahlt werden:

O =(Cy,C3) . (B.5.2)
Mit den Relationen
Ci=E, CsCy = C;M 05T, Cy=F
ist schliellich die Definition dieser Gruppe abgeschlossen. Die Anzahl der konjugierten
Klassen und damit die Anzahl irreduzibler Darstellungen betriagt
Ny =5. (B.5.3)

In Tabelle B.5 ist der vollstindige Satz der indquivalenten, irreduziblen Darstellungen
dieser Gruppe zusammengestellt [99)].
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B.6 Die Gruppe O,

Die volle Oktaedergruppe Oy, die auch die hochste Symmetrie eines Wiirfels oder Okta-
eders charakterisiert, ldsst sich als direktes Produkt aus der Oktaedergruppe O und der
Inversionsgruppe C; schreiben [13]. Als Symmetrieoperationen treten auf:
o Identitit F,
2 3
e 9 Drehungen C{*, C¥W" " 1 e[1,3],
2
e 8 Drehungen C, C{"”, v e [1,4],
e 6 Drehungen CSV, X € [1,6],

e Inversion 1,

e 9 Drehspiegelungen S, Si“)Q = 02“), Si“)g, w e [1,3],
e 8 Drehspiegelungen Séy), Séy)5, v e [1,4],

e 6 Spiegelungen oc(f‘), A € [1,6].

Cs

™~

Abbildung B.6: Wiirfel als Vertreter geometrischer Objekte mit Op-Symmetrie. Einge-
zeichnet sind die Symmetrieelemente des gewdhlten minimalen Erzeugendensystems: die
Drehachse Cy, die Drehachse Cgz sowie das Inversionszentrum i. Des Weiteren ist ein
mdgliches Fundamentalgebiet dieses Korpers dunkelgrau hervorgehoben.

Damit ergibt sich die Gruppenordnung zu
|Op| = 48. (B.6.1)

Als erzeugende Elemente konnen beispielsweise, wie in Abbildung B.6 illustriert, die Dre-
hung um den Winkel 7 mit der Drehachse, die durch die Mittelpunkte einander gegeniiber-
liegender Seitenflichen verlduft, die Drehung um den Winkel %71’ mit der Drehachse durch
zwei gegeniiberliegende Eckpunkte sowie die Inversion im geometrischen Schwerpunkt des
Wiirfels gewéahlt werden:

On = (Cy, Cs, 1) . (B.6.2)
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Mit den Beziehungen

Ci=F, C3Cy = O 05T,
C3=F, Cyi = iCy,
i’=F, Cyi = iCy

ist schliellich die Definition der vollen Oktaedergruppe abgeschlossen. Die Anzahl der
konjugierten Klassen und damit die Anzahl der irreduziblen Darstellungen betragt

Ny = 10. (B.6.3)

In Tabelle B.5 ist der vollstandige Satz der indquivalenten, irreduziblen Darstellungen der
Op,-Gruppe zusammengestellt [99].
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@) O Cy(=a) Cs3(=10) i(=c)
Ar | Ayg/Ary 1 1 +1
Ay Agy/ Az, -1 1 +1
1 1 - 1/ -1 1
E | BJE. | = V3 - V3 (b0
2\-v3 -1 2 \-v3 -1 0 1
0 -1 0 0 -1 0 1 00
T | Ty/Tw 1 0 0 0 -1 +(o 10
0 0 1 1 0 0 01
0O 1 O 0 -1 0 1 0
Ty | To,/Tou 10 0 0 ~1 +(0 1
0 0 -1 1 0 0 0 1
E=1 cV=a, M= P’ = g3 P = ba®
P =pa2y, P’ =%, P =ta, P =ba2t?, CP=a%
2 2 .
cs =, csV =02, CP =a?,  CY =aba®, O =ba®b
2 2
O =ab?a, O =a%?, O =ba?, O3V = ab, C5? = a’ba®
¥ =a®?a, CY =ba, P =av?a?b, LY =badb
(nur Op-Gruppe)
1=c, Sf) = ca, Of(Ll) =ca?, Sf)d =ca®, Sf) = cba®
a}(f) = cb*a®D, SiQ)S = cb*a’D, Sig) = cb?a, 023) = cba®l?, Sig)g =ca’b
5 5 )
S = eb, S = a2, S =ca?, S =caba®, S =cba?b
5 5 f
Ség) = cab?a, Sé4) = ca?l?, Sé4) = cha?, 0((11) = cab, 052) = ca’ba’
0&3) =ca’b%a, 0&4) = cba, 0((15) = cab®a?b, 0((16) = cba®b

Tabelle B.5: Vollstindiger Satz indquivalenter, irreduzibler Darstellungen der erzeugenden
Elemente der beiden Oktaedergruppen O und Oy. Die Darstellungsmatrizen der iibrigen
Gruppenelementen lassen sich aus denen der erzeugenden Elemente in der angegebenen
Weise ableiten. Fir die Oktaedergruppe O sind dabei die aus der Komposition mit der
Inversion i resultierenden Gruppenelemente auszuschliefsen.



Anhang C

Oberflichenoperatoren

C.1 Vektoranalytische Operatoren

Durch den Ubergang zu Oberflichenintegralgleichungen reduziert sich die Aufgabenstel-
lung auf die Bestimmung tangentialer Vektorfelder, die auf flichenhaften Gebieten im
euklidischen Raum erklart sind. Fiir Aquivalenzumformungen und Vereinfachungen ist
es hilfreich, sinnvolle Definitionen fiir Differentialoperatoren und Integralsidtze auf Ober-
flachen einzufiihren sowie die Zusammenhénge mit ihren dreidimensionalen Gegenstiicken
aufzuzeigen.

Abbildung C.1: Bezeichnung der in der Definitionsgleichung des Spuroperators auftreten-
den Gebiete und Orientierungen.

Es sei f ein Skalar- oder Vektorfeld, das auf einem von einer hinreichend glatten Fléiche
S = 0D mit dem nach auflen gerichteten Normaleneinheitsvektor 77 berandeten dreidimen-
sionalen Gebiet D erklért ist. Der Spuroperator 7 ordnet diesem Feld seinen Grenzwert bei
Anndherung des Aufpunktes aus dem Inneren des Gebietes an die Oberfldche in Richtung
des Normaleneinheitsvektors
(1. /)7 := lim  f(7") =lim f[F— hi(F)], 7eS (C.1.1)
D37/ —FeS h—0
zu. Darauf aufbauend kann allgemein der links- bzw. rechtsseitige Grenzwert auf einer
in dem Gebiet D eingebetteten orientierbaren Fliche S, deren Normaleneinheitsvektor
1 = 11" vom Teilgebiet D" und damit der dazu negative Vektor —7i = 77~ vom Teilgebiet
D~ weg zeigt, definiert werden:
(tEA)(F) =  lim  f(F) = lim f[7"— hitt(F)], TE€S. (C.1.2)

D*>7' —FeS
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Mit dieser in Abbildung C.1 illustrierten Konvention gibt das Vorzeichen die Richtung
des Grenziibergangs bezogen auf die Orientierung der Fléche an. Ist die betrachtete Funk-
tion stetig, stimmen diese Grenzwerte mit den Funktionswerten auf der Fléache iiberein:
(7£f)(7) = f(7), 7 € S. Diese Definitionen koénnen fiir Gebiete mit beliebiger Dimension
verallgemeinert werden. So wird der Grenzwert auf der Randkurve C' = 95 mit nach
auBen gerichtetem Normaleneinheitsvektor @ = ¢ x 7 einer offenen Fliche S im Raum
entsprechend durch

(rf)(P) ;= lim  f(7') =lim f(F— hu), 7eC (C.1.3)

S37! 7l h—0
erklart.

Durch das Skalarprodukt eines Vektorfeldes F mit dem Normaleneinheitsvektorfeld 7
Fo(F) = (- F)(F) = ii(F) - F(7), 7eS (C.1.4)

wird ein Randoperator, der die Normalkomponente eines Vektorfeldes beziiglich der Fléiche
selektiert, erklart. In gleicher Weise wird durch das Kreuzprodukt mit dem Normalenein-
heitsvektorfeld

E(f) = (it x F)(F) == i(F) x F(7), 7eS (C.1.5)

ein Randoperator definiert, der die Tangentialkomponenten mit der Eigenschaft F; =0
extrahiert. Damit ist eine Zerlegung des auf die Oberfliche beschrankten Vektorfeldes der
Form

(1. F)(F) = (RF,)(F) + (F, x @) (F), 7e€S (C.1.6)

moglich. Weiterhin sei der Randoperator
(R = (@-F)(F) == a(r) - F("), 7eC (C.1.7)
definiert.

Zur Ableitung der Oberflichendifferentialoperatoren soll angenommen werden, dass auf
der betrachteten Oberfliche S, deren Orientierung durch den Normaleneinheitsvektor 7
festgelegt ist, ein krummliniges, orthogonales Koordinatensystem (u, v) mit den Metrikko-
effizienten h,, h, und den Einheitsvektoren €,, €, existiert. Fiir ein auf dieser Oberflache
erklartes Skalarfeld ®(u,v) soll der Oberflichengradient bei konstanter Fortsetzung der
Funktion in Richtung der Fldchennormale mit dem rédumlichen Gradienten iibereinstim-
men:

1 1
Grad @ := é’uh—aufb + é’vh—&,@. (C.1.8)

Analog dazu sollen unter der Oberflachendivergenz eines auf dieser Flache erkléarten Tan-
gentialfeldes Fy(u,v) mit 7 - F; = 0 die rdumlichen Quellen bei stetiger Fortsetzung in
Normalenrichtung mit dem normierten Metrikkoeffizient h,, = 1

1

DlV.F_ig = ﬁ

[aumv &y F) + 0y(ha @, - F;)]. (C.1.9)
verstanden werden. Aus der Festlegung der Oberflichenwirbel in gleicher Weise

Rotﬁt =1

= [amv &, B — 0y(hy €, Ft)} (C.1.10)
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ist wegen der engen Verwandschaft mit der Oberflichendivergenz
ii - Rot F, = Div(F, x i) < i - Rot(@ x Fy) = Div F, (C.1.11)

sofort die Redundanz eines der beiden Operatoren ersichtlich. Fiir auf Oberflichen defi-
nierte Skalar- und Vektorfelder existieren demzufolge nur zwei Differentialoperatoren, die
formal mit den rdumlichen Gegenstiicken iiber die Relationen

i x Grad(7,,®) =71 x T,grad ®, (C.1.12a)
Div(7i X 7, F) = —it - (r,rot F) (C.1.12b)

verkniipft sind. Oberflachenwirbel lassen sich zwar auch erkldren, stimmen aber im We-
sentlichen mit den Oberflichenquellen iiberein, weshalb sich auf einen der beiden Opera-
toren beschrinkt werden kann.

Die in dieser Arbeit verwendeten Rechenregeln und Integralsétze fiir flichenhafte Gebie-
te lassen sich einfach aus der Vektoranalysis des dreidimensionalen euklidischen Raums
iibertragen und sollen hier kurz vorgestellt werden. Ausgehend vom STOKESschen! Inte-
gralsatz

/ﬁ-rotﬁdA: /F- Fdl, (C.1.13)
s 08
wobei die Beschrankung auf das Integrationsgebiet implizit gegeben ist, resultiert un-

ter Verwendung der Beziehung (C.1.12b) und nach Substitution von F, = @i x F der
GAusssche Satz fiir Oberflachen
/DivﬁtdA: /ﬁ-ﬁtdl, mit: @ =1 X 7. (C.1.14)
S as

Eine weitere wichtige vektoranalytische Identitéat ldsst sich leicht mit Hilfe der Produkt-
regel ableiten: . L
Div(®F;) = ® Div F; + F; - Grad . (C.1.15)

C.2 Symmetrieoperatoren

Wichtig fiir die folgenden Betrachtungen ist das Verhalten des Punkt- und Kreuzproduktes
von zwei Vektorfeldern unter Symmetrietransformationen

T(9)(F - G) = [T(9)F] - [T(9)G], ) (C.2.1a)
T(9)(F x G) = sgn(g)[T(9)F] x [T(9)G) = [T(9) F] x [T(9)C] . (C.2.1b)
das sich unter anderem aus einer konkreten Matrixdarstellung ableiten lasst.

Héufig handelt es sich bei den betrachteten symmetrischen Rechengebieten in der Rand-
elementmethode um im Ortsraum eingebettete orientierbare Fléchen. In diesem Zusam-
menhang ist eine sinnvolle Festlegung des Transformationsverhaltens der die Orientierung

LGeorge Gabriel Stokes, 1819-1903, irischer Mathematiker und Physiker
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Abbildung C.2: Grafische Veranschaulichung des Transformationsverhaltens der rdaumli-
chen Orientierung zweidimensionaler symmetrischer Gebiete mit Berandung unter unei-
gentlichen Bewegungen am Beispiel der Spiegelung einer Kreisfliche. Mit der Festlequng,
dass sich der Normaleneinheitsvektor n wie ein Vektorfeld transformiert, muss sich der
Tangenteneinheitsvektor t der Randkurve zur Wahrung der Orientierung wie ein Pseudo-
vektorfeld verhalten.

beschreibenden Vektorfelder von Interesse, die dhnlich zur Definition der Symmetrietrans-
formationen von elektromagnetischen Feldgréfien im Hinblick auf die geforderte Invarianz
der mathematischen Modellgleichungen erfolgen sollte. Damit der GAUSSsche Integralsatz

/&umvz/ﬁﬁm_ (C.2.2)
D oD

nach einer Koordinatentransformation unter der Annahme der G-Invarianz des Integrati-
onsgebietes seine Form beibehélt, muss die Totalsymmetrie des Normaleneinheitsvektor-
feldes beziiglich der Isometrien der Gruppe G

T(¢)i=1, VYgeG (C.2.3)

gefordert werden. Dies ist wegen der G-Invarianz der Hiillfldche fiir eigentliche Bewegun-
gen des Ortsraums auch a priori erfiillt. Damit die Orientierung jedoch auch bei Raum-
inversion erhalten bleibt, muss sich der Normaleneinheitsvektor wie ein Vektorfeld trans-
formieren. Mit dieser Festlegung ist gleichermaflen der Erhalt des Orientierungssinnes der
Hiillfliche zusammenhéngender Gebiete gewihrleistet. Zur Sicherstellung der Forminva-
rianz des STOKESschen Integralsatzes (C.1.13) muss neben des Normaleneinheitsvektor-
feldes der als G-invariant vorausgesetzten Fliche auch das Tangenteneinheitsvektorfeld
ihrer Randkurve totalsymmetrisch sein

T(gf=t, Vgeq. (C.2.4)

Wegen der Umkehrung des Orientierungssinnes bei uneigentlichen Symmetrietransforma-
tionen muss der Tangenteneinheitsvektor folglich die Transformationseigenschaften eines
Pseudovektorfeldes aufweisen. In Abbildung C.2 sind die bisherigen Uberlegungen grafisch
veranschaulicht. Aus Gleichung (C.2.1b) folgt unmittelbar, dass sich der Normalenein-
heitsvektor beziiglich der Randkurve u wie ein Vektorfeld transformiert, womit implizit
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die Bedingung B
T(gyu=1u, VYVgeq (C.2.5)

erfiillt ist.

Unter der Annahme, dass das Gebiet D und daraus abgeleitet auch die Berandung S = 0D
invariant unter einer Gruppe G von Symmetrietransformationen sind, folgt mit gD = D
und ¢S = S und unter Verwendung der leicht ableitbaren Identitét

Tl im0 =  lm  [T(g9)2]( 2,
(9), lim _ @)= lm_ [T(9)2]() (C.2.6)
mit der Kurzform

T(9)7n = 7T (9) (C.2.7)

sofort die Vertauschbarkeit des Spuroperators in Gleichung (C.1.1) mit dieser Gruppe.
Entsprechende Aussagen gelten ebenfalls fiir den in Gleichung (C.1.3) definierten Spur-
operator, wenn die offene Fliache und folglich auch deren Berandung symmetrisch sind.
Die betrachteten Vektorfelder bilden in Verbindung mit dem Punkt- und Kreuzprodukt
die bereits eingefiihrten Randoperatoren, die bei Vorliegen symmetrischer Gebiete mit der
zugrunde liegenden Gruppe der Symmetrieoperatoren kommutieren:

T(g)(ii - F) =i - [T(g)F], (C.2.8a)
T(g)( x F) = it  [san(9) () F] = 7 x T(g)F). (C.2.8b)
T(g)(u-F)=1u-[T(g)F], (C.2.8¢)
T(g)(F- F) = 7- [sgn(g)T(g) F] = - [T(g) F). (C.2.84)

Eine weitere wichtige Konsequenz ist die Kommutativitdt mit den auf Oberflichen er-
kldrten Differentialoperatoren:

T(g) Grad = Grad T'(g) , (C.2.9a)
T(g) Div = DivT(g). (C.2.9b)
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Anhang D

Isometrien im Ortsraum

Drehung

Eine diskrete Drehung des Ortsraums um eine durch den Ursprung des gewédhlten Koor-
dinatensystems verlaufende Drehachse ist mittels der reellen 3 x 3-Matrix D(C},) mit den
Elementen

3

[D(Cn)]” = V;U; -+ cos (2%) ((SZ] - Uﬂ}j) — sin (2%) Z €ijkVk mit: ||VH =1 (DOl)
k=1

realisierbar. Hierin représentieren v; die Komponenten des die Drehachse beschreibenden

Einheitsvektors v. Drehmatrizen sind orthogonal, ihre Determinanten weisen wegen der

abstandserhaltenden Transformationseigenschaft den Wert Eins auf.

Spiegelung
Die Spiegelung an einer durch den Ursprung des gewéhlten Koordinatensystems verlau-
fenden Ebene im dreidimensionalen euklidischen Raum wird durch die HOUSHOLDER!-
Matrix D(o) mit den Elementen

D(0)],; =1 —2vv;, mit: ||v]] =1 (D.0.2)

ij
ausgedriickt. Hierin bezeichnen v; die Komponenten des Normaleneinheitsvektors der

Spiegelebene. Spiegelungsmatrizen sind orthogonal und symmetrisch, ihre Determinan-
ten besitzen den Wert —1.

Inversion

Eine Inversion resultiert beispielsweise aus drei hintereinander ausgefiithrten Spiegelungen
an paarweise senkrecht zueinander stehenden Ebenen:

D(i) = 1. (D.0.3)

Alle anderen Symmetrietransformationen lassen sich aus diesen elementaren Operationen
zusammensetzen. Die Wahl des Koordinatensystems kann prinzipiell beliebig erfolgen. Bei
Punktgruppen, die auch in dieser Arbeit ausschliellich betrachtet werden, wird {iblicher-
weise der Fixpunkt der zugrunde liegenden Symmetriegruppe als Koordinatenursprung
und die z-Achse als Hauptdrehachse festgelegt.

! Alston Scott Householder, 1904-1993, US-amerikanischer Mathematiker
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Symbolverzeichnis

Allgemein

N Menge der natiirlichen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

C Menge der komplexen Zahlen

I Indexmenge, I C N

J imaginiire Einheit, j2 = —1

X Spaltenvektor

X Matrix

], i-te Komponente des Vektors x

X1, Komponente der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix X

transponierte Matrix

adjungierte Matrix

Inverse der Matrix X
MOORE-PENROSE-Pseudoinverse

skalare Grofe (Tensor 0. Stufe), Skalarfeld
vektorielle GroBe (Tensor 1. Stufe), Vektorfeld
Dyade (Tensor 2. Stufe)

komplexe Grofie

konjugiert komplexe Grofie

Amplitude einer zeitharmonischen Grofie
Approximierte, Naherungswert
LANDAU2-Symbol

Q = %%>|H*|H Q|88 xxxx
—F,l_.mﬂ

Re Realteil einer komplexen Grofie

|z| Betrag einer komplexen Grofie

(-, ) Standardskalarprodukt, (Z,y) = >, ;y;

Ty Punktprodukt (symmetrische Bilinearform), ¥ ¢ := >, x;y,
Xy Kreuzprodukt (schiefsym. Bilinearform), & x ¢ := Z”k €ijk€i T,
12| euklidische Norm (2-Norm) eines Vektors, ||Z]| := \/(Z, T)

max Maximum

sup Supremum

lim Grenzwert

2Edmund Georg Hermann Landau, 1877-1938, deutscher Mathematiker
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tr Spur einer Matrix
det Determinante einer Matrix
dim Dimension eines Vektorraums
kgV kleinste gemeinsame Vielfache
Wy KRONECKER?-Delta
€ijk LEVI-CIvITA*-Symbol
0 partieller Ableitungsoperator, Rand eines Gebiets
grad Gradient eines Skalarfeldes im Ortsraum
div Quellen eines Vektorfeldes im Ortsraum
rot Wirbel eines Vektorfeldes im Ortsraum
Grad Oberflichengradient eines Skalarfeldes
Div Oberflachendivergenz eines tangentialen Vektorfeldes
Rot Oberflachenrotation eines tangentialen Vektorfeldes
A LAPLACE®-Operator
Trs Tu Spuroperatoren
* Faltungsprodukt
K Koordinatenabbildung
(x,y, 2) kartesische Koordinaten
€x, €y, €5 kartesische Einheitsvektoren
(r, 7, ) Kugelkoordinaten
€ry €9, €y sphérische Einheitsvektoren
span lineare Hiille
ker Kern bzw. Nullraum einer linearen Abbildung
im Bild einer linearen Abbildung
~ dquivalent
= isomorph
cl Abschluss (abgeschlossenes Gebiet)
int Inneres (offenes Gebiet)
[-] obere Gauss-Klammer
€ Element von
C Teilmenge
v Allquantor
= Existenzquantor
S direkte Summe
A logisches UND
Vv logisches ODER
N Durchschnitt von Mengen
U Vereinigung von Mengen
\ Differenz von Mengen

per definitionem

3Leopold Kronecker, 1823-1891, deutscher Mathematiker
4Tullio Levi-Civita, 1873-1941, italienischer Mathematiker
SPierre-Simon Laplace, 1749-1827, franzosischer Mathematiker und Astronom
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Klassische Elektrodynamik

0

=7 g Qb

o o
= =

SmOimEt KNS FE O’ 39 E TR TS

E
H
. D
. B
i
0, 0

el
Minag
S, 8
K, K
g, g
M, M
(R0
Ae, A,
P, &

¢}
[}

Ortsraum (unbeschrénkter Raum)

Raumkurve / eindimensionales Gebiet

Flache im Raum / zweidimensionales Gebiet

Teilraum / dreidimensionales Gebiet

Ortsvektor, Element des Ortsraumes, 77 € Dy

Vektor der Ortskoordinaten, r € R?

differentielles Wegelement

differentielles Flachenelement

differentielles Volumenelement

Normaleneinheitsvektor einer Flache im Raum
Tangenteneinheitsvektor einer Raumkurve

Normaleneinheitsvektor der Randkurve einer offenen Fliche, @ = ¢ x 7f
Zeit, t € R

Kreisfrequenz

Déampfung
Abklingkonstante, 7 = o1
komplexe Kreisfrequenz, w = w + jo
Permittivitat

Permeabilitat

elektrische Leitfdhigkeit
Lichtgeschwindigkeit, ¢ = \/ﬁ_l
Wellenlinge, A = 27 k~!
komplexe Wellenzahl, k = wc¢™
Wellenwiderstand, Z = /pe=!
Wellenleitwert, ¥ = Z~1
Phasenwinkel

1

elektrische Feldstérke und zugehdriger Phasor
magnetische Feldstérke und zugehoriger Phasor
elektrische Verschiebungsflussdichte und zugehoriger Phasor
magnetische Flussdichte und zugehoriger Phasor
elektrische Volumenstromdichte und zugehoriger Phasor
elektrische Raumladungsdichte und zugehoriger Phasor
Polarisation

Magnetisierung

PoyNTINGscher Vektor und zugehdriger Phasor
elektrische Flachenstromdichte und zugehoriger Phasor
elektrische Flachenladungsdichte und zugehoriger Phasor
magnetische Flachenstromdichte und zugehdriger Phasor
magnetische Flachenladungsdichte und zugehoriger Phasor
elektrisches Vektorpotential und zugehoriger Phasor
elektrisches Skalarpotential und zugehoriger Phasor
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/Ym, Am magnetisches Vektorpotential und zugehoriger Phasor

O, D, magnetisches Skalarpotential und zugehoriger Phasor

U Geschwindigkeitsfeld

F Kraftvektor

I Polarisationsvektor einer ebenen Welle

v Elliptizitat einer ebenen Welle

Momentenmethode

XY Funktionenrdume

x,y Elemente der Funktionenrdume X, Y
XN, YN diskrete Unterrdume von X,Y

TN, YN Elemente der Unterrdume Xy, Yy

N Anzahl von Basisfunktionen

Sy Wy, Ansatz- und Testfunktion

(-, Bilinearform

Pyn,QnN Projektoren auf Xy, Yy

L linearer Operator

L Darstellungsmatrix der Approximierten von £
a,b Koordinatenvektoren

G GRAMsche Matrix

Numerische Integration

Q Quadraturformel

R Restfunktional

N Anzahl von Quadraturpunkten

P Polynomgrad

I Integral (allgemein)

f Integrand

w Gewichtsfunktion
Fernfeldberechnung

F Fernfeldoperator

H Kernfunktion des Fernfeldintegrals
E o H - Fernfeldcharakteristik

o Riickstreuquerschnitt

F diskreter Fernfeldoperator

C diskretes Pendant zum Operator €, x
€00, N Fernfeldvektoren

m, TavLOR-Koeffizienten

Q Ordnung der TAYLOR-Entwicklung
a;, b; Koeffizienten der PADE-Approximation
LM Ordnung der rationalen Entwicklung
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Randelementmethode

R(7,7")

o)
—~
3L

Abstandsfunktion, euklidische Distanz, R(7,7") := || — ||

ortsabhéngiger Vorfaktor

) DirAcsche Deltadistribution

i,ée elektrische GREENsche Dyade, G, (7,7 := g (F—7")
g, G, magnetische GREENsche Dyade, G, (7, 7) := g (r—1")
9,G Fundamentallésung des HELMHOLTZ-Operators, G(7,7") := g(" — ")
I Einheitsdyade

A Einheitsoperator

T Integraloperator mit schwach singuldrem Kern
I Integraloperator mit stark singuldrem Kern
N Integraloperator mit hypersinguldrem Kern

P Eckpunkt eines Dreiecks

E Kante eines Dreiecks

T Dreieck

l Lénge der Kante [

A Flacheninhalt des Dreiecks T'

h Diskretisierungsparameter, Gitterschrittweite
Nr Anzahl von Dreiecken

J JACOBI-Determinante der Transformation

z Dichtefunktion

Z Impedanzmatrix

i Losungsvektor

u Anregungsvektor

0 Nullmatrix

1 Einheitsmatrix

1T Projektionsmatrix

Q Orthonormalbasis des Projektors IT
Gruppenalgebra

C(G) Gruppenalgebra iiber den komplexen Zahlen
a Element der Gruppenalgebra C(G)

C(G)* Dualraum der Algebra C(G)

a Element (Funktional) des Dualraums C(G)*
(.)a Skalarprodukt auf der Algebra C(G)

* Faltungsprodukt auf Gruppen

o Einselement der Algebra C(G)

RY Basiselement der Algebra C(G)

a* formal Adjungierte des Elements a
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Gruppen und Darstellungen

NT 3

QA Q=0 H3Q

~

Menge von Elementen, Gruppe von Elementen

abstrakte Gruppe, Symmetriegruppe

Gruppenelement, g € G

Einselement der Gruppe G

Verkniipfung von Gruppenelementen

Darstellung einer Gruppe (Homomorphismus), ¢ : G — ¢(G)
Realisierung von GG

Gruppe der Realisierungen von G, ¢(G) = {é(g) : g € G}
Gruppenaktion

Gruppe aus dem minimalen Erzeugendensystem A = {g1, g2,...}
Ordnung der finiten Gruppe G

Anzahl von Konjugationsklassen

Dimension der Darstellung ¢

irreduzible Darstellung der Gruppe G, R : G — R(G)

irreduzible Darstellungsmatrix (unitir), R(g) : C® — Cdr
Gruppe der irreduziblen Darstellungsmatrizen, R(G) = {R(g) : g € G}
vollstandiger Satz der indquivalenten, irreduziblen Darstellungen
Darstellung der Gruppe G im euklidischen Raum, D : G — D(G)
Darstellungsmatrix im euklidischen Raum, D(g) : R® — R3
Gruppe der Darstellungsmatrizen, D(G) = {D(g) : g € G}
Vorzeichenfunktion auf Gruppen, sgn: G — {1, —1}

Darstellung der Gruppe G auf Funktionenrdumen, 7' : G — T(G)
Symmetrietransformation von Skalarfeldern
Symmetrietransformation von Vektorfeldern
Symmetrietransformation von Pseudoskalarfeldern

Symmetrietransformation von Pseudovektorfeldern
Gruppe der linearen Operatoren, T'(G) = {T'(g) : g € G}
Charakter einer Matrixdarstellung, y : G — C
Multiplizitét einer irreduziblen Darstellung
Periodizitat eines Gruppenelements

abstrakte zyklische Gruppe der Ordnung n
Drehgruppe

Tetraedergruppe

Oktaedergruppe

Ikosaedergruppe

triviale Gruppe, C; = {E'}

Inversionsgruppe, C; = {E, i}
Spiegelsymmetriegruppe, Cs = {E, 0}

Gruppe der orthogonalen (n x n)-Matrizen
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Abstrakte harmonische Analyse

Me(9)
er(9)
Pi(g)
P

P
]51({']' )
]31({]‘)
Pr
Pr
WO ) WR, 0
A
VY
Vr
£y
v gj)
2
VR

VR0

S~ D

u,v,w

zum Eigenraum Vi (g) des Operators g gehorender Eigenwert
zum Eigenraum Vi (g) des Operators g gehorender Eigenvektor
Projektionsoperator auf den Eigenraum Vi (g)

Operator auf skalarwertigen Funktionenridumen

Operator auf vektorwertigen Funktionenrdumen

Operator auf pseudoskalarwertigen Funktionenrdumen

Operator auf pseudovektorwertigen Funktionenrdumen
Operatormatrix mit den Elementen [Pr];; = I(zj )
Charakterprojektor, Pr = tr {Pgr}

Restriktionsoperatoren auf ein Fundamentalgebiet
Fortsetzungsoperator (,,zero-continuation®)

Bild des Orthogonalprojektors Pf({ii), Yo = im{Pf({ii)}

invarianter Untervektorraum vom R-ten Symmetrietyp, Vg = im(Pr)

irreduzibler Darstellungsraum vom Symmetrietyp R der Dimension dg
Symmetriekomponente / Entartungspartner vom R-ten Symmetrietyp

restringierte Symmetriekomponente / Entartungspartner

Symmetriesidtze vom R-ten Symmetrietyp, [VR]ij — Uﬁj)

auf ein Fundamentalgebiet beschrinkte Symmetriesitze, [vr,l;; = vgg
n-dimensionales Gebiet / Untermannigfaltigkeit

Rand eines Gebiets / einer Untermannigfaltigkeit, I' = 0
Intervall, I C R

linearer, dquivarianter Operator (allgemein)

linearer, dquivarianter Randoperator (allgemein)
Darstellungsraume der Gruppe G (Funktionenrdume)
Elemente der Funktionenrdume U, V, W

diskreter Operator zum Symmetrietyp R

diskreter Randoperator zum Symmetrietyp R

Raum der p-mal stetig differenzierbaren Funktionen

unitiare Transformationsmatrix

Darstellungsmatrix der FOURIER-Transformation auf Gruppen

Aufwandsabschitzung

C
K
R
Xcpu
XRAM
XLup

Komplexitdt eines Algorithmus

reelle Konstante

Reduktionsfaktor

beziiglich der Rechenzeit zur Matrixerzeugung, X € {C, K, R}
beziiglich des Speicherbedarfs, X € {C, K, R}

beziiglich der Rechenzeit zur Losung des Systems, X € {C, K, R}
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Symmetrieoperationen und -elemente nach Schonflies

C,, C,
Sn, S,
0-1}7 O.’U
Od, O4q
Ohy, Oh
7, 1

E

Drehsymmetrieoperation, n-zéhlige Drehsymmetrieachse
Drehspiegelsymmetrieoperation, Drehspiegelsymmetrieachse
Spiegelsymmetrieoperation, vertikale Spiegelsymmetrieebene
Spiegelsymmetrieoperation, dihedrale Spiegelsymmetrieebene
Spiegelsymmetrieoperation, horizontale Spiegelsymmetrieebene
Inversion, Inversionszentrum

Einselement (Identitét)

Spezifikation der Symmetrietypen nach Mulliken

T QN @

ol ol

Xy
X!
X"

Abkiirzungen

AWE
BEM
CAD
CFIE
CPU
DFT
EFIE
FDM
FEM
FIT
FLOP
LUD
MFIE
RADAR
RAM
RWG
TE
TESLA
™

eindimensionale Darstellung, symmetrisch beziiglich C,,
eindimensionale Darstellung, antisymmetrisch beziiglich C,,
zweidimensionale Darstellung (zweifache Entartung)
dreidimensionale Darstellung (dreifache Entartung)
vierdimensionale Darstellung (vierfache Entartung)
fiinfdimensionale Darstellung (fiinffache Entartung)
symmetrisch beziiglich der Inversion, X € {A, B, E,T,G,H}
antisymmetrisch beziiglich der Inversion, X € {A, B, E,T,G, H}
symmetrisch beztiglich Cy oder o,, X € {A, B}
antisymmetrisch beziiglich Cy oder o, X € {A, B}
symmetrisch beziiglich oy, X € {A, B, E,T,G,H}
antisymmetrisch beziiglich oy, X € {A, B, E,T,G,H}

/ Akronyme

Asymptotic Waveform Evaluation

Boundary Element Method (Randelementmethode)

Computer Aided Design (Computerunterstiitzter Entwurf)

Combined Field Integral Equation (kombinierte Feldintegralgleichung)
Central Processing Unit (zentrale Verarbeitungseinheit)

Discrete Fourier Transform (diskrete FOURIER-Transformation)
FElectric Field Integral Equation (elektrische Feldintegralgleichung)
Finite Difference Method (Methode der finiten Differenzen)

Finite Element Method (Methode der finiten Elemente)

Finite Integration Technique (Methode der finiten Integration)
Floating Point Operation (FlieBkommaoperation)

LU-Decomposition (LU-Zerlegung)

Magnetic Field Integral Equation (magnetische Feldintegralgleichung)
Radio Detection And Ranging

Random Access Memory (Speicher mit wahlfreiem Zugriff)

Rao Wilton Glisson (im Zusammenhang mit Basisfunktionen)
Transverse Electric (transversal elektrisch)

TeV-Energy Superconducting Linear Accelerator

Transverse Magnetic (transversal magnetisch)



Literaturverzeichnis

1]

3]

[4]

[5]

[6]

[7]

8]

[10]

[11]

[12]

K. AHLANDER, Mesh Generation for Symmetrical Geometries, in Computational
Science and Its Applications - ICCSA 2005, O. Gervasi et al., ed., vol. 3480 of Lecture
Notes in Computer Science, Springer Berlin / Heidelberg, 2005, pp. 657-668.

K. AHLANDER AND H. MUNTHE-KAAS, On Applications of the Generalized Fou-

rier Transform in Numerical Linear Algebra, BIT Numerical Mathematics, 43
(2003), pp. 001-018.

—, Figenvalues for Equivariant Matrices, Journal of Computational and Applied
Mathematics, 192 (2006), pp. 89-99.

E. ALLGOWER, K. BOHMER, K. GEORG, AND R. MIRANDA, Exploiting Symmetry
in Boundary Element Methods, STAM Journal on Numerical Analysis, 29 (1992),
pp. 534 — 552.

E. ALLGOWER AND K. GEORG, Ezploiting Symmetry in BEM. URL: cite-
seer.ist.psu.edu/allgower96exploiting.html, 1997.

— Numerical Ezploitation of Symmetric Structures in BEM. URL: cite-
seer.ist.psu.edu/article/allgower97numerical.html, 1998.

— Numerical FExploitation of Symmetry in Integral FEquations. URL: cite-
seer.ist.psu.edu/article/allgower98numerical.html, 1998.

E. ALLGOWER, K. GEORG, R. MIRANDA, AND J. TAUSCH, Numerical FExploi-

tation of Equivariance. URL: citeseer.ist.psu.edu/article/allgower97numerical.html,
1998.

E. ALLGOWER, K. GEORG, AND J. WALKER, Ezploiting Symmetry in 3D Boun-
dary Element Methods. URL: citeseer.ist.psu.edu/277607.html.

E. L. ALLGOWER AND K. GEORG, FExploiting Symmetry in Numerical Solving.
URL: citeseer.ist.psu.edu/allgower99exploiting.html, 1999.

E. L. ALLGOWER, K. GEORG, AND R. MIRANDA, FExploiting Permu-
tation Symmetries with Fized Points in Linear FEquations. URL: cite-
seer.ist.psu.edu/allgower93exploiting.html, 1993.

R. BArLuisTi, C. HAFNER, AND P. LEUCHTMANN, Application of the Represen-
tation Theory of Finite Groups to Field Computation Problems with Symmetrical
Boundaries, IEEE Transactions on Magnetics, 18 (1982), pp. 584-587.

191



192

Literaturverzeichnis

[13]

[14]

[15]

[25]

[26]

M. BELGER AND L. EHRENBERG, Theorie und Anwendung der Symmetriegruppen,
Verlag Harri Deutsch Thun und Frankfurt/M., 1981.

T. BETCKE, Efficient Methods for Nonlinear Eigenvalue Problems. Diploma Thesis,
Technical University of Hamburg-Harburg, Department of Mathematics, 2003.

M. BONNET, Ezploiting Complete or Partial Geometrical Symmetry in Symmetric
Galerkin BEM, Electronic Journal of Boundary Elements, BETEQ 2001 (2002),
pp. 340-347.

A. Bossavit, The Ezploitation of Geometrical Symmetry in 3-D Eddy-Currents
Computation, IEEE Transactions on Magnetics, 21 (1985), pp. 2307-2309.

A. Bossavit, Symmetry, Groups and Boundary Value Problems. A Progressive In-
troduction to Noncommutative Harmonic Analysis of Partial Differential Equations
in Domains with Geometrical Symmetry, Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, 56 (1986), pp. 167-215.

A. Bossavit, Boundary Value Problems with Symmetry and Their Approzimation
by Finite Elements, SIAM Journal on Applied Mathematics, 53 (1993), pp. 1352—
1380.

I. B. Bozovi¢ AND M. VUJICIC, Irreducible Representations of the Symmetry

Groups of Polymer Molecules II, Journal of Physics A: Mathematical and General,
14 (1981), pp. 777 — 795.

I. B. Bozovi¢, M. VuJiCi¢, AND F. HERBUT, Irreducible Representations of the
Symmetry Groups of Polymer Molecules I, Journal of Physics A: Mathematical and
General, 11 (1978), pp. 2133 — 2147.

R. BRINKMANN, K. FLOTTMANN, AND J. ROSSBACH, TESLA - Technical Design
Report, Part II - The Accelerator, TESLA Report 2001-23, DESY, 2001.

I. N. BRONSTEIN, K. A. SEMENDJAJEW, G. MUsIOL, AND H. MUHLIG, Taschen-
buch der Mathematik, Verlag Harri Deutsch Thun und Frankfurt/M., 2000.

A. Burra, M. COSTABEL, AND C. SCHWAB, Boundary Element Methods for
Mazwell’s Equations on Non-Smooth Domains, Numerische Mathematik, 92 (2002),
pp. 679 — 710.

A. BUFFA AND R. HIPTMAIR, Galerkin Boundary Element Methods for Electroma-
gnetic Scattering, in “Computational Methods in Wave Propagation”, M. Ainsworth
et al., eds., Lecture Notes in Computational Science and Engineering, Springer-
Verlag, vol. 31, 2003, pp. 83 — 124.

W. BURNSIDE, Theory of Groups of Finite Order, Dover Publications, 2004.

C. CockRrRELL AND F. BECK, Asymptotic Waveform Evaluation (AWE) Tech-
nique for Frequency Domain FElectromagnetic Analysis, Technical Report: NASA-
96-tm110292, NASA Langley Research Center, 1996.



Literaturverzeichnis 193

[27] D. CorLToN AND R. KRESS, Integral Equation Methods in Scattering Theory, Krie-

ger Publishing Company, Malabar, Florida, USA, 1992.

[28] ——, Inverse Acoustic and Electromagnetic Scattering Theory, Springer-Verlag Ber-

[29]

[30]

31]

32]

[33]

[34]

[37]

[38]

[39]

[40]

lin Heidelberg New York, 1992.

G. R. COWPER, Gaussian Quadrature Formulas for Triangles, International Jour-
nal for Numerical Methods in Engineering, 7 (1973), pp. 405 — 408.

M. G. DUFFrY, Quadrature Over a Pyramid or Cube of Integrands with a Singularity
at a Vertexr, SIAM Journal on Numerical Analysis, 19 (1982), pp. 1260 — 1262.

D. A. DuNAVANT, High Degree Efficient Symmetrical Gaussian Quadrature Rules

for the Triangle, International Journal for Numerical Methods in Engineering, 21
(1985), pp. 1129 — 1148.

T. F. E1BERT, Verkniipfung der Methode der Finiten Elemente mit einem Integral-
gleichungsverfahren fiir ebene geschichtete Strukturen, PhD thesis, Bergische Uni-
versitit /Gesamthochschule Wuppertal, 1997.

—, Numerische Berechnung von Streuproblemen. Skriptum zur Vorlesung an der
Technischen Universitat Darmstadt, 2002.

T. F. EIBERT AND V. HANSEN, On the Calculation of Potential Integrals for Linear

Source Distributions on Triangular Domains, IEEE Transactions on Antennas and
Propagation, 43 (1995), pp. 1499 — 1502.

T. EULER AND T. WEILAND, Zur Effektivitit von Radarreflektoren, in Procee-
dings of the 11th Maritime Elektrotechnik, Elektronik und Informationstechnik (ME
2004), Juni 2004, pp. 123-126.

A. FASSLER, Application of Group Theory to the Method of Finite Elements for
Solving Boundary Value Problems, dissertation, Ziirich: ETH-Dissertation Nr. 5696,
1976.

K. GEORG AND R. MIRANDA, Ezxploiting Symmetry in Solving Linear Equations.
URL: citeseer.ist.psu.edu/georg92exploiting.html, 1992.

K. GEORG AND J. TAuscH, A Generalized Fourier Transform for Boundary FEle-

ment Methods with Symmetries. URL: citeseer.ist.psu.edu/georg94generalized.html,
1994.

M. A. GOLDBERG, Boundary Integral Methods - Numerical and Mathematical
Aspects, Computational Mechanics Publications/WIT Press, 1999.

R. D. GRAGLIA, On the Numerical Integration of the Linear Shape Functions Times
the 3-D Green’s Function or Its Gradient on a Plane Triangle, IEEE Transactions
on Antennas and Propagation, 41 (1993), pp. 1448 — 1455.

R. D. GrRAGLIA, G. LOMBARDI, D. R. WiLTON, AND W. A. JOHNSON, Modeling
Edge Singularities in the Method of Moments, Antennas and Propagation Society
International Symposium, 2005 IEEE, 3A (2005), pp. 56 — 59.



194

Literaturverzeichnis

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

L. GREENGARD AND V. ROKHLIN, A Fast Algorithm for Particle Simulations,
Journal of Computational Physics, 73 (1987), pp. 325-348.

W. HACKBUSCH, A Sparse Matriz Arithmetic Based on H-Matrices. Part I: Intro-
duction to H-Matrices, Computing, 62 (1999), pp. 89-108.

W. HACKBUSCH AND Z. P. NOWAK, On the Fast Matrix Multiplication in the
Boundary Element Method by Panel Clustering, Numerische Mathematik, 54 (1989),
pp- 463-491.

C. HAFNER, R. BALLISTI, AND P. LEUCHTMANN, Gruppentheoretische
Ausniitzung von Symmetrien, Teil 2, Scientia Electrica, 27 (1981), pp. 107-138.

C. HAFNER AND P. LEUCHTMANN, Group and Representation Theory of Fini-
te Groups and Its Application to Field Computation Problems with Symmetrical
Boundaries, Antennas and Propagation Society International Symposium, 1981, 19
(1981), pp. 546-548.

—, Gruppentheoretische Ausniitzung von Symmetrien, Teil 1, Scientia Electrica,
27 (1981), pp. 75-100.

M. HAMERMESH, Group Theory and Its Application to Physical Problems, Dover
Publications, Inc. New York, 1962.

R. HARRINGTON, Origin and Development of the Method of Moments for Field
Computation, IEEE Antennas and Propagation Magazine, 32 (1990), pp. 31 — 35.

R. F. HARRINGTON, Time-Harmonic Electromagnetic Fields, McGraw-Hill Book
College, 1961.

—, Field Computation by Moment Methods, The Macmillan Company, New York,
USA, 1968.

H. HENKE, Elektromagnetische Felder, Theorie und Anwendung, Springer-Verlag
Berlin Heidelberg New York, 2003.

T. HERZBERG, Design von Beschleunigerkavititen auf Basis der Randelementme-
thode, Diplomarbeit, Technische Universitdt Darmstadt, Fachbereich Elektrotechnik
und Informationstechnik, 2006.

G. C. Hsiao AND R. E. KLEINMANN, Mathematical Foundations for Error Esti-
mation in Numerical Solutions of Integral Equations in Electromagnetics, IEEE
Transactions on Antennas and Propagation, 45 (1997), pp. 316 — 328.

ISO 8729:1997, Ships and Marine Technology - Marine Radar Refilectors.
J. D. JACKSON, Klassische Elektrodynamik, Walter de Gruyter, 2002.

E. JARLEBRING, Krylov Methods for Nonlinear Eigenvalue Problems, master’s the-
sis, Department of Numerical Analysis and Computer Science, Royal Institute of

Technology, Stockholm, 2003.



Literaturverzeichnis 195

[58] P. K. KYTHE AND M. R. SCHAFERKOTTER, Handbook of Computational Methods
for Integration, Chapman & Hall/CRC, 2005.

[59] G. LEHNER, Elektromagnetische Feldtheorie fiir Ingenieure und Physiker, Springer-
Verlag Berlin Heidelberg New York, 1994.

[60] P. LEUCHTMANN, Group Theoretical Symmetry Considerations by the Application
of the Method of Images, Archiv fiir Elektronik und Ubertragungstechnik (AEU),
36 (1982), pp. 124-128.

[61] J. LoBRy, Use of Group Theory in Symmetrical 3-D Eddy-Current Problems, IEE
Proceedings - Science, Measurement and Technology, 143 (1996), pp. 369-376.

[62] W. LupwiG AND C. FALTER, Symmetries in Physics, Springer-Verlag Berlin Hei-
delberg New York, 1988.

[63] J. LyNESs, A Survey of Numerical Cubature over Triangles, Proceedings of Sym-
posia in Applied Mathematics, 48 (1994), pp. 127-150.

[64] A. MARTINET, C. SOLER, N. HoLzZSCHUCH, AND F. X. SILLION, Accurate De-
tection of Symmetries in 3D Shapes, ACM Transactions on Graphics, 25 (2006),
pp. 439464

[65] K. MATHIAK AND P. STINGL, Gruppentheorie fir Chemiker, Physiko-Chemiker,
Mineralogen, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin, 1969.

[66] V. MEHRMANN AND H. Voss, Nonlinear Figenvalue Problems: A Challenge for
Modern Figenvalue Methods, GAMM Mitteilungen, 27 (2004), pp. 121 — 152.

[67] J. MEIXNER, The Behavior of Electromagnetic Fields at FEdges, IEEE Transactions
on Antennas and Propagation, 20 (1972), pp. 442 — 446.

[68] H. MUNTHE-KAAS, On Group Fourier Analysis and Symmetry Preserving Dis-
cretizations of PDEs, Journal of Physics A: Mathematical and General, 39 (2006),
pp. 5563-5584.

[69] J. NICOLLE, Die Symmetrie und ihre Anwendungen, VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften Berlin, 1954.

[70] M. I. PETRASCHEN AND E. D. TRIFONOW, Anwendung der Gruppentheorie in
der Quantenmechanik, Akademie-Verlag Berlin, 1969.

[71] M. J. D. POWELL, The NEWUOA Software for Unconstrained Optimization with-
out Derivatives, Technical Report DAMTP 2004/NA08, Cambridge University Nu-
merical Analysis Group, 2004.

[72] S. M. Rao, D. R. WILTON, AND A. W. GLISSON, Electromagnetic Scattering by
Surfaces of Arbitrary Shape, IEEE Transactions on Antennas and Propagation, 30
(1982), pp. 409 — 418.



196

Literaturverzeichnis

73]

[83]

[84]

[85]

C. REDDY, M. DESHPANDE, C. COCKRELL, AND F. BECK, Fast RCS Com-
putation over a Frequency Band Using Method of Moments in Conjunction with

Asymptotic Waveform Fvaluation Technique, IEEE Transactions on Antennas and
Propagation, 46 (1998), pp. 1229 — 1233.

D. ROCKMORE, Some Applications of Generalized FFTs. URL: cite-
seer.ist.psu.edu/rockmore97some.html, 1997.

E. J. RoTHWELL AND M. J. CLOUD, FElectromagnetics, CRC Press, 2001.

T. K. SAKAR, A Note on the Choice Weighting Functions in the Method of Mo-
ments, IEEE Transactions on Antennas and Propagation, 33 (1985), pp. 436 — 441.

S. SAUTER AND C. SCHWAB, Randelementmethoden: Analyse, Numerik und Im-
plementierung schneller Algorithmen, B.G. Teubner Verlag Wiesbaden, 2004.

D. Sievers, T. F. EIBERT, AND V. HANSEN, Correction to “On the Calculation of
Potential Integrals for Linear Source Distributions on Triangular Domains”, IEEE
Transactions on Antennas and Propagation, 53 (2005), pp. 3113 — 3113.

D. SIEVERS, I. A. ZAGORODNOV, AND T. WEILAND, Anwendung finiter Sym-

metriegruppen zur Beschleunigung der numerischen Ldosung von Streuproblemen,
FREQUENZ Zeitschrift fiir Telekommunikation, 58 (2004), pp. 259 — 268.

E. STIEFEL AND A. FASSLER, Gruppentheoretische Methoden und ihre Anwendung,
B.G. Teubner Verlag Stuttgart, 1979.

J. STOER, Numerische Mathematik 1, Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York,
2002.

K. SURESH AND A. SIRPOTDAR, Automated Symmetry Exploitation in Engineering
Analysis, Engineering with Computers, 21 (2006), pp. 304-311.

C.-T. TAl1, Generalized Vector and Dyadic Analysis, IEEE Computer Society Press,
1997.

——, Direct Integration of Field Equations, in “Progress In Electromagnetics Re-
search”, PIER 28, 2000, pp. 339 — 359.

R. P. TArRASOV, Harmonic Analysis on Finite Groups and Methods for the Numeri-
cal Solution of Boundary Equations in Boundary Value Problems with a Non-Abelian
Group of Symmetries, Computational Mathematics and Mathematical Physics, 32
(1992), pp. 1515-1517.

—, Numerical Solution of Convolution-Type Equations on Finite Noncommuta-
tive Groups, Computational Mathematics and Mathematical Physics, 33 (1993),
pp. 1815-1825.

R. P. TARASOV AND I. A. ZAGORODNOV, Diffraction by a Perfectly Conducting
Cube, Journal of Communications Technology and Electronics, 44 (1999), pp. 380—

389.



Literaturverzeichnis 197

[38]

[89]

[90]

[91]

[96]

[97]

[100]

[101]

M. TASKINEN, On the Implementation and Formulation of the Electromagnetic
Surface Integral Equations, PhD thesis, Electromagnetic Laboratory, Helsinki Uni-
versity of Technology, 2006.

J. TAuscH, FEquivariant Preconditioners for Boundary Element Methods, PhD the-
sis, Department of Mathematics, Colorado State University, 1995.

—, Equivariant Preconditioners for Boundary Element Methods, STAM Journal
on Scientific Computing, 17 (1996), pp. 90-99.

D. J. TAYLOR, Accurate and Efficient Numerical Integration of Weakly Singular
Integrals in Galerkin EFIE Solutions, IEEE Transactions on Antennas and Propa-
gation, 51 (2003), pp. 1630 — 1637.

J. VAN BLADEL, Singular Electromagnetic Fields and Sources, IEEE Computer
Society Press, 1995.

M. WAGNER, Gruppentheoretische Methoden in der Physik, Vieweg Verlag Braun-
schweig / Wiesbaden, 1998.

S. WEDNER, Verifizierte Bestimmung singuldrer Integrale - Quadratur und Kubatur,
Dissertation, Fakultét fiir Mathematik der Universitét Karlsruhe (TH), 2000.

T. WEILAND, A Discretisation Method for the Solutiop of Maxwell’s Equations for
Siz-Component Fields, Archiv fiir Elektrotechnik und Ubertragungstechnik (AEU),
31 (1977), pp. 116-120.

T. WEILAND AND I. ZAGORODNOV, Mazxwell’s Equations for Structures with Sym-
metries, Journal of Computational Physics, 180 (2002), pp. 297-312.

D. WiLToN, S. RAo, A. W. GLISSON, D. H. SCHAUBERT, O. M. AL-BUNDAK,
AND C. M. BUTLER, Potential Integrals for Uniform and Linear Source Distribu-
tions on Polygonal and Polyhedral Domains, IEEE Transactions on Antennas and
Propagation, 32 (1984), pp. 276 — 281.

P. YLA-O1JALA AND M. TASKINEN, Calculation of CFIE Impedance Matriz Ele-
ments with RWG and nx RWG Functions, IEEE Transactions on Antennas and
Propagation, 51 (2003), pp. 1837 — 1846.

[. A. ZAGORODNOV, YncieHHbIe METOILI PEIIeHUs 3a0ad AN PAKINY BOJTH HaA
CTpyKTypax ¢ rpynmon cummerpun Kyoa, PhD thesis, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, 1998.

I. A. ZAGoroDNOV, A. S. IL'INSKII, AND R. P. TARASOvV, Diffraction by a
Dielectric Cube, a Dielectric Octahedron, and a Dielectric Hexoctahedron, Journal
of Communications Technology & Electronics, 46 (2001), pp. 383-392.

—, Grid Boundary Equations on Conducting Surfaces with Symmetries and Their
Numerical Analysis in Problems of Diffraction by a Sphere, Computational Mathe-
matics and Mathematical Physics, 41 (2001), pp. 712-738.



198 Literaturverzeichnis

[102] I. A. ZAGORODNOV AND R. P. TArRASOV, The Problem of Scattering from Bo-
dies with Noncommutative Finite Group of Symmetries and Its Numerical Solution,
Computational Mathematics and Mathematical Physics, 37 (1997), pp. 1206-1222.

[103] ——, Numerical Solution of the Problems of Scattering by Platonic Bodies in the
Classes of Functions Invariant under Symmetry Transformations, Computational
Mathematics and Mathematical Physics, 38 (1998), pp. 1247-1255.

[104] ——, Boundary Integral Equations of the First and Second Kind for Numerical
Solution of the Problem of Diffraction by Polyhedrons Near Interior Resonances,
Computational Mathematics and Mathematical Physics, 40 (2000), pp. 1456-1478.

[105] ——, Finite Groups and a Numerical Solution to the Problems of the Theory of

Wave Scattering, Journal of Communications Technology and Electronics, 45 (2000),
pp. 164-184.



Lebenslauf

Personliche Daten

Name: Denis Sievers
Geburtsdatum: 11.01.1974
Geburtsort: Aschersleben

Ausbildung / Werdegang

1980 — 1990 Besuch der 2. Polytechnischen Oberschule in Aschersleben

1990 — 1994 Ausbildung zum Industrieelektroniker bei der
OPTIMA-Aschersleben Verpackungsmittel GmbH

1994 — 1995 Erwerb der Fachhochschulreife an der Fachoberschule ,, Technik“ in
Hettstedt

1995 — 1996 Ableistung des Grundwehrdienstes

1996 — 2002 Studium der Elektrotechnik an der Universitéit-Gesamthochschule

Siegen mit Schwerpunkt ,, Theoretische Elektrotechnik*

seit 2002 Tatigkeit als wissenschaftlicher Mitarbeiter am Institut fiir Theorie
Elektromagnetischer Felder der Technischen Universitit Darmstadt

199






