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1 Einleitung

1.1 Motivation

Bei dem Prozess des Entwurfs, der Entwicklung und der Optimierung moderner techni-
scher Gerdte und Anlagen sind rechnergestiitzte Simulationen nicht nur zu einer wichti-
gen Informationsquelle und Entscheidungsgrundlage geworden, sondern erméglichen héu-
fig sogar, den zeitlich wie wirtschaftlich aufwindigen Bau von Prototypen zur Evaluierung
verschiedener Designalternativen auf ein Minimum zu reduzieren und so den gesamten
Entwicklungszyklus zu verkiirzen und kostengiinstiger zu gestalten. Zudem ermdoglichen
Simulationen Einblicke in Systeme, die fiir Messungen aus verschiedenen Griinden schwer
oder gar nicht zugénglich sind, und stoéren die zu untersuchenden Anordnungen nicht durch
das Einbringen von Messgeréten.

Begiinstigt durch die rasante Entwicklung der Informationstechnik in den vergangenen
Jahren sind heute, mit Hilfe von Rechnern des Massenmarktes, Simulationen in einer Ge-
nauigkeit und Geschwindigkeit moglich, die vor einigen Jahren noch undenkbar gewesen
sind oder zumindest nur auf spezialisierten Hochleistungsrechnern durchfiihrbar waren.
Trotz dieser Entwicklung existieren gegenwértig viele praxisrelevante Problemstellungen
aus dem Bereich der rechnergestiitzten Simulation, welche ohne den Einsatz von Hochleis-
tungsrechnern unlosbar erscheinen oder zumindest zu unvertretbar langen Rechenzeiten
fiihren.

Aufgrund ihres hervorragenden Verhéltnisses von Preis zu erzielbarer Rechenleistung sind
insbesondere Hochleistungsrechner populédr geworden, welche sich aus einer Ansammlung
von unabhéngigen Einzelrechnern zusammensetzen, die iiber ein Verbindungsnetzwerk
miteinander verbunden sind, sogenannte Cluster. Die Nutzung von Hochleistungsrech-
nern diesen Typs zur Losung eines Simulationsproblems erfordert die Parallelisierung der
zugrunde liegenden numerischen Algorithmen und, damit verbunden, die Verteilung der
Simulationsdaten auf die voneinander unabhéngigen Speicher der Einzelrechner. Eine sorg-
faltige Analyse des von den Algorithmen erzeugten Speicherzugriffsmusters sowie der Ab-
hangigkeit der Berechnungsschritte voneinander sind essentiell, um die von dem Hochleis-
tungsrechner zu Verfiigung gestellten Ressourcen effizient nutzen bzw. die gewiinschten



1 FEinleitung

Berechnungen iiberhaupt durchfiihren zu koénnen.

Fiir das Gebiet der Elektrodynamik stellt insbesondere die im Rahmen dieser Arbeit be-
trachtete selbstkonsistente Simulation geladener Teilchen unter dem Einfluss dufierer wie
auch von den Teilchen selbst erzeugter elektromagnetischer Felder fiir viele praxisrele-
vante Systeme eine grofe Herausforderung dar. Die selbstkonsistente Simulation solcher
Problemstellungen kann mit Hilfe des Particle-In-Cell Algorithmus erfolgen. Dieser fiihrt
insbesondere fiir diejenigen Problemstellungen aus der Beschleunigerphysik, welche auf-
grund fehlender Symmetrie zu ihrer Losung einer Simulation in drei Dimensionen bediir-
fen, haufig zu einer derart groffen Menge an Daten sowie Berechnungsoperationen, dass die
Verwendung eines Hochleistungsrechners sinnvoll erscheint, wenn nicht gar unumgénglich
ist, um die Simulation {iberhaupt durchfiihren zu kénnen. Die grofse praktische Bedeutung
von Simulationen diesen Typs sowie der mit ihnen verbundene immense Rechenaufwand
bildeten die Motivation, im Rahmen dieser Arbeit verschiedene Parallelisierungsstrategien
fiir den Particle-In-Cell Algorithmus zu entwickeln, theoretisch zu untersuchen, zu imple-
mentieren und deren Performance fiir ein Simulationsproblem aus der Beschleunigertechnik
sowie auf typischen Simulationsproblemen basierten Benchmarks zu vergleichen.

1.2 Literaturtiibersicht

Das bei der Parallelisierung von Algorithmen auftretende Problem, die Rechenoperatio-
nen sowie die Daten derart den verfiigbaren Prozessoren des verwendeten Parallelrechners
zuzuordnen, dass die resultierende Laufzeit bis zum Abschluss der Berechnungen mdog-
lichst minimal wird, hat in den vergangenen Jahren grofe Aufmerksamkeit erfahren. Dies
gilt auch fiir den Bereich der numerischen Simulation elektromagnetischer Felder sowie der
selbstkonsistenten Simulation der Dynamik geladener Teilchen mit Hilfe des PIC Algorith-
mus. Der vorliegende Abschnitt stellt eine Wiirdigung der wichtigsten Parallelisierungs-
strategien fiir PIC Simulationen dar, die in den vergangenen Jahren in der Fachliteratur
vorgeschlagen wurden. Fiir eine ausfiihrlichere Ubersicht sei auf Anhang C verwiesen.
Um durch die Parallelisierung eines Algorithmus die Laufzeit effizient zu verringern, sind
im Wesentlichen zwei Grundregeln zu beachten, die einen grofen Einfluss auf den schluss-
endlich erzielten Laufzeitgewinn besitzen. Zum Einen minimiert die Zuordnung der Be-
rechnungsoperationen auf die Prozessoren im Verhiltnis der Leistungsfahigkeit derselben
die Rechenzeit (balancierte Rechenlast) und ist somit essentiell, um die Ressourcen des
Parallelrechners effizient zu nutzen. Zum Anderen fiihrt eine Zuordnung der Daten derart,
dass die zwischen den Prozessoren auszutauschende Datenmenge wihrend der Berechnun-
gen moglichst gering wird, zu einer Verringerung der Laufzeit.



1.3 Ziele der Arbeit

Basierend auf diesen zwei Grundregeln lassen sich die Parallelisierungsstrategien fiir PIC
dahingehend klassifizieren, ob sie vorrangig den Datenaustausch minimieren, oder in erster
Linie die Rechenlast balancieren. Zur ersten Kategorie gehoren Parallelisierungsstrategien,
welche die Zuordnung von Feld- und Teilchendaten zu Prozessoren aneinander koppeln.
Zur zweiten Kategorie gehoren diejenigen Strategien, die eine solche Kopplung nicht vor-
nehmen. Eine weitere Untergliederung kann dahingehend erfolgen, ob die Strategie die
Zuordnung der Daten zu den Prozessoren wihrend der Laufzeit verdndert, um auch die
zweite Grundregel zu erfiillen. Man spricht in diesem Fall auch von einer dynamischen Zu-
ordnung der Rechenlast. Abbildung 1.1 illustriert diese Klassifizierung. Parallelisierungs-
strategien, die auf einer ungekoppelten Zuordnung von Feld- und Teilchendaten basieren,
werden in [1, 2, 3, 4] vorgestellt. Fiir alle diese Strategien erfolgt die Zuordnung der Feld-
und Teilchendaten statisch, so dass deren Leistungsfihigkeit durch grofe Datenmengen,
die in jedem Zeitschritt auszutauschen sind, limitiert ist (siehe insbesondere |1, 2|).
Strategien, die auf der gekoppelten Zuordnung von Feld- und Teilchendaten basieren, lie-
fern fiir Simulationsprobleme mit homogener Teilchenverteilung im Fall statischer Last-
zuordnung bereits sehr gute Ergebnisse (siehe z.B. [5, 6, 7, 8]). Fiir den Fall lokalisierter
Teilchenverteilungen wurden Strategien vorgeschlagen, die durch eine dynamische Zuord-
nung der Feld- und Teilchendaten zu den Prozessoren versuchen, die balancierte Zuordnung
der Berechnungsoperationen bei gleichzeitig moglichst geringem Kommunikationsvolumen
zu gewéhrleisten (siehe z.B. [9, 10, 11, 12]). Diese Strategien haben sich fiir den im Rah-
men dieser Arbeit betrachteten Parallelrechnertyp als die erfolgreichsten erwiesen.
Weiterhin existieren Mischformen, welche die Zuordnung von Teilchen- und Felddaten zwar
gebietsorientiert, jedoch nicht direkt aneinander gekoppelt vornehmen (siehe z.B. [13, 14,
15, 16]).

1.3 Ziele der Arbeit

Obwohl in den vergangenen Jahren einige Parallelisierungsstrategien fiir Particle-In-Cell
Simulationen in der Literatur vorgeschlagen wurden, finden sich kaum theoretische Un-
tersuchungen oder aussagekriftige Benchmarkanalysen derselben, die jedoch beide zur
addquaten Auswahl einer geeigneten Parallelisierungsstrategie fiir eine konkrete Klasse
von Simulationsproblemen unabdingbar sind. Ein wesentliches Ziel der Arbeit ist daher,
die theoretische sowie praktische Analyse von Parallelisierungsstrategien mit Hilfe aussa-
gekraftiger Benchmarkprobleme, um die Starken und Schwéchen der verschiedenen Stra-
tegien aufzuzeigen. Die im Rahmen der Arbeit untersuchten und implementierten Paral-
lelisierungsstrategien decken die gesamte in Abbildung 1.1 gezeigte Bandbreite ab.
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Abbildung 1.1: Zur lllustration der Klassifizierung von Parallelisierungsstrategien fiir PIC
Simulationen nach der Zuordnung von Feld- und Teilchendaten auf die Prozessoren. (a) zeigt
eine schematische Ubersicht iber die verschiedenen Strategien, wihrend die unteren Abbil-
dungen fir jede Strategie eine mégliche Zuordnung von Feld- und Teilchendaten zeigen. Die
farbliche Markierung symbolisiert die Prozessorzugehdrigkeit. Bei einer Parallelisierungsstra-
tegie, welche die Zuordnung von Feld- und Teilchendaten aneinander koppelt, wie unter (b) fur
einen Gitterauschnitt gezeigt, ist die Menge der in jedem Zeitschritt auszutauschenden Daten
gering, jedoch verdndert sich im allgemeinen die Verteilung der Rechenlast auf die Prozesso-
ren 1m Verlauf der Simulation, was eine dynamische Neuzuordnung der Feld- und Teilchen-
daten erforderlich macht. Parallelisierungsstrategien, die Teilchen- und Felddaten unabhdngig
voneinander auf die Prozessoren verteilen, wie unter (d) gezeigt, fihren zu einer gleichmad-
Pig verteilten Rechenlast, jedoch auch zu einer grofien Menge an Daten, welche in jedem
Zeitschritt ausgetauscht werden missen. Gemischte Parallelisierungsstrategien, wie unter (c)
gezeigt, versuchen einen Kompromiss zwischen dem Ziel der Lastbalancierung einerseits und

der Minimierung des Datenaustausches andererseits zu finden.



1.3 Ziele der Arbeit

Die theoretische Analyse der verschiedenen Parallelisierungsstrategien trigt dabei zum
besseren Verstindnis des Laufzeitverhaltens derselben bei. So konnte durch die Analyse
zweier Parallelisierungsstrategien mit ungekoppelter Zuordnung von Feld- und Teilchen-
daten, von denen eine im Rahmen der Arbeit entwickelt wurde, und die zweite die Ab-
wandlung einer in der Literatur vorgeschlagenen Strategie darstellt, gezeigt werden, dass
Strategien, die auf diesem Prinzip basieren, an grundsétzlichen Schwierigkeiten leiden, die
eine zufriedenstellende Performance haufig verhindern.

Eine Stérke von seriellen PIC Simulationen auf strukturierten Gittern ist, dass die Daten-
strukturen sowohl einfach als auch effizient zu implementieren sind. Ein wesentliches Ziel
bei den im Rahmen der Arbeit entwickelten Parallelisierungsstrategien war die weitestge-
hende Bewahrung dieser effizienten Datenstrukturen, um den durch die Parallelisierung
erzielten Laufzeitgewinn nicht durch die Einfiihrung unnotig komplizierter Datenstruktu-
ren und deren Verwaltung zu gefihrden.

Die Parallelisierungsstrategien wurden alle fiir Parallelrechner mit Prozessoren beliebi-
ger Leistungsfihigkeit formuliert, so dass eine Implementierung auf Parallelrechnern mit
inhomogener Hardwareausstattung moglich wird.






2 Theoretische Grundlagen

Das folgende Kapitel beinhaltet eine Einfiihrung in die fiir die Arbeit relevanten Theori-
en. Abschnitt 2.1 gibt eine Ubersicht iiber die klassische Elektrodynamik unter Beriick-
sichtigung der Modellierung von Problemstellungen, welche eine grofe Anzahl bewegli-
cher Ladungstriager beinhalten. Die Gleichungen zur Modellierung derartiger Problemstel-
lungen sind fiir praxisrelevante Anordnungen nur numerisch 16sbar. Die Abschnitte 2.2
und 2.3 stellen die im Rahmen der Arbeit verwendeten numerischen Losungsmethoden
vor. Insbesondere wird der Particle-In-Cell Algorithmus erldutert, dessen Parallelisierung
den Schwerpunkt der Arbeit bildet. In Abschnitt 2.4 werden schlieflich die wichtigsten
Begriffe im Zusammenhang mit dem parallelen Rechnen erldutert. Aufterdem wird das zur
Entwicklung und theoretischen Analyse der parallelen Algorithmen verwendete Rechner-
modell vorgestellt.

2.1 Die MAXWELLsche Theorie der Elektrodynamik

Die von JAMES CLERK MAXWELL im 19. Jahrhundert entwickelte mathematische Be-
schreibung des Elektromagnetismus [17, 18] bildet die Grundlage der Modellierung einer
Fiille von Problemstellungen der Physik und der Elektrotechnik. In der heute iiblichen
Schreibweise lassen sich die MAXWELLschen Gleichungen fiir den Fall ruhender Medien in
ihrer integralen Form angeben als [19]

/E(f; 0. dg —/%;’t) LdA. (2.1)

11



2 Theoretische Grundlagen

Hierbei sind E, 5, H und B die Feldgrofen, die das elektromagnetische Feld innerhalb
eines vorgegebenen Gebietes 2 C R3 fiir ein vorgegebenes Zeitintervall [t; t.] C R beschrei-
ben. Die Integralzusammenhénge (2.1)-(2.4) miissen fiir jedes Volumen V' C 2 bzw. jede
Flache A C Q erfiillt sein. Die Argumentlisten fiir die Feldgrofsen werden im Folgenden zu
Gunsten der besseren Lesbarkeit fortgelassen.

Aus den MAXWELLschen Gleichungen folgt die Kontinuitatsgleichung

L. (o
/J-dA+/EdV—O, (2.5)
14

ov

welche die Erhaltung der elektromagnetischen Ladung innerhalb des Rechengebietes be-
schreibt.
Ein Zusammenhang zwischen den Feldgréfen E bzw. H und den Flussdichten D bzw. B
wird durch sogenannte Materialbeziehungen hergestellt. Wahrend sich im Vakuum die
Zusammenhénge

D =¢cyE sowie B = puoH. (2.6)

ergeben, konnen unter Anwesenheit von Materialien kompliziertere Zusammenhénge not-
wendig sein, um den Einfluss des Materials auf das elektromagnetische Feld hinreichend
genau zu modellieren. Im Folgenden soll sich die Betrachtung auf lineares, isotropes und
stationdres Materialverhalten beschranken, welches zur Modellierung der im Rahmen der
Arbeit betrachteten Problemstellungen angenommen werden kann. Zudem werden keine
Elektrete und Permanentmagnete betrachtet, welche auch ohne &ufseres Feld durch die
Ausrichtung von im Material vorhandenen elektrischen beziehungsweise magnetischen Di-
polen ein Feld erzeugen konnen. Unter diesen Annahmen ergibt sich der Zusammenhang
zwischen den Feldstidrken und Flussdichten zu

D =¢e(PME sowie B=pu(f)H. (2.7)

Befinden sich in einem Material frei bewegliche Ladungstréiger, so wird dies durch eine
Leitfahigkeit £ modelliert. In diesem Fall existiert bei Anwesenheit eines elektrischen Fel-
des ein Anteil von j, der proportional zu E ist und somit nicht als externer Quellterm
vorgegeben werden muss. Dieser Anteil wird als Leitungsstromdichte J; bezeichnet und es
gilt

Ji = w(i)- B (2.8)
fiir den Zusammenhang dieser Grofe mit dem elektrischen Feld.
Héufig lassen sich leitfahige Materialien, insbesondere metallische Korper, in guter Néhe-

rung als Idealleiter modellieren (k — 00). Dies ist insbesondere dann gerechtfertigt, wenn
die Materialien ohnehin schon eine hohe Leitfahigkeit besitzen und zudem im Wesentlichen

12



2.1 Die Maxwellsche Theorie der Elektrodynamik

die Wechselwirkung mit hochfrequenten elektromagnetischen Feldern betrachtet wird. In
den Problemstellungen aus der Beschleunigerphysik kann dies fiir die Strahlrohre und Ka-
vitdten meist in guter Ndherung angenommen werden. Bei den im Rahmen dieser Arbeit
durchgefiihrten Simulationen wurden sdmtliche leitfahigen Materialien daher als Ideallei-
ter modelliert.

Haufig werden Materialverteilungen in der Weise idealisiert, dass sich Permittivitit, Per-
meabilitdt und Leitfahigkeit sprunghaft dndern. An solchen idealisierten Materialgrenz-
flichen miissen die Felder folgende Stetigkeitshedingungen
erfiillen [19]

Raumteil 1
€1, M1, K1

Mg - (52 - 51) =0, Mg - (Ez - él) =0,
. . . . . _ (29
ﬁlg X (EQ_El):O, ﬁlg X (Hg—Hl):JF

. e, o . . . Material-
Hierbei ist 7712 der Normaleneinheitsvektor der Grenzflache

iibergang 12
an dem betrachteten Punkt (sieche Abb. 2.1). Die Feldwerte S
sind als Limites zu interpretieren, wenn man sich dem be- _ Raumteil 2

trachteten Punkt auf der Grenzfliche von Raumteil 1 bzw.
Raumteil 2 aus nihert. Die Groken o bzw. J; r bezeichnen ei- Abbildung 2.1: Ideali-
ne Flachenladungsdichte bzw. Flachenstromdichte, mit de- sierter Materialiibergang
nen die Grenzfliche belegt sein kann.

In Idealleitern existieren keine elektromagnetischen Felder, so dass sich die Stetigkeitsbe-
dingungen (2.9) vereinfachen zu

m -

-]l
Il
S
St
oy
I

9

) o (2.10)
0, it x H = Jp.

=,
I

7 X

Hier ist 77 der Normaleneinheitsvektor, der an dem betrachteten Punkt auf der Material-
grenzfliche von dem Idealleiter fort zeigt, wihrend die Felder wieder als Limites bei einer
Anndherung aus dem Aufenraum zu verstehen sind.

Zur Beschreibung des elektromagnetischen Feldes mit Hilfe der MAXWELLschen Gleichun-
gen ist neben den Materialbeziehungen noch die Feldverteilung im Rechengebiet zum
Anfangszeitpunkt ¢, anzugeben (Anfangsbedingung). Auferdem ist der Verlauf der Feld-
komponente des elektrischen oder magnetischen Feldes auf dem Rand des Rechengebietes
vorzugeben (Randbedingung). Im Fall eines im Unendlichen liegenden Randes wird das
Verhalten der Felder durch die SOMMERFELDschen Abstrahlungsbedingungen beschrie-
ben [20].

Fiir die im Rahmen dieser Arbeit behandelten Problemstellungen wird der interessierende
Raumteil zumindest teilweise durch einen metallischen Korper begrenzt. Bei der Annahme

13



2 Theoretische Grundlagen

einer idealen elektrischen Leitfihigkeit dieses Korpers verschwinden geméf (2.10) die zur
Materialoberfliche tangentialen elektrischen Felder, womit deren Werte fiir alle Zeitpunk-
te t € [ts;te] bekannt sind. Damit bilden Materialgrenzflichen zu Idealleitern automatisch
Réander des Rechengebietes.

Es kann gezeigt werden, dass die MAXWELLschen Gleichungen zusammen mit den Materi-
albeziehungen sowie den Anfangs- und Randbedingungen ein mathematisch wohlgestelltes
Problem zur Berechnung der Feldgrofen darstellen [20]

2.1.1 Modellierung von Vielteilchensystemen

Unter einem Vielteilchensystem soll im Rahmen der Arbeit eine grofe Anzahl geladener
Teilchen verstanden werden, die sich unter dem Einfluss elektromagnetischer Felder im
freien Raum bewegen. Dadurch, dass die geladenen Teilchen nicht nur von einem duferen
elektromagnetischen Feld beeinflusst werden, sondern selbst auch ein elektromagnetisches
Feld, das sogenannte Raumladungsfeld, erzeugen, miissen zur Modellierung eines Vielteil-
chensystems die MAXWELLschen Gleichungen, die die Dynamik des elektromagnetischen
Feldes beschreiben, mit den Bewegungsgleichungen der Teilchen gekoppelt werden. Die
Kraft auf ein punktformiges Teilchen der Ladung ¢ und der relativistischen Masse

m:=ymg mit = ——, (2.11)

1= (2)

welches sich mit dem mechanischen Impuls p in einem elektromagnetischen Feld bewegt,
ist gegeben durch die NEWTON-LORENTZ-Gleichung [19]

—

. d . B
}Wﬁigm%%+%x%). (2.12)

—

Bei den Grofsen Ep und gp handelt es sich um die Werte des elektromagnetischen Feldes
zum Zeitpunkt ¢ am Ort des Teilchens. Zusammen mit der Beziehung

.
ﬁ:mézmﬁ (2.13)

wobei 7 die Position des Teilchens beschreibt, bildet sie die Bewegungsgleichungen fiir
punktformige, geladene Teilchen in einem elektromagnetischen Feld. Alle in den Gleichun-
gen (2.12) und (2.13) vorkommenden Gréfen, mit Ausnahme der Ladung ¢, sind zeitver-
anderlich. Die Argumente wurden jedoch zugunsten der besseren Lesbarkeit fortgelassen.
Fiir ein Ensemble von P punktférmigen Teilchen ergibt sich fiir die Quellterme o und J
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2.1 Die Maxwellsche Theorie der Elektrodynamik

in den MAXWELLschen Gleichungen

P
0= a4y 6(F—F),

p=1

P
= Z%ﬁp O — FP)?
p=1

wobei §(.) die DIRACsche Distribution bezeichnet. Die Menge I' C R welche die mog-
lichen Werte der Orts- und Geschwindigkeitsvariablen enthilt, wird als Phasenraum des

(2.14)

Systems bezeichnet.

Weder fiir analytische Berechnungen noch fiir numerische Losungen von Vielteilchenpro-
blemen ist es jedoch in den meisten Féllen praktikabel, jedes reale Teilchen durch ein
Teilchen im mathematischen Modell zu représentieren, da meistens nicht die Dynamik
der einzelnen Teilchen von Interesse ist, sondern vielmehr das kollektive Verhalten einer
Teilchenverteilung. Man weicht daher auf eine statistische Beschreibung aus, die besser
geeignet ist, das interessierende kollektive Verhalten zu reprisentieren.

Fiihrt man eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

fp(Flfp,ﬁlﬁp,t)FXR—)[O,l] (215)

auf dem Phasenraum ein, so dass

/fp dr (2.16)
AT

die Wahrscheinlichkeit angibt, das System zu einem Zeitpunkt ¢ in dem Bereich A" C T’
des Phasenraumes anzutreffen, so geniigt fp der LIOUVILLE-Gleichung [21]

% = % + 88? grad; fp + Z -grad; fp=0. (2.17)
Die Funktion fp hingt von allen 6P Phasenraumkoordinaten des Systems ab und bietet
daher zunichst noch keine Vereinfachung des Problems. Oftmals ist jedoch nur von Inter-
esse, wie grofs die Wahrscheinlichkeit ist, irgendeines der P Teilchen zu einem Zeitpunkt ¢
in einem Bereich des Phasenraumes anzutreffen. Diese Wahrscheinlichkeit wird beschrie-
ben durch die Einteilchenverteilungsfunktion fi(r,p,t). Fiir den héufig auftretenden Fall
eines Vielteilchensystems, welches nur gleichartige Teilchen enthélt, erfiillt f; bei Vernach-
lassigung von Stofeffekten die VLASOV-Gleichung, welche aus der LIOUVILLE-Gleichung
abgeleitet werden kann [21]

dfy _ 0fi = P 3
Friie + E grad-fi +q | E+ - x B | - grad;f; = 0. (2.18)
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2 Theoretische Grundlagen

Die charakteristischen Kurven der Gleichung (2.18) entsprechen méglichen Teilchentrajek-
torien fiir ein Teilchenensemble mit der Verteilungsfunktion f; [22]|. Es sei noch bemerkt,
dass die zeitliche Anderung von f;, welche einer Bewegung der Teilchen entspricht, die in
der Gleichung auftretenden Feldgrofen E und B beeinflusst.

2.2 Die Methode der Finiten Integration

Aufser fiir einige Spezialfille sind die in Abschnitt 2.1 eingefithrten MAXWELLschen Glei-
chungen (2.1)-(2.4) sowie die VLASOV-Gleichung (2.18) einer analytischen Losung nicht
zuganglich. Fiir praxisrelevante Problemstellungen kann ihre Losung daher nur ndherungs-
weise unter Anwendung numerischer Lésungsmethoden erfolgen.

Die Methode der finiten Integration (engl. Finite Integration Technique, FIT) erlaubt fiir
eine Vielzahl von Problemstellungen eine solche ndherungsweise Berechnung der elektro-
magnetischen Felder |23, 24| und, in Verbindung mit dem Particle-In-Cell Algorithmus,
auch die Simulation eines Vielteilchensystems [25]. Sie basiert auf der integralen Form der
MAXWELLschen Gleichungen wie in (2.1)-(2.4) angegeben.

Jedes numerische Verfahren zur Losung einer Integral- oder Differentialgleichung erfordert
eine Darstellung der gesuchten Losung mit Hilfe endlich vieler Freiheitsgrade. Man spricht
dabei von der Diskretisierung des kontinuierlichen Problems. Verschiedene numerische Ver-
fahren unterscheiden sich darin, wie diese Darstellung konstruiert wird. Fiir die Methode
der Finiten Integration wird diese durch die sogenannten Gitter-MAXWELLgleichungen
gebildet.

2.2.1 Die Gitter-MAXWELLgleichungen

Zur Konstruktion der Gitter-MAXWELLgleichungen wird das Rechengebiet 2 in N, dis-
junkte, zusammenhdngende Teilgebiete 2y n. unterteilt. Diese Zerlegung wird als Re-
chengitter oder einfach als Gitter G bezeichnet. Die Teilgebiete werden als Gitterzellen
bezeichnet. Obwohl die Form der Gitterzellen zunéchst vollkommen beliebig ist, haben
sich strukturierte Rechengitter, welche sich fiir drei Raumdimensionen als Tensorprodukt
dreier eindimensionaler Gitter konstruieren lassen, fiir viele Anwendungen bewéhrt, da sie
zu einfachen und effizient zu implementierenden Algorithmen fiithren. Die Gitterzellen erge-
ben sich bei einer Diskretisierung in der beschriebenen Form als Quader. Abbildung 2.2(a)
zeigt ein nach diesem Prinzip erstelltes Gitter im Falle dreier Raumdimensionen. Durch
diese Einschrinkung bei der Konstruktion des Gitters ist es im Allgemeinen nicht mehr
moglich, das analytische Rechengebiet (2 exakt durch das Gitter nachzubilden. Das Gitter
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2.2 Die Methode der Finiten Integration

wird dann so groft gewéhlt, dass es den interessierenden Raumbereich vollstandig iiber-
deckt.

Durch die Konstruktion des Gitters als Tensorprodukt eindimensionaler Gitter wird es
moglich, alle Kanten, Flichen und Volumina durch ein einfaches Indizierungsschema ein-
deutig zu referenzieren. Im Fall dreier Raumdimensionen erfolgt dies durch drei Indizes.
Die Indizierung fiir Flichen A, Kanten L und Volumina V ist Abbildung 2.2(b) zu ent-
nehmen.

Die Grundidee der FIT ist das Erzwingen der Integralzusammenhénge (2.1)-(2.4) fiir die

(l,J,K) (I’J’K)
/ 7
/
./ /
(1,J,1)
Az (3,4, k)
Ay(i7jv k)
L(i, 5, k)
//(}, 1)
/ Ly(’i7j7 k) ‘.“
Az (1,5, k)
Ly 7 (523, F) ’

2 Y Lo (i, k)
|4~ (a) (b)

Abbildung 2.2: (a) illustriert ein kartesisches Gitter fiir drei Raumdimensionen, welches

sich aus dem Tensorprodukt dreier eindimensionaler Gitter ergibt. (b) zeigt den Zusammen-
hang zwischen der Indizierung der Gitterpunkte, -kanten und -flichen.

durch die Gitterzellen festgelegten Flichen und Volumina. Die Integralwerte, welche im
Falle von Linienintegralen als Gitterspannungen und im Falle von Flichenintegralen als
Gitterfliisse bezeichnet werden, bilden die Freiheitsgrade bei diesem Verfahren. Die elek-
trischen Gitterspannungen € werden definiert geméfs

e, (i, 4, k) = / E-é, dv, (2.19)
LV(ihj?k)

und sind somit den Kanten des Gitters zugeordnet, wobei v € {z,y, z} die Raumrichtung
bezeichnet. Die magnetischen Gitterfliisse b, welche den Flichen des Gitters zugeordnet
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2 Theoretische Grundlagen

sind, werden definiert als
by (i, §, k) = / B-é, dA. (2.20)
Av(i,5,k)
Damit lasst sich fiir jede Gitterfliche ein Zusammenhang zwischen dem magnetischen
Gitterfluss, welcher der Fliche zugeordnet ist, und den elektrischen Gitterspannungen,
welche den vier die Flidche berandenden Gitterkanten zugeordnet sind, aufstellen. Es folgt
beispielhaft fiir eine Gitterfliche A, (7, j, k) mit Normale in z-Richtung

d-
0y (1,5, k) = @y (i g,k +1) = (0,4, k) + (1§ + 1, k) = = ba(i 5, ). (2.21)

Die Vorzeichen in Gleichung (2.21) ergeben sich durch die in den Gleichungen (2.19)
und (2.20) eingefiihrte Orientierung der Gitterkanten und -flichen, wie in Abbildung 2.3(a)
illustriert. Eine Gleichung dieser Form ldsst sich fiir jede der Gitterflichen angeben. Wer-

’éz(i»j + 17 k)
b (3,4, k) 3 : duale Gitterzelle
,éz(iaj’ k) HI ; O /
,éy(i’jv k)

(4,4, k) primére Gitterzellen

i @ o)

Abbildung 2.3: (a) illustriert den in Gleichung (2.21) angegebenen Zusammenhang.

(b) illustriert die Konstruktion des dualen Gitters G aus dem primdren Gitter G.

den die Gitterspannungen € bzw. die Gitterfliisse b auf bestimmte Weise in Vektoren e
bzw. b angeordnet, so kénnen alle sich ergebenden Gleichungen in einer einzigen vektori-
ellen Gleichung zusammengefasst werden [26]. Es folgt

d=
Ce = ——bh. 2.22
CT T (222)
Die Matrix C wéhlt die Gitterspannungen vorzeichenrichtig aus und wird allein durch die

Topologie des Gitters bestimmt.
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2.2 Die Methode der Finiten Integration

Auf die gleiche Weise kann auch Gleichung (2.4) fiir die durch die Gitterzellen gebildeten
Volumina angegeben werden. Fiir eine Gitterzelle ¢, j, k ergibt sich

+;By(laj + 1a k) - ﬁy(imj: k)
+b. (i, j, k +1) = b.(i, j, k) = 0. (2.23)

In einer kompakten Schreibweise mit Hilfe des Vektors b und einer topologischen Ma-
trix S, welche die entsprechenden magnetischen Gitterfliisse vorzeichenrichtig miteinander
kombiniert, ergibt sich

Sb = 0. (2.24)

Zur Behandlung der Gleichungen (2.2) und (2.3) wird ein sogenanntes duales Gitter G
eingefiihrt. Zur Unterscheidung des dualen Gitters von dem bereits eingefiithrten Gitter
wird G im Folgenden als priméires Gitter bezeichnet. Die Mittelpunkte der Gitterzellen
von G bilden die Gitterpunkte des dualen Gitters G. Jede primére Gitterkante durchstofst
damit genau eine duale Gitterfliche und umgekehrt (sieche Abbildung 2.3(b)).

Es erfolgt die Einfiihrung von magnetischen Gitterspannungen h gemiif

W17, k) : /H e, dv, (2.25)
o (i)
sowie von elektrischen Gitterfliissen d und Gitterstromen 7 geméf
d, (i, . k) : /D &,dA und J,(i,j, k) = / J -, dA, (2.26)
Au(igik) Ay (igik)

wobei die Grofen Zl, und ﬁ,, die Kanten und Flachen des dualen Gitters bezeichnen.
Die Indizierung der dualen Kanten und Flichen erfolgt derart, dass eine duale Kante den
gleichen Index besitzt wie die priméare Gitterfliche, die sie durchstoft. Entsprechendes gilt
auch fiir die dualen Fléchen.

Weiterhin wird die in einer dualen Zelle befindliche elektrische Ladung

q(i, j, k) == /QdV (2.27)
Vo (i.:F)
eingefithrt. Nach dem gleichen Prinzip wie schon fiir die beiden Gleichungen (2.1) und (2.4)
konnen nun die beiden Gleichungen (2.2) und (2.3) fiir die Zellen des dualen Gitters
angegeben werden als

= d =
j +—d 2.2

Sd =q, (2.29)
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2 Theoretische Grundlagen

wobei es sich bei C und S wiederum um topologische Matrizen handelt. Die Gleichun-
gen (2.22), (2.24), (2.28) und (2.29) werden als Gitter-MAXWELLgleichungen bezeichnet.
Fiir die topologischen Matrizen gilt

SC=0 sowie SC =0, (2.30)
was als diskretes Analogon zur vektoranalytischen Beziehung
divrot =0 (2.31)

interpretiert werden kann [26]. Mit Hilfe der Beziehung (2.30) ldsst sich das diskrete Ana-
logon zur Kontinuitétsgleichung (2.5) ableiten. Als Zusammenhang zwischen den Gitter-
stromen T und der elektrischen Ladung q innerhalb der dualen Gitterzellen ergibt sich
Si+Yq-0. (2.32)
dt
Die Gitter-MAXWELLgleichungen beinhalten noch keine Ndherungen, da sie lediglich ei-
ne Spezialisierung der MAXWELLschen Gleichungen, welche fiir beliebige Volumina und
Flachen gelten, fiir die vom Gitter festgelegten Flichen und Volumina beinhalten. Nichts-
destotrotz geht bei diesem Schritt bereits Information verloren, da lediglich Integrale iiber
die gesuchten Feldgrofsen betrachtet werden, aus denen die tatsiachliche Feldverteilung nur
noch approximativ berechnet werden kann. Ein solcher Informationsverlust ist jedoch bei
einer Représentation der Feldverteilung mittels endlich vieler Freiheitsgrade unvermeidbar.

2.2.2 Materialbeziehungen

Der Zusammenhang der beiden Gleichungspaare (2.22), (2.24) und (2.28), (2.29) wird, wie
bereits im analytischen Fall, durch Materialbeziechungen hergestellt. Im einfachsten Fall
wird innerhalb jeder primiren Gitterzelle eine homogene Materialverteilung angenom-
men [26]. Damit konnen beliebige Materialverteilungen nur noch approximiert werden.
Eine solche Materialapproximation fiihrt zu sprunghaften Anderungen der Materialeigen-
schaften an den Grenzflichen zwischen priméren Gitterzellen. Jedoch ist aus Abschnitt 2.1
bekannt, dass das elektrische Feld tangential sowie die magnetische Flussdichte normal zu
Materialgrenzflachen einen stetigen Verlauf besitzt. Dies ermdglicht die eindeutige Defi-
nition der Gréfen @ und b in Gleichung (2.19) bzw. (2.20), obwohl die Integration ge-
nau entlang der Materialgrenzflachen erfolgt. Der Zusammenhang zwischen den Vektoren
der Gitterspannungen und der Gitterflissse wird durch sogenannte Materialmatrizen aus-
gedriickt. In Analogie zu den analytischen Zusammenhingen aus Gleichung (2.7) wird
definiert

d=M.e und h=M, b (2.33)
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2.2 Die Methode der Finiten Integration

Eine ndherungsfreie Berechnung dieser Zusammenhénge erfordert die Kenntnis des Feld-
verlaufes auf den Gitterflichen und entlang der Gitterlinien. Da dieser nicht bekannt ist,
muss er approximiert werden. Die einfachste Md&glichkeit, welche auch im Rahmen der
vorliegenden Arbeit zum Einsatz kommt, ist die Annahme eines konstanten Feldverlaufes
entlang der Kanten bzw. Flichen. Die Gleichungen (2.33) lassen sich dann komponenten-

weise angeben zu

~ .. E(i,5, k)AL (4,4, k) _ . .
d,(i,5,k) = ( jL (>Z j(k)j )e,,(z,j, k) +O(L,°) (2.34)
_ F(L]u k)AV(7'7]7 k)”

bzw. ﬁl,(i,j, k)= h, (i, j, k) + O(L,°), (2.35)

Ll/ (i7 j7 k)
wobei es sich bei £ und ~! um fliichen- bzw. kantengemittelte Grofen handelt [26]. Der in
den Gleichungen (2.34) und (2.35) eingefiihrte Fehler wird als lokaler Diskretisierungsfehler
der Methode bezeichnet. Der Fehlerterm ist im besten Falle eines dquidistanten Gitters
und einer homogenen Materialverteilung von zweiter Ordnung (¢ = 2).

2.2.3 Zeitintegration

Bei den Gitter-MAXWELLgleichungen handelt es sich um semidiskrete Gleichungen, da
die Gitterspannungen und Gitterfliisse noch immer von der Zeitvariable ¢ abhéngen. Die
numerische Berechnung des Zeitverlaufes der Gitterfliisse und -spannungen erfordert die
Diskretisierung der Gitter-MAXWELLgleichungen auch in der Zeitvariable ¢.

Da die numerische Losung eines elektromagnetischen Feldproblems héufig die Zeitintegra-
tion der Feldfreiheitsgrade iiber viele Zeitschritte erfordert, ist zu diesem Zweck ein effizi-
enter Algorithmus notwendig. Ein effizientes, explizites Zeitintegrationsschema ist durch
den sogenannten Leap-Frog Algorithmus gegeben [26]. Die Approximation des Zeitablei-
tungsoperators geschieht mit Hilfe eines zentralen Differenzenquotienten. Der dabei einge-
fithrte Fehler ist von zweiter Ordnung im Zeitschritt A¢. Um die Verwendung des zentra-
len Differenzenquotienten zu gewéhrleisten, sind die elektrischen und magnetischen Git-
terspannungen auf der Zeitachse um einen halben Zeitschritt gegeneinander verschoben.
Wihrend die magnetischen Feldgrofsen zu den Zeitpunkten t,,t, + At t, + 2A¢, ..., MAt
berechnet werden, werden die elektrischen Feldgrofen zu den Zeitpunkten ¢, + %At, te +
%At, e (M + %) At berechnet. Die um den Zeitschritt At numerisch integrierten Feld-
werte lassen sich geméfs

R = h" - AM, 1 Ce(mtE) + O(AR), (2.36)

o) = () At (€6 - 7)1 o(ar) (2:3)
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bestimmen [26], wobei der hochgestellte Index den Zeitpunkt bezeichnet, fiir den die be-
rechneten Feldwerte gelten. Das Verfahren ist bedingt stabil fiir Werte von At < Atjax.
Die obere Grenze fiir den Zeitschritt At,., hingt von der Grofe der Gitterzellen sowie der
Materialverteilung ab |26]. Hinreichend fiir die Stabilitdt der Zeitintegration ist die Wahl
des Zeitschrittes At geméfs

At < min 25(%37 )u(z,J2, ) 2
2,7, 1 1 1
<Lw<ivﬂ‘vk>) +<Ly(m;k)) +(m>

Gleichung (2.38) wird als COURANT-FRIEDRICHS-LEVY Bedingung bezeichnet.
In Analogie zum analytischen Fall, beschreiben die Gleichungen (2.22) und (2.28) die zeit-

(2.38)

liche Dynamik der Gitterspannungen, wihrend die Gleichungen (2.24) und (2.29) automa-
tisch zu jedem Zeitpunkt erfiillt sind, wenn sie zum Anfangszeitpunkt gelten und, im Fall
von Gleichung (2.29), die Quellterme q und T der diskreten Kontinuitétsgleichung (2.32)
geniigen.

Wie im analytischen Fall sind neben den Anfangsbedingungen auch Randbedingungen fiir
die Gitterspannungen zu stellen. Im Rahmen dieser Arbeit wurde lediglich die elektri-
sche Randbedingung verwendet, welche die elektrischen Gitterspannungen tangential zum
Rand des Rechengebietes zu Null setzt, was einer Berandung mit elektrisch ideal leitendem
Material entspricht.

2.3 Der Particle-In-Cell (PIC) Algorithmus

Die Simulation eines Vielteilchensystems, wie in Abschnitt 2.1.1 mittels der VLASOV-
Gleichung modelliert, erfordert die Darstellung der Verteilungsfunktion f; mittels endlich
vieler Freiheitsgrade. Im allgemeinen Fall hingt f; von drei Raum- und drei Impulskoor-
dinaten sowie der Zeitkoordinate ab. Eine Diskretisierung dieses sechsdimensionalen Pha-
senraumes verbietet sich fiir die meisten Problemstellungen, da sie zu einem derart grofen
Datenvolumen und zu einer so grofen Anzahl an Berechnungsoperationen fithren wiirde,
dass die Simulationen entweder eine unvertretbar lange Laufzeit benotigen wiirden, oder
aber wegen zu geringer Speicherressourcen der verfiigharen Rechner erst gar nicht durch-
fiihrbar wiren.

Mit Hilfe des PIC Algorithmus konnen interessierende Charakteristiken der VLASOV-
Gleichung approximativ berechnet werden, was mit deutlich geringerem Rechenaufwand
moglich ist, als eine Zeitintegration von f; im gesamten Phasenraum durchzufiihren [27].
Wie in Abschnitt 2.1.1 erwéhnt, lassen sich die Charakteristiken der VLASOV-Gleichung
als mogliche Trajektorien geladener Teilchen interpretieren, die sich unter dem Einfluss
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eines elektromagnetischen Feldes bewegen, und besitzen daher eine direkte physikalische
Interpretation [22]. Die Berechnung der Charakteristiken ist #quivalent zur numerischen
Integration der Bewegungsgleichungen (2.12) und (2.13). Diese kann mit Hilfe eines von
BORIS vorgeschlagenen Algorithmus erfolgen |28]. Die Diskretisierung der Zeitableitungen
geschieht dabei mit zentralen Differenzenquotienten. Die Zeitintegration von (2.12) erfolgt
in drei Schritten geméf dem folgenden Schema

At -
= p*(m_%) + TQE;()m) (1. Beschleunigung) (2.39)
A N RS e
N 211y ") X BI() ) (Drehung) (2.40)
At
ﬁ(“’“r%) =pt 4+ 7qEr(>m)' (2. Beschleunigung) (2.41)

wobei (™) definiert wird gemaf

S 2 S|\ 2
A =14 (M) =1+ (M) _ (2.42)

mopcC mocC

Die hochgestellten Indizes geben wieder die Zeitpunkte an, zu denen die Grofen auf der
Zeitachse allokiert sind. Die Groken p* und p~ sind Hilfsgrofen. Die Zeitintegration
von (2.13) wird geméf
(m+3)
pomtl) = pm)  Ap. P T (2.43)
mw(mﬁ)

durchgefiihrt.
Es fallt auf, dass die Feldwerte des elektromagnetischen Feldes zum Zeitpunkt mAt¢ am
Integrationspunkt 7, benotigt werden. Da bei einer néherungsweisen Feldberechnung mit-
tels FIT (siehe Abschnitt 2.2) Gitterspannungen und Gitterfliisse lediglich an bestimmten,
durch das Gitter festgelegten Stellen bekannt sind, miissen die Feldwerte an den Integra-
tionspunkten durch eine Interpolation aus diesen Grofsen berechnet werden. Im Rahmen
dieser Arbeit wurde dafiir eine trilineare Interpolation verwendet [29]. Im Falle dreier
Raumdimensionen werden die Feldwerte somit aus den acht zum Integrationspunkt am
nichsten gelegenen Feldwerte berechnet. Um das elektrische Feld zu den Zeitpunkten mAt
zu berechnen, wird die Zeitintegration geméf (2.37) in zwei Schritten mit dem jeweils hal-
ben Zeitschritt vorgenommen |[25].
Eine Anderung der Verteilungsfunktion f; wirkt sich auf das elektromagnetische Feld aus.
Um diesen Einfluss approximativ berechnen zu kénnen, miissen die Strome T bestimmt
werden, welche sich durch die Anderung von f;, d.h. durch die Bewegung der Ladungs-
trager, ergeben. Die Approximation dieser Strome geschieht mit Hilfe der berechneten
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Charakteristiken. Beim in dieser Arbeit verwendeten Cloud-In-Cell Schema [30] werden
die berechneten Charakteristiken als Trajektorien von sogenannten Makroteilchen inter-
pretiert. Dabei handelt es sich um Ladungsverteilungen endlicher Ausdehnung, welche ein
ganzes Ensemble realer Teilchen modellieren. Aus der Bewegung der Makroteilchen in dem
betrachteten Zeitschritt konnen die Strome T berechnet werden. Dies kann so erfolgen, dass
die diskrete Kontinuitétsgleichung erfiillt wird, und somit auch das diskrete (GAUSSsche
Gesetz fiir alle Zeitschritte erfiillt bleibt. In der Arbeit wurde dazu das von BUNEMAN
vorgeschlagene Verfahren implementiert [31]. Die Beschaffenheit der Makroteilchen wurde
so gewahlt, dass wiahrend eines Zeitschrittes nur die Strome beeinflusst werden konnen,
die der Gitterzelle zugeordnet sind, innerhalb derer sich das Teilchen zu Beginn des Zeit-
schrittes befand, sowie die Strome der Gitterzellen, die von dieser Zelle héchstens iiber
eine weitere Zelle verbunden sind.

Abbildung 2.4 zeigt das Ablaufdiagramm fiir den PIC Algorithmus, wie er im Rahmen
dieses Abschnittes beschrieben wurde.

Integration der

Trajektorien

Integration der
Felder €, h

|

Endzeit te
erreicht?

Abbildung 2.4: Das Ablaufdiagramm des PIC Algorithmus.
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2.4 Paralleles Rechnen

Unter dem Begriff ,paralleles Rechnen® versteht man die Zerlegung eines mathematischen
Problems in Teilprobleme und deren simultane Losung mit Hilfe einer gewissen Anzahl
von Verarbeitungseinheiten (Prozessoren). Wird ein Algorithmus dahingehend modifiziert,
dass die Abarbeitung seiner Teilschritte simultan durch verschiedene Prozessoren erfolgen
kann, so spricht man von der Parallelisierung des Algorithmus.

Viele praxisrelevante mathematische Problemstellungen aus den unterschiedlichsten Be-
reichen von Wissenschaft, Technik und Wirtschaft erfordern eine derart grofe Zahl an
Rechenoperationen zu ihrer Lésung, dass die Rechenzeit, welche ein einziger Prozessor zur
Losung des Problems bendétigen wiirde, unvertretbar grofs wire. Davon sind insbesondere
zeitkritische Berechnungen betroffen, deren Ergebnisse innerhalb eines bestimmten Zeit-
raumes vorliegen miissen, um von Nutzen zu sein. Jedoch sind auch fiir Probleme, deren
Losung nicht grundsétzlich zeitkritisch ist, sehr lange Rechenzeiten unerwiinscht.

Die Simulation von Vielteilchensystemen mit Hilfe des in den vorangegangenen Abschnit-
ten beschriebenen PIC Algorithmus ist ein Beispiel fiir ein solches Problem. Die Simu-
lation der Teilchendynamik fiir die in Kapitel 4 betrachtete Beschleunigerstruktur fiihrte
beispielsweise fiir die dort simulierte Strecke von zwei Metern Lénge zu einem Modell mit
mehr als einer halben Milliarde Gitterzellen und mehr als einer viertel Million Teilchen.
Fiir die benétigten ca. 100.000 Zeitschritte, um die gewiinschte Zeitspanne zu simulieren,
benétigte der verwendete Parallelrechner, welcher mit 90 Prozessoren ausgestattet war,
eine Laufzeit von etwa sechs Tagen, wihrend ein Einzelprozessor entsprechender Leis-
tungsfihigkeit fiir dieselbe Berechnung eine Laufzeit von deutlich mehr als einem Jahr
benotigt hitte.

Der Steigerung der Verarbeitungsgeschwindigkeit einzelner Prozessoren, wie sie in den ver-
gangenen Jahrzehnten erfolgte, sind prinzipielle physikalische Grenzen gesetzt. Die Paral-
lelverarbeitung mittels mehrerer Prozessoren ist gegenwartig die einzige Moglichkeit eine
gegeniiber dem Einzelprozessor deutlich héhere Rechenleistung zu erzielen und somit die
Rechenzeit zur Losung eines Problems zu reduzieren [32].

Das Prinzip der Parallelverarbeitung findet Anwendung in vielen unterschiedlichen Berei-
chen von Wissenschaft, Technik und Wirtschaft, in denen aufwindige Rechnungen durch-
gefithrt werden miissen. Die Architektur der dabei verwendeten Rechenanlagen und die
eingesetzten Programmiermodelle sind ebenso vielfiltig.

2.4.1 Architektur von Parallelrechnern

Zur Klassifikation von Rechenanlagen beziiglich ihrer Fahigkeit zur Parallelverarbeitung
findet das Schema von FLYNN [33], obwohl recht grob, breite Anwendung. Die Klas-
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sifikation der Maschinen erfolgt in diesem Schema iiber die Anzahl der Befehlsstrome
und Datenstrome, welche gleichzeitig verarbeitet werden konnen. Es wird unterschie-
den zwischen Single Instruction Stream, Single Data Stream (SISD) Maschinen, wel-
che nicht zur Parallelverarbeitung in der Lage sind, sowie Single Instruction Stream,
Multiple Data Stream (SIMD) Maschinen und Multiple Instruction Stream, Multiple
Data Stream (MIMD) Maschinen, welche eine Parallelverarbeitung leisten kénnen. Zur
Klasse der SIMD Maschinen gehdren sogenannte Vektorrechner, deren Prozessor fiir die
Verarbeitung von Operationen der linearen Algebra optimiert sind. Diese Rechner haben
mittlerweile gegeniiber den viel flexibleren MIMD Rechnern ihre Bedeutung fast vollig
verloren. Zur Klasse der MIMD Maschinen gehdren alle Rechner, die in der Lage sind,
mehrere verschiedene Instruktionen gleichzeitig auf voneinander verschiedenen Datenele-
menten auszufiihren.

Eine weitere Klassifikation der MIMD Maschinen erfolgt basierend auf der Kopplung der
Prozessoren untereinander, sowie der Anbindung des Hauptspeichers (Random Access
Memory, RAM) und des Cache Speichers, wie in Abbildung 2.5 verdeutlicht.

Die engste Kopplung besitzen Systeme, bei denen sich die Prozessoren auf dem gleichen
Chip befinden. Die Prozessoren benutzen hiufig einen gemeinsamen Level 2-Cache Spei-
cher, sowie einen gemeinsamen Hauptspeicher. Man spricht hier auch von Mehrkern (Mul-

Chip-Multiprozessor Multiprozessor Multicomputer

(CPU| [CPU| |01|>U| |CI|>U| CPU CPU
[Cache| | |[Cache|

RAM RAM RAM RAM
enge Kopplung lose Kopplu;g

Abbildung 2.5: Klassifikation von MIMD Rechnern nach dem Kopplungsgrad von Prozes-
soren (Central Processing Unit, CPU) und Hauptspeicher (nach [32]).

ticore) Prozessoren (engl. Central Processing Unit, CPU).

Bei Multiprozessorrechnern oder einfach Multiprozessoren ist die Kopplung etwas locke-
rer. Die einzelnen CPUs befinden sich nicht auf dem gleichen Chip, hiufig jedoch auf der
gleichen Platine, und besitzen unabhéngige Cache Speicher. Auf den Hauptspeicher wird
mittels eines gemeinsamen Adressraumes zugegriffen. Die Bereitstellung des gemeinsamen

Adressraumes und alle Operationen zur Verwaltung des gemeinsamen Speichers sind, wie
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beim Chip-Multiprozessor, hardwareseitig implementiert und somit fiir den Programment-
wickler vollkommen unsichtbar.

Die Vorteile dieser Architekturen sind die geringe Latenzzeit beim Zugriff auf den Speicher
einerseits und die fiir den Programmentwickler vollstdndig unsichtbare Speicherorganisa-
tion andererseits, welche die Softwareentwicklung erheblich vereinfacht. Jedoch ist die An-
zahl der Prozessoren, aus denen ein Multiprozessor aufgebaut werden kann, begrenzt. Die
effiziente Abwicklung und Organisation der Speicherzugriffe auf den gemeinsam genutzten
Speicher wird mit wachsender Anzahl von Prozessoren sehr kompliziert und teuer, so dass
Multiprozessorsysteme iiblicherweise mit deutlich weniger als 100 Prozessoren ausgestattet
sind [32].

Bei Parallelrechnern, die zur Klasse der Multicomputer gehoren, ist jedem der Prozessoren
ein eigener Hauptspeicher zugeordnet. Es existiert somit kein hardwareseitig organisierter,
gemeinsamer Adressraum. Der Zugriff auf Daten, die in einem nicht lokalen Speichermo-
dul gehalten werden, muss softwareseitig organisiert werden. Die Klasse der Multicompu-
ter umfasst sowohl die sogenannten Massiv Parallelen Prozessoren (MPP), bei denen die
CPUs iiber ein spezialisiertes Hochgeschwindigkeitsnetzwerk gekoppelt sind, wie auch die
Rechnercluster oder einfach Cluster. Die Spanne der Rechnercluster reicht dabei von spe-
zialisierten, von der Hard- und Softwarekonfiguration meist homogenen Rechnerclustern,
welche durch hochoptimierte Einzelrechner und schnelle Verbindungsnetzwerke eine hohe
Leistungstahigkeit besitzen, bis hin zu oftmals heterogenen Systemen, welche aus unter-
schiedlichen Standardkomponenten des Massenmarktes zusammengestellt sind, bezeichnet
als Beowulf Cluster. Ein Multicomputer, welcher sich aus hardware- wie softwareméafig oft-
mals heterogenen und geografisch weit voneinander entfernten Rechnern zusammensetzt,
wird als Grid bezeichnet. Oft handelt es sich bei den vernetzten Rechnern selber bereits
um Parallelrechner, die sich in unterschiedlichen Rechenzentren befinden [34]. Bei einem
Grid handelt es sich um die loseste Kopplung von Prozessoren gemif dem Diagramm in
Abbildung 2.5.

Der Preisverfall bei Rechner- und Netzwerkkomponenten bei gleichzeitiger Leistungsstei-
gerung hat Rechnercluster als Architektur fiir das parallele Rechnen in den vergangenen
Jahren stark an Bedeutung gewinnen lassen, da mit einem Cluster ein nahezu unschlagba-
res Verhéltnis von Hardwarekosten zu Rechenleistung erreicht werden kann. Ein weiterer
Vorteil dieser Systeme ist ihre fast unbegrenzte Erweiterbarkeit. Mittlerweile existieren
Cluster, welche aus deutlich mehr als 100.000 Prozessoren bestehen [35].

Der Erfolg der Cluster als Infrastruktur fiir das parallele Rechnen lasst sich an der TOP 500
Liste der leistungsfihigsten Parallelrechner ablesen [36]. Mehr als 70% der 500 leistungsfi-
higsten Rechner der Welt sind zum Zeitpunkt des Entstehens dieser Arbeit Rechnerclus-
ter, wihrend ein Anteil von etwa 10-20% als MPP Systeme bezeichnet werden konnen,
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wobei die Bedeutung der Rechnercluster immer noch kontinuierlich zunimmt (siehe Ab-
bildung 2.6).

Der grofste Nachteil von Multicomputersystemen ergibt sich aus der verteilten Natur des
Systems. Abhéngig vom Speicherzugriffsmuster der verwendeten Algorithmen ist es bei
parallelen Rechnungen in der Regel unvermeidlich, dass ein Prozessor auf Daten zugreifen
muss, die nicht in seinem lokalen Hauptspeicher gehalten werden. Diese Daten miissen
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Abbildung 2.6: Anteil der verschiedenen Parallelrechnerarchitekturen an den 500 leistungs-
fahigsten Parallelrechnern der Welt [36] .

iiber das Verbindungsnetzwerk aus einem entfernten Speicherblock geholt werden. Die da-
fiir benotigte Zeit ist sehr viel grofer als fiir einen Zugriff auf den lokalen Speicher. Die
tatsichlich benotigte Zeit fiir einen entfernten Speicherzugriff hangt dabei von der verwen-
deten Netzwerktechnologie sowie der Netzwerktopologie ab. Dies macht sich umso stéarker
bemerkbar, je langsamer das Verbindungsnetzwerk ist und je mehr Datenaustausch ein
paralleler Algorithmus erfordert.

Ein weiterer Nachteil ergibt sich daraus, dass Multicomputer keine Hardwareunterstiitzung
fiir den Zugriff auf den verteilten Hauptspeicher anbieten, d.h. es existiert kein gemein-
samer Adressraum. Somit muss die Verteilung der Daten auf die Speichermodule sowie
die Zugriffe auf nichtlokale Speichermodule softwareseitig organisiert werden, was dazu
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fiihrt, dass sich die Programmentwicklung fiir einen Multicomputer im Allgemeinen sehr
viel komplizierter gestaltet als fiir einen Multiprozessor. Es existieren zwar einige Ansétze,
diese Datenverteilung automatisiert durch einen Compiler vornehmen zu lassen und somit
dem Programmentwickler einen einfachen Zugriff auf den Speicher zu bieten, jedoch konn-
ten die mit derartigen Ansétzen erzielten Performanceergebnisse bislang nicht {iberzeugen,
so dass bei dem Grofteil der parallelen Programme fiir Multicomputer der Programment-
wickler die Zuordnung der Daten und Berechnungsoperationen auf die Prozessoren manuell
vornehmen muss, um eine zufriedenstellende Performance zu erreichen [37].

Die Grenzen zwischen den einzelnen Architekturen sind fliefend. So gewinnen beispiels-
weise hybride Systeme an Bedeutung, bei denen es sich um Multicomputer handelt, die
aus Multiprozessoren statt aus Einzelprozessoren zusammengesetzt sind, welche wiederum
aus mehreren Kernen bestehen kénnen.

Die im Rahmen der vorliegenden Arbeit vorgestellten Algorithmen sind, wenngleich prin-
zipiell unabhéngig von der Architektur des Parallelrechners, auf dem sie schlieflich im-
plementiert und ausgefiihrt werden, speziell fiir Multicomputer entwickelt worden, und
beriicksichtigen deshalb schwerpunktméfig die Probleme, auf welche man bei Verwendung
von Parallelrechnern dieser Architektur stoft.

2.4.2 Programmiermodelle fiir Parallelrechner

Ein Programmiermodell beschreibt ein Rechnersystem aus der Sicht einer Programmier-
sprache oder einer Programmierumgebung, definiert also die Sicht des Programmentwick-
lers auf einen Rechner [38|. Ein Programmiermodell spezifiziert somit die Basisfunktiona-
litdten, auf die bei der Implementierung zuriickgegriffen werden kann. Aus diesem Grund
muss bereits bei der Entwicklung eines Algorithmus das Programmiermodell beriicksich-
tigt werden, welches spéter bei der Implementierung genutzt werden soll.

Wie bereits in Abschnitt 2.4.1 erwdhnt, gehoren die meisten zur Parallelverarbeitung fé-
higen Rechner zur MIMD Klasse, d.h. es ist grundsitzlich moglich fiir jeden Prozessor
einen eigenen Befehlsstrom, der auf eigenen Daten arbeitet, zu spezifizieren. Bei der Im-
plementierung eines Algorithmus auf einem MIMD Parallelrechner muss somit festgelegt
werden, welcher Prozessor welche Verarbeitungsschritte ausfiihren soll. Weiterhin kénnen
Abhéngigkeiten zwischen den Verarbeitungsschritten existieren, welche eine Abarbeitung
in einer bestimmten Reihenfolge erzwingen. Somit miissen Synchronisationsmechanismen
vorhanden sein. Schliefslich muss festgelegt werden, wie ein Prozessor auf Daten im Haupt-

speicher zugreifen kann.
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2.4.2.1 Das SPMD Programmiermodell

Um die Komplexitét, welche durch die unterschiedlichen Befehlsstrome eingefiihrt wird, zu
reduzieren und der Tatsache Rechnung zu tragen, dass ein paralleler Algorithmus oftmals
gleiche Operationen auf jeweils unterschiedlichen Daten fiir die verfiigharen Prozessoren
vorsieht, wobei lediglich an gewissen Stellen eine Unterscheidung notwendig ist, basieren
heute praktisch alle Programmiermodelle auf dem von DAREMA et. al. |39] vorgeschlage-
nen Single-Program-Multiple-Data (SPMD) Modell. In diesem Modell fithren alle an der
Rechnung beteiligten Prozessoren zunéchst den gleichen Befehlsstrom aus, wobei innerhalb
des Befehlsstroms Kontrollstrukturen enthalten sind, die dazu fiihren, dass die einzelnen
Prozessoren unterschiedliche Anweisungen ausfiihren bzw. die Rechenoperationen auf un-

terschiedlichen Daten ausgefiihrt werden, so weit dies benétigt wird.

2.4.2.2 Implizit und explizit parallele Programmiermodelle

Inwieweit die Organisation der Verteilung der Daten auf die Speichermodule, der Speicher-
zugriffe und der Synchronisation vom Programmentwickler vorgenommen werden muss, ist
stark unterschiedlich. Es existieren sowohl implizit parallele Programmiermodelle, bei de-
nen dies vollstdndig vom Compiler iibernommen wird und fiir den Programmentwickler
unsichtbar bleibt, wie auch explizit parallele Programmiermodelle, bei denen dies vollstén-
dig vom Programmentwickler geleistet werden muss. Daneben finden auch Mischformen,
bei denen lediglich ein oder mehrere Teilaspekte der Parallelverarbeitung von dem Pro-
grammentwickler organisiert werden muss, Anwendung.

Wihrend implizite Programmiermodelle eine Programmentwicklung erlauben, welche jener
fiir einen seriellen Rechner sehr dhnlich ist, sind sie durch den sehr begrenzten Einfluss, den
der Programmentwickler auf die Erstellung der parallelen Programmteile ausiiben kann,
recht unflexibel und fiir Algorithmen mit komplizierten Speicherzugriffsmustern verbunden
mit einem Parallelrechner mit komplizierter Architektur kaum geeignet, da sie in solchen
Fillen zu einem ineffizienten Programm fiihren. In der Welt der Multicomputer haben
sich daher von Anfang an explizit parallele Programmiermodelle etabliert, wahrend fiir
Multiprozessoren eher implizite Programmiermodelle Anwendung finden. Fiir Multicom-
puter ist insbesondere die Verteilung der Daten auf den Hauptspeicher, bedingt durch die
stark unterschiedliche Zugriffszeit auf lokale und nichtlokale Speicherbereiche, entschei-
dend fiir eine zufriedenstellende Performance. Diese wird daher in der Regel explizit vom
Programmentwickler vorgenommen, basierend auf den Speicherzugriffsmustern, welche der
Algorithmus erzeugt.

Da die im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen schwerpunktméfig fiir Multi-
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computersysteme entwickelt wurden, wurde bei deren Formulierung ein explizit paralleles
Programmiermodell verwendet. Die Verteilung der Daten auf den Hauptspeicher und die
Organisation des benotigten Datenaustausches werden somit explizit angegeben und deren
Optimierung fiir PIC Algorithmen bilden einen Schwerpunkt der Arbeit.

2.4.2.3 Gemeinsamer und verteilter Speicher

Eine weitere Klassifikation von Programmiermodellen fiir Parallelrechner bezieht sich auf
die Art, wie aus Sicht des Programmentwicklers auf den Hauptspeicher zugegriffen werden
kann. Man unterscheidet zwischen Modellen, die einen gemeinsamen globalen Adressraum
spezifizieren, und nachrichtenorientierten Programmiermodellen.

Im Falle eines Programmiermodells mit gemeinsamem Speicher erfolgt die physikalische
Verteilung der Daten auf den Speicher des Parallelrechners vollkommen unsichtbar fiir den
Programmentwickler. Auf der Ebene der Programmentwicklung besteht die Illusion eines
einzigen grofen, homogenen Speichermoduls, auf das alle Instruktionsstrome gleicherma-
fsen zugreifen konnen. Da jedoch mehrere Instruktionsstrome auf dem gleichen Speicher-
modul arbeiten, muss die Konsistenz der Daten im Speicher vom Programmentwickler
sichergestellt werden. Dazu besteht die Moglichkeit einer bedingten oder unbedingten Syn-
chronisation, wodurch eine bestimmte Reihenfolge, in der Operationen auf dem gemein-
samen Speicher ausgefiithrt werden, erzwungen werden kann. Das Fehlen einer derartigen
Reihenfolge fiihrt in der Regel zu einem undefinierten Verhalten des Programms. Aufser
Synchronisationsoperationen gibt es keine Interaktion zwischen den Instruktionsstrémen,
die vom Programmentwickler organisiert werden muss. Fiir das Modell mit gemeinsa-
mem Adressraum hat sich das 1998 standardisierte und seither kontinuierlich erweiterte
OpenMP [40] als Schnittstelle durchgesetzt.

Im Fall des nachrichtenorientierten Programmiermodells ist jedem der Instruktionsstro-
me ein privater Speicherbereich zugeordnet. Die Verteilung der Daten auf die privaten
Speicherbereiche muss vom Programmentwickler vorgenommen werden. Einem Instrukti-
onsstrom ist ein Zugriff auf die Daten aufserhalb seines eigenen Speichers nicht moglich.
Werden Daten aus einem anderen Speicherbereich benotigt, so miissen diese explizit durch
eine sogenannte Nachricht verschickt werden. Ein nichtlokaler Speicherzugriff erfordert al-
so die Interaktion zweier Instruktionsstrome, welche vom Programmentwickler organisiert
werden muss. Neben den sogenannten blockierenden Sende- und Empfangsoperationen, die
einen Instruktionsstrom so lange anhalten, bis die Ubertragung der Nachricht vollstindig
abgeschlossen ist, existieren auch nicht blockierende Operationen, die dem aufrufenden In-
struktionsstrom erlauben, mit der Ausfiihrung anderer Befehle, welche der angeforderten
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Daten nicht bediirfen, fortzufahren, wihrend auf das Eintreffen der Nachricht gewartet
wird. Der Abschluss der nicht blockierenden Kommunikationsoperation kann dann zu ei-
nem spéateren Zeitpunkt erfolgen. Somit enthilt jede Kommunikationsoperation implizit
eine Synchronisation der beteiligten Prozesse. Nicht blockierende Kommunikationsopera-
tionen erlauben lediglich, den Zeitpunkt fiir die Synchronisation zu verschieben und die
Wartezeit bis zum Eintreffen der Nachricht mit niitzlichen Berechnungen zu fiillen. Somit
definieren beim nachrichtenorientierten Programmiermodell die Kommunikationsoperatio-
nen verbunden mit ihrer inhdrenten Synchronisation die Reihenfolge, mit der Operationen
auf dem verteilten Speicher ausgefiihrt werden.

Das auch im Rahmen dieser Arbeit verwendete Message Passing Interface (MPI) spe-
zifiziert eine Schnittstelle, welche die Operationen des nachrichtenorientierten Program-
miermodells zur Verfiigung stellt. MPI wurde 1994 standardisiert [41] und 1997 erwei-
tert |42]. Freie sowie kommerzielle Implementierungen existieren mittlerweile fiir zahlrei-
che Programmiersprachen und die unterschiedlichsten Parallelrechner sowie alle gangi-
gen Betriebssysteme. Heute ist MPI mit weitem Abstand die am h#ufigsten verwendete
Schnittstelle fiir parallele Programme, welche auf dem nachrichtenorientierten Program-
miermodell basieren. Aufser Funktionen fiir den Punkt-zu-Punkt Datenaustausch zwischen
genau zwei Prozessoren stellt der MPI Standard auch Funktionen fiir globale Kommunika-
tionsoperationen zur Verfiigung, an denen mehr als zwei Prozessoren beteiligt sein konnen.
Der Datenaustausch erfolgt dann mittels optimierter Kommunikationsmuster.

Da, wie in Abschnitt 2.4.1 erwdhnt, auch zunehmend hybride Systeme zum Einsatz kom-
men, welche fiir einen Teil der Prozessoren die Multiprozessorarchitektur umsetzen, diese
Multiprozessoren aber als Bausteine zum Aufbau von Multicomputern nutzen, werden
auch zunehmend Algorithmen entwickelt, welche beide Modelle beinhalten und deren Im-
plementierung MPI ebenso wie OpenMP benutzt.

Obwohl Implementierungen beider Modelle sowohl fiir Multiprozessoren wie fiir Multi-
computer existieren, hat sich fiir die Programmierung von Multicomputern weitgehend
der nachrichtenorientierte Ansatz durchgesetzt, der dem Programmentwickler die nétige
Flexibilitat bietet, um die Datenverteilung und den Speicherzugriff optimal organisieren
zu konnen, wihrend sich fiir Multiprozessoren das Modell, welches den Datenzugriff iiber
einen gemeinsamen Adressraum ermoglicht, etabliert hat. Trotz zahlreicher Bemiihungen,
fiir Multicomputer einen gemeinsamen Adressraum auf Softwareebene zu emulieren, wel-
cher zu einer erheblich einfacheren Softwareentwicklung fiihren wiirde (siehe [43| fiir eine
Ubersicht), ist es selbst angesichts der Entwicklung von Netzwerken mit hoher Bandbreite
und geringer Latenz bislang nicht gelungen, eine Performance zu erreichen, die mit derje-
nigen von optimierten Programmen, die auf dem nachrichtenorientierten Ansatz basieren,

konkurrieren kann [37].
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Bei der Entwicklung der in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen wurde ein explizit
paralleles Programmiermodell zugrunde gelegt. Fiir die Organisation der Speicherzugrif-
fe wurde ein nachrichtenorientiertes Programmiermodell verwendet. Diese Kombination
bietet die Flexibilitdt, welche zur Formulierung und effizienten Implementierung der Al-
gorithmen auf Multicomputern bené6tigt wird.

2.4.3 Analyse paralleler Algorithmen

Ein wichtiges Qualitdtsmerkmal fiir einen Algorithmus ist sein Bedarf an Ressourcen. Von
grofsem Interesse ist dabei insbesondere die benotigte Rechenzeit sowie der Speicherbedarf
und deren Abhéngigkeit von der Grofe des zu bearbeitenden Problems. Die Problemgréfse
ist zundchst ein abstrakter Begriff und kann nur kontextabhéngig definiert werden. Bei-
spielsweise wiirde fiir einen Algorithmus, welcher zum Sortieren einer Liste von Ganzzahlen
verwendet wird, unter der Problemgrofe sinnvollerweise die Anzahl der Elemente in der
Liste verstanden werden, die sortiert werden soll.

Bei einer theoretischen Analyse eines Algorithmus ist insbesondere sein asymptotisches
Verhalten von Interesse, d.h. die Abhéngigkeit des Ressourcenbedarfs von der Problem-
grofe fiir den Grenzfall sehr grofer Problemgrofen. Das asymptotische Verhalten wird in
der theoretischen Informatik mit Hilfe der Methoden der Komplexitdtstheorie beschrie-
ben [44]. Die Sichtweise der Komplexititstheorie ist zur Bewertung paralleler Algorithmen
jedoch nicht ausreichend, da an einen parallelen Algorithmus weitere Qualitdtsforderungen
gestellt werden miissen. Insbesondere ist das Verhalten des Algorithmus in Abhéngigkeit
von der Anzahl der verwendeten Prozessoren des Parallelrechners von Interesse. Zur Ana-
lyse und Bewertung dieses Verhaltens sind verschiedene Metriken vorgeschlagen worden.
Im Folgenden wird eine Auswahl dieser Metriken vorgestellt, welche fiir die Analyse der
im Rahmen dieser Arbeit behandelten Algorithmen von Interesse sind. Eine vollstdndigere
Ubersicht findet sich in [45] und [46].

Die theoretische Analyse eines Algorithmus erfordert grundsétzlich ein Modell des Rech-
ners, auf welchem der Algorithmus implementiert werden soll. Die Verbindung eines Al-
gorithmus mit einem Rechnermodell wird als System bezeichnet. Im Falle von parallelen
Algorithmen spricht man von einem parallelen System [47].

Im Folgenden soll jedoch zundchst vollkommen von Maschinenmodellen abstrahiert wer-
den, bis in Abschnitt 2.4.4 auf diese Problematik eingegangen wird.

2.4.3.1 Laufzeit

Wie auch bei seriellen Systemen ist eine Analyse der Laufzeit, welche ein paralleles System
zur Bearbeitung eines Problems benotigt, von besonderem Interesse, und insbesondere fiir
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zeitkritische Berechnungen ist eine Abschiatzung der Laufzeit unverzichtbar, um den fiir
die Berechnungen zur Verfiigung stehenden Zeitrahmen nicht zu iiberschreiten. Anders als
bei seriellen Systemen hingt die Laufzeit fiir ein paralleles System mindestens von den
zwei Parametern Problemgréfse N und Anzahl der verwendeten Prozessoren N ab.
Obwohl die im Folgenden vorgestellten Metriken wichtige Einblicke in das Verhalten eines
parallelen Systems geben kénnen, kann ihre alleinige Anwendung zu falschen Schluss-
folgerungen iiber die Qualitdt des untersuchten Systems fiihren [45]. Eine Analyse der
schlussendlich erzielten Laufzeit ist daher meist unverzichtbar.

2.4.3.2 Speedup und Effizienz

Wie bereits erwédhnt, ist das Ziel der Parallelverarbeitung, die zur Losung eines Pro-
blems bendétigte Laufzeit gegeniiber einer seriellen Bearbeitung zu reduzieren. Der par-
allele Speedup misst die durch die Parallelverarbeitung erzielte Reduktion der Laufzeit
bei der Losung eines Problems im Vergleich zur Losung mit Hilfe eines seriellen Algorith-
mus, welcher auf einem Referenzprozessor ausgefiithrt wird. Die Definition des Speedup in
der Literatur ist nicht einheitlich. Es existieren die beiden folgenden Definitionen. Zum
einen wird der Speedup definiert als (siehe z.B. [47])

T*(1, N)

S*(Ng, N) := TV, N}’

(2.44)
Dabei bezeichnet T*(1, N) die benétigte Laufzeit fiir den Fall, dass das Problem mit Hilfe
des bestmaoglichen seriellen Algorithmus auf einem Referenzprozessor gelost wird, wobei als
bestmoglicher Algorithmus in diesem Zusammenhang derjenige angesehen wird, der das
Problem in der kiirzest moglichen Zeit 16st. Die Grofe T'(N,, N) bezeichnet die bendtigte
Laufzeit, welche zur Losung des Problems mit Hilfe eines parallelen Systems unter Benut-
zung von N, gleichartigen Prozessoren, die iiberdies identisch zu dem Referenzprozessor
sind, benotigt wird. Ein Speedup von S*(N., N) = s bedeutet also, dass das parallele
System mit Hilfe von N, gleichartigen Prozessoren das Problem um den Faktor s schneller
16st als der beste sequentielle Algorithmus auf dem Referenzprozessor. Der Parameter N
beschreibt die Problemgrofe und muss, wie erwéhnt, abhingig von der Problemstellung
definiert werden.

Die zweite Definition des Speedup, welche sich in der Literatur findet (siche z.B. [48]),
lautet

T(1,N)

S(Nz, N) = m

(2.45)

Dabei bedeutet T'(1, N) die Laufzeit des parallelen Algorithmus, wenn dieser auf einem
einzigen Referenzprozessor ausgefiihrt wird. Die beiden Definitionen fiihren dadurch, dass
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definitionsgeméf 7%(1, N) < T'(1, N) gelten muss, zu unterschiedlichen Bewertungen des
gleichen parallelen Algorithmus.
Wihrend die Definition in Gleichung (2.45) den Vorteil besitzt, dass hier nur das zu unter-
suchende parallele System betrachtet werden muss, muss bei Definition (2.44) jedes denk-
bare System zur Losung des Problems beriicksichtigt werden, um 7%(1, N') zu bestimmen.
Allerdings birgt Definition (2.45) den Nachteil, dass der durch die Parallelverarbeitung
erzielte Gewinn an Rechenzeit {iberschitzt wird.
Bei dem Studium der relevanten Literatur fillt auf, dass Gleichung (2.44) wesentlich héu-
figer als Definition des Speedup angefiihrt wird, allerdings in konkreten Performanceana-
lysen héiufiger Definition (2.45) Anwendung findet. In Anlehnung an [45] werde die in
Gleichung (2.44) definierte Grofe als realer Speedup und die in Gleichung (2.45) definierte
Groke als relativer Speedup bezeichnet.
Da die in dieser Arbeit betrachteten parallelen Algorithmen fiir den Fall N, =1 in die
fiir serielle Berechnungen verwendeten Algorithmen iibergehen, sind die beiden Grofen S
und S* in diesem Fall dquivalent. Der Speedup wird daher im Folgenden stets mit S be-
zeichnet.
Fiir den Speedup in Definition (2.44) und (2.45) ergibt sich eine theoretische obere Schran-
ke Sope gemak

Sopt (N, N) := Np, (2.46)

da im Allgemeinen die Ungleichung
T*(1,N) <T(1,N) < N,-T(N,,N) (2.47)

erfiillt ist. Es sei jedoch angemerkt, dass unter bestimmten Bedingungen die Ungleichungs-
kette (2.47) verletzt werden und ein Speedup S > S, erreicht werden kann. Man spricht
in diesem Fall von einem superlinearen Speedup. Ein superlinearer Speedup kann bei-
spielsweise aufgrund von Effekten auftreten, die durch die Architektur des verwendeten
Parallelrechners, insbesondere durch die Speicherhierarchie, bedingt sind. Fiir eine Analy-
se von verschiedenen Ursachen fiir das Auftreten eines superlinearen Speedup sei auf [49]
verwiesen.

Die mit dem Speedup eng verwandte Effizienz bildet ein weiteres hdufig angewendetes Maf
zur Bewertung eines parallelen Systems. Ebenso wie beim Speedup existieren zwei unter-
schiedliche Definitionen, die sich wiederum darin unterscheiden, ob T'(1, N,;) oder T*(1, N;)
als Vergleichsgrofe herangezogen wird. Die Definitionen lauten
T(1,N)  S*(Ng,N)

E*(N,,N) := N, T(N,.N) = N (2.48)
bzw.
o T(1,N) B S(N;, N)
E(N.;,N) := N, (N, V) = N (2.49)
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Die Effizienz beschreibt, welcher Anteil der Laufzeit fiir sinnvolle Rechnungen verwendet
wird. Die tibrige Laufzeit wird z.B. fiir Datenverwaltung verbraucht, welche bei der Aus-
fiihrung auf einem einzigen Prozessor nicht benétigt wird. Die optimale Effizienz ergibt

sich daher zu
Sopt (Nm N)

N
Mit der gleichen Begriindung wie beim Speedup wird im Folgenden lediglich die Definition

Eopt (N, N) = ~1. (2.50)

in Gleichung (2.49) weiter verwendet.

Im Folgenden sollen die Effekte untersucht werden, welche dazu fiihren, dass der ideale
Speedup bzw. die ideale Effizienz nicht erreicht wird. Dazu wird ein fiktiver paralleler Al-
gorithmus betrachtet, welcher jedoch Ahnlichkeiten mit dem in Abschnitt 2.3 vorgestellten
PIC Algorithmus besitzt. Die folgenden Ausfiihrungen werden daher bei der Konstruktion
der parallelen PIC Algorithmen in Kapitel 3 hilfreich sein.

Der fiktive Algorithmus bendtigt zur Berechnung seines Ergebnisses Nz Stufen, wobei die
innerhalb einer Stufe durchzufiihrenden Rechenschritte das Ergebnis der vorherigen Stu-
fe benotigen. Die Berechnungen, welche innerhalb der i-ten Stufe durchgefiihrt werden
miissen, bendtigen auf einem Referenzprozessor die Rechenzeit

TO(1,N) = T{(1, N) + T (1, N), (2.51)

)

wobei die Berechnungen, welche die Rechenzeit Téi bendtigen, als parallelisierbar an-

genommen werden konnen, d.h. die zur Fertigstellung erforderlichen Rechenoperationen
kénnen auf verschiedene Prozessoren verteilt werden. Der Anteil 73" hingegen wird durch
Rechenoperationen verursacht, die nicht parallelisierbar sind, und somit bei einer paral-
lelen Berechnung von jedem Prozessor ausgefiihrt werden miissen. Damit betridgt die Re-
chenzeit, welche auf dem Referenzprozessor zur Fertigstellung der Berechnung insgesamt

benotigt wird,

T(1,N) = iT@(L N) = Z [T(1,N) + TS (1, N)] . (2.52)

Wird der Algorithmus nun auf einem Parallelrechner mit N, Prozessoren ausgefiihrt, so
werden die Berechnungen des parallelisierbaren Anteils des Algorithmus auf die verfiigha-
ren Prozessoren verteilt, so dass sich die Rechenzeit, welche Prozessor i, fiir die Berech-
nungen der i-ten Stufe benotigt, angegeben werden kann als

T (i, Ngy N) = T (i, Np, N) + T (1, N). (2.53)

Da die Berechnungen, welche Ts(i) verursachen, nicht parallelisierbar sind, tritt dieser Term
in Gleichung (2.53) unveréndert in Erscheinung. Die parallelisierbaren Berechnungen wer-
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den auf die verfiigbaren Prozessoren verteilt, so dass

Nr

ST (i, Ny, N) = TO (1, N) (2.54)

p
in=1

gelten muss. Die Berechnungen der i-ten Stufe benotigen die Ergebnisse der Stufe i—1. Dies
impliziert, dass im Allgemeinen Daten zwischen den Prozessoren nach dem Abschluss der
Berechnungen einer Stufe ausgetauscht werden miissen. Zudem konnen die Berechnungen
der Stufe ¢ + 1 nicht begonnen werden, bevor nicht die Ergebnisse von allen Prozessoren
fiir die ¢-te Stufe vorliegen. Der Prozessor, welcher fiir die Berechnungen, sowie den darauf
folgenden Datenaustausch am meisten Zeit benotigt, bestimmt also die Gesamtzeit, welche
auf dem Parallelrechner fiir die Bearbeitung der i-ten Stufe des Algorithmus erforderlich
ist. Mit 7 (ix, Nx, N) als Zeit, die Prozessor i, fiir den Austausch von Ergebnisdaten in
der Stufe ¢ bendtigt, folgt somit fiir die Gesamtzeit, welche von dem Parallelrechner fiir
die Bearbeitung der i-ten Stufe des Algorithmus benétigt wird

TNy, N) = max { T i, N, V) 4+ T i, N, N) |+ TO(LN), (2.55)
wobei IT := {1... N} als die Menge der Prozessoren, beschrieben durch eine eindeutige
Identifikationsnummer, definiert ist. Die Laufzeit der Gesamtberechnung iiber alle N;; Stu-

fen ergibt sich zu
N-:

T(Ny, N) =Y TO(N,, N). (2.56)
i=1
Fiir den parallelen Speedup der Gesamtberechnung folgt somit

Nig

> [T, N+ T, N)]
S(Nz) = + =1 . (2.57)
> {maf_l; {Tg“ (imy Npy N) 4 T (i, Ny, N)} + 11, N)]
i=1 L€

Aus Gleichung (2.57) ldsst sich erkennen, dass drei Faktoren den Speedup eines parallelen
Algorithmus gegeniiber S, reduzieren.

Zum Ersten fiihrt der bendtigte Datenaustausch zwischen den Prozessoren, beschrieben
durch 7@, zu einem Mehraufwand, der bei der seriellen Ausfiihrung nicht auftritt. Dieser
Term wird sowohl durch die Menge an Daten, welche ausgetauscht werden miissen, als
auch durch die Architektur des Parallelrechners und die Infrastruktur (Software, Proto-
kolle), die dieser zum Austausch von Daten zwischen den Prozessoren anbietet, wie auch
durch die konkrete Implementierung des Datenaustausches (Kommunikationsstruktur) be-
einflusst. Da die Menge an Daten, welche zwischen den Prozessoren ausgetauscht werden
miissen, und damit auch die fiir den Datenaustausch benotigte Zeit, oftmals direkt damit
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zusammenhéngt, wie die parallelisierbaren Berechnungen den Prozessoren zugeordnet wer-
den, st ein wesentliches Ziel bei der Entwicklung eines parallelen Algorithmus,
basierend auf dessen Speicherzugriffsmuster die Berechnungen so aufzuteilen,
dass jeder Prozessor moéglichst wenige Daten von anderen Prozessoren benod-
tigt.

Zum Zweiten fiihrt die durch den Datenaustausch eingefithrte Synchronisation nach je-
der Stufe des Algorithmus dazu, dass derjenige Prozessor, der fiir die Ausfiithrung der
ihm zugeordneten Berechnungen und Kommunikationsoperationen die léngste Zeitspanne
benoétigt, die Gesamtzeit fiir die Stufe bestimmt. Ausgedriickt wird dies durch den Aus-
druck max{-} in Gleichung (2.55). Wird die Verteilung der Daten so vorgenommen, dass
die fiir den Datenaustausch bendtigte Zeit gegeniiber den Rechenzeiten so klein wird, dass
sie vernachlissigt werden kann (T ~ 0), so folgt aufgrund von Gleichung (2.54), dass

TO(Nz, N) = max {T{) (i, N, N) } + T(1, N)

1 7 %
ER?QMLN)+ﬂpaJW (2.58)

gilt. Somit ergibt sich, dass im Fall unbalancierter Lastverteilung aufgrund der Synchro-
nisation eine Erhohung der Rechenzeit auftritt, die den Speedup reduziert. Die gleich-
maflige Verteilung der Rechenlast auf die verfiigbaren Prozessoren ist somit
in diesem Fall essentiell, um einen maoglichst hohen Speedup zu erzielen. Das
Gleichheitszeichen in Gleichung (2.58) gilt genau fiir den Fall idealer Lastbalancierung.
Abbildung 2.7 illustriert den Sachverhalt unbalancierter Lastverteilung fiir den Fall zweier
Prozessoren. Prozessor 1 besitzt weniger Rechenlast als Prozessor 2 und beendet seine
Rechnung zu einem deutlich fritheren Zeitpunkt. Da er auf die Daten von Prozessor 2
warten muss, kann er aber erst mit seinen Berechnungen fortfahren, nachdem Prozessor 2
seine Berechnung abgeschlossen hat und die bendtigten Daten zur Verfiigung stellen kann.
Prozessor 2 bestimmt hier folglich die Laufzeit der Gesamtberechnung. In vielen Féllen
sind die beiden Ziele, den Kommunikationsaufwand zu minimieren, sowie eine optimale
Lastbalancierung zu erreichen, nicht miteinander vereinbar, so dass ein Kompromiss zwi-
schen beiden Zielen gefunden werden muss, welcher die Gesamtlaufzeit minimiert.

Sei nun noch angenommen, dass Lastbalancierung zu jedem Zeitpunkt der Berechnung
gewéhrleistet ist, so vereinfacht sich der Ausdruck fiir den Speedup (2.57) zu

1+ po
p 1’

N. T T,(1N)
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Proz. 1

Nachrichtentransfer

Proz. 2

Il lokale Berechnungen [ | Kommunikationsinitialisierung  [JJlj] Datenaustausch und Synchronisation

Abbildung 2.7: Ungleich verteilte Last fiihrt zu unterschiedlichen Laufzeiten fiir die beteilig-
ten Prozessoren. Der am starksten belastete Prozessor bestimmt, bedingt durch die Synchro-
nisationspunkte, welche durch jeden Datenaustausch eingefiihrt werden, die Laufzeit.

Da durch die Lastbalancierung alle T, éi) (i, Ny, N) gleich werden, konnte der max{-} Aus-
druck fortgelassen werden. Zudem wurde

T,(Nx, N) : ZT (N, N) (2.60)
und
Nig
N):=> T9(1,N) (2.61)
i=1

gesetzt. Damit kann der Speedup selbst bei Verwendung von extrem vielen Prozessoren
den Wert von

. T,(1,N)
Soo(N> = NLH—I}OOS(NW’N) =1+ W

S

(2.62)

nicht iiberschreiten. Der Ausdruck in (2.62) ist als Gesetz von AMDAHL bekannt gewor-
den [50] und zeigt die dritte Ursache fiir einen nicht idealen Speedup: Die seriellen Berech-
nungen, welche bei der Ausfiithrung des Algorithmus von allen Prozessoren durchgefiihrt
werden miissen, verhindern, dass der Speedup den Wert in (2.62) iiberschreitet, gleichgiil-
tig wie viele Prozessoren benutzt werden. Ziel muss daher sein, moglichst alle Teile
eines Algorithmus zu parallelisieren. Zur Herleitung dieses Ergebnisses wurde ideale
Lastbalancierung vorausgesetzt sowie jeglicher Aufwand fiir den Datenaustausch zwischen
Prozessoren vernachlissigt. Der Speedup einer realen Implementierung nahert sich daher
typischerweise nicht asymptotisch diesem Wert an, sondern nimmt bei der Erhohung der
Prozessorenzahl nach dem Erreichen eines Maximums wieder ab, da der Kommunikations-
aufwand iiblicherweise mit wachsender Prozessorenzahl im Vergleich zum Rechenaufwand
ansteigt und zudem, je nach Art des betrachteten Algorithmus, die Lastbalancierung mit
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wachsender Anzahl an Prozessoren hiufig schwieriger zu gewahrleisten ist.

Abbildung 2.8(a) zeigt das typische Verhalten des Speedup in Abhéngigkeit von der Pro-
zessorenzahl. Wéhrend sich die obere Kurve, welche den Kommunikationsaufwand ver-
nachlissigt, asymptotisch dem in Gleichung (2.62) berechneten Wert néhert, erreicht die
untere Kurve, welche den Kommunikationsaufwand beriicksichtigt, einen Extremalwert
und féllt dann bei weiterer Erhohung der Prozessorenzahl ab. Die Verldufe, welche sich
fiir die Effizienz in den beiden Fillen ergeben, sind in Abbildung 2.8(b) dargestellt. Die
Effizienz besitzt definitionsgeméaf ihr Maximum fiir N, = 1. Wird N, erhoht, fallt die
Effizienz {iblicherweise kontinuierlich ab, obwohl auch hier aus den gleichen Griinden wie
fiir den Speedup in einigen Fillen Werte oberhalb von 1 mdoglich sind [49].

Ein Kritikpunkt an der Speedup- sowie der Effizienzmetrik ist, dass diese prinzipiell Syste-
me mit langsamen Prozessoren bevorzugen, d.h. diese Systeme erhalten héhere Speedup-
bzw. Effizienzwerte verglichen mit Systemen, welche schnellere Prozessoren besitzen [45].
Dies ist aus Gleichung (2.57) ersichtlich. Fiir langsame Prozessoren kénnen die Terme T,

S | £y optimale Effizienz Eq¢

idealer Speedup Sopt 1 /

3"

(a) (b) Na

Abbildung 2.8: (a) Der typische Verlauf des parallelen Speedup fir eine feste Problemgrife.
Wihrend sich der Speedup bei Vernachlissigung des Kommunikationsaufwandes einem Mai-
malwert S, asymptotisch ndhert, erreicht er bei Beriicksichtigung desselben einen Extremal-
wert und fallt danach ab. (b) Der typische Verlauf der Effizienz fiir konstante Problemgrofe.
Die Kurven gleicher Farbe in den beiden Bildern korrespondieren miteinander.

sowie T} gegeniiber dem Term T grofs werden, was zu einem hoheren Speedup bzw. zu einer
groferen Effizienz fithrt. Diese besseren Werte werden jedoch durch eine hohe Gesamtlauf-
zeit erkauft. Somit muss zu einer sinnvollen Bewertung eines parallelen Systems immer
auch die Gesamtlaufzeit T'(N,, N) herangezogen werden, um nicht zu falschen Schlussfol-
gerungen zu gelangen.
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2.4.3.3 Skalierter Speedup und skalierte Effizienz

Die pessimistische Sicht, welche sich aus dem AMDAHLschen Gesetz (2.62) ergibt, folgt
daraus, dass die Problemgrofe konstant gehalten wird, wihrend die Anzahl der Prozessoren
immer weiter erhéht wird. Somit erhélt der serielle Anteil der Laufzeit sowie auch die
Zeit, welche fiir den Datenaustausch bendotigt wird, einen immer héheren Anteil an der
Gesamtlaufzeit.

Haufig tritt jedoch der Fall auf, dass Instanzen verschiedener Grofe ein und desselben
Problems gelost werden miissen. Man denke nur an Konvergenzstudien, die bei vielen
Simulationen unerldsslich sind. Vielfach besteht hier der Wunsch, alle Problemgréfsen in
der gleichen Zeit zu l6sen, und, um dies zu erreichen, eine an die Problemgrofe angepasste
Anzahl an Prozessoren zu benutzen. Dies motiviert die Einfiihrung des skalierten Speedup
fiir eine konstante Laufzeit [51]. Dieser ist definiert als

St(Ny, Tp) = T(l’N;TO’N”)). (2.63)

Hierbei ist T} eine festgelegte Laufzeit. Fiir eine bestimmte Anzahl an Prozessoren ergibt
sich damit die Problemgrofe N aus der Beziehung

T(N,, N)=Tp. (2.64)
Ebenso lasst sich die skalierte Effizienz einfiihren als
St(Ny, Tt
Er(Ny, Tp) = 51N, To). (2.65)
Nr
Von GUSTAFSON [52] wurde der speicherskalierte Speedup eingefiihrt. Dieser ist definiert
als
T(1,N,-N)
N, N):= . 2.
SM( T ) T(N7”Nﬂ- k N) ( 66)
Analog lisst sich die speicherskalierte Effizienz definieren als
Sm(Ny, N
Em(Ny, N) = % (2.67)

Wie in Gleichung (2.63) wird auch hier die Problemgréfie mit der Anzahl der Prozessoren
erhoht. Wahrend in Gleichung (2.63) jedoch die Laufzeit konstant gehalten wird und iiber
Gleichung (2.64) auf die Problemgrofe geschlossen wurde, wird diese nun proportional
zu der Anzahl der Prozessoren erhoht. Dies kann in dem oft auftretenden Fall, dass der
Speicherbedarf des parallelen Systems linear mit der Problemgrofe ansteigt, so interpre-
tiert werden, dass der Anteil des insgesamt verfiigharen Arbeitsspeichers, welcher dem
parallelen System zur Verfiigung gestellt wird, konstant gehalten wird, was dieser Metrik
ihren Namen einbrachte.
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2.4.3.4 Skalierbarkeit und Isoeffizienzfunktion

Wie in Abschnitt 2.4.3.2 erlautert, kann bei einer konstanten Problemgrofse N durch Erhé-
hung der Prozessorenzahl N die Effizienz E in der Regel nicht konstant gehalten werden.
Jedoch ist zu beobachten, dass eine Erhéhung der Problemgrofe bei einer festen Anzahl
an Prozessoren oftmals zu einem Ansteigen der Effizienz fiihrt. In einem solchen Fall
ist es moglich durch eine gleichzeitige Erhéhung der Problemgréfse N und der Prozesso-
renzahl N, die Effizienz konstant zu halten. Parallele Systeme, welche diese Eigenschaft
besitzen, werden als skalierbar bezeichnet [47].

Die Skalierbarkeit ist ein wichtiges Qualitdtsmerkmal eines parallelen Systems, da es nur
fiir skalierbare Systeme mdoglich ist, bei einer gegebenen Problemgriofe eine Anzahl von
Prozessoren auszuwihlen, so dass die Ressourcen mit einer hohen Effizienz genutzt wer-
den. Bei nicht skalierbaren Systemen fiihrt eine Erhéhung der Prozessorenzahl zwangslaufig
zu einer Verschlechterung der Effizienz. Da eine Erh6hung der Problemgrofe in der Regel
auch mit einer Vergroferung des Speicherbedarfs einhergeht, und damit eine Erh6hung der
Anzahl der verwendeten Prozessoren/Rechenknoten (auf Multicomputern) unumgénglich
macht, sind nicht skalierbare Algorithmen hochstens fiir kleine Problemgrofsen geeignet.
Der funktionale Zusammenhang zwischen Problemgrofe N und Prozessorenzahl N, wel-
cher sich fiir eine konstante Effizienz £ ergibt, wird als Isoeffizienzfunktion bezeichnet [53].
Die Isoeffizienzfunktion ist somit in impliziter Form definiert als

E(N,, N)=€. (2.68)

Abbildung 2.9 zeigt beispielhaft die Konstruktion der Isoeffizienzkurven als Hohenlinien
der Funktion E(N,, N) sowie die Isoeffizienzlinien aufgetragen in der N,N-Ebene. Der
explizite Zusammenhang zwischen N und N, welcher sich durch Auflésen von Gleichung
(2.68) nach N ergibt, werde bezeichnet mit E¢. Damit ergibt sich

N = E¢(N;). (2.69)

Man beachte, dass nicht jede beliebige Kombination von Problemgréfe N und Prozesso-
renzahl N, mit Hilfe eines parallelen Systems realisiert werden kann.

Mit der Problemgrofe N nimmt im Allgemeinen auch der Speicherbedarf zu. Da der Spei-
cher jedoch eine knappe Ressource ist, existiert fiir jede Prozessorenzahl NN, eine maximale
Problemgréfe Nyax(Ny), die nicht iiberschritten werden kann. Bei Multicomputern bedeu-
tet die Hinzunahme weiterer Prozessoren bzw. Rechenknoten, dass der verfiighare Speicher
sich proportional erhoht, sofern alle Rechenknoten einen gleich grofsen Speicher besitzen.
Verhilt sich der Speicherbedarf des parallelen Systems ebenfalls proportional zur Problem-
grofe, so ist die Funktion Npyax(N;) eine lineare Funktion, wie Abbildung 2.9(b) zeigt.
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Abbildung 2.9: (a) Konstruktion der Isoeffizienzkurven als Hohenlinien der Funkti-
on E(Ngp,N). (b) Isoeffizienzkurven in der NN -Ebene. Die rote Kurve ergibt sich fir eine
hohere Effizienz als die blaue .

Aufgrund der endlichen Granularitét eines parallelen Systems, d.h. die Berechnungen zur
Losung des Problems lassen sich nicht in beliebig viele Teile zerlegen, ist es jedoch auch
nicht moglich ein Problem bestimmter Grofe auf beliebig vielen Prozessoren zu losen.
Fiir jede Prozessorenzahl existiert daher auch eine minimale Problemgréfse Noi, (N, ). Fiir
den haufig auftretenden Fall, dass die Anzahl der Teilrechnungen, in die sich das Ge-
samtproblem maximal zerlegen ldsst, proportional zu der Problemgrofe ist, ergibt sich
fiir Npin(Ny) eine lineare Funktion, wie in Abbildung 2.9(b) gezeigt.

Wie bereits angesprochen, fiihrt ein hherer Wert von £ zu einer Isoeffizienzfunktion mit
einer grofkeren Steigung. Die beiden in Abbildung 2.9(b) aufgetragenen Isoeffizienzlinien
zeigen dieses Verhalten. Hier wird auch deutlich, dass nur fiir den Fall

Nmin(NW) S ES(NW> S Nmax<N7r) (270)

eine konstante Effizienz £ mit dem parallelen System fiir eine beliebige Prozessorenzahl
erreicht werden kann. Ist eine der Bedingungen in Gleichung (2.70) verletzt, so wird die
Effizienz des parallelen Systems ab einer bestimmten Prozessorenzahl nicht mehr konstant
gehalten werden konnen.
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2.4.4 Modelle fiir Parallelrechner

Um die Laufzeit eines konkreten Systems einer theoretischen Analyse zuginglich zu ma-
chen, ist ein Modell des Rechners erforderlich, auf welchem der Algorithmus ausgefiihrt
werden soll. Erst ein solches Modell ermdéglicht es letztlich, die Laufzeiten, welche in Ab-
schnitt 2.4.3 zunéchst als abstrakte Grofen eingefiihrt wurden, zu konkretisieren.

Um von Nutzen zu sein, muss ein Rechnermodell einige Anforderungen erfiillen. Die erste
Forderung betrifft die Komplexitidt des Modells. Das Modell muss einerseits so komplex
sein, dass es die dominanten Effekte, welche die Laufzeit eines Systems beeinflussen, ab-
bildet. Jedoch darf die Komplexitdt nicht so hoch sein, dass keine konkreten Aussagen
dariiber mehr méglich sind, durch welche Strategien ein System optimiert werden kann.
Solche Aussagen werden bei sehr komplexen Modellen haufig hinter zahllosen Modellpa-
rametern bzw. einer komplizierten Modellstruktur versteckt.

Eine weitere wiinschenswerte Eigenschaft eines Rechnermodells ist seine Portabilitat, d.h.
seine Eignung zur Modellierung einer moglichst groflen Klasse von Systemen. Dies ist in
der Regel nur dann mdoglich, wenn die betrachteten Rechner eine dhnliche Architektur
besitzen.

Zur Analyse serieller Systeme hat sich das Modell der Random Access Machine (RAM)
weitgehend durchgesetzt [54|. Es handelt sich dabei um einen Rechner, welcher {iber einen
unbegrenzten und homogenen Arbeitsspeicher verfiigt und mit einer konstanten Laufzeit
die folgenden Operationen ausfithren kann, wobei die jeweils benétigte Laufzeit fiir die
verschiedenen Operationen unterschiedlich sein kann:

e Ausfithrung eines arithmetischen Befehls (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Di-

Vision) zur Kombination von zwei Zahlen.

e Ausfithrung eines Transportbefehls, d.h. das Uberschreiben einer Speicherstelle durch
einen Wert, welcher an einer anderen Stelle im Speicher steht.

e Ausfiihrung eines Lese- oder Schreibbefehls, welcher eine Zahl aus dem Speicher
einliest oder eine Zahl in den Speicher schreibt.

Fiir Algorithmen unterschiedlichster Art wurde die bendtigte Rechenzeit in Abhingigkeit
der Problemgrofe fiir das RAM Modell analysiert und umfangreiche Literatur mit derar-
tigen Analysen ist verfiighar (siehe z.B. [55]). Der grofe Erfolg des RAM Modells als Basis
zur Entwicklung und Analyse von Algorithmen begriindet sich daraus, dass es trotz sei-
nes hohen Abstraktionsgrades und der damit einhergehenden geringen Komplexitit recht
genaue Aussagen iiber die zu erwartende Laufzeit eines Algorithmus in Abhéngigkeit von
der Problemgrofe erlaubt.

Da Parallelrechner gegeniiber seriellen Rechnern eine wesentlich kompliziertere Architek-
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tur besitzen, ist auch das Aufstellen eines Modells mit den oben genannten Eigenschaften
wesentlich komplizierter. Historisch wurde die Entwicklung eines Modells noch dadurch
erschwert, dass viele Parallelrechner mit unterschiedlicher Architektur existierten. Diese
waren oftmals optimiert fiir bestimmte Rechenoperationen, wihrend andere Rechenopera-
tionen nur ineffizient ausgefiihrt werden konnten. Hinzu kam eine Vielzahl unterschiedlicher
Netzwerktechnologien, welche bei der Anbindung der Speichermodule an die Prozessoren
der Rechner zum Einsatz kamen. Dies betrifft sowohl die Topologie des Netzwerks wie
auch Routing Methoden und Netzwerkprotokolle. Obwohl mittlerweile eine gewisse , Kon-
vergenz“ der Rechnerarchitekturen hin zu Parallelrechnern, welche aus Komponenten des
Massenmarktes als Multicomputer oder Multiprozessoren aufgebaut sind, zu beobachten
ist, gibt es bislang kein Modell fiir Parallelrechner, welches die gleiche Akzeptanz und
Verbreitung gefunden hat wie das RAM Modell fiir serielle Rechner.

Es sollen daher im Folgenden einige Modelle fiir Parallelrechner kurz vorgestellt werden,
welche eine gewisse Popularitit erlangt haben, um im Anschluss daran das im Rahmen
dieser Arbeit fiir die Analyse der untersuchten parallelen Systeme verwendete Modell vor-
zustellen. Fiir eine recht umfassende Ubersicht iiber Modelle fiir Parallelrechner sei auf [56]
verwiesen.

2.4.4.1 Parallele RAM

Eines der frithsten Parallelrechnermodelle war eine Erweiterung des RAM Modells, das
Modell der Parallelen RAM (PRAM) [57]. Es handelt sich dabei um eine Maschine mit
einer Anzahl an synchron getakteten, gleichartigen Prozessoren, welche auf einem unbe-
schrinkten, gemeinsamen Speicher arbeiten. Der Zugriff auf jede Position des Speichers
ist fiir jeden der Prozessoren in einem Prozessortakt moglich.

Das PRAM Modell war jedoch, obwohl es eine recht weite Verbreitung fand, zur Laufzeit-
modellierung paralleler Systeme nicht sehr erfolgreich. Insbesondere zeigte sich, dass die
Annahme eines homogenen, gemeinsamen Speichers fiir die zunehmend populdr werden-
den Multicomputer zu unzutreffenden Voraussagen iiber die Laufzeit fiihrt, da auf realen
Rechnern ein signifikanter Unterschied zwischen der Zugriffszeit fiir den lokalen und den
nicht lokalen Speicher existiert und die Prozessoren iiblicherweise asynchron getaktet sind.
Obwohl zahlreiche Erweiterungen des PRAM Modells vorgeschlagen wurden, um die Qua-
litit des Modells zu verbessern (siehe z.B. [58] fiir eine Ubersicht), konnte keines dieser
Modelle eine grofse Akzeptanz erreichen.
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2.4.4.2 Bulk-Synchronous Parallel Computer

Das Modell des Bulk-Synchronous Parallel Computers (BSPC) [59] modelliert die beno-
tigte Zeit fiir den Austausch von Daten zwischen den Prozessoren eines Parallelrechners
als Einflussgrofse auf die Laufzeit. Ein BSPC ist eine Maschine bestehend aus einer be-
stimmten Anzahl Prozessoren, welche in bestimmten festen Zeitintervallen synchronisiert
werden. Diese Zeitintervalle werden als Superschritte bezeichnet. Prinzipiell folgt auf eine
Phase von Berechnungen, welche ausschlieflich mit lokalen Daten auskommen, eine Phase,
in der Daten zwischen den Prozessoren ausgetauscht werden. Die beiden Phasen laufen se-
quentiell ab und konnen jeweils eine unterschiedliche Anzahl an Superschritten benétigen.
Die Modellierung des Datenaustausches geschieht iiber sogenannte h-Relationen. Dabei
handelt es sich um den Austausch von hochstens i Datenelementen gleicher Grofe zwi-
schen den Prozessoren. Eine h-Relation ben6tigt zu ihrer Bearbeitung g-h-+s Zeiteinheiten,
wobei g als Bandbreite des Verbindungsnetzwerks und s als Zeit, welche fiir das Vorbe-
reiten der Datenelemente zur Ubertragung benétigt wird, interpretiert werden kann. Es
spielt dabei keine Rolle, welche der Prozessoren Datenelemente in welcher Reihenfolge
austauschen.

Obwohl das Modell des BSPC die Annahme des PRAM Modells hinsichtlich der Synchro-
nisation der Prozessoren zu einer Synchronisation nach jedem Superschritt abschwicht und
auch die Zeit fiir den Austausch von Daten modelliert, ist die Annahme einer Synchro-
nisation in festen Zeitabstidnden haufig zu restriktiv. Es wurde daher zum LogP Modell
weiterentwickelt, welches einen Parallelrechner mit vollkommen asynchron arbeitenden

Prozessoren zugrunde legt.

2.4.4.3 LogP Modell

Das LogP Modell [60] verdankt seinen Namen den vier Parametern, die zur Beschreibung
des Parallelrechners benutzt werden. Diese vier Parameter sind die Anzahl der Prozesso-
ren (P), die minimale Zeit, welche zwischen dem Empfang zweier Datenelemente durch
ein und denselben Prozessor vergehen muss (g), die benotigte Zeit, um ein Datenelement
fiir die Ubertragung vorzubereiten (o), sowie die Latenzzeit (L), die fiir die Ubertragung
eines Datenelementes von einem Prozessor zu einem anderen vergeht. Das LogP Modell
trifft keine Annahmen iiber die Synchronisation der Prozessoren.

Die Inverse des Parameters g kann als die pro Prozessor zur Verfiigung stehende maximale
Bandbreite fiir die Dateniibertragung interpretiert werden. Somit wird das Modell sen-
sitiv auf die Kommunikationsstruktur, d.h. die fiir einen Datenaustausch benotigte Zeit
héngt nicht nur von der Menge der verschickten Daten ab, sondern auch davon, zwischen
welchen Prozessoren und in welcher Reihenfolge der Datenaustausch erfolgt. So fiihrt bei-
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spielsweise eine Kommunikationsoperation, bei der jeder Prozessor gleichzeitig Daten an
einen einzigen Prozessor verschickt, unter Umstdnden dazu, dass die Netzwerkanbindung
des Prozessors iiberlastet wird und als Folge die Daten mit der maximal zur Verfiigung ste-
henden Rate 1/g empfangen werden. Die {ibrigen Prozessoren miissen so lange warten, bis
ihre Nachricht empfangen wurde. Somit ist die vom LogP Modell prognostizierte Laufzeit
fiir eine solche Operation grofer als die Laufzeit fiir einen balancierten Datenaustausch,
bei dem jeder Prozessor etwa gleich grofe Datenmengen sendet und empfingt, und die
Netzwerkanbindung der einzelnen Prozessoren gleichméfig belastet wird.

Fiir eine einzige Punkt-zu-Punkt Kommunikationsoperation prognostiziert das LogP Mo-
dell eine Abhiingigkeit der Kommunikationsdauer 78" von der verschickten Datenmen-

ge m in der Form
Thoe? — ¢, 4+t - m, (2.71)

wobei ts und ¢/, Funktionen der Parameter o, g bzw. L sind. Gleichung (2.71) legt nahe, dass
es von Vorteil ist, den Austausch von Daten, wenn moglich, mit Hilfe einer einzigen grofsen,
anstatt mit einer Vielzahl kleiner Nachrichten durchzufiihren. Der konstante Anteil ¢, tritt
dann lediglich ein einziges Mal in Erscheinung. In diesem Fall kann der Term ¢, gegeniiber
dem sehr viel groferen Anteil ¢/, - m vernachlissigt werden und man erhélt

T8 ~ ¢ . m. (2.72)

Diese Zeit beinhaltet sowohl einen Anteil fiir den eigentlichen Datentransfer iiber das
Netzwerk, als auch einen Anteil fiir Operationen, die fiir die Vorbereitung des Transfers
erforderlich sind. Abbildung 2.11(a) zeigt, dass das Modell eine gute Ubereinstimmung mit
Messungen der (mittleren) Kommunikationszeit aufweist, welche fiir zwei Rechnercluster
durchgefiihrt wurden.

2.4.5 Im Rahmen der Arbeit verwendetes Rechnermodell

Im Rahmen der Arbeit wurde zur Abschitzung von Laufzeiten das folgende Rechnermodell
verwendet. Zur Modellierung von Berechnungsoperationen, welche vollstéindig auf lokalen
Daten arbeiten, wurde das RAM Modell eingesetzt. Fiir die Modellierung von Kommuni-
kationsoperationen wurde das LogP Modell verwendet. Wie in Abschnitt 2.4.4.3 erlautert,
ist es sinnvoll, die auszutauschenden Daten gebiindelt in mdglichst wenigen Nachrichten
zu verschicken. Es wird daher im Folgenden angenommen, dass die verschickten Nach-
richten dadurch so groff werden, dass die mittlere zur Ubertragung benétigte Zeit geméif
Gleichung (2.72) als proportional zur Nachrichtengrofe angenommen werden kann.

An dieser Stelle erscheint es sinnvoll, darauf einzugehen, welche Annahmen in diesem
Modell enthalten sind, und welche Effekte somit unberiicksichtigt bleiben.
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e Uberlappen von Datenaustausch und Berechnungen. Auf einigen Parallel-

rechnern ist es moglich, dass das Versenden und Empfangen von Nachrichten nicht
der direkten Beteiligung der CPU bedarf und daher im Hintergrund erfolgen kann.
Durch spezialisierte Hardware, bei der ein Coprozessor das Senden und Empfangen
der Nachrichten {ibernimmt, miissen Sende- und Empfangsoperationen von der CPU
lediglich initialisiert und abgeschlossen werden. Wiahrend die Daten iiber das Netz-
werk transportiert werden, kann die CPU weitere Rechnungen durchfiihren, welche
der verschickten Daten nicht bediirfen. Dies ist als ,Verstecken der Latenzzeit (engl.
Jatency hiding*) bekannt. Dies ist auch bei der Verwendung eines Multicomputers
bestehend aus mehreren Prozessoren pro Knoten moglich. Wéhrend ein Prozessor
Berechnungen durchfiihrt, behandelt ein anderer Prozessor den Austausch der Daten
(siehe Abbildung 2.10). Dies muss jedoch explizit implementiert werden. Obwohl die-
se Technik bei den im Rahmen der Arbeit durchgefiihrten Implementierungen nicht
zum Einsatz kam, wird bei der Vorstellung der parallelen Algorithmen im folgenden
Kapitel dennoch an geeigneter Stelle darauf hingewiesen, wie eine solche Implemen-

tierung aussehen kdnnte.

: Master Thread Master Thread :

__________ Slave Threads ____ _____

o : ! °
: Datenaustausch :
I I
I I
I I

lokale : send(.) send(.) : lokale
Berechnungen I recv(.) recv(.) I Berechnungen

I I
I I
. A |
I I
. | 1

® L . [
I I

Abbildung 2.10: Durch die Verwendung mehrerer Threads ldsst sich die Zeit, welche fiir
den Datenaustausch bendétigt wird, mit lokalen Berechnungen fillen.
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e Netzwerkiiberlastung. Der Einfluss der Netzwerklast auf die Nachrichteniiber-

tragungszeiten bleibt unberiicksichtigt. Eine Modellierung dieses Effekts ist extrem
schwierig, da sich in einem Zustand der Netzwerkiiberlastung starke Schwankungen
der Nachrichteniibertragungszeit beobachten lassen, die sich hochstens mit statisti-
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schen Methoden sinnvoll modellieren lassen (siche z.B. [61, 56] fiir eine ausfiihrliche
Behandlung dieses Effekts). Abbildung 2.11(b) illustriert den Effekt. Abgebildet ist
die auf ihren Maximalwert normierte Hiufigkeitsverteilung von gemessenen Ubertra-
gungszeiten von Punkt-zu-Punkt Nachrichten. Wahrend die gemessenen Zeiten bei
einem einzigen kommunizierenden Prozessorpaar sehr stark bei einem Wert konzen-
triert sind, lasst sich bei 64 gleichzeitig kommunizierenden Prozessorpaaren bereits
eine starke Verbreiterung der Verteilung beobachten und die mittlere Kommunikati-
onszeit wichst deutlich an. Je mehr Prozessoren gleichzeitig miteinander kommuni-

zieren, desto breiter wird die gezeigte Verteilungsfunktion.

Reihenfolge von Nachrichten. Es wird nicht die genaue Reihenfolge betrachtet,
oder gar eine Reihenfolge erzwungen, in der die Nachrichten verschickt oder empfan-
gen werden. Werden mehrere Nachrichten an unterschiedliche Prozessoren verschickt,
so wird die dazu benétigte Zeit als Summe der einzelnen Kommunikationszeiten an-

genommen.

Einfluss fremder Prozesse. Das Modell beriicksichtigt nicht das eventuelle Vor-
handensein fremder Prozesse und deren Einfluss auf die verfiigbare Prozessorleistung
sowie die Netzwerklast. Eine Untersuchung dieser Einfliisse findet sich z.B. in [62].

Annahme eines flachen Speichers. Es wird ein flacher Speicher angenommen,
d.h. die Einfliisse der Speicherhierarchie (Cache) werden nicht explizit modelliert.
An entsprechenden Stellen wird jedoch auf Effekte, die durch die Speicherhierarchie
bedingt sind, hingewiesen, sofern ein starker Einfluss auf die Laufzeit zu beobachten

ist.
i hnOI'In
ms “
1,0 1,00 - — 2 Prozessoren
— 128 Prozessoren
0,8 0,75 -
0,6
oo Gigabit Ethernet 0,50 4
0,4 oo Myrinet
0702 W 0,25 1
0 - T T T T T 0 T T T T Lo
0 200 400 600 800 1000 BL 0 20 40 60 80 T
ytes ms
(a) (b)

Abbildung 2.11: (a) zeigt die mittlere bendtigte Zeit fiir den Austausch einer Nachricht va-
riabler Grofie zwischen zwei Prozessoren fiir unterschiedliche Netzwerktechnologien. (b) zeigt

die normierte Hdaufigkeitsverteilung, welche sich beim Austausch einer Nachricht der Gro-

fle 10 KByte zwischen einer unterschiedlichen Anzahl Prozessoren, welche tber ein Gigabit

Ethernet Netzwerk verbunden sind, ergibt.
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3 Parallelisierungsstrategien fur PI1C

Im folgenden Kapitel sollen Strategien zur Parallelisierung des PIC Algorithmus fiir Mul-
ticomputer vorgestellt werden. Zundchst wird in Abschnitt 3.1 hergeleitet, wie eine lauf-
zeitoptimale Zuordnung von Berechnungen im Falle eines Parallelrechners mit Prozessoren
beliebiger Leistungsfihigkeit erfolgen kann. In Abschnitt 3.2 wird der Begriff der Paralleli-
sierungsstrategie im Rahmen eines zunéchst abstrakten Optimierungsproblems formuliert.
In Abschnitt 3.3 wird dieses fiir den Fall der Parallelisierung des Feldlosers ohne Anwesen-
heit von Teilchen konkretisiert. Im anschlieftenden Abschnitt 3.4 wird das Problem unter
Anwesenheit von Teilchen formuliert, und verschiedene Parallelisierungsstrategien werden
vorgestellt, um das Optimierungsproblem zu l6sen. Innerhalb dieses Abschnittes werden im
Rahmen dieser Arbeit entwickelte Parallelisierungsstrategien, sowie die Verallgemeinerung
einer aus der Literatur bekannten Strategie vorgestellt.

3.1 Lastverteilung fiir Parallelrechner mit Prozessoren

unterschiedlicher Leistungsfahigkeit

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wie die Rechenlast, welche bei der Losung eines
Problems anfillt, auf die Prozessoren eines Parallelrechners verteilt werden muss, um die
Laufzeit zu minimieren. Betrachtet werde ein Problem, zu dessen Losung C' voneinander
unabhéngige, gleichartige Rechenschritte ausgefiihrt werden miissen. Das Problem soll mit
Hilfe eines Parallelrechners mit N, Prozessoren gelost werden, wobei Prozessor i, einen
der Rechenschritte in \; Zeiteinheiten bearbeiten kann. Die Laufzeit T'(N,, C'), welche
zur Losung des Problems bendétigt wird, wird von der Laufzeit des Prozessors bestimmt,
welcher fiir die ihm zugeordneten Berechnungen die meiste Zeit benotigt

T(N,,C) = max {T(ir, N,,O)}. (3.1)

ir€{1l..Nx}

Gesucht ist die Anzahl an Rechenoperationen C;_, die Prozessor i, zugeordnet werden
miissen, so dass T'(N,, C') minimal wird. Dazu muss offenbar

T(igy Ny, C) =T (4, Ney C) Vig,jr € {1...N;} (3.2)
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gelten. Anderenfalls gibt es einen Prozessor i, € {1... N}, fiir den
T(ixy, NeyC) > T(jr, Niy C) Vjr € {1...N;} (3.3)

gilt. Durch Abgabe von Berechnungen an die iibrigen Prozessoren lésst sich T'(i,, N, C)
und somit die Gesamtlaufzeit senken. Dies ist so lange mdoglich, bis Gleichung (3.2) erfiillt
ist. Mit Hilfe der C;_ und \;_ lésst sich Gleichung (3.2) schreiben als

)\iWC’iﬂ = )\jﬂCjw Viﬂ,jﬂ € {1 e Nw} . (34)
Wegen
Nr
Y c,=cC (3.5)
in=1
ldsst sich sofort der Zusammenhang
1
Oiﬂ Aig
o - 1 (3.6)
A Nj
Je=1

angeben, mit dem sich die laufzeitoptimalen Werte der C; berechnen lassen.

Es besteht eine Analogie zu dem Problem aus der Netzwerktheorie bei bekanntem Ge-
samtstrom die Stréme durch die Zweige einer Parallelschaltung ohmscher Widerstinde
zu berechnen. In der Analogie iibernehmen die C;_ die Rolle der Strome und die \;_ die
Rolle der ohmschen Widersténde. Die Gleichungen (3.4) und (3.5) sind nichts anderes als
die KIRCHHOFFschen Gesetze und Gleichung (3.6) kann als Stromteilerregel identifiziert
werden [63]. Abbildung 3.1 illustriert die beschriebene Analogie.

3.2 Das Optimierungsproblem

Wie in Abschnitt 2.4 erwdhnt, ist das Ziel jeder Parallelisierung eine Verkiirzung der
Laufzeit, welche zur Losung eines Problems bendétigt wird. Fiir eine gegebene Anzahl an
Prozessoren N, des verwendeten Parallelrechners und ein gegebenes Problem P, welches
durch das parallele System gelost werden soll, ist also eine Parallelisierungsstrategie S
gesucht, so dass bei deren Anwendung auf das Problem die Gesamtlaufzeit 7" minimal,
bzw. der Speedup maximal wird. Das sich ergebende Optimierungsproblem lautet somit

minimiere Tg(N,,P) iiber S. (3.7)

Die Grofe Ts bezeichnet die Gesamtlaufzeit, wenn zur Parallelisierung eine bestimmte
Strategie S eingesetzt wird. Um die Funktion T'g explizit ausdriicken zu konnen, ist eine

52



3.3 Parallelisierung des Feldldsers

)\1 Cl )\2 CQ )\N CVN

Abbildung 3.1: Die Abbildung illustriert die beschriebene Analogie aus der Netzwerktheorie
fiir das Problem der Lastzuordnung im Falle eines Parallelrechners mit Prozessoren beliebiger

Leistungsfihigkeit.

Prézisierung der Begriffe Problem und Parallelisierungsstrategie erforderlich. Zudem wird
ein Modell des Parallelrechners sowie ein Implementierungsmodell benétigt, um zu einem
Ausdruck zu gelangen, der einer Analyse zuganglich ist.

Zunichst lasst sich feststellen, dass der PIC Algorithmus aus dem wiederholten Durch-
laufen einer Schleife besteht (siche Abb. 2.4). Ein Schleifendurchlauf ist abhingig von
den Ergebnissen des vorherigen Durchlaufes, weshalb die Abarbeitung sequentiell erfolgen
muss. Sei M die Anzahl der insgesamt auszufithrenden Zeitschritte (Schleifendurchliufe)
und bezeichne Tém) die benotigte Laufzeit fiir Zeitschritt m, so ldsst sich Gleichung (3.7)

prizisieren zu

M
minimiere  Tg(Ny,P) := Y T¢"(Ny, P) iiber S. (3.8)
m=1

Zunéchst soll die Zielfunktion fiir den Fall einer reinen Feldberechnung ohne Anwesenheit
von Teilchen, wie in Abschnitt 2.2.3 beschrieben, konkretisiert werden.

3.3 Parallelisierung des Feldlosers

Werden nur Simulationen ohne Anwesenheit von Teilchen betrachtet, so ist die Rechen-
last lediglich durch die Zeitintegration der Feldfreiheitsgrade, d.h. der Gitterspannungen,
gegeben. Zur Parallelisierung des Feldlosers miissen diese Berechnungen auf die verfiig-
baren Prozessoren verteilt werden. Zunéchst soll das Optimierungsproblem fiir den sehr
allgemeinen Fall formuliert werden, bei dem die Zuordnung der Gitterspannungen auf die
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Prozessoren zellweise erfolgen kann, d.h. fiir jede Zelle kann separat eine Prozessorzuord-
nung angegeben werden. Anschliefsend wird mit Hilfe der aus der allgemeinen Formulierung
gewonnenen Erkenntnisse die Form der Gebiete so festgelegt, dass einerseits die gleichen
effizienten Datenstrukturen wie im seriellen Fall verwendet werden kénnen und anderer-
seits die fiir den Datenaustausch aufgewendete Laufzeit klein gegeniiber der Rechenzeit
gehalten werden kann.

Im betrachteten Fall strukturierter und nicht adaptiver Gitter kann das Problem P mit
der Anzahl der Gitterzellen in jeder Raumrichtung vollstindig beschrieben werden. Jede
Gitterzelle wird durch ihren Index (i, j, k) referenziert. Die Menge aller Index-Tripel, wel-
che eine Gitterzelle des primiiren Gitters referenzieren, werde mit Z C N? bezeichnet. Fiir
den in dieser Arbeit betrachteten Algorithmus zur Zeitintegration geméifs den Gleichun-
gen (2.36) und (2.37) ergibt sich, dass die mit jedem Freiheitsgrad und somit auch die mit
jeder Zelle verkniipfte Rechenlast gleich ist und sich auch im Laufe der Simulation nicht
andert. Die Tatsache, dass einige Freiheitsgrade der Randzellen des Rechengebietes durch
die Randbedingungen fixiert sind, bzw. einer abweichenden Behandlung bediirfen, soll hier
unberiicksichtigt bleiben.

Gleichung (3.8) lésst sich damit vereinfachen zu

minimiere  T(Ny, P) = M - TS™(N,, P) iiber S, (3.9)

mit beliebigem m € {1... M}. Die Verteilung der Berechnungen auf die Prozessoren kann
somit ein einziges Mal zu Beginn der Simulation erfolgen. Man spricht hier von einer so-
genannten statischen Lastzuordnung [47].

Eine Parallelisierungsstrategie S ist nun eine Abbildung von der Menge der Gitterzel-
len, beschrieben durch ihre Indextripel Z auf die Menge II := {1... N} der verfiigharen
Prozessoren:

S:7— 1L (3.10)
Diese Zuordnung kann ausgedriickt werden durch Entscheidungsvariablen c&ric,m fiir die
gilt

(3.11)

e _J 1 falls Zelle i Prozessor i, zugeordnet wird,
ot 0 sonst.

Die Bezeichnung i. steht dabei abkiirzend fiir das Indextripel (4,7, k) der entsprechen-
den Gitterzelle. Es sei angenommen, dass die zur numerischen Zeitintegration der einer
Zelle zugeordneten Freiheitsgrade benotigte Rechenzeit auf Prozessor i, des parallelen Sys-

) withrend eines beliebigen Zeitschrittes m fiir

tems a;_ betrigt. Als reine Rechenzeit Tém
Prozessor i, ergibt sich dann unter der Annahme einer RAM mit flachem Speicher

CT

PP (i Ny P) =, Y g, (3.12)

iceZ
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Die Proportionalitatsfaktoren o;_modellieren die Leistungsfihigkeit der Prozessoren des
Parallelrechners. Im Fall eines Rechners, der mit gleichartigen Prozessoren ausgestattet
ist, besitzen alle a; den gleichen Wert.

Um eine Prognose fiir die gesamte Laufzeit pro Zeitschritt aufzustellen, muss zusétzlich
der Datenaustausch beriicksichtigt werden. Dies erfordert eine Analyse des Speicherzu-
griffsmusters, welches von dem Algorithmus generiert wird.

Im Falle einer Zeitbereichsrechnung mit FIT entstehen Abhéngigkeiten zwischen den Frei-

Zellindex i*
priméres Gitter G —

T“\?
|
|

/’T\\/ ~—"1
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\
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I
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/
\
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\\f\/’\ \\_’———~\ —1L___ | -
Zellindex i’
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Abbildung 3.2: (a) zeigt die Abhdngigkeiten der Freiheitsgrade in einem FIT Gitter in
zwet Dimensionen. Zur Zeitintegration der elektrischen und magnetischen Gitterspannungen,
welche der dick umrahmten Zelle zugeordnet sind (schwarz eingezeichnet), werden die grau
eingezeichneten Gitterspannungen bendtigt, die den grau schattierten Nachbarzellen zugeord-
net sind. (b) illustriert das Konzept der Bounding Box gemaf Gleichung (3.18).

heitsgraden einer Gitterzelle und den Freiheitsgraden einer anderen Gitterzelle, falls die
Zellen eine gemeinsame Fliche (in zwei Dimensionen: eine gemeinsame Kante) besitzen.
Die Abhéngigkeit wird in Abbildung 3.2(a) fiir den Fall von zwei Raumdimensionen illus-
triert. Die schwarz markierten Gitterspannungen (zwei elektrische und eine magnetische)
sind der dick umrahmten Zelle zugeordnet. Die Zeitintegration dieser Freiheitsgrade bedarf
der grau eingezeichneten Gitterspannungen, die den schattierten Zellen zugeordnet sind.

Bezeichne Q);, C Z die Menge der Gitterzellen, welche zu einer Zelle i. benachbart sind,
d.h. die Berechnungen, welche fiir die Zelle i. durchzufiihren sind, ben6tigen Daten, welche
den in ;, enthaltenen Zellen zugeordnet sind. Dann l&sst sich, unter den in Abschnitt 2.4.5
getroffenen Annahmen betreffend die Modellierung des Datenaustausches und der zusétz-
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3 Parallelisierungsstrategien fiir PIC

lichen Einschrankung, dass die bendtigte Zeit fiir den Austausch eines Datenelementes
zwischen zwei beliebigen Prozessoren gleich ist, die zum Senden bzw. Empfangen beno-
tigte Laufzeit © T‘ém) fiir einen Prozessor i, zu einem beliebigen Zeitschritt m abschétzen

Nx
FI (i, Ny P) =€ S (&rj -s( 3 £J>) (3.13)
iceZ ;. =1 Je€Qi,
Jn #in

als

wobei es sich bei £ um einen maschinenabhingigen Proportionalitdtsfaktor handelt. Der
Wert der Summe entspricht der Anzahl der Gitterzellen, welche zu den Zellen, die Pro-
zessor i, zugeordnet sind, benachbart sind, jedoch einem anderen Prozessor zugeordnet
werden. Bei der Funktion s(.) handelt es sich um die Einheitssprungfunktion, definiert als

S(m):{ 1 falls z > 0, (314)
0 sonst.

Eine Abschétzung fiir die zur Durchfiihrung aller Berechnungen eines Zeitschrittes bendtig-
te Gesamtlaufzeit auf Prozessor i, ergibt sich aus der Summe der Zeiten FTém)(iw, N, P)
und T8 (i, Ny, P)

T (i, Ny P) o= FTE (i, Ny, P) + FTE (i, Ny, P). (3.15)

Da die einzelnen Zeitschritte sequentiell abgearbeitet werden miissen, kann ein Zeitschritt
erst begonnen werden, wenn alle Berechnungen und Kommunikationsoperationen des vor-
herigen Schrittes fertig gestellt wurden. Der Prozessor, welcher zur Fertigstellung aller
Operationen die meiste Zeit bendtigt, wird somit die Laufzeit bestimmen. Es folgt fiir die
Zielfunktion

Ts(Ny, P) = M - max {T§m>(z’,r,zv,r,7>)}. (3.16)

in€ll
Die Zuordnung der Gitterzellen zu den Prozessoren muss eindeutig sein. Dies ldsst sich in
einer Nebenbedingung an die Entscheidungsvariablen formulieren als

Nr
Y i =1 Vieel (3.17)
in=1
Zusammen mit Gleichungen (3.12),(3.13) und (3.15) definiert Gleichung (3.16) die Ziel-
funktion ausschlieflich in Abhéngigkeit der gegebenen Parameter P und N, sowie den

gesuchten Entscheidungsvariablen @ i, welche die Zuordnung der Zellen beschreiben. Es

handelt sich bei dem formulierten Problem um ein nichtlineares, kombinatorisches Opti-
mierungsproblem [64]. Abbildung 3.3 illustriert das Ablaufdiagramm fiir die parallelisierte

numerische Zeitintegration der Gitterspannungen.
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Initialisierung
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Abbildung 3.3: Ablaufdiagramm fiir den parallelisierten Feldléser. Die schattierten Kdsten

beinhalten Kommunikationsoperationen, welche eine Synchronisation der Prozesse erzwingen.

Mehrere Aspekte lassen die Suche nach einem Algorithmus, welcher zu einer optimalen
Losung des in Gleichung (3.16) und (3.17) formulierten Optimierungsproblems fiihrt, fiir
praktische Zwecke unattraktiv erscheinen.

Zum Ersten sind kombinatorische Optimierungsprobleme prinzipiell deutlich schwieriger
zu 16sen als Optimierungsprobleme mit kontinuierlichen Variablen. Viele kombinatorische
Optimierungsprobleme gehoren zur Klasse der NP-vollstandigen Probleme [65, 64], so dass
zu ihrer Losung nach dem gegenwirtigen Kenntnisstand kein effizienter Algorithmus kon-
struiert werden kann, der eine optimale Losung liefert. Unter einem effizienten Algorithmus
wird hier ein solcher verstanden, der eine polynomiale Komplexitit besitzt.

Zum Zweiten ist das in Gleichung (3.16) und (3.17) gestellte Optimierungsproblem aus
einem stark vereinfachten Parallelrechnermodell hervorgegangen, welches nur eine Appro-
ximation fiir die tatsdchlich bendtigte Laufzeit liefern kann. Die praktische Notwendigkeit
eines Algorithmus, der, womdglich unter grofem Rechenaufwand, eine optimale Losung
findet, ist somit fraglich.

Aufgrund dieser Uberlegungen soll das Augenmerk nicht auf die exakte Losung des Op-
timierungsproblems gelegt werden, sondern vielmehr auf die Entwicklung effizienter Heu-
ristiken, die eine fiir praktische Zwecke hinreichend gute Lésung liefern. Dies ist auch das
Vorgehen, welches bei den in der Literatur vorgeschlagenen Ansitzen zur Losung dieses
Problems durchweg verfolgt wird. Fiir eine Ubersicht iiber die wichtigsten Heuristiken,
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welche zur Losung des Optimierungsproblems in der Literatur zu finden sind, sei auf An-
hang C verwiesen.

Eine Betrachtung der Bestandteile (3.12) und (3.13) der Zielfunktion gibt einige Hinweise
darauf, welche Eigenschaften eine Parallelisierungsstrategie besitzen muss, um die Ziel-
funktion tendenziell zu minimieren.

Die Datenmenge, welche in jedem Zeitschritt ausgetauscht werden muss, kann offenbar
dadurch reduziert werden, dass den Prozessoren zusammenhingende Bereiche von Git-
terzellen zugeordnet werden, was an dem Ausdruck fiir die Kommunikationszeit in Glei-
chung (3.13) abgelesen werden kann. Fiir Parallelisierungsstrategien, welche die Zellen den
verfiigharen Prozessoren in zusammenhingenden Partitionen zuordnen, wird ein Daten-
austausch nur fiir die Zellen am Rand der Partition bend6tigt, so dass die fiir den Datenaus-
tausch benotigte Zeit ©'7T ‘ém) hiufig klein gegeniiber der Rechenzeit © Tém) gehalten werden
kann. Die Ergebnisse in Kapitel 4 bestitigen diese Uberlegung a posteriori.

Um fiir den parallelisierten Feldloser und spéter fiir die Kopplung mit den Makroteil-
chen dhnlich effiziente Datenstrukturen wie im seriellen Fall verwenden und gleichzeitig,
wie oben als sinnvoll erkannt, den einzelnen Prozessoren zusammenhéingende Bereiche zu-
ordnen zu koénnen, bietet sich eine Partitionierung an, bei der die einzelnen Partitionen
quaderformige Bereiche des Gitters umfassen, oder aus solchen quaderféormigen Bereichen
zusammengesetzt sind. Um solche Partitionen zu beschreiben, wird das Konzept der Boun-
ding Box B(i.,i) C Z eingefiihrt. Diese sei definiert als

Cc?7C

BiL,iY) i ={ic €T <i<i"ANF <j<j AN <k <k} (3.18)

Cc)7C

Abbildung 3.2(b) veranschaulicht die Beschreibung eines Gitterausschnittes mit Hilfe der
in Gleichung (3.18) eingefiihrten Schreibweise.

Im folgenden Abschnitt soll eine flexible und effiziente Parallelisierungsstrategie vorgestellt
werden, welche unter Beriicksichtigung der oben angestellten Uberlegungen das Optimie-
rungsproblem heuristisch 16st.

3.3.1 Rekursive Koordinaten Bisektionierung

Die Methode der Rekursiven Koordinaten Bisektionierung (engl.: Recursive Coordinate
Bisection (RCB)) wurde von BERGER und BOKHARI urspriinglich fiir die Partitionierung
von strukturierten Gittern mit lokaler Gitterverfeinerung entwickelt [66]. Der Algorith-
mus wurde unter der Annahme eines Parallelrechners mit einer Anzahl N, =2".n € N
gleichartiger Prozessoren formuliert. Er erzeugt eine Partitionierung des Gitters in N, dis-
junkte Teile durch eine wiederholte Bisektionierung, wobei jede Bisektionierung durch eine
Ebene erfolgt, deren Normale in Richtung einer der Koordinatenachsen zeigt. Durch diese
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Beschrankung sind die sich ergebenden Partitionen durch die in Gleichung (3.18) einge-
fiihrte Notation beschreibbar. B; bezeichne im Folgenden den Gitterausschnitt, welcher
Prozessor i, zugeordnet wird. Der Partitionierungsalgorithmus soll hier in einer weiterent-
wickelten Form erldutert werden, die sowohl die Behandlung einer beliebigen Anzahl an
Prozessoren, wie auch die Beriicksichtigung von Prozessoren unterschiedlicher Leistungs-
fahigkeit erlaubt [67, 68|.

Durch die Beschrankung beziiglich der Form der Partitionen kann der Kommunikationsauf-
wand Tém) lediglich durch die Wahl der Normale der Partitionierungsebene mafgeblich
beeinflusst werden. Die Normale der Partitionierungsebene wird in diejenige Koordinaten-
richtung gewihlt, in der die Anzahl der durch die Ebene eingefiihrten Randzellen minimal
ist. Die Groke der Partitionen wird so gewihlt, dass die Laufzeit © Tém) fiir den Feldlser
fiir alle Prozessoren gleich ist:

FTé'm)(Zﬂa Nﬂyp) - FTém)(jW7 Nﬂ'a P) Viﬂ’jﬂ' eIl (319)

Mit Hilfe des Ausdrucks in Gleichung (3.12) ldsst sich die benétigte Rechenzeit fiir jeden
der Prozessoren in Abhéngigkeit von der Anzahl der zugeordneten Gitterzellen angeben

zu

FT (i, Npy P) = v, - | By (3.20)
wobei |B;_| die Anzahl der Elemente der Menge B, beschreibt. Es soll zunédchst der
Fall N, = 2 betrachtet werden. Die beiden gesuchten Partitionen B; und B, miissen fiir

eine optimale Lastbalancierung so gewahlt werden, dass gilt
ay - |Bi| = ag - | By . (3.21)

Aufgrund der begrenzten Flexibilitdt der Partitionierung, bedingt durch die vorgegebene
Form der Partitionen, kann Gleichung (3.21) im Allgemeinen nicht exakt erfiillt werden.
Die Partitionierungsebene wird dann so gewihlt, dass Gleichung (3.21) bestmoglich ap-
proximiert wird.

Nun soll das Problem fiir eine beliebige Anzahl von Prozessoren gelost werden, wobei
von den in Abschnitt 3.1 hergeleiteten Ausdriicken Gebrauch gemacht wird. Zur rekursi-
ven Berechnung der |B; | werden nun im ersten Schritt die Prozessoren in zwei disjunkte
Mengen 11, und II, aufgeteilt, so dass

11| = [%W und  |II,| = LN?J (3.22)

gilt, wobei [.] und |.| das Aufrunden beziehungsweise Abrunden auf die nichste Ganzzahl
bezeichnet geméf

[] == min {k} und |z]:= max {k}. (3.23)

k€Z,k>x keZ,k<xz
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/ N\ .

HHEH N BN .
HHE Geisterzellen

By B, von Partition 1

(a) (b)

Abbildung 3.4: (a) zeigt die Partitionierung eines zweidimensionalen Beispielgitters mit
Hilfe der Methode der RCB fiir Ny = 3 im Falle gleichartiger Prozessoren («; = a Viz € 11).
Die sich ergebenden Partitionen in den einzelnen Schritten sind fett markiert. (b) zeigt die
Zuordnung der elektrischen Gitterspannungen zu den Prozessoren fiir die Beispielpartitionie-
rung, sowie die Geisterzellen der Partition 1.

Diesen zwei Mengen von Prozessoren kann jeweils ein Proportionalititsfaktor zugeordnet
werden geméfs

1 1
g = ————— bzw. = ——r. (3.24)
i > L

=
ir€lly " ir€ll,

Dies sind die bekannten Formeln zur Berechnung des Gesamtwiderstandes parallelgeschal-
teter ohmscher Widersténde [63]. Sie folgen sofort aus der in Abschnitt 3.1 gezeigten
Analogie. Geméf der Lastbalancierungsbedingung fiir den Zweiprozessorfall (3.21) kon-
nen nun die zwei Gebietsgrofen |B,| und |B,] fiir die beiden Prozessorgruppen berechnet
werden geméfs

_c (3.25)

In den néchsten Schritten werden die Mengen II, und II, wieder nach dem obigen Schema
partitioniert. Dies wird so lange fortgesetzt, bis jede der Teilmengen nur noch aus einem
einzigen Prozessor besteht. Die Entscheidungsvariablen des urspriinglichen Optimierungs-
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problems werden durch das Verfahren somit festgelegt zu

(3.26)

o ) ltallsic € By,
)0 sonst.

Die rekursive Partitionierung des Gitters lasst sich mit Hilfe eines Bindrbaumes veran-
schaulichen. Die Blatter des Baumes zeigen dabei die endgiiltigen Partitionen, wihrend
die anderen Knoten die Zwischenschritte zeigen. Die sich ergebende Partitionierung fiir ein
Beispielgitter im Falle N, = 3 gleichartiger Prozessoren zeigt Abbildung 3.4(a). Die sich
daraus ergebende Zuordnung der elektrischen Gitterspannungen zu den Prozessoren ist in
Abbildung 3.4(b) dargestellt. Zellen, deren Felddaten benétigt werden, die jedoch einem
anderen Prozessor zugeordnet sind, werden als Geisterzellen (engl. Ghostcells) bezeichnet.
Dies sind alle Randzellen einer Partition, was sich mit Hilfe der in Abbildung 3.2(a) illus-
trierten Abhéngigkeit zwischen den Gitterzellen ableiten ldsst. Die Datenmenge, welche in
jedem Zeitschritt zwischen den Prozessoren ausgetauscht werden muss, ist direkt propor-
tional zur Anzahl der Geisterzellen. In Abbildung 3.4(b) sind zur Veranschaulichung die
Geisterzellen der Partition links unten schattiert eingezeichnet.

Die Einschrinkung beziiglich der Form der Partitionen kann dazu fiihren, dass die Partitio-
nierungsbedingung (3.25) nur ndherungsweise erfiillt werden kann und damit eine subop-
timale Verteilung der Gitterzellen auf die Partitionen erfolgt. Eine Verallgemeinerung des
Verfahrens, welche die Randzellen einer Partition noch einmal gesondert zuordnet, findet
sich z.B. in [69]. Dies ist jedoch eher fiir kompliziertere Gitter (z.B. strukturierte Gitter
mit lokaler Gitterverfeinerung) von Interesse, die ohnehin kompliziertere Datenstrukturen
erfordern. Im Rahmen der Arbeit kommt das oben beschriebene Verfahren zum Einsatz.

3.3.2 Skalierbarkeitsanalyse fiir den parallelisierten Feldloser

Wie in Abschnitt 2.4.3.4 erlautert, ist die Skalierbarkeit eines parallelen Systems ein wichti-
ges Qualitdtsmerkmal. Nur bei einem skalierbaren System ist es moglich, eine Kombination
von Prozessorenzahl und Problemgrofe zu finden, so dass das parallele System das Pro-
blem mit einer gewiinschten Effizienz 16st. Im Falle des FeldlGsers ist die Gesamtzahl der
Gitterzellen V. ein sinnvolles Maf fiir die Problemgréfe. Da der Rechenaufwand sowie der
Kommunikationsaufwand bei einer gegebenen Partitionierung a priori bestimmt werden
kann, ist es unter einigen vereinfachenden Annahmen moglich, eine theoretische Skalierbar-
keitsanalyse fiir die RCB Partitionierungs- bzw. Parallelisierungsstrategie durchzufiihren.
Die Skalierbarkeitsanalyse erfolgt, wie in Abschnitt 2.4.3.4 erlautert, fiir den Fall eines par-
allelen Systems mit gleichartigen Prozessoren. Im Folgenden wird daher o, = a Vi, € II
gesetzt.
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Die Analyse erfordert das Aufstellen der Isoeffizienzfunktion. Die Effizienz lasst sich zu-

nachst angeben als
Ts(1, N)
E(N,, N.) = S : 3.27
( Y ) Nﬂ- . TS(NW, Nc) ( )

Gemék Gleichung (3.12) kann die serielle Laufzeit direkt proportional zu der Anzahl der
Gitterzellen angenommen werden und es folgt

FTs(1, N.) = aMN.. (3.28)

Wie in Abschnitt 3.3.1 gezeigt, fiihrt die RCB Strategie fiir ein strukturiertes kartesisches
Gitter zu zusammenhéangenden, quaderférmigen Partitionen. Unter der Annahme, dass die
Gitterzellen durch die RCB Heuristik gleichméfig auf die verfiigbaren Prozessoren verteilt
werden, ergibt sich fiir alle Prozessoren die gleiche Rechenzeit pro Zeitschritt. Die benotigte
Zeit fiir den Datenaustausch kann geméf Gleichung (3.13) proportional zu der Anzahl
der Gitterzellen angenommen werden, fiir die in jedem Zeitschritt Daten ausgetauscht
werden miissen. Diese Anzahl ist wiederum proportional zu der Anzahl der Zellflichen,
welche die Partitionsgrenze bilden. Falls die Partitionen so beschaffen sind, dass sie die
gleiche Anzahl an Gitterzellen in jeder Raumrichtung besitzen, so bilden 6 - (N./N,)?/3
Zellfldchen diese Grenze. Ansonsten bildet der Ausdruck eine gute Approximation. Da der
Zeitaufwand proportional zu der Anzahl auszutauschender Freiheitsgrade angenommen

wird, folgt schlieflich als Abschétzung fiir die Gesamtlaufzeit auf N, Prozessoren

2
N, N\ ?
To(NgyNo) =aM—+CM | — | , 3.29
00 ) = adr g+ 61 () (3.29
wobei ¢ wiederum ein Proportionalititsfaktor ist, und der max{.} Ausdruck aus Glei-
chung (3.16) fortgelassen wurde, da die Rechen- sowie die Kommunikationszeit als fiir alle

Prozessoren gleich angenommen wurde. Es folgt nun mit den Gleichungen (3.28) und (3.29)
fiir die Effizienz

B(N, N)=— 1 (3.30)

¢ (Nz\3
1+£ (%)

Aus Gleichung (3.30) folgt, dass die Effizienz konstant bleibt, falls die Problemgrofe pro-
portional zur Anzahl der Gitterzellen erh6ht wird. Der parallelisierte Feldloser ist somit

gemif den Ausfiihrungen in Abschnitt 2.4.3.4 optimal skalierbar.
In [70] wird dieses Ergebnis mit Hilfe graphentheoretischer Methoden allgemein fiir ei-
ne groke Klasse von Parallelisierungsstrategien, welche auf dem Bisektionierungsansatz

basieren, bewiesen.
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3.3.3 Verstecken der Latenzzeit

Wie in Abschnitt 2.4.5 erwihnt, ist es mit Hilfe von spezialisierter Hardware oder dem
expliziten Einsatz mehrerer Threads bei Multiprozessoren moglich, die fiir den Datenaus-
tausch bendtigte Zeit mit Berechnungen zu fiillen, die der ausgetauschten Daten nicht
bediirfen.

Da lediglich zur Zeitintegration der Feldfreiheitsgrade der Randzellen nichtlokale Daten
benétigt werden, kann der Datenaustausch wie folgt stattfinden. Zunéchst werden die
magnetischen Gitterspannungen nur fiir die Randzellen aktualisiert. Fiir diese aktualisier-
ten Gitterspannungen kann nun der Datenaustausch initialisiert werden. Wahrend dieser
durchgefiihrt wird, kénnen die magnetischen Gitterspannungen fiir die iibrigen Gitterzel-
len aktualisiert werden. In der gleichen Weise kann mit den elektrischen Gitterspannungen
verfahren werden [11].

3.4 Parallelisierung des PIC Algorithmus

Das Optimierungsproblem soll nun um die durch die Makroteilchen verursachte Rechenlast
und den zusétzlich notwendigen Datenaustausch erweitert werden. Dazu ist eine Analyse
des Speicherzugriffsmusters erforderlich, welches eine PIC Simulation erzeugt.

3.4.1 Erweiterung des Optimierungsproblems

Betrachtet man den vollstdndigen PIC Algorithmus geméf Abschnitt 2.3, so lasst sich fest-
stellen, dass sich die zu verteilende Rechenlast aus der Integration der Feldfreiheitsgrade
einerseits, und der Integration der Trajektorien der Makroteilchen andererseits zusammen-
setzt (siehe Abbildung 2.4). Diese beiden Phasen des Algorithmus sind jeweils wechselseitig
auf die Ergebnisse der vorangehenden Phase angewiesen und erfolgen daher sequentiell.
Die Kopplung der beiden Phasen erfolgt durch die Berechnung des elektromagnetischen
Feldes am Ort des Teilchens einerseits, und die Berechnung der Stréme T, die durch die
Bewegungen der Makroteilchen entstehen, andererseits.

Der Wert des elektromagnetischen Feldes am Ort des Teilchens muss durch Interpolation
aus den Gitterspannungen bestimmt werden. Welche Gitterspannungen fiir die Interpola-
tion bendtigt werden, hingt zum einen von der Position der Teilchen im Gitter und zum
anderen von dem verwendeten Interpolationsverfahren ab. Fiir die im Rahmen der Arbeit
durchgefiihrten Simulationen kam eine trilineare Interpolation zum Einsatz, welche bei

drei Raumdimensionen fiir jede Feldkomponente die acht (im Falle zweier Raumdimensio-
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Abbildung 3.5: (a) zeigt die Gitterspannungen welcher Zellen im Allgemeinen fiir die Be-
rechnung des elektromagnetischen Feldes am Ort eines Teilchens bendtigt werden kénnen,
das sich in der umrahmten Gitterzelle befindet, wenn eine trilineare Interpolation verwen-
det wird. Fir die eingezeichnete Teilchenposition werden die elektrischen Gitterspannungen
benotigt, welche in die Skizze eingetragen sind. (b) zeigt die Strome welcher Gitterzellen im
Allgemeinen von einem Teilchen beeinflusst werden konnen, welches sich zu Beginn des Zeit-
schrittes in der umrahmten Zelle befindet, wenn das von BUNEMAN beschriebene Verfahren
zur Stromberechnung zum Finsatz kommt. Die eingetragene Teilchenbewegung beeinflusst die
eingezeichneten Stréme.

nen die vier) am néchsten zu der Teilchenposition allokierten Gitterspannungen bendtigt.
Abbildung 3.5(a) zeigt fiir den zweidimensionalen Fall die an der Interpolation beteiligten
elektrischen Gitterspannungen fiir das eingezeichnete Makroteilchen. Die an der Interpo-
lation beteiligten magnetischen Gitterspannungen ergeben sich entsprechend.

Welche Strome T durch die Bewegung des Makroteilchens wihrend eines Zeitschrittes be-
einflusst werden, hiangt einerseits von der Bewegung und der Position des Teilchens im
Gitter und andererseits von dem fiir die Stromberechnung verwendeten Algorithmus ab.
Bei dem im Rahmen der Arbeit implementierten Algorithmus nach BUNEMAN [31] kann
ein Teilchen wihrend eines Zeitschrittes die Stromwerte beeinflussen, welche der Gitter-
zelle zugeordnet sind, in der sich das Teilchen zu Beginn des Zeitschrittes befindet, sowie
hoéchstens noch diejenigen Werte, die den Zellen zugeordnet sind, die mit dieser Gitterzelle
iiber eine ,Zwischenzelle” verbunden sind. Dies erklart sich daraus, dass sich ein Teilchen
aufgrund der Limitierung der Zeitschrittweite At, welche sich durch die Stabilitatsforde-
rung fiir den Feldloser ergibt, in einem Zeitschritt maximal von einer Gitterzelle in eine zu
dieser benachbarte Gitterzelle bewegen kann. Diese Aussage bleibt selbst fiir ein Teilchen,
welches sich mit der physikalisch maximal moglichen Geschwindigkeit v = ¢ bewegt, giiltig.
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Abbildung 3.5(b) zeigt exemplarisch die von einer Teilchenbewegung beeinflussten Strom-
werte. Die Stromwerte, welche den farbig hinterlegten Zellen zugeordnet sind, kénnen im
Allgemeinen durch eine beliebige Bewegung des eingezeichneten Teilchens beeinflusst wer-
den.

Auf welche der Gitterspannungen und Gitterstrome bei der Berechnung der Trajektori-
en und Strome wahrend eines Zeitschrittes zugegriffen werden muss, hingt also von der
Verteilung der Teilchen im Rechengebiet ab. Um dies beschreiben zu kénnen, werden Va-
(T?) mit folgender Bedeutung eingefiihrt:

ic,p

. Ccp
riablen n

ic,p — (331)

D (m) _ 1 falls sich Teilchen p in Zeitschritt m in Zelle i, befindet,
0 sonst.

Zur Vereinfachung des Laufzeitmodells soll angenommen werden, dass die zur Berechnung
des elektromagnetischen Feldes am Orte des Teilchens bendtigten Gitterspannungen von
einem fremden Prozessor iiber das Netzwerk verschickt werden miissen, wenn die Zelle, in
der sich das Teilchen befindet, diesem Prozessor zugeordnet ist. Ebenso wird angenom-
men, dass die berechneten Stromwerte anschliefend an diesen Prozessor versendet werden
miissen, da er diese im nachsten Zeitschritt zur Integration der Felder bendétigt. Diese
Annahme vernachlissigt den Fall, dass nicht alle Felddaten, auf welche zur Behandlung
eines einzigen Teilchens zugegriffen werden muss, dem gleichen Prozessor zugeordnet sein
miissen. Unter der Annahme, dass die Gitterzellen in weitgehend zusammenhéngenden
Bereichen auf die Prozessoren verteilt werden, wie es in Abschnitt 3.3 als sinnvoll erkannt
wurde, tritt dieser Fall jedoch nur dann auf, wenn sich ein Teilchen in einer Gitterzelle
nahe einer Partitionsgrenze befindet. Da dies in der Regel nur fiir einen vergleichsweise
geringen Teil aller vorhandenen Teilchen auftritt, erscheint diese Vereinfachung gerecht-
fertigt.

Das Problem P wird nun, neben der Anzahl der Gitterzellen in jeder Raumrichtung, defi-
(m)
ic,p
lelisierungsstrategie S ist ein Algorithmus, welcher eine eindeutige Zuordnung der Gitter-

niert durch die Positionen der Teilchen im Gitter 7 "™ zu jedem Zeitschritt m. Eine Paral-
zellen und Teilchen zu den N, verfiigharen Prozessoren fiir alle Zeitschritte m € {1... M}
liefert. Das Optimierungsziel ist wiederum, die Laufzeit T zu minimieren.

Das Laufzeitmodell aus Abschnitt 3.2, welches in Abschnitt 3.3 fiir den Feldloser kon-
kretisiert wurde, muss aufgrund der obigen Ausfiihrungen wie folgt erweitert werden. Im
Rahmen der Phase des Algorithmus, in der die Trajektorien der Makroteilchen integriert
werden, tritt fiir jedes Teilchen die gleiche Rechenlast auf. Fiir alle Teilchen, die einem
anderen Prozessor zugeordnet werden als die Gitterzelle, in der sie sich befinden, miissen
die benotigten Felddaten nach dem Abschluss der Feldloserphase mit diesem Prozessor
ausgetauscht werden. Umgekehrt miissen nach der Berechnung der Teilchenbewegung die
sich ergebenden Strome diesem Prozessor zur Verfiigung gestellt werden. Geméfs der oben
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diskutierten Vereinfachung soll angenommen werden, dass die verschickte Datenmenge pro
Teilchen fiir alle Teilchen, die sich in einer solchen nichtlokalen Zelle befinden, gleich ist
und von dem Prozessor bereitgestellt werden kann, welcher die Felddaten fiir die Zelle
besitzt.

Die Zuordnung der Teilchen zu den Prozessoren kann frei gewahlt Werden Sie moge, wie
bereits die Zuordnung der Gitterzellen, durch Entscheidungsvariablen a ) beschrieben
werden. Es gelte

(3.32)

PT (m) _ { 1 falls Teilchen p in Zeitschritt m Prozessor i, zugeordnet ist,
p7i71' -

0 sonst.

Da auch hier eine eindeutige Zuordnung der Teilchen zu den Prozessoren erzwungen werden
soll, folgt die Nebenbedingung

Nr
b (m)

a; V=1 VYpe{l...P™} me{l...M}. (3.33)

Dyir
in=1
Die benétigte Laufzeit fiir die Berechnung der Trajektorien auf einem Prozessor i, setzt
sich zusammen aus der Rechenzeit, welche als proportional zu der Anzahl der Teilchen
angenommen werden kann, die dem Prozessor zugeordnet sind, sowie der fiir den Daten-
austausch benotigten Laufzeit. Die fiir die Trajektorienberechnung wihrend des Zeitschrit-
tes m von Prozessor i, bendtigte Rechenzeit ergibt sich zu

p(m)
m PT (m
PT( )(lm P) = B, Z ;,z: (3.34)
p=1

Die ;_ sind wiederum maschinenabhéngige Proportionalitidtsfaktoren. Als Abschétzung
fiir die fiir den Datenaustausch benotigte Laufzeit wihrend des Zeitschrittes m fiir Pro-
zessor i, ergibt sich mit dem Proportionalitdtsfaktor ~

pim)

PTé'm) (7;71'7 N7T7 7)) :_ry Z Z Z pﬂ p,z,r Cﬂ— 1:7])7r ’ (,;IL) I(ZZIB

jn=1 i€l p=1
Jn # i

p(m)

il Z Z Zpﬂ Pijn mlc,zw‘%)i(:g’ (3'35)

jn=1 i€l p=1
Jn # i

wobei der erste Term proportional zur Anzahl der Teilchen ist, welche Prozessor i, zuge-
ordnet sind, jedoch Felddaten von einem der anderen Prozessoren benotigen. Der zweite
Term ist proportional zur Anzahl der Teilchen, welche nicht Prozessor i, zugeordnet sind,
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jedoch von Prozessor i, Felddaten benttigen. Bei Ausdruck (3.35) wurde, wie schon beim
Datenaustausch fiir den Feldloser, angenommen, dass die Daten kollektiv in Nachrichten
grofer Léange statt einzeln verschickt werden, so dass die dafiir benétigte Zeit als direkt
proportional zur verschickten Datenmenge angenommen werden kann.

Sowohl die Zuordnung von Teilchen, als auch die Zuordnung von Gitterzellen und den
damit verbundenen Gitterspannungen zu den Prozessoren, konnen durch die Paralleli-
sierungsstrategie wahrend der Simulation Veréindert werden, wie der hochgestellte Index

7 Z)ﬂ andeutet. Eine solche Verédnderung der

an den Entscheidungsvariablen a ) bzw. @ .
Zuordnung erfordert den Austausch der mit der Gitterzelle bzw. mit dem Teilchen ver-
bundenen Daten. Die dafiir aufzuwendende Laufzeit werde mit LBTESM) bezeichnet. Unter
der Annahme, dass die benotigte Zeit fiir den Datenaustausch fiir jeden Prozessor propor-
tional zur Anzahl der Gitterzellen bzw. Teilchen ist, die dem Prozessor neu zugeordnet
werden, beziehungsweise, die er an einen anderen Prozessor abgibt, ergibt sich fiir einen

Prozessor i, in Zeitschritt m:

I i NPy Y S () F Y LT T )

ICEI Jjre =1
Jr # ix
PT (m) PT (m+1 PT (m) PT (m+1
+??Z > (g A (336
b

wobei der erste Term proportional zur Anzahl der Gitterzellen ist, die Prozessor i, neu
zugeordnet oder von Prozessor ¢, an andere Prozessoren abgegeben werden. Der zweite
Term ist proportional zur Anzahl der Teilchen, welche Prozessor i, neu zugeordnet wer-
den, oder von Prozessor i, an andere Prozessoren abgegeben werden. Die Grofen v und 7
sind wiederum entsprechende Proportionalitatsfaktoren.

Auf welche Weise die einzelnen Ausdriicke ¥70™, £ PTI™  PTIM ynd LBTém) 7
einer Gesamtlaufzeit kombiniert werden kénnen, hingt von der Implementierung ab. Ins-
besondere davon, zu welchem Zeitpunkt der Datenaustausch vorgenommen wird, welcher
zu einer Synchronisation der Prozesse fiihrt.

Da die beiden Phasen des PIC Algorithmus durch die Kopplung voneinander abhingig
sind, liegt die Annahme einer Synchronisation nach jeder Phase nahe. Abbildung 3.6(a)
zeigt schematisch das zugehorige Ablaufdiagramm. Die Neuzuordnung der Feld- und Teil-
chendaten geschieht nach Abschluss der Berechnungen eines Zeitschrittes in einer separa-
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ten Phase. Unter dieser Annahme kann die Laufzeit abgeschitzt werden zu

M

T5(NaP) = (mg%i {FTgm(im Ny, P)+ T8 (i, N, 73)}
+max {PTg’”) (in, N, P) + LT (i, N, 73)} (3.37)
+ max {LBngm) (iry Nx, P) }) ) (synchroner Fall)
Ir€

Durch eine Duplizierung von Berechnungen kann in bestimmten Féllen der gesamte Daten-
austausch zu einem Zeitpunkt nach den Berechnungen eines Zeitschrittes durchgefiihrt wer-
den, so dass einer der Synchronisationspunkte vermieden werden kann. Abbildung 3.6(b)
zeigt schematisch den Ablauf des Algorithmus fiir diesen Fall. Welche Berechnungen zu
duplizieren sind, hingt von der Zuordnung der Felddaten zu den Prozessoren ab. Dies soll
zu einem spéteren Zeitpunkt genauer betrachtet werden (Abschnitt 3.4.6.1). Aufgrund
des Wegfalls des Synchronisationspunktes zwischen den beiden Phasen ergibt sich als Ab-
schitzung fiir die Laufzeit

i €Il

Ts(NaP) = (maX{FTs(m) (ims Ny P) + FTE" (i, N, P)

+ PT (i, Ngy P) + DTS (i, Ny, 77)} (3.38)

ix €Il

+ max {LBngm) (4s Ny, P) }) . (asynchroner Fall)

Es handelt sich bei dem durch die erweiterte Zielfunktion gegebenen Optimierungsproblem,
wie schon im Falle des Feldlsers, um ein nichtlineares kombinatorisches Optimierungspro-
blem [64]. Bereits fiir das Optimierungsproblem in Abschnitt 3.3 war die Suche nach einer
Strategie, die zu einer Optimalldsung fiihrt, aus den dort erlauterten Griinden nicht prak-
tikabel, und es kam eine Heuristik zur Anwendung, welche mit geringem Laufzeitaufwand
eine hinreichend gute Losung lieferte. Durch die Erweiterung der Zielfunktion fiir den voll-
standigen PIC Algorithmus ist das zu 16sende Optimierungsproblem nochmals schwieriger
geworden, so dass auch hier wieder Heuristiken entwickelt werden miissen. Erschwert wird
die Losung durch die Tatsache, dass sich die Verteilung der Teilchen iiber das Rechen-
gebiet im Verlauf der Simulation in einer Weise dndert, die a priori unbekannt ist. Die
zu einer Optimierung im Vorfeld der Simulation notwendige Information der Zuordnung
von Teilchen zu Gitterzellen in jedem Zeitschritt der Berechnung ist somit nicht verfiighar
und offenbart sich erst im Laufe der Simulation. Somit muss die Zuordnung von Teilchen
und Gitterzellen zu den Prozessoren im Laufe der Simulation basierend auf den sich er-
(m)

<D (m) . . : . X
gebenden Werten der n; -~ immer wieder dynamisch angepasst werden. Diese Anderung
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Abbildung 3.6: Ablaufdiagramm des parallelen PIC Algorithmus. (a) Der Datenaustausch
findet nach jeder Berechnungsphase statt. Damit entstehen insgesamt drei Synchronisations-
punkte in einem Durchlauf der Schleife. (b) Der Datenaustausch findet nach dem vollstindi-
gen Abschluss der Berechnungen statt. Damit verschwindet einer der Synchronisationspunkte,

jedoch ist ein gréflerer Datenaustausch am Rand der einzelnen Teilgebiete notwendig.

der Zuordnung von Objekten zu Prozessoren wihrend der Laufzeit wird als dynamische
Lastzuordnung oder auch dynamische Lastbalancierung bezeichnet [47]|. Die dafiir beno-
tigte Laufzeit flieRt iiber den Term LBTme)

steht die statische Lastzuordnung, wie sie fiir den Feldloser ausreichend war. Dabei erfolgt

in die Zielfunktion ein. Im Gegensatz dazu
die Zuordnung der Daten zu den Prozessoren nur ein einziges Mal und dndert sich danach

nicht mehr.
Bevor im folgenden Abschnitt unterschiedliche, im Rahmen der Arbeit entwickelte Lo-
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sungsheuristiken vorgestellt und soweit wie moglich theoretisch analysiert werden, sollen
anhand der Zielfunktionen (3.37) bzw. (3.38), wie bereits fiir den Feldldser, noch einige
Uberlegungen angestellt werden, welche grundsitzlichen Eigenschaften einer Parallelisie-
rungsstrategie dazu fiihren, dass T tendenziell minimiert wird. Fiir eine Ubersicht iiber
die wichtigsten Parallelisierungsstrategien fiir PIC, welche in der Literatur zu finden sind,
sei auf Anhang C verwiesen.

Bei Betrachtung des Terms © Tém) fallt auf, dass dieser umso kleiner wird, je mehr Teilchen
dem gleichen Prozessor zugeordnet werden wie die Gitterzelle, in der sie sich befinden. In
dem Fall, dass eine Parallelisierungsstrategie die Zuordnung der Teilchen an die Zuordnung
der Gitterzellen koppelt, d.h. ein Teilchen wird immer genau dem Prozessor zugewiesen,
dem auch die Gitterzelle zugeordnet ist, in der sich das Teilchen befindet, so wird ¥ Tém) =0

und nimmt damit seinen kleinstmoglichen Wert an. In diesem Fall sind die r ;’2 festgelegt
als
aly=3"nmar (3.39)

iceZ

Der Term LBTém), welcher die bendtigte Laufzeit fiir die Neuzuordnung von Teilchen und
Gitterzellen im Rahmen der dynamischen Lastbalancierung beschreibt, wird umso klei-
ner, je kleiner die Menge an Daten ist, fiir welche die Prozessorzuordnung veréndert wird.
Da LBfém) als einziger Term innerhalb der Zielfunktion von den Entscheidungsvariablen
zweier verschiedener Zeitschritte abhéngt, nimmt er eine Sonderstellung ein. Seine Be-
handlung innerhalb einer Parallelisierungsstrategie soll im néichsten Abschnitt genauer

untersucht werden.

3.4.2 Behandlung des Lastbalancierungsaufwandes

Der Term LBTESm) verkoppelt die Entscheidungsvariablen der einzelnen Zeitschritte mit-
einander. Ohne Beriicksichtigung dieses Terms in der Zielfunktion zerfillt das Optimie-
rungsproblem (3.37) bzw. (3.38) in M voneinander unabhéngige Probleme. Die Zuordnung
der Gitterzellen und Teilchen zum Zeitschritt m kann dann ausschliefslich auf den %)5:2
basieren. Da sich dadurch die Bewegung grofter Datenmengen nicht mehr negativ auf die
Zielfunktion auswirkt, besteht zunéchst die Gefahr, Lastbalancierungsverfahren zu kon-
struieren, welche die bestehende Zuordnung der Daten bei der Berechnung einer Neuzu-
ordnung vollkommen unberiicksichtigt lassen. Das kann dazu fiihren, dass in jedem Schritt
eine grofse Menge an Daten im Rahmen des Lastbalancierungsprozesses auszutauschen ist.
Im Wesentlichen existieren zwei Moglichkeiten, dies durch die Konstruktion des Lastba-
lancierungsalgorithmus zu vermeiden [71].

Zum einen andert sich die Verteilung der Teilchen im Rechengebiet nur langsam. Fiihrt
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nun ein Lastbalancierungsalgorithmus fiir &hnliche Teilchenverteilungen zu einer dhnlichen
Zuordnung von Teilchen und Gitterzellen zu den Prozessoren, so wird automatisch ver-
mieden, dass eine unnotig groke Menge an Daten bewegt werden muss, um zu einer guten
Lastverteilung zu kommen.

Zum anderen kann ein Lastbalancierungsalgorithmus so konstruiert werden, dass, ausge-
hend von der bereits vorliegenden Verteilung der Daten, lediglich inkrementelle Ande-
rungen zugelassen werden, so dass die bereits vorliegende Zuordnung von Teilchen und
Gitterpunkten implizit beriicksichtigt wird.

Fiir die im Rahmen der vorliegenden Arbeit entwickelten Lastbalancierungsstrategien kom-
men beide Moglichkeiten zum Einsatz, worauf an entsprechender Stelle hingewiesen wird.

3.4.3 Dynamische Teilchenzuordnung

m)
ic,p
beschriebenen Abhéngigkeiten fiihrt, trotz idealer Verteilung der Rechenlast, aufgrund ei-

nes im Allgemeinen hohen Aufwandes fiir den Datenaustausch Tém)

Eine Zuordnung der Teilchen und Gitterzellen ohne die Beriicksichtigung der durch i

nicht zu einer prak-
tikablen Parallelisierungsstrategie wie frithere Untersuchungen zeigten [1, 2|.

In diesem Abschnitt soll daher eine im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Parallelisie-
rungsstrategie vorgestellt werden, mit deren Hilfe, basierend auf einer bereits gegebenen
Zuordnung der Gitterzellen zu den verfiigbaren Prozessoren, die Zuordnung der Teilchen
so bestimmt werden kann, dass die Zielfunktion minimiert wird. Die Zuordnung der Git-
terzellen kann mit dem in Abschnitt 3.3.1 oder einem der in Anhang C beschriebenen
Verfahren zunichst unabhéngig von der Teilchenverteilung vorgenommen werden.

Es sei angenommen, dass die Zuordnung der Gitterzellen so erfolgte, dass alle Prozessoren
die gleiche Zeit T, fiir den Feldloser und den damit verbundenen Datenaustausch bend-
tigen und dass die Zuordnung der Gitterzellen im Laufe der Simulation nicht modifiziert
wird.

Wie in Abschnitt 3.4.2 angedeutet, soll der Term LBTme) zwar nicht explizit in der Ziel-
funktion beriicksichtigt werden, jedoch wird der Lastbalancierungsalgorithmus derart kon-
struiert, dass sich fiir eine nur geringfiigig modifizierte Teilchenverteilung auch nur eine
geringfiigig gednderte Zuordnung der Teilchen zu den Prozessoren ergibt.

Unter Beriicksichtigung der beschriebenen Annahmen vereinfacht sich die Zielfunktion zu

Ts(N,, P) = M - I'T, +Z£ngﬁ< {PT( z,r,Nﬂ,P)+PT§m>(¢ﬂ,Nﬂ,P)}. (3.40)

Die Summanden in (3.40) sind unabhéngig voneinander, da jeder der Summanden nur
die Entscheidungsvariablen fiir einen bestimmten Zeitschritt enthélt. Somit kann jeder
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einzelne Summand separat minimiert werden, und die Betrachtung kann auf die optimierte
Zuordnung der Teilchen zu den Prozessoren fiir einen Zeitschritt reduziert werden. Der
konstante Anteil M - I'T, fiir den Feldloser spielt fiir die Optimierung keine Rolle und wird
daher ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltigkeit zu Null gesetzt. Fiir einen beliebigen
Zeitschritt m lautet die Zielfunktion somit

Tém)(Nm P) = max {PTém) (ix, Ny, P) + PT§m>(iW, N,, 73)} : (3.41)

ix €Il

Da die Optimierung fiir jeden Zeitschritt getrennt erfolgen kann, wird im Folgenden der
hochgestellte Index an allen Grofen fortgelassen.
Fiir die in Gleichung (3.35) auftretenden Terme soll folgende abkiirzende Schreibweise

verwendet werden:

P
nw p cm cp
Ui = § : E i G Ty (3.42)

iceZ p=1

Auferdem sei

P
Si. = Z Z(g’ric,iw . (;’Il)imp. (343)

ic€Z p=1

Die Grofse %rimjﬂ beschreibt die Anzahl der Teilchen, welche Prozessor i, zugeordnet wer-
den und sich in einer Gitterzelle befinden, die Prozessor j, zugeordnet wurde. Die Grofe s;
beschreibt die Gesamtzahl aller Teilchen, welche sich in Gitterzellen befinden, die Prozes-
sor i, zugeordnet wurden. Ziel der Optimierung ist, die ”drimj,r basierend auf den Werten
von s;. so zu bestimmen, dass die Zielfunktion (3.41) minimiert wird. Die Auswahl der
Teilchen, d.h. die konkrete Wahl der @ pirs Nat dann lediglich so zu erfolgen, dass sich
die berechneten Werte fiir die rgimjﬂ ergeben. Diese Vereinfachung ist mdglich, da es sich
bei den Teilchen beziiglich der mit ihnen verbundenen Rechenlast um ununterscheidbare
Objekte handelt.

Die Zielfunktion ldsst sich mit Hilfe der Beziehung

Nr
pm nw nmw
: : a Pyir = aiﬂ'aiﬂ' + z : a Tr,Jm (344)
p=1 Jm =1

Jn #in

welche sich mit Hilfe von Gleichung (3.17) sowie dem Zusammenhang

Nip,=1 Vpe{l...P} (3.45)

iceZ
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aus Gleichung (3.42) ableiten liisst, vollstiindig in Abhéingigkeit der '@, formulieren als

Nx N

T$<Nﬂ'7 P) = ma’lzl({ 6’577 : 7La7/riﬂ7iﬂ' + (B'Lfr + ’y) : Tgriw,jﬂ' + Py : Tg’rjﬂyiﬂ' } Y (346)
e Je =1 Jr =1

Jm # ix Jr #in

was sich durch Einsetzen von Gleichung (3.42) und (3.44) in Gleichung (3.34) und (3.35)
ergibt. Die Nebenbedingung aus Gleichung (3.33) lisst sich sofort auf die neuen Variablen
ibertragen. Auferdem miissen die naﬂimjw sinnvollerweise positiv sein. Die vollstdndigen

Nebenbedingungen fiir das Optimierungsproblem lauten somit

N
nm

@jrin = Siz Vi €1, (3.47)
j7r:1

nm

A 5. >0 Vig,jp €Il (3.48)

Fiir die Optimierung soll angenommen werden, dass Tgrimjﬂ € R gilt. Aus dem diskreten
Optimierungsproblem wird damit ein kontinuierliches Optimierungsproblem, welches sich
mit dem in diesem Abschnitt beschriebenen Algorithmus optimal 16sen ldsst. Im Anschluss
wird erlautert, wie die diskreten Werte der naﬂiw~7r durch Runden aus den kontinuierlichen
bestimmt werden kénnen, um eine gute Approximation fiir die Losung des diskreten Op-
timierungsproblems zu erhalten. Diese Vereinfachung lasst sich damit rechtfertigen, dass
bei einer PIC Simulation die Anzahl der Makroteilchen iiblicherweise als sehr viel grofer
angenommen werden kann als die Zahl der Prozessoren des verwendeten Parallelrechners.
Deswegen ist zu erwarten, dass die "o?imjw so grofs sein werden, dass sich der relative Fehler,
welcher durch das Runden der Werte eingefiihrt wird, kaum bemerkbar machen wird. Die-
ses Vorgehen ist eine zur approximativen Losung diskreter Optimierungsprobleme hiufig
angewandte Strategie [64].

Ohne Beschriankung der Allgemeingiiltigkeit sei angenommen, dass

ﬁiﬂ' : 574'71' S 6]71’ : SJ‘rr vzﬂ' S jﬂ' (349)

gilt. Ist dies nicht der Fall, so kann durch eine Permutation der Prozessoren erreicht wer-
den, dass Bedingung (3.49) erfiillt ist.

Ausgehend von einem Referenzzustand sollen die Tgimﬂ nun iterativ berechnet werden,
so dass schlieflich die Zielfunktion nach maximal N, — 1 Iterationsschritten ihr Minimum
annimmt. Die a;_;_ , welche sich im n-ten Schritt des Optimierungsalgorithmus ergeben,

., nr(n) . .. L .
werden mit '@, ; bezeichnet. Fiir das Argument der max{.} Funktion im n-ten Iterati-

(2 2VE

onsschritt in Gleichung (3.46) wird im Folgenden kurz 7| é")(iw) geschrieben. Man beachte,
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dass sich der hochgestellte Index nun auf den Iterationsschritt des Optimierungsalgorith-

mus b?ziell)lt und nicht auf den Zeitschritt der Simulation.
n+
Die a

insdn

rektur A%E:?jﬂ. Es gilt

. nmwin .
ergeben sich aus den Werten der a, ; und einer noch zu berechnenden Kor-

nr(n+1) nm(n) nm(n)

T AT (3.50)

ir,Jm s )

Die Nebenbedingungen aus Gleichung (3.47) und (3.48) gelten natiirlich auch fiir alle im
Laufe des Optimierungsverfahrens berechneten Zwischenwerte, so dass

Nr

nm(n) .
Z aj in = 8ix Vig €IllneN, (3.51)
jTr:]-

nr(n) o

aiﬂ?j’f\' Z 0 vzﬂ')]ﬂ' 6 H)” E N (352)

jederzeit erfiillt sein muss. Aus Gleichung (3.51) ergibt sich sofort, dass fiir die Korrekturen

AL
» Ad;, =0 Vi.eIneN (3.53)

a]ﬂ7i7r
Jr=1

gelten muss.

Initialisierungsschritt:

. . nm(0)
Die Variablen a;

seien gegeben durch

nr©) ) s, falls i =g (3.54)
1 0 sonst. '
Die Werte der Téo) (ir) ergeben sich daher zu
Téo) (ix) = Bir * Siy- (3.55)
Abbildung 3.7 zeigt den beschriebenen Referenzzustand.
Iterationsschritt:
Seien die Grosen (™ u(™ € I so festgelegt, dass gilt:
T8I = T8 (i) Wi < TV A L
T MY < T (i) Vi > 10 (3.56)

74



3.4 Parallelisierung des PIC' Algorithmus

0.
Ts (i) BN, SN,

ﬁNw—lst—l
ﬂN,72sNﬂ.72
ﬁN,..*I}SNﬂ.fS
Ba54
8353
B2s2
Bis1 I
2 3 4 i

Nﬂ—_3 N7T_2 Nﬂ'_l NT('

Abbildung 3.7: Ausgehend von dem abgebildeten Referenzzustand, in dem alle Teilchen dem
Prozessor zugeordnet werden, dem die Gitterzelle zugeordnet ist, in der sie sich befinden, wird

die Optimierung vorgenommen.

sowie

T (W) = T (in)  Vie > u™ A .
T8 (™) > T (in) - Vi < u™. (3.57)

Abbildung 3.8 illustriert die beiden Grofen 1 und «™. Da der Wert der Zielfunktion
wegen des max{.} Ausdrucks durch die Tén) (u™ ... N;) bestimmt wird, miissen diese zur
Reduktion des Wertes der Zielfunktion alle reduziert werden. Das wird dadurch erreicht,
dass die Gruppe der Prozessoren u™ ... N, Teilchen an die Prozessoren 1...l™ abgibt.
Dies geschieht so lange, bis entweder T‘én) (ix) = T‘én) (Jr) Yig, jr € 11 gilt, oder einer der
Prozessoren u(™ ... N, keine Teilchen mehr besitzt, die abgegeben werden kénnten. Damit
ergeben sich die folgenden Abbruchbedingungen.

Falls

T (in) = T8 (ju) Vi, jx €11 (3.58)

gilt, dann ist der bestmdgliche Zustand erreicht und das Verfahren wird beendet. Ebenso
wird das Verfahren beendet, falls es einen Prozessor i, mit i, > u(™ gibt, fiir den

””(”) —0 (3.59)
oder
Bin <7y (3.60)
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Ny <

(TR -

Abbildung 3.8: Alle Prozessoren mit i; > u™ oder i < 1Y) besitzen den gleichen Wert
fiir TSV (i),

gilt, da auch in diesem Fall der Zustand nicht mehr verbessert werden kann. Ansonsten

w(n)
werden die A'd irj. Wie folgt bestimmt.
Zunichst wird die Gesamtzahl der Teilchen berechnet, welche insgesamt von der Gruppe
der Prozessoren u™ ... N, an die Prozessoren 1...l™ abgegeben werden sollen. Dazu

muss eine Fallunterscheidung beziiglich {™ und u(™ vorgenommen werden.

Fall 1: [ < 4™ — 1

, . w(n) .
Die Grofen A'a ir.jr SOllen so bestimmt werden, dass

entweder (D > 1M 11 oder o) <™ —1 (3.61)

gilt. Es diirfen nur maximal so viele Teilchen von jedem Prozessor abgegeben werden, dass
die Nebenbedingung (3.52) nicht verletzt wird. Diese Bedingung impliziert, dass der Wert

von Tén) (u™ ... N,) nur um maximal

AT‘én)maX = min {(@7r —7) - %f:)lﬁ} (3.62)

in€{u™ . Nz}

na(n)
reduziert werden kann. Bezeichne Aa( die insgesamt von den Prozessoren der Grup-
pe v ... N, an die Prozessoren der Gruppe 1...l™ abgegebene Teilchenzahl. Damit
sich (1) > () 4 1 ergibt oder einer der Prozessoren u™ ... N, keine Teilchen mehr be-
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sitzt, muss
() SR
A6~ = min {AT(”) : (T(") 1™ 4 1) — T (1 )} 3.63
©) S max s ( ) s(I™) “Z_:lﬁiﬁ—i-v ( )
sein. Damit vt < ™ — 1 gilt muss entsprechend
(n) SLA
Adg = min {ATE, (T (@) = Ts(™ = 1)) } - 3.64
® S max s (u™) s( ) Z._Zu()ﬁiw—V ( )
gelten. Die tatsidchliche Anzahl an Teilchen, welche abgegeben wird, wird geméf
Arg(n) := min {A%g ; Anc{rg))} (3.65)

gewahlt.

Fall 2: [ =™ — 1
Falls (" = 4™ — 1 gilt, muss die Bestimmung von Arg(n) etwas anders erfolgen. Wieder-
um werden nur Teilchen von der Gruppe der Prozessoren u(™ ... N, an Prozessoren der

Gruppe 1...1M™ abgegeben. Der Wert von Arg(n) wird in diesem Fall so gewéhlt, dass

entweder
T (W™ NG = T8 (™) (3.66)

gilt, oder ein Prozessor der Gruppe u(™ . .. N, keine Teilchen mehr besitzt. Der Ausdruck in
Gleichung (3.62) gibt wiederum den maximalen Wert an, um den Té") (u™ ... N,) reduziert

werden kann. Bei einer Abgabe von insgesamt A'a " Teilchen #ndert sich Té”)(l AN

gemaf
nw(n)
n " Aa
ATI(1.. 1) = — (3.67)
1
kX::I Brer +7
und T (ul™ ... N,) geméh
A
AT (u™ . Np) = = (3.68)
Z ﬁk:*“/
kr=u(®)
Damit ergibt sich zunéchst aus der Bedingung (3.66)
T (W™ Ny + AT W™ N =TS8 (1. 1)) 4 AT (1. 10, (3.69)

7



3 Parallelisierungsstrategien fiir PIC

Einsetzen von Gleichung (3.67) und (3.68) in Gleichung (3.69) ergibt

wxm) T W™ N =T, 1™

A T : 73 81( ). (3.70)
1(n) ) Ny 1
et} Bl T (1) Bl =

Falls von Gleichung (3.70) Bedingung (3.62) verletzt wird, so muss A”dr(") stattdessen
gewahlt werden geméfs

nw(n) (n) Nr 1
Na  =AT o ) A (3.71)
zﬂzu(”) b ’}/

nx(n)
Damit ist die Fallunterscheidung beendet und aus dem Wert von Aa ~ koénnen die Werte

der Argg?jw bestimmt werden.

Damit die Ténﬂ) fiir die Prozessoren der Gruppe 1...1™ und «( ... N, um den gleichen
Wert erhoht bzw. reduziert werden, miissen die insgesamt von der Gruppe der Prozesso-
ren u™ ... N, an die Gruppe 1 ...l abzugebenden Teilchen entsprechend verteilt werden.
Von den insgesamt von der Gruppe der Prozessoren ™ ... N, abgegebenen Teilchen muss

daher ein Anteil von

nm(n) 1
ACL. . Bi —
m(’i) — Nﬁ“ 7 (3.72)
Aa 1
Z Brer =
k;.n.:u<")

. . . (n) .
auf Prozessor j, aus dieser Gruppe entfallen, wobei Arg.,n-ﬁ definiert ist als

J

(n) Nr (n)
Aa ;= Z ANay (3.73)
kr=u(m)

also als Gesamtanzahl der Teilchen, die Prozessor j, an die Gruppe der Prozessoren 1. ..[™
n)

na(
abgeben muss. Die Aaﬂjﬂ

zessoren 1...10" verteilt werden, dass sie den Wert von T‘én) fiir jeden dieser Prozessoren

von Prozessor j, abgegebenen Teilchen sollen so auf die Pro-

um den gleichen Wert erhohen. Es folgt daher fiir einen Prozessor i, aus dieser Gruppe

(n) 1
Ad, . _
)T ﬂlﬂ’_’_’y
ng(n) =0 — (3.74)
'7j7l' Z
] Brr +
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. . . (n)
Somit ergeben sich die gesuchten Werte der Andri:’jﬁ 7Zu

1 1
na(n) . m Birx— n(n) . m)\ (n)
Al = L e 1 Aa Vip € {1...0"}, jr € {u"™ ... N;}. (3.75)
kﬂ-—z’u(n) ﬂk‘rr +v Trzzl ﬂk‘n- -

Aus Gleichung (3.53) ergibt sich weiterhin, dass

1(n)
mr(” nr(n)
a;, ; =-y Na, (3.76)

ix=1

gelten muss. Die verbleibenden At a werden zu Null gesetzt. Damit ist der Iterations-

i j
schritt beendet. Abbildung 3.9 illustriert den Ablauf des Optimierungsverfahrens.

Das beschriebene Verfahren fiihrt zu einer Optimallosung fiir den Fall %EZLW € R. Fiir den

Beweis dieser Behauptung sei auf Anhang D verwiesen.

Aus der Losung des kontinuierlichen Optimierungsproblems muss nun eine gute Approxi-
mation an die Optimallosung des diskreten Optimierungsproblems bestimmt werden. Dies
kann fiir praktische Zwecke dadurch erfolgen, dass die berechneten kontinuierlichen Werte

wie folgt modifiziert werden. Werden mit Tgimjﬂ nun wieder die diskreten Variablen be-
nr(n) . - .
zeichnet und mit '@ , iri. € Rdie Werte, die sich nach Abschluss des Optimierungsverfahrens

ergeben, so kann durch

nm nw(n) . .
a’i‘/r,jﬂ' = Laiﬂ,jﬂJ vzﬂ' %jﬂ' (377)
Nr
naﬂimiﬂ =S, — Z ’%{rjmiﬂ (378)
e =1
Jn # in

eine zuldssige Losung des diskreten Optimierungsproblems gefunden werden, welche nah
an der berechneten Optimallosung liegt.

Wird das Verfahren verwendet, um eine Neuverteilung der Teilchen vorzunehmen, so exis-
tiert bereits eine Zuordnung der Teilchen auf die Prozessoren, von der ausgehend der
berechnete Zustand erreicht werden muss. Daher ist nun aus den berechneten Werten

der aZ j» zu bestimmen, fiir welche Teilchen die Prozessorzuordnung verdndert werden

n alt . nr neu

muss. Bezeichne a, . die vorhandene Zuordnung der Teilchen und a

i ir i die gemdf dem
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st >

(3.58) oder
(3.59) oder
(3.60) erfiillt?

e =

ihle ATF) wihle A"

W .

semiif (3.65) gemif (3.70) bzw.
i (3.71)

nr(n+1)
berechne a,;

geméfs (3.75) und

(3.76)
nm(n+1) o nm(n) nm(n)
imodr — Qinsjn @i i

l

Abbildung 3.9: Das oben stehende Ablaufdiagramm illustriert das in Abschnitt 3.4.3 be-

schriebene Optimierungsverfahren.

Optimierungsverfahren berechnete neue Zuordnung der Teilchen, so ergibt sich eine An-

derung geméfs

nr neu n alt

nm
Aag j.=a; ; —a; i, (3.79)

. . . nm . .
wobei ein negativer Wert von Aa;_; ausdriickt, dass eine entsprechende Anzahl von
Teilchen von Prozessor i, an Prozessor j, abgegeben werden muss. Ein positiver Wert
zeigt an, dass die entsprechende Anzahl an Teilchen von j, an ¢, abgegeben werden muss.
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Abbildung 3.10: Speedup Werte fiir die Integration der Teilchentrajektorien vor und

nach Anwendung des in Abschnitt 3.4.3 beschriebenen Algorithmus fiir verschiedene Werte

von 3/, wobei es sich bei B um die zur Ausfihrung der Trajektorienberechnung pro Zeitschritt

und pro Teilchen bendtigte Laufzeit handelt und v die Laufzeit beschreibt, welche zum Aus-

tausch der Felddaten pro Zeitschritt und pro nichtlokalem Teilchen bendtigt wird. Der ideale

Verlauf des Speedup ist gestrichelt eingezeichnet. (a) Die Teilchen sind iber das komplette

Rechengebiet gleichmafig verteilt. (b) Die Teilchen konzentrieren sich in 10% der Gitterzellen

des Rechengebietes. (c¢) Die Teilchen konzentrieren sich in 1% der Zellen des Rechengebietes.
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Da sich die Teilchenverteilung von einem Zeitschritt zum néchsten nur langsam &dndert
und sich damit auch die s;_tendenziell langsam dndern, wird das Optimierungsverfahren
zu einer dhnlichen Zuordnung der Teilchen fiihren, wie sie bereits vorliegt

nar neu na alt

iy N (3.80)
so dass fiir die A'a;_; und somit auch fiir “PT° ém) kleine Werte zu erwarten sind.

Die Graphen in Abbildung 3.10 zeigen den zu erwartenden Speedup fiir die Trajektori-
enberechnung inklusive dem benétigten Datenaustausch, nachdem die Teilchen nach dem
oben beschriebenen Algorithmus den Prozessoren zugeordnet wurden. Die Werte wurden
iiber die in der Zielfunktion angenommenen Abhingigkeiten von ¥ Tém) und © Tém) fiir
unterschiedlich stark lokalisierte Teilchenverteilungen bestimmt (siche Gleichung (3.46)).
Die Gebietszerlegung wurde mit Hilfe einer RCB vorgenommen. Es zeigt sich, dass sich
die Skalierbarkeit verschlechtert, je stérker sich die Teilchen in einem kleinen Teil des
Rechengebietes konzentrieren. Dieses Verhalten resultiert daraus, dass bei einer stark lo-
kalisierten Teilchenverteilung sehr viele Teilchen Felddaten aus einem kleinen Teil des
Rechengebietes bendtigen. Diese Felddaten sind einigen wenigen oder nur einem einzelnen
Prozessor zugeordnet. Fiir diese Prozessoren entsteht ein ,Kommunikationshotspot®, d.h.
diese Prozessoren miissen grofe Datenmengen senden und empfangen, was die erreichbare
Performance verschlechtert. Der Effekt wird umso grofer, je kleiner das Verhiltnis der
beiden Grofen (3 und v zueinander ist.

3.4.4 Adaptive Bounding Box

Das im vorigen Abschnitt vorgestellte Verfahren fiihrt bei rdumlich stark lokalisierten Teil-
chenverteilungen, wie in Abbildung 3.10 gezeigt, zu ,Kommunikationshotspots®, welche die
Performance erheblich verschlechtern kénnen. Bei der Konstruktion des Verfahrens wurde
angenommen, dass der Austausch der bendétigten Feld- und Stromdaten pro Teilchen er-
folgt, was dazu fiihrt, dass fiir stark lokalisierte Teilchenverteilungen eine grofe Redundanz
bei den ausgetauschten Daten entsteht.

Um dies zu vermeiden, wurde in [72, 73, 4| eine Parallelisierungsstrategie vorgeschlagen
und in |74 untersucht, welche den Datenaustausch fiir diesen Fall reduzieren kann. Bei
dieser Variante werden sowohl die Teilchen als auch die Gitterzellen so auf die Prozessoren
verteilt, dass die Rechenlast ideal balanciert ist, d.h. es gilt

FTé‘m)(Zwan7P) = FTém)(jﬂyNﬂ7,P) vjﬂ'?jﬂ' E H7 (381)
P iy N, P) = PTE (s Ny P) Vi, i € T (3.82)
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(m)

Nun wird in jedem Zeitschritt die kleinste Menge an Gitterzellen (Bounding Box) B, ;.
bestimmt, die alle Gitterzellen enthélt, auf deren Feld- bzw. Stromwerte fiir die Trajekto-
rienberechnung zugegriffen werden muss. Die Felddaten der Gitterzellen in diesem Bereich
werden durch eine globale Kommunikationsoperation an alle Prozessoren verschickt. Die
Stromdaten werden nach Abschluss der Berechnungen auf allen Prozessoren, wiederum
mittels einer globalen Kommunikationsoperation, akkumuliert. In der im Rahmen der Ar-
beit durchgefiihrten Implementierung erfolgte der Datenaustausch in beiden Fillen mittels
der Funktion MPI_Allreduce. Abbildung 3.11 illustriert den Anwendungsfall des Verfah-
rens.

Bei einer theoretischen Analyse stellt sich heraus, dass der Algorithmus nicht skalierbar
ist. Die Skalierbarkeitsanalyse soll im Folgenden vorgestellt werden und erfolgt unter der
Annahme eines Parallelrechners mit gleichartigen Prozessoren, das heifit es gilt o; = «
und 3, = f.

Da sowohl die Gitterzellen als auch die Teilchen gleichméfig den verfiighbaren Prozessoren
zugeordnet werden, ergibt sich die reine Rechenzeit pro Zeitschritt fiir den Feldloser bzw.
fiir die Integration der Trajektorien zu

pm)
Nx

N, m) .
FT‘ém)(ZW7N7r7P):aF PT&é )(ZTHNW?P):B

Vi, € 1. (3.83)

Diese Werte sind aufgrund der idealen Lastbalancierung fiir jeden der beteiligten Prozes-

soren gleich. In jedem Zeitschritt miissen die Felddaten fiir diejenigen Zellen ausgetauscht
(m)

werden, welche zu B, ;| gehoren. Somit lisst sich die Laufzeit fiir den bendtigten Austausch

der Felddaten einerseits, sowie der Stromdaten andererseits abschitzen zu
P (i, Ny, P) = 6|BU)| log (N,) Vi, €11, (3.84)

wobei k ein Proportionalitatsfaktor ist. Bei einer Punkt-zu-Punkt Kommunikationsope-
ration zwischen den Prozessoren wiirde © T‘ém) proportional zu N, ansteigen. Durch die
Verwendung der effizienteren globalen Kommunikationsoperation (MPI_Allreduce) kann
dies auf den oben angegebenen Zusammenhang reduziert werden [47|. Als Abschétzung

fiir den Term ¥ Tém) folgt mit den Uberlegungen aus Abschnitt 3.3.2
N\ 3
FT (i Ny, P) = C - (F) Vi, € IL (3.85)
Es ergibt sich somit als Abschitzung fiir die benotigte Laufzeit in Zeitschritt m

TNy, P) = FT (i, Ny, P) + FTE (i Ny, P + PTE (i, Ny P) + PTE (i, Ny, P)

(m)

NC N(; P m
ot (F0) 8 S B o (V). (3.56)

W

83



3 Parallelisierungsstrategien fiir PIC

Fiir hinreichend grofe Simulationsprobleme N, > N, kann der zweite Summand gegen-
iiber dem ersten vernachléssigt werden. Damit ergibt sich als Abschitzung fiir die Effizienz
in Zeitschritt m geméf der Definition (2.49)

(m)
EU(N,, P) = Is (m()l’P) ~ — ! . (3.87)
Ny TV (N, P) 14 —ﬂ?‘;}ﬂ{x@c N, log (N;)

Um mit Hilfe des Ausdrucks in Gleichung (3.87) die Isoeffizienzfunktion ableiten und
somit die Skalierbarkeit untersuchen zu kénnen, muss der Zusammenhang zwischen den
(m)

Parametern N, P(™ sowie B, untersucht werden, um zu einem einzigen Parameter zu
kommen, der die Problemgréfe beschreibt.
Die Anzahl der Gitterzellen, fiir die Felddaten auszutauschen sind, ist bei einem homogenen

Gitter proportional zur Anzahl der gesamten Gitterzellen. Es gilt
1B « N.. (3.88)

Bei einer sinnvollen Simulation wird die Teilchenanzahl P™ nicht unabhiingig von der
Anzahl der Gitterzellen verdndert. Vielmehr wird bei einer besseren rdumlichen Auflésung
durch eine grofere Anzahl an Gitterzellen auch eine grofsere Anzahl an Teilchen bendétigt,
so dass das Verhéltnis der Anzahl an Teilchen zu der Anzahl an Gitterzellen ungefahr
gleich bleibt. Es folgt

P™  N,. (3.89)

Unter Voraussetzung der Gleichungen (3.88) und (3.89) wird der Ausdruck fiir die Effizi-
(m) " welche die

min?’

enz in Gleichung (3.87) unabhingig von den Parametern N, P sowie B
Problemgréfse beschreiben. Somit kann durch eine Erhéhung der Problemgrofe bei kon-
stanter Anzahl an Prozessoren nicht erreicht werden, dass die Effizienz ansteigt. Damit ist
diese Parallelisierungsstrategie nicht skalierbar und die Isoeffizienzfunktion existiert nicht.
Trotz dieses negativen Ergebnisses kann die Strategie fiir Simulationsprobleme mit rdum-
lich stark lokalisierter Teilchenverteilung recht gute Performanceergebnisse erreichen, wie
in Kapitel 4 gezeigt werden wird.

3.4.5 Statische Gebietszerlegung

Interessant ist eine Betrachtung der sich mit dem in Abschnitt 3.4.3 beschriebenen Ver-
fahren ergebenden Zuordnung der Teilchen fiir v < mi%{ﬁiﬁ} sowie 7 > malglc{ Bi.
i€ (23S

Der erste Fall modelliert einen Parallelrechner mit einem Verbindungsnetzwerk sehr hoher
Bandbreite, wiahrend der zweite Fall einen Parallelrechner mit einem Verbindungsnetzwerk
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Partitionierung fiir Feldloser -

[ ]
Ny

Bounding Box B ™)

min

Abbildung 3.11: [llustriert das in Abschnitt 3.4.4 beschriebene Verfahren fiir N = 6. Die
(m)

Felddaten innerhalb des grau schraffierten Bereiches (Bounding Box B,,;; ) werden allen Pro-
zessoren uber eine globale Kommunikationsoperation bekannt gemacht. Fir eine rdaumlich
stark lokalisierte Teilchenverteilung kann dies zu einer Reduktion redundanter Kommunika-

tion fiihren.

niedriger Bandbreite modelliert. Insbesondere fiir Parallelrechner aus der Klasse der Mul-
ticomputer wird tendenziell eher der zweite als der erste Fall auftreten.

Im ersten Fall kann © Tém) gegeniiber © Tém) vernachliissigt werden, und es ist sofort er-
sichtlich, dass dies im Grenzfall v = 0 zu einer Zuordnung der Teilchen auf die Prozessoren
fithrt, bei der PT™ (i, Ny, P) = PT (i, Ny, P) Vi, jix € T gilt, bei der also die Rechen-
last balanciert ist.

Im zweiten Fall ergibt sich wegen der Abbruchbedingung (3.60), dass das Verfahren zu
einem Zustand fiihrt, bei dem die Zuordnung der Teilchen direkt an die Zuordnung der
Gitterzellen gekoppelt wird, denn es ergibt sich sofort, dass im resultierenden Zustand

ne ) s, fallsic = jr (3.90)
T 0 sonst '
gilt. Somit wird die Zuordnung der Teilchen geméfs
ay = dl (3.91)

iceZ

vorgenommen und der Term © Tém) in der Zielfunktion verschwindet, was sich durch Ein-
setzen von Gleichung (3.91) in Gleichung (3.35) leicht iiberpriifen ldsst.

In den vergangenen Jahren wurden zahlreiche PIC Implementierungen vorgestellt, welche
auf dem Prinzip einer statischen Gebietszerlegung und einer mit dieser gekoppelten Zuord-
nung der Teilchen geméaf Gleichung (3.91) basieren (siehe z.B. |6, 7, 5, 8]). Im Folgenden
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soll durch eine Skalierbarkeitsanalyse gezeigt werden, dass diese Strategie fiir bestimmte
Teilchenverteilungen problematisch sein kann. Der fiir die Strategie kritische Fall ist der-
jenige, bei dem sich ein grofser Teil der Teilchen in Gitterzellen befindet, die dem gleichen
Prozessor zugeordnet sind.

Bei der folgenden Skalierbarkeitsanalyse wird ein beliebiger Zeitschritt m betrachtet. In
dem betrachteten Zeitschritt seien die Teilchen so im Rechengebiet verteilt, dass sie auf-
grund von Gleichung (3.91) einem einzigen Prozessor zugewiesen werden und fiir keines der
Teilchen wiahrend des Zeitschrittes die Prozessorzuordnung gedndert werden muss. Da bei
vielen Simulationsproblemen, insbesondere bei der Simulation der Teilchendynamik inner-
halb von Beschleunigerstrukturen, wie z.B. der in Abschnitt 4.2 vorgestellten Anordnung,
raumlich stark lokalisierte Teilchenverteilungen auftreten, die sich bei der beschriebenen
Parallelisierungsstrategie tendenziell in wenigen oder tatsichlich nur einer einzigen Parti-
tion konzentrieren, tritt dieser Fall durchaus bei der Simulation praxisrelevanter Anord-
nungen in Erscheinung. Auferdem soll angenommen werden, dass die Berechnungen auf
einem Parallelrechner mit gleichartigen Prozessoren vorgenommen und die Gitterzellen so

den Prozessoren zugeordnet werden, dass

2
Fra(m) . Frn(m) - N N\ 3
mgg{ T" (ix, Nx, P) + " T (ZW,NW,P)}—a—NWH(—NW) : (3.92)

angenommen werden kann (vgl. Gleichung (3.29)), was einer gleichméRigen Verteilung
der Gitterzellen auf die Prozessoren mittels einer Partitionierung wie in Abschnitt 3.3.1

entspricht.

Da die Teilchen einem einzigen Prozessor zugewiesen sind und wegen PTém) = ( folgt, dass
max {PTgm) (ins Ny, P) + PT™ (i, N, P)} — Bpm™ (3.93)
ir€

gilt. Es ergibt sich als Abschitzung fiir die Laufzeit des betrachteten Zeitschrittes

N, N\ 3
T (N, P) = a2 —c P, 3.94
PP =ags +¢(55) +0 (3.94)

Fiir Probleme mit N, > N, kann der zweite Summand in guter Naherung vernachlassigt

werden und es folgt
N,

T (N,, P) ~ s+ OP. (3.95)
Wie bereits bei der Skalierbarkeitsanalyse in Abschnitt 3.4.4 soll aus den dort erlduterten
Griinden auch nun wieder die sinnvolle Annahme getroffen werden, dass die verwendete
Anzahl an Makroteilchen mit der Anzahl an Gitterzellen verkniipft ist. Somit gilt mit

einem Proportionalititsfaktor k(™)

P = MmN, (3.96)
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so dass die Problemgréfse nun allein mit N, beschrieben werden kann. Somit ergibt sich
als Abschétzung fiir die Effizienz der Berechnungen in Zeitschritt m

9(1,P) ot Bk

E™(N,,P) = - .
P N TP p) T at RN,

(3.97)

Damit lésst sich ein Abfallen der Effizienz durch eine Erhéhung der Problemgrofe nicht
erreichen und die Parallelisierungsstrategie ist fiir den betrachteten Fall nicht skalierbar.
Da die mit den Teilchen verbundenen Berechnungen einem einzigen Prozessor zugeordnet
werden, wirken sich diese wie ein nicht parallelisierbarer Anteil auf die Laufzeit aus. Dies
ist genau der Fall, fiir den in Abschnitt 2.4.3.2 das AMDAHLsche Gesetz hergeleitet wur-
de [50]. Folglich ergibt sich fiir den betrachteten Fall ein maximal erzielbarer Speedup S,
in Zeitschritt m von

(m) _ >
Sim —1 4 Ry (3.98)

Abgesehen von der fehlenden Skalierbarkeit ist der betrachtete Fall noch aus einem ande-
ren Grund kritisch.

Da insbesondere bei Multicomputern die Grofe des jedem Prozessor zur Verfiigung stehen-
den Arbeitsspeichers begrenzt ist, fiihrt die betrachtete Situation, dass alle Teilchen einem
einzigen Prozessor zugeordnet werden, bei entsprechender Problemgrofe dazu, dass die
Teilchendaten nicht mehr im Arbeitsspeicher gehalten werden kénnen, was, abhéngig vom
verwendeten Parallelrechner und/oder Betriebssystem, entweder zu einem Auslagern der
Daten auf die Festplatte, was bedingt durch die wesentlich héhere Zugriffszeit die Laufzeit
stark ansteigen lasst, oder zu einem vollstdndigen Abbruch der Berechnungen fiihren kann.

3.4.6 Dynamische Gebietszerlegung

Parallelisierungsstrategien, welche die Zuordnung der Teilchen mit derjenigen der Git-
terzellen gemif Gleichung (3.91) koppeln, besitzen die besonders fiir Multicomputer mit
einem Verbindungsnetzwerk niedriger Bandbreite attraktive Eigenschaft, dass alle zur Be-
rechnung der Teilchentrajektorien bendtigten Daten im lokalen Speicher verfiigbar sind
und somit der Term ¥ Tém) in der Zielfunktion verschwindet. Durch die sich wahrend der
Laufzeit dndernde Verteilung der Teilchen im Rechengebiet kénnen jedoch die in Ab-
schnitt 3.4.5 erlduterten Probleme entstehen. Im Folgenden sollen zwei im Rahmen dieser
Arbeit untersuchte Parallelisierungsstrategien vorgestellt werden, die diese Probleme durch
eine dynamische Neuzuordnung der Gitterzellen und den mit diesen verbundenen Teilchen
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abschwichen konnen. Die erste der beiden Strategien basiert auf einem von CAMPBELL,
CARMONA und WALKER vorgeschlagenen Verfahren [9], welches in [10, 11, 12, 75| zur
Parallelisierung verschiedener PIC Codes eingesetzt wurde. Es basiert auf dem in Ab-
schnitt 3.3.1 zur Parallelisierung des Feldlosers beschriebenen Verfahren der Rekursiven
Koordinaten Bisektionierung [66]. Die Formulierung erfolgte bislang lediglich fiir Parallel-
rechner mit gleichartigen Prozessoren. Es soll hier in verallgemeinerter Form vorgestellt
werden, die eine Implementierung fiir Parallelrechner mit Prozessoren unterschiedlicher
Leistungstihigkeit erlaubt.

Bei der zweiten Strategie handelt es sich um ein im Rahmen der Arbeit entwickeltes Ver-
fahren, welches neben der dynamischen Balancierung der Rechenlast zwischen den Prozes-
soren durch die geschickte Anordnung der Daten im Speicher die Speicherhierarchie (Ca-
ches) moderner Rechner ausnutzen kann, zum Preis eines etwas hoheren Aufwandes fiir
den Datenaustausch. Zudem ermoglicht es eine Diskretisierung des Rechengebietes, wel-
che besser auf das Simulationsproblem zugeschnitten werden kann und dadurch weniger
Rechnerressourcen bendétigt

3.4.6.1 Rekursive Koordinaten Bisektionierung

Zunichst soll erlautert werden, wie durch das Duplizieren eines Teiles der Rechenlast fiir
den Feldloser erreicht werden kann, dass der Synchronisationspunkt zwischen der Feld-
l16serphase und der Trajektorienberechnung fortgelassen werden, und der Datenaustausch
nach Abschluss aller Berechnungen eines Zeitschrittes erfolgen kann [12]. Dies ermdglicht
die Formulierung der Zielfunktion in der in Gleichung (3.38) angegebenen Form.

Um den Datenaustausch fiir den Feldloser erst nach Abschluss der Trajektorienberechnung
durchfithren zu konnen, muss gewéhrleistet sein, dass simtliche Feldwerte, auf die bei der
Berechnung der Trajektorien sowie bei der Zeitintegration der Gitterspannungen zugegrif-
fen werden muss, im lokalen Speicher des entsprechenden Prozessors verfiigbar sind. Im
Falle der verwendeten trilinearen Interpolation bedeutet dies, dass fiir jede Gitterzelle, die
einem Prozessor mitsamt der in ihr enthaltenen Teilchen zugeordnet wurde, die Felddaten
derjenigen Zellen lokal verfiighar sein miissen, die an die Zelle angrenzen (vgl. Abbil-
dung 3.5(a)). Um die aktuellen Werte dieser Felddaten zu besitzen, miissen diese entweder
nach der Feldléserphase zwischen den Prozessoren ausgetauscht werden, was die uner-
wiinschte Synchronisation der Prozessoren zur Folge hitte, oder sie miissen lokal berech-
net werden. Zu deren lokaler Berechnung werden wiederum die Felddaten weiterer Zellen
gemaf der in Abschnitt 3.3 analysierten Abhéngigkeiten benotigt. Fiir die durch eine RCB
erstellte Partitionierung kann durch eine Erweiterung der Gebiete mit einer zwei Zellen
dicken Schicht von Geisterzellen, deren Felddaten zu Beginn jedes Zeitschrittes von dem
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Partitionsgrenze

_/—

U

)
|
|
\
)

Abbildung 3.12: (a) Die Gebiete werden um eine zwei Zellen dicke ,,Schicht von Geister-
zellen® erweitert. Zu Beginn eines Zeitschrittes werden die den Geisterzellen zugeordneten
Felddaten von den entsprechenden Prozessoren geholt. Dies ermdoglicht die lokale Berechnung
aller Felddaten, welche fir die folgende Trajektorienberechnung bendtigt werden. (b) illustriert
das rekursive Verschieben der Gebietsgrenzen im Rahmen einer dynamischen Lastbalancie-

rUnNg.

entsprechenden Prozessor geholt werden miissen, erreicht werden, dass alle zur lokalen
Berechnung der bei der Interpolation benotigten Feldwerte lokal vorhanden sind. Abbil-
dung 3.12 illustriert, fiir eine einfache Partitionsgrenze, die Felddaten welcher Zellen fiir
die mit der linken Partition verbundenen Berechnungen ausgetauscht werden miissen.
Wie bereits bei dem in Abschnitt 3.4.3 vorgestellten Verfahren soll der Aufwand fiir die
Neuzuordnung der Teilchen und Gitterzellen in der Zielfunktion nicht explizit beriicksich-
tigt werden. Stattdessen wird die Neuzuordnung basierend auf der bereits bestehenden Zu-
ordnung durch inkrementelle Verdnderungen derselben vorgenommen, und so der Aufwand
fiir den mit der Lastbalancierung verbundenen Datenaustausch gering gehalten. Unter der
Annahme N, > N, soll der Term T, '¢ ernachléssigt werden. Unter Berticksichtigung dieser
Vereinfachungen lautet die Zielfunktion

M
To(Ny,P) = 3 max {FT§m> (in, Ny, P) + PTE (i, N, 7?)} . (3.99)
m=1 T

Durch den Wegfall des Terms LBngm) kann jeder Zeitschritt entkoppelt von den restlichen
betrachtet werden.
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Die den einzelnen Prozessoren in Zeitschritt m zugeordneten Gebiete seien mit BET) be-
zeichnet. Die Zuordnung der Gitterzellen und Teilchen wird durch die Wahl der Gebiete
festgelegt geméfs

: (m)
rom) _ { 1 fallsi, € B 5,100
o 0 sonst
sowie
PT (m CP (m) CT (m
Q= > nimam. (3.101)

iceBg;”)

Die Gesamtanzahl der Teilchen, welche Prozessor i, durch die Wahl der Partitionierung
zugeordnet werden, ergibt sich geméfs

p(m) p(m)

pm 2 : €D (m) Cﬂ' (m)
: : a p,ZTr : : 1c:p ) IC7Z7T (3102)
p:l p— ICEBZ(';T)

Der Wert des m-ten Summanden in der Zielfunktion ergibt sich somit unter Berticksichti-
gung von Gleichung (3.102) sowie dem Zusammenhang

B =Y "am (3.103)

ic€Z

zu

max {FT(m) (iny Npy P) + PT(m) (i, N, 73)} = nax {O%|B§m)| + ﬁiﬂpi(m)}
1r € T ﬁ

in€ll
:max{ <|B | + ﬁz”P ) }
ip€ll Oézﬁ

. J/

~ max {a : W}W’”)} . (3.104)
Es sei angemerkt, dass der Ausdruck f—’f als das Verhéltnis der Anzahl der Berechnungs-
operationen, welche fiir ein Teilchen durchzufiihren sind zur Anzahl der Berechnungsope-
rationen, die fiir die mit einer Gitterzelle verkniipften Gitterspannungen ausgefiihrt werden
miissen, interpretiert werden kann. Die Leistungsfahigkeit der Prozessoren wird also durch
die o;_ modelliert, wihrend die Wigrm) eine davon unabhingige Beschreibung der Rechen-
last bilden.

Der Ausdruck in Gleichung (3.104) nimmt sein Minimum an, wenn

ap W =a; W™ Vi g eIl (3.105)

VRS
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(m) (m+1) /.
TS (7/7r) m pTém) TS ('Ln) - pTém-&-l)
I m FTé-m) m FT§m+1)
1 2 3 U 1 2 3 -

Lastbalancierung

o
R

® * e

Abbildung 3.13: Durch das Verschieben der Partitionierungsebenen wird die Lastbalancie-
rung der Berechnungen durchgefihrt. Die Daten, welche dem grau hinterlegten Bereich im
rechten Bild zugeordnet sind, missen im Rahmen der Lastbalancierung zwischen den Prozes-

soren ausgetauscht werden.

gilt. Wie bereits bei der Parallelisierung des Feldlosers soll zunéchst wieder der Zweiprozes-
sorfall betrachtet werden. Die Verallgemeinerung auf den Fall eines Parallelrechners mit
einer beliebigen Anzahl an Prozessoren durch Rekursion ist dann ohne Schwierigkeiten
moglich.

Im Zweiprozessorfall reduziert sich Bedingung (3.105) auf

ay - W™ = ay - W™, (3.106)

Ist diese Bedingung durch die bestehende Partitionierung nicht erfiillt, so wird die Parti-
tionierungsebene um eine Gitterzelle verschoben, so dass die Partition mit zu grofer Last
verkleinert wird zugunsten der Partition mit zu kleiner Last. Dies wird so lange wieder-
holt, bis sich eine Partitionierung ergibt, die Gleichung (3.106) erfiillt, oder zumindest
die bestmdgliche Approximation an (3.106) liefert, welche durch die RCB Partitionierung
erreicht werden kann.

Das Verfahren kann nun durch Rekursion auf den allgemeinen Fall mit einer beliebigen
Anzahl an Prozessoren erweitert werden. Im ersten Rekursionsschritt muss die erste Par-
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titionierungsebene so verschoben werden, dass

ag - W = o, - W™ (3.107)

gilt, wobei sich die «a, bzw. o, geméf den Gleichungen unter (3.24) bestimmen lassen.
Die Zuordnung der Prozessoren zu den beiden Mengen II, und II, wird gemifs der be-
stehenden Partitionierung iibernommen. In jedem weiteren Rekursionsschritt wird die be-
stehende Partitionierungsebene wie beschrieben verschoben, so dass fiir die entstehende
neue Partitionierung schlieflich die Last so verteilt ist, dass Gleichung (3.105) zumindest
naherungsweise erfiillt wird.

Dadurch, dass die bestehenden Partitionierungsebenen lediglich inkrementell verdndert
werden, verursacht das Verfahren einen recht geringen Datenaustausch. Abbildung 3.13
illustriert beispielhaft fiir einen Parallelrechner mit drei Prozessoren das Verschieben der
Partitionierungsebenen und die resultierende Balancierung der Rechenlast. Man beachte,
dass im resultierenden Zustand die Gesamtrechenlast (FTém) (ix, Nxy P) + PTém) (izy Nxy, P)),
nicht jedoch die Rechenlast jeder einzelnen Phase des PIC Algorithmus zwischen den Pro-
zessoren balanciert ist.

Trotz der relativ geringen Datenmenge, die im Rahmen der Lastbalancierungsoperation
ausgetauscht werden muss, zeigt sich, dass eine Lastbalancierung in jedem Zeitschritt nicht
vorteilhaft ist, da die Operation immer auch mit nicht unerheblichen lokalen Berechnungen
im Rahmen der Bestimmung der neuen Partitionierung, sowie mit Aufwand fiir die an-
schliefende Neuorganisation der lokalen Datenstrukturen verbunden ist [68]. Daher wurde
in |68, 9| vorgeschlagen, die Entscheidung, ob eine Lastbalancierung in einem Zeitschritt
durchgefiihrt werden soll oder nicht, von einem Parameter abhéngig zu machen, der ein
Mafs dafiir bildet, wie stark die Verteilung der Last von der optimalen Verteilung geméfs
Gleichung (3.105) abweicht. Im Rahmen dieser Arbeit wurde

max {aiﬂ . W(ﬂm)} —a- Wg(g;)

)

(m) ._ in€ll (
olm = 3.108)
a- Wi
mit
1 Al
ai= o und wim =" wm (3.109)
Z 1 ir=1
=1 T

als Entscheidungsgrofse herangezogen. Die Lastbalancierungsoperation wird eingeleitet, so-
bald der Entscheidungsparameter einen vorher festgelegten Schwellwert oy, iiberschreitet.
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Im Falle gleichartiger Prozessoren ist die Grofe in (3.108) dquivalent zu den in [68, 9] vor-
geschlagenen Entscheidungsparametern. Der Entscheidungsparameter o™ ist dann direkt
verkniipft mit der Effizienz E™ und es gilt

1

Em— -
1+ o0m)

(3.110)

Die Vorgabe eines bestimmten Wertes von o, ist also dquivalent zur Vorgabe eines
Mindestwertes fiir die Effizienz der Berechnung.

3.4.6.2 Kombinatorische Gebietszerlegung

Die folgende, im Rahmen der Arbeit entwickelte Parallelisierungsstrategie erméglicht ei-
nerseits eine Reihe von Laufzeitverbesserungen, fiihrt aber andererseits zu einer etwas
groferen Menge an Daten, die in jedem Zeitschritt zwischen den Prozessoren ausgetauscht
werden miissen.

Durch die gekoppelte Zuordnung von Teilchen und Gitterzellen sind die zur Interpola-
tion der Feldwerte und Extrapolation der Strome wihrend der Trajektorienberechnung
benoétigten Speicherzugriffe allesamt lokal, wodurch die Zeit fiir diese Speicherzugriffe re-
duziert wird. Jedoch wurde kein Augenmerk darauf gelegt, in welcher Reihenfolge diese
lokalen Speicherzugriffe erfolgen. Ein Zugriff auf den Arbeitsspeicher eines Rechners dauert
iiblicherweise mehrere CPU Zyklen, in denen die Verarbeitung angehalten werden muss,
bis die bendtigten Daten dem Prozessor zur Verfiigung stehen. Zur Verringerung der Zu-
griffszeit existieren schnelle Zwischenspeicher (Caches), die zwar deutlich kleiner als der
Arbeitsspeicher sind, jedoch im Vergleich zu diesem eine deutlich geringere Zugriffszeit
aufweisen. Diese Zwischenspeicher arbeiten nach dem Lokalitdtsprinzip, d.h. bei einem
Speicherzugriff wird nicht nur der tatsachlich bendtigte Wert in den schnellen Cache Spei-
cher geladen und anschliefsend zur Verarbeitung zur CPU transportiert, sondern es werden
auch Werte, die im Hauptspeicher benachbart zu diesem Wert liegen, in den Cache Spei-
cher iibernommen. Dies geschieht in der Erwartung, dass als nédchstes auf einen dieser
benachbarten Werte zugegriffen werden muss [32]. Ist dies der Fall, so kann die Zugriffs-
zeit ganz erheblich verkiirzt werden, da der Wert direkt aus dem schnellen Cache Speicher
geholt werden kann. Dies impliziert, dass ein zufilliger Zugriff auf Daten im Hauptspeicher
den Cache nur schlecht ausnutzt.

Insbesondere die Speicherzugriffe zur Feldinterpolation und Stromextrapolation bieten bei
PIC im Hinblick auf die effiziente Nutzung des Cache Speichers Optimierungspotenti-
al. In [76] findet sich eine Untersuchung dariiber, wie grof der Einfluss einer effizienten
Ausnutzung des Caches auf die Laufzeit der PIC Schleife ist. Fiir die betrachtete Problem-
stellung (Plasma Simulation) erhielt der Autor auf dem von ihm verwendeten Rechner eine
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Laufzeitverbesserung um 40-70% dadurch, dass er die Teilchen nach den Gitterzellen, in
denen sie sich befinden, im Speicher gruppierte. Wahrend die im letzten Abschnitt be-
schriebene Strategie durchaus um eine derartige Sortierung der Teilchen ergéinzt werden
und somit ebenfalls von dem Potential des Caches profitieren kann, ist eine solche Sortie-
rung bei dem im Folgenden beschriebenen Verfahren bereits inhérent vorhanden.

Eine weitere Optimierungsmoglichkeit bietet die flexiblere Wahl der Form des Rechenge-
bietes. Haufig sind Anordnungen zu simulieren, bei denen das interessierende Rechengebiet
durch Korper begrenzt wird, welche als ideal elektrische Leiter modelliert werden kénnen.
Insbesondere bei Problemstellungen aus der Beschleunigerphysik tritt dieser Fall in Er-
scheinung. Ein Rechengitter, dessen Konstruktion nach dem einfachen in Abschnitt 2.2.1
erlduterten Prinzip erfolgt, iiberdeckt immer einen quaderférmigen Raumbereich, was zur
Folge hat, dass hdufig ein grofer Teil der Gitterzellen innerhalb der ideal leitfihigen Kérper
liegen. Die Speicherung der Feldfreiheitsgrade fiir diese Zellen sowie deren Traversierung
im Rahmen der Zeitintegration ist daher eine Verschwendung von Speicherplatz bzw. Re-
chenzeit. Durch eine flexiblere Diskretisierung, wie im Folgenden vorgestellt, kann dies zum
Teil vermieden werden. Eine solche flexiblere Methode der Diskretisierung kommt auch in
anderen Anwendungsfeldern der numerischen Simulation zum Einsatz (siehe z.B. [77]).
Die Grundidee der im Folgenden beschriebenen Parallelisierungsstrategie ist die Zerlegung
des Rechengebietes in eine Anzahl an Partitionen, die deutlich grofer als die Anzahl der
Prozessoren ist, welche fiir die Simulation zum Einsatz kommen sollen. Jede der Partitionen
bildet eine separate Datenstruktur, in der die ihr zugeordneten Feld- und Teilchendaten
gespeichert werden. Die Partitionen bilden die kleinste Einheit, in der die Feld- und Teil-
chendaten sowie die mit diesen verkniipften Berechnungen den verfiigbaren Prozessoren
zugeordnet werden. Eine dynamische Lastbalancierung erfolgt dann durch den Austausch
dieser Partitionen zwischen den Prozessoren. Abbildung 3.14 illustriert, wie eine resul-
tierende Partitionierung fiir N, = 2 aussehen kann. Die farbliche Markierung deutet die
Prozessorzuordnung der einzelnen Gebiete in einem bestimmten Zeitschritt m an. Die vier
weils hinterlegten Partitionen liegen vollstandig innerhalb eines als ideal elektrisch leitfahig
modellierten Materials. Diese Partitionen kénnen nach Feststellen dieser Tatsache geloscht
werden und spielen bei den folgenden Uberlegungen keine Rolle mehr. Eine derartige Form
der Partitionierung wurde in |72, 73, 4], im Kontext einer Parallelisierungsstrategie wie in
Abschnitt 3.4.4 vorgeschlagen, was jedoch, wie bereits erldutert, zu einem nicht skalierba-
ren Algorithmus fiihrt, wihrend der im Folgenden erldauterte Algorithmus skalierbar ist.
Das Rechengebiet sei partitioniert in G Partitionen B, ... Bg, so dass die Anzahl der
Gitterzellen, welche in jeder dieser Partitionen enthalten sind, gleich ist. Durch die Be-
schrankung, welche durch die Form der Gebiete auferlegt wird, ist diese Bedingung im
Allgemeinen nur ndherungsweise zu erfiillen. Bezeichne Ki(;n) die Anzahl der Teilchen,
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Abbildung 3.14: Illustriert eine madgliche Partitionierung fir den Fall N; = 2. Die farbli-
che Markierung zeigt die Prozessorzugehorigkeit einer Partition an. Die in weifS hinterlegten
Partitionen liegen vollstindig innerhalb eines als ideal elektrisch leitfdhig modellierten Mate-
rials. Eine Diskretisierung dieser Bereiche kann daher unterbleiben und die entsprechenden
Partitionen kénnen geloscht werden.

welche sich in Zeitschritt m innerhalb der Partition B; befinden:

p(m)
m CP (m
KM= 3"y mm, (3.111)

ic€B;, p=1

Eine Zuweisung der Gebiete zu den verfiigbaren N, Prozessoren werde durch Entschei-

dungsvariablen gc;rgz)ﬂ ausgedriickt, wobei
g gmi) . 1 falls B; im Zeitschritt m Prozessor i, zugeordnet wird, (3.112)
o 0 sonst.

gilt. Die Parallelisierungsstrategie ist in diesem Zusammenhang ein Algorithmus, welcher
die Werte der @ ™) festlegt. Die Zuordnung muss eindeutig sein, d.h.

Z97171'

Nr

Sam =1 vi,e{1...G},me{1...M}. (3.113)

7/9717r
ip=1

Zunichst soll die Zielfunktion in Abhéngigkeit der gcqug';)ﬁ formuliert werden. Durch die
vorgegebenen Gebiete ist der Kommunikationsaufwand 7T ém) bereits bestimmt und nicht
mehr zu beeinflussen. Dieser Term wird daher in der Zielfunktion nicht mehr beriicksich-

tigt.
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Der Aufwand fiir die Lastbalancierungsoperation soll wieder durch die Konstruktion des
Lastbalancierungsverfahrens moglichst gering gehalten werden, indem eine neue Zuord-
nung der Partitionen zu den Prozessoren durch eine inkrementelle Verdnderung der alten
Partitionierung konstruiert wird. Eine Lastbalancierung wird nicht in jedem Zeitschritt
durchgefiihrt, sondern nur, wenn die Lastverteilung als ungleichméfbig erkannt wurde, wo-
bei als Entscheidungsgrofe wieder der in Gleichung (3.108) eingefiihrte Parameter o™
verwendet wurde. Unter diesen Voraussetzungen lautet die Zielfunktion

M=

TV P) = 2 [ {47, 8P -+ e {171, P) )|
m=1 T i
- o ) Bir N7 (m) o)
T (m in 9T (m m
:Z[g}gﬂ({aiﬂza'ﬁgaiw.|Bi9|}+1211212[<{ai7r'Jzaig,iw'KiQ }i|
m=1 ig=1 \/7_"/19:1

Der Faktor 3;_/c;,_ ist, wie in Abschnitt 3.4.6.1 erldutert, fiir alle Prozessoren gleich, womit
die Grofe «;_ das alleinige Maf fiir die Leistungsfahigkeit der einzelnen Prozessoren ist.
Da alle Partitionen B; ... Bg (zumindest ndherungsweise) die gleiche Anzahl an Gitter-
zellen beinhalten, folgt

B,,| =|B;,| Vig.j, €{1...G}. (3.115)

jal

Die Laufzeit fiir den Feldloser ldsst sich somit minimieren, indem jedem Prozessor i, eine

Anzahl an Gebieten G;_ zugeordnet wird, so dass gilt (vgl. Gleichung (3.6))

1
Giﬂ' Qi
= NZ — (3.116)
jﬂ':l &in

Die endliche Anzahl an verfiigbaren Partitionen fiihrt dazu, dass sowohl Gleichung (3.115)
als auch Gleichung (3.116) im Allgemeinen nur niherungsweise erfiillt werden kénnen,
was bei einer grofen Anzahl an Gebieten oder einem Parallelrechner mit Prozessoren von
etwa gleicher Leistungsfihigkeit jedoch kaum ins Gewicht fillt. Sind Gleichung (3.115)
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3.4 Parallelisierung des PIC' Algorithmus

und (3.116) erfiillt, so folgt fiir die Laufzeit des Feldlosers

FTém)(NmP) = max{ i, - Gy, - | By }

i €Il
_ { G- |B| }
= Imax T —
ir€ll ™ 1
j7r:1 Yin
S (3.117)

und nimmt somit seinen optimalen Wert an.

Der Lastbalancierungsalgorithmus soll durch einen Austausch der Gebiete zwischen den
Prozessoren die fiir die Berechnung der Trajektorien benétigte Laufzeit verbessern, oh-
ne die fiir den Feldloser benotigte Laufzeit zu erh6hen. Die Anzahl der jedem Prozessor
zugewiesenen Gebiete (G; darf sich somit wiahrend der Simulation nicht dndern:

G G

gm gm 1 ]
Al = At =G, Yme{l...M},i €1l (3.118)
ig=1 ig=1

Zunichst soll der Lastbalancierungsalgorithmus fiir den Spezialfall, dass genau ein Pro-

zessor o existiert, fiir den

P > —fe—. ptm (3.119)
1

gilt, der also iiberlastet ist, behandelt werden. Alle anderen Prozessoren seien unterbelas-

97 (m+1)

tet. Die Berechnung der neuen Gebietszuordnung a i erfolgt iterativ in maximal G,

7i7r
Iterationen, wobei G, die Anzahl der Prozessor o zugeordneten Gebiete bezeichnet. Das
Verfahren basiert auf dem in der kombinatorischen Optimierung wohl bekannten Greedy-

Prinzip [64].
Bezeichne ‘¢ 5:)17( die Zuordnung der Gebiete im n-ten Iterationsschritt des Verfahrens,

und u§"> e ug\?j_l € II die aufsteigend nach der fiir die Trajektorienberechnung benotig-
ten Laufzeit sortierte Liste der unterbelasteten Prozessoren im n-ten Iterationsschritt des
Lastbalancierungsverfahrens.

Seien weiterhin [;_:{1...G; .} — {1...G} Abbildungen, welche die Gebiete, die einem
beliebigen Prozessor ¢, zu Beginn des Lastbalancierungsverfahrens zugeordnet sind, auf-
steigend nach der Anzahl an Teilchen, die diese Gebiete enthalten, durchlaufen. Es gilt
also

K(m) S K(m

lin (K1) lig (K2)

Da der Zeitschritt m, in dem die Lastbalancierung durchgefiihrt wird, keinen Einfluss auf

VK1 < Ka. (3120)

den Ablauf des Lastbalancierungsverfahrens hat, wird der hochgestellte Zeitschrittindex
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3 Parallelisierungsstrategien fiir PIC

im Folgenden bei allen Grofien fortgelassen. Bei den Grofen, die mit einem hochgestellten
Index ausgestattet sind, bezeichnet dieser den Iterationsschritt des Lastbalancierungsver-
fahrens.

Initialisierungsschritt:
Setze

s (3.121)

ig,iﬂ— ig7i7r7
womit der Ausgangszustand fiir die Lastbalancierung gegeben ist durch die vorliegende
Gebietszuordnung. Setze

iV =@, (3.122)
sowie
iy = =iy =1 (3.123)
1 Np—1
und
k=1 (3.124)
Iterationsschritt:

Schritt 1: (Priifen der Abbruchbedingungen)

Falls
& gm (n) —
Qo e D Co K —a-p- P
ig=1
- < Omax 3.125
- P+ FTO g ( )
oder
iiM =0 (3.126)

97 (n)

gilt, so wird das Verfahren beendet und die ¢ i enthalten die neue Zuordnung der

Gebiete. Im Fall, dass Gleichung (3.125) erfiillt ist, wurde das Lastbalancierungsziel, die
Uberlastung des Prozessors o unter die vorgegebene Schwelle o,y zu reduzieren, erreicht.

Im Fall, dass Gleichung (3.126) erfiillt ist, konnte dieses Ziel nicht erreicht werden.

Schritt 2: (Vergleich/Austausch der Gebiete)
Falls

Kzugn) ) (3.127)

und

G
97 (n _
Ay R (Z € ,)ug”) K, + Kzo(if,”)) - K (n) (@ m)) —a-y- P

o= 9
ig=1

< omae (3.128
a-- P+, 7 (3.128)
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gilt, vertausche die Prozessorzuordnung von Gebiet lo(ig")) mit derjenigen von [ ) (iufﬁ)’
das heifst es wird gesetzt

gcw (n+1) = 1 : gg (n+i)) -0
lo(io(n))vuﬁ lo(io )70
(3.129)
97 (n+1) _ 9T (n+1) _
c , wm =05 ‘¢, Gt =
lu(n) (Zu(n))vun u’({b") ug") )
Die iibrigen c gﬁ;}) werden aus dem vorherigen Iterationsschritt ibernommen.
Setze
i =) g (3.130)
sowie
i(r(i) +1 firj==«
=3 (3.131)

Zu(vn) (n)
’ v () sonst.

Falls Bedingung (3.127) oder (3.128) nicht erfiillt ist, erhdhe den Wert von £ um Eins und

priife, ob

k<N, —1 (3.132)

gilt. Ist dies der Fall, so wird mit Schritt 2 fortgefahren. Anderenfalls wird

D =400 —1 und JOHY =il (3.133)

o u_(")

sowie
k=1 (3.134)

gesetzt und mit Schritt 1 fortgefahren. In Abbildung 3.15 werden die oben beschriebenen
Schritte mit Hilfe eines Ablaufdiagramms illustriert.

Fiir den allgemeinen Fall, in dem eine beliebige Anzahl an Prozessoren iiberlastet und
unterbelastet ist, wird der Algorithmus durch einen Schritt ergénzt, der die Prozessoren
vor der Durchfiihrung der oben beschriebenen Schritte derart gruppiert, dass in jeder der
gebildeten Gruppen genau ein iiberlasteter Prozessor existiert und somit innerhalb der
entstehenden Gruppen der Algorithmus wie oben beschrieben anwendbar ist. Die Prozes-
sorgruppen werden wie folgt gebildet.
Ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltigkeit sei angenommen, dass fiir die Prozessoren
gilt:
a a
o, > G Ky <oy oY A, K, Vi < o, (3.135)

ig=1 ig=1
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Csart >

(3.125) oder
(3.126) erfiillt?

(3.127) und
(3.128) erfiills?

austauschen der 7

Gebiete lo(ig”)) erhohe x um 1
und lugn) (Zugn))

/Lu’({n+1) = Zuff‘) +1
ja nein
Kk >Ng-1
k = 1
(n+1 .
zE,”* ) = z,(Jn) -1

Abbildung 3.15: Das Ablaufdiagramm illustriert das in Abschnitt 3.4.6.2 beschriebene Last-

balancierungsverfahren.

d.h. die Prozessoren seien proportional zu den Laufzeiten sortiert, welche sie fiir die Tra-
jektorienberechnung bendétigen.

Zunichst wird eine Prozessorgruppe aus Prozessor N, mit der groften Laufzeit und den
Prozessoren 1...v mit den geringsten Laufzeiten gebildet, wobei v der kleinstmogliche
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Wert ist, fiir den gilt

= 1
Qg v 1
Z’;Vj P=Y P, >Py — =P (3.136)
1 ir=1 1
jél Qg ' ‘77\—221 Qjr

d.h. die Belastung der Prozessoren 1...v ist derart, dass die Teilchen, welche die Uberlas-
tung von Prozessor NNV, verursachen, von diesen aufgenommen werden konnten, ohne dass
diese Prozessoren selbst iiberlastet werden. Die verbleibenden Prozessoren werden nun
nach dem gleichen Prinzip weiter gruppiert. Die Lastbalancierungsoperation kann dann,
wie oben beschrieben, innerhalb jeder der gebildeten Prozessorgruppen unabhéngig von
allen anderen Gruppen erfolgen, womit das Lastbalancierungsverfahren selbst wiederum
parallelisiert ist.

Es sei angemerkt, dass evtl. fiir die letzte sich ergebende Prozessorengruppe eine Bedin-
gung wie in Gleichung (3.136) nicht mehr erfiillt werden kann. Daher kann es sinnvoll
sein, das Verfahren mehrfach hintereinander anzuwenden. In der im Rahmen der Arbeit
durchgefiihrten Implementierung wurde das Verfahren daher so lange wiederholt, bis nach
den oben angegebenen Kriterien keine Gebiete mehr ausgetauscht werden konnten.

Die Graphen in Abbildung 3.16 zeigen den zu erwartenden Speedup fiir die Integration
der Trajektorien fiir den Fall eines Parallelrechners mit gleichartigen Prozessoren, nach-
dem die Teilgebiete nach dem oben beschriebenen Algorithmus den Prozessoren zugeordnet
wurden. Die Werte wurden {iiber die in der Zielfunktion angenommenen Abhéngigkeiten
von ¥ Tém) fiir unterschiedlich stark lokalisierte Teilchenverteilungen bestimmst. Die Anzahl
der Gebiete pro Prozessor wurde zu G;_ = 2"t festgelegt, wobei Ny, ein Parameter ist.
Da lediglich Teilgebiete zwischen den Prozessoren ausgetauscht werden konnen, um eine
gleichméfige Lastverteilung zu erreichen, ist eine hinreichend gute Auflosung der Teil-
chenverteilung durch die Teilgebiete notwendig, d.h. die nach Anwendung des Verfahrens
verbleibende Lastdifferenz zwischen den Prozessoren ist umso kleiner, je mehr Gebiete
existieren, auf die die Rechenlast verteilt ist. Fiir rdumlich sehr stark lokalisierte Teilchen-
verteilungen erfordert dies eine entsprechend grofe Anzahl an Gebieten, um eine gleich-
méfige Lastverteilung gewéhrleisten zu konnen. Dies fiihrt zu einem Anstieg der Anzahl
der Randzellen, fiir die in jedem Zeitschritt Daten ausgetauscht werden miissen, der in
den Grafiken in Abbildung 3.16 ebensowenig beriicksichtigt wurde wie der Aufwand fiir
die Lastbalancierungsoperation. Wie stark sich diese Effekte bemerkbar machen, wird im
folgenden Kapitel mit Hilfe realer Benchmarks untersucht.
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Abbildung 3.16: Speedup Werte fiir die Integration der Teilchentrajektorien vor und nach
Anwendung des in Abschnitt 3.4.6.2 beschriebenen Algorithmus fiir verschiedene Anzahl an
Untergebieten pro Prozessor G;_ = 2NL. Die gestrichelte Linie bezeichnet den idealen Speedup.
(a) Die Teilchen sind tiber das komplette Rechengebiet gleichmafig verteilt. (b) Die Teilchen
konzentrieren sich in 10% der Gitterzellen des Rechengebietes. (c¢) Die Teilchen konzentrieren

sich in 1% der Zellen des Rechengebietes.
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Simulationsergebnisse

Im folgenden Kapitel sollen zunéchst in Abschnitt 4.1 Benchmarkprobleme, welche zur Per-
formanceevaluierung der Implementierungen der im vorangegangenen Kapitel entwickelten
Parallelisierungsstrategien zum Einsatz kamen, vorgestellt und die erhaltenen Ergebnis-
se diskutiert werden. Im Anschluss wird in Abschnitt 4.2 der Photoinjektor-Teststand
in Zeuthen (PITZ), welcher im Rahmen eines Projektes zum Aufbau eines Freie-Elek-
tronen-Lasers (FEL) vom Deutschen Elektronen Synchrotron (DESY) betrieben wird,
als praxisnahes Anwendungsbeispiel fiir eine PIC Simulation vorgestellt. Mit Hilfe der im
Rahmen der Arbeit entwickelten Software wurde eine 3D Simulation der Teilchendynamik
bis zu einer Entfernung von zwei Metern ab der Emissionsstelle durchgefiihrt.

4.1 Benchmarkergebnisse

Um Implementierungen der in Kapitel 3 vorgestellten Parallelisierungsstrategien sinnvoll
analysieren zu konnen, ist die Definition von Benchmarkproblemen notwendig, welche ty-
pische Merkmale realer Simulationsprobleme beinhalten. In den folgenden Abschnitten
wird das Verhalten von Implementierungen der vorgestellten Parallelisierungsstrategien
fiir solche Benchmarkprobleme analysiert.

Als Testumgebung diente ein Clusterrechner ausgestattet mit insgesamt 90 Einzelrechnern
verschiedenen Typs. Die wichtigsten Merkmale der drei Rechnertypen sowie deren Anzahl
sind in Tabelle 4.1 aufgelistet. Die Rechner waren weiterhin ausgestattet mit 8 GB Ar-
beitsspeicher (DDR2) und verbunden iiber ein Infiniband-Netzwerk (SDR, 10 Gb/s). Fiir
die Benchmarks wurden im Wesentlichen die Rechner des Typs 2 verwendet. Fiir alle im
Folgenden aufgelisteten Ergebnisse mit N, < 36 wurde genau eine Instanz des Programms
auf den verwendeten Rechnern des Typs 2 ausgefiihrt. Fiir alle Benchmarks mit N, > 36
wurden entsprechend Rechner des Typs 3 hinzugenommen.

Der Quellcode wurde kompiliert mit dem Microsoft C/C++ Compiler fiir x64 Prozesso-
ren in der Version 14.0 mit der Optimierungseinstellung -02. Bei der verwendeten MPI-
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Typ | Anzahl Prozessor Pr(g;’;::m Pré’;‘:i‘;;en Taktfreq. Ig;i: RAM
1 24 Intel Xeon 3,2GHz | 2MB 8 GB
2 36 Intel Xeon 5130 2 2,0GHz | 4MB 8 GB
3 30 Intel Xeon 5335 4 2 2,0GHz | 8MB 8 GB

Tabelle 4.1: Die drei Typen von FEinzelrechnern im verwendeten Clusterrechner.

Bibliothek handelt es sich um die von Microsoft mit dem Betriebssystem Windows Ser-
ver 2003 in der ,Compute Cluster Edition“ mitgelieferten Implementierung. Die Zeitmes-
sung geschah durch Z&hlen der CPU-Taktzyklen fiir jede der Operationen mittels der
Funktion __rdtsc.

Die in den Lastbalancierungsalgorithmen verwendeten Maschinenparameter «;_ und (3;_
wurden iiber die sich ergebenden Laufzeiten bei mehrmaliger Ausfithrung der entsprechen-
den Operationen bestimmt. Dazu wurden die entsprechenden Operationen auf jedem der
an der Simulation beteiligten Prozessoren im Vorfeld der durchzufiihrenden Simulation
mehrmals durchgefiihrt und aus den gemessenen Laufzeiten durch Mittelwertbildung der
entsprechende Wert fiir jeden der Parameter gewonnen.

Fiir die in Abschnitt 3.4.6.2 beschriebene Parallelisierungsstrategie wurden die bend&tig-
ten G Partitionen durch eine RCB-Partitionierung erzeugt. Die Anzahl der Gebiete pro
Prozessor wurde fiir die Untersuchungen geméfs

G =N, 2Nt (4.1)

mit dem Parameter N, festgelegt.

4.1.1 Feldloser Benchmarks

Zunichst soll das Verhalten des parallelisierten Feldlosers analysiert werden. Als Bench-
markbeispiel wurde ein Rechteckresonator (Kantenlédnge 2 m) ausgewéhlt, welcher in allen
drei Raumrichtungen dquidistant diskretisiert wurde. Das Rechengebiet wurde mit Hilfe
des ROB-Algorithmus in G = N, - 2V% gleich groke Gebiete unterteilt, wobei jedem der
Prozessoren 22 Gebiete zugeordnet wurden. Fiir N, = 0 ergibt sich somit die gewdhnliche
Partitionierung gemafs Abschnitt 3.3.1. Fiir die Untersuchungen wurde die Zeitintegrati-
on der Gitterspannungen iiber 100 Zeitschritte mit dem in Abschnitt 2.2.3 beschriebenen
Leap-Frog-Algorithmus ausgefiihrt. Aus den sich ergebenden Laufzeiten * Tém) und ¥ Tém)
fiir jeden Zeitschritt wurden die Mittelwerte ©T'g bzw. 'Ts gebildet. Der sich fiir das
Verhéltnis von “Tg zu ¥ TS ergebende Verlauf wurde in Abhéngigkeit von der Anzahl

104



4.1 Benchmarkergebnisse

102

e N; =0 ()(A@T%)

e Ny =2 — -
101 A oo N =4 ,/”

1,0
.—.NL =0
0,8 - oo Ny =2
HNL =4
N =6
\é? 0,6 - o N; =38
9
~
I
& 04 -
b
0,2
A
0 T T T T T T
1 10 20 30 40 50 60
(b) N,

Abbildung 4.1: Benchmarkergebnisse fiir den Feldloser fir eine Rechnung mit einer Pro-

blemgrofie von 10 Millionen Gitterzellen. (a) zeigt das Verhdltnis von F?S 2U FTS iber der

Anzahl der verwendeten Prozessoren. (b) zeigt das Verhdltnis fiir die skalierten Problemgro-

Ben. (c) zeigt den Verlauf des gewohnlichen Speedup S. (d) zeigt den Verlauf des skalierten

Speedup Spy.

der verwendeten Prozessoren sowie dem Parameter N, in den Abbildungen 4.1(a) und (b)

aufgetragen, wobei in Abb. 4.1(a) die Verlaufe fiir eine konstante Problemgrofe von 10 Mil-

lionen Gitterzellen und in Abb. 4.1(b) die Verldufe fiir die entsprechenden skalierten Pro-

blemgrofsen aufgetragen sind, d.h. die Anzahl der Gitterzellen wurde proportional zur

Anzahl der Prozessoren erhoht. _
Nach den in Abschnitt 3.3.2 angestellten Uberlegungen gilt fiir das Verhiltnis “T /" Tg
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bei konstanter Problemgrofe und Ny = 0 der Zusammenhang
0 (FTS /F?S) ~0 (NW%) , (4.2)

welcher fiir die entsprechende Kurve in Abb. 4.1(a) recht gut erreicht wird. Fiir die wei-
teren Kurven ergibt sich durch das Ansteigen der Datenmenge, die in jedem Zeitschritt
ausgetauscht werden muss, bei gleichzeitig unverdnderten Laufzeiten fiir die Berechnun-
gen I'Ts, ein Anstieg des Verhiltnisses (Verschiebung der Kurve nach oben) sowie auch
eine grofere Steigung der Kurven. Die gréfere Steigung kann auf den in Abschnitt 2.4.5
erlauterten Effekt zuriickgefiihrt werden, dass die Zeit, welche im Mittel fiir den Daten-
austausch bendtigt wird, mit der Anzahl der miteinander kommunizierenden Prozessoren
und der Datenmenge ansteigt.

Fiir die skalierten Problemgréfen ist ein von der Prozessorenzahl unabhingiges Verhiltnis
von *Tg zu FTg zu erwarten, da sich die Menge der in jedem Zeitschritt auszutauschen-
den Daten sowie die Anzahl der Berechnungsoperationen pro Prozessor nicht &ndern. Die
Kurven in Abb. 4.1(b) zeigen dieses Verhalten recht gut. Ebenso lésst sich erkennen, dass
die fiir den Datenaustausch aufgewendete Laufzeit im Verhéltnis zur Rechenzeit selbst fiir
eine grofle Anzahl an Teilgebieten pro Prozessor recht gering bleibt.

Abbildungen 4.1(c) und (d) zeigen die Verldufe fiir den gewohnlichen und den speicherska-
lierten Speedup. Interessant an Abb. 4.1(c) ist der superlineare Verlauf fiir die Félle N, = 0
sowie N = 2, der auf Cache-Effekte zuriickgefiihrt werden kann. Da die Laufzeit fiir den
Feldloser mafgeblich durch die Speicherzugriffszeit bestimmt wird, ergibt sich ein deut-
liches Abfallen derselben, wenn durch die Verringerung der Problemgréfie pro Prozessor
ein grofser Anteil der Gitterspannungen im Cache gehalten werden kann. Dieser Effekt
existiert zwar auch fiir die iibrigen Werte von Np, wird jedoch durch das Ansteigen der
Kommunikationszeit iiberkompensiert.

Der Verlauf des skalierten Speedup in Abb. 4.1(d) verifiziert die Skalierbarkeitsanalyse
fiir den Feldloser in Abschnitt 3.3.2. Aufgrund des dort hergeleiteten Ausdrucks ist bei
einer proportional zur Anzahl der Prozessoren ansteigenden Anzahl an Gitterpunkten ei-
ne konstante Effizienz bzw. ein linear ansteigender Speedup zu erwarten, was durch den
erhaltenen Verlauf ndherungsweise bestétigt wird.

4.1.2 PIC Benchmarks

4.1.2.1 Homogene Teilchenverteilung

Fiir den einfachsten Fall einer rdumlich homogenen Teilchenverteilung fiihren alle Paralle-
lisierungsstrategien im Falle eines Parallelrechners mit gleichartigen Prozessoren zu einer
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Abbildung 4.2: Benchmarkergebnisse fiir homogene Teilchenverteilung fiir eine Basispro-
blemgrifie von einer Million Gitterzellen und durchschnittlich 10 Teilchen pro Gitterzelle.
(a) zeigt den gewdhnlichen Speedup S fiir eine unterschiedliche Anzahl an Teilgebieten pro
Prozessor. (b) zeigt den skalierten Speedup Sy fiir die entsprechend skalierten Problemgrifien.
(c) zeigt die zur Berechnung der Trajektorien pro Zeitschritt fir die skalierten Problemgrifien
durchschnittlich benétigte Laufzeit T g in Abhingigkeit von der Anzahl der Teilgebiete pro
Prozessor. Die Laufzeiten sind normiert auf die Laufzeit Ty, welche sich fir den Fall Ny =0
ergibt.

gleichméfigen Zuordnung der Teilchen und Gitterzellen. Die Rechenlast ist ideal balanciert
und die in jedem Schritt auszutauschende Datenmenge ist minimal. Somit handelt es sich
um den Fall, fiir den die beste Skalierbarkeit zu erwarten ist. Als Benchmarkproblem wurde
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ein quaderformiger Raumbereich von 2 m Kantenldnge ausgewéhlt, welcher mit insgesamt
einer Million Gitterzellen dquidistant diskretisiert wurde und pro Zelle durchschnittlich
zehn Teilchen enthélt. Abbildung 4.2(a) zeigt den Speedup pro Zeitschritt, welcher sich
fiir dieses Benchmarkproblem ergibt. Wiederum wird ein deutlich superlinearer Speedup
erreicht, was, wie beim Feldloser, auf Cache-Effekte zuriickgefiihrt werden kann.
Abbildung 4.2(c) illustriert den Effekt des Cache-Speichers abhéngig von der Anzahl der
Gebiete, die jedem Prozessor zugeordnet werden, fiir die skalierten Problemgrofsen. Aufge-
tragen ist die mittlere Laufzeit, welche pro Zeitschritt fiir die Berechnung der Trajektorien
der Teilchen benotigt wurde, normiert auf die entsprechende Laufzeit Tj fiir N = 0. Durch
die Segmentierung des jedem Prozessor zugeordneten Rechengebietes in Teilgebiete, sowie
das gemeinsame Ablegen aller mit einer Partition verbundenen Daten in einer Datenstruk-
tur, wird bei den im Rahmen der Trajektorienberechnung auftretenden Speicherzugriffen
der Cache besser ausgenutzt, was sich in einer deutlichen Reduktion der Laufzeit fiir diese
Operation zeigt. Durch diese Segmentierung wird eine Sortierung der Teilchen geméf ihrer
Position im Gitter eingefiihrt, dhnlich wie durch den in [76] beschriebenen Sortieralgorith-
mus.

Fiir den Fall der skalierten Problemgrofse ergibt sich erwartungsgeméf ein dhnliches Resul-
tat wie fiir den Feldlser, wobei sich der Verlauf aufgrund der durch die Teilchen zusétzlich
eingefithrten und ideal verteilten Rechenlast gegeniiber dem reinen FeldlGser verbessert
hat.

4.1.2.2 lokalisierte Teilchenverteilungen

Fiir eine grofse Klasse von Simulationsproblemen, welche mit dem PIC-Algorithmus ge-
16st werden konnen, sind die Teilchen auf einen im Vergleich zum gesamten Rechengebiet
kleinen Raumbereich konzentriert. Die Impulse aller Teilchen innerhalb eines solchen Teil-
chenpaketes variieren in der Regel nur sehr wenig, so dass die Teilchen auch iiber die
gesamte Simulationsdauer in einem kleinen Raumbereich lokalisiert bleiben. Bei der Simu-
lation der Teilchendynamik innerhalb von Beschleunigern tritt dieser Fall beispielsweise
in Erscheinung, und auch bei dem in Abschnitt 4.2 vorgestellten PITZ-Injektor handelt es
sich um eine Simulation diesen Typs.

Um das Verhalten der Parallelisierungsstrategien (bzw. ihrer Implementierungen) fiir die-
se Problemklasse zu analysieren, wurde das in Abbildung 4.3 gezeigte Benchmarkproblem
verwendet. Dabei ist eine gewisse Anzahl an Makroteilchen gleichméfig iiber einen quader-
formigen Bereich mit einem Volumen von [, - [, - [, verteilt, der sich in einem Rechengebiet

mit einem Volumen von L, - L, - L, befindet. Alle Teilchen bewegen sich mit der konstan-
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Abbildung 4.3: Diese Skizze illustriert das Benchmarkproblem, welches bei der Untersu-
chung der parallelen PIC Algorithmen zum Einsatz kam.

Problem | /m [/m N, P M vo/c
Nr.

1 2,00 1,60 1,0-105 | 1,0-10° 50 0,9

2 2,00 0,75 1,0-10° | 1,0-10° 50 0,9

3 2,00 1,60 1,010 | 1,0.107 108 0,9

4 2,00 0,75 1,0-10° | 1,0-10° 108 0,9

Tabelle 4.2: Die Finstellungen fir die vier betrachteten Benchmarkprobleme.

ten Geschwindigkeit v - €,. Bei den durchgefiihrten Benchmarks wurde generell

1
L=L,=L,=-—L, 4.
sowie ]
l=1,= ly = §lz (4.4)

gesetzt. Das Rechengebiet wurde mit einem in jeder Raumrichtung dquidistanten Gitter
diskretisiert. Es wurden vier Problemstellungen und die zugehorigen skalierten Problem-
stellungen untersucht. Skaliert heifft in diesem Fall, dass die Problemgréfe pro Prozessor
konstant gehalten, die Anzahl der Teilchen und Gitterzellen also proportional zur Anzahl
der verwendeten Prozessoren erhoht wurde.

Die Tabelle 4.2 zeigt die fiir die drei Basisproblemgrofen verwendeten Einstellungen. Die
grofere Anzahl der Zeitschritte fiir Problem Nr.3 und Nr.4 erklirt sich daraus, dass die
Simulationen jeweils das gleiche Zeitintervall umfassen. Da sich durch die feinere Diskre-
tisierung der Zeitschritt aufgrund der Stabilitdtsforderung aus Gleichung (2.38) entspre-
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chend verkleinert, vergréfert sich folglich die Anzahl der Zeitschritte entsprechend. Diese
Anpassung der Anzahl der Zeitschritte wurde ebenso fiir die skalierten Problemgrofen
durchgefiihrt, so dass alle durchgefiihrten Simulationen dieselbe Zeitspanne umfassen.
Bei den Problemen 1 und 3 sind 10% des Gesamtvolumens des Rechengebietes mit Teilchen
gefiillt, wihrend bei den Problemen 2 und 4 nur ein Anteil von 1% des Rechengebietsvolu-
mens mit Teilchen gefiillt ist. Die Anzahl der Teilchen wurde so gewéhlt, dass sich bei allen
Problemen durchschnittlich 10 Teilchen in jeder Gitterzelle des entsprechenden Bereiches
befinden.

Fiir die in den folgenden Grafiken gezeigten Speedup-Ergebnisse wurde die Gesamtlaufzeit
der jeweiligen Simulationen zugrunde gelegt.

Adaptive Bounding Box Entscheidend fiir das Verhalten der Parallelisierungsstrategie
ist die Allreduce-Operation [41], mit deren Hilfe die durch die Bounding Box referenzierten
Feld- bzw. Stromwerte zwischen den Prozessoren ausgetauscht werden. Um das Verhalten
der Implementierung der Parallelisierungsstrategie auf dem verwendeten Parallelrechner
besser verstehen zu kénnen, wurde daher zundchst das Verhalten der Allreduce-Funktion
untersucht. Dazu wurden Nachrichten unterschiedlicher Lénge zwischen einer variierenden
Anzahl von Prozessoren ausgetauscht. Fiir jedes Paar aus Nachrichtengrofe und Prozesso-
renzahl wurden 100 Wiederholungen durchgefithrt und die mittlere Zeit pro Ubertragung
bestimmt.

Abbildung 4.4(a) zeigt die Abhingigkeit der Laufzeit von der Linge der versendeten
Nachricht. Es zeigt sich, dass auf dem betrachteten System und fiir die verwendete MPI-
Implementierung die Laufzeit etwas starker als linear von der Nachrichtenldnge abhingt.
Abbildung 4.4(b) zeigt die Abhéngigkeit der Laufzeit fiir die Allreduce-Operation von der
Anzahl der beteiligten Prozessoren fiir unterschiedliche Nachrichtenldngen, wobei die Lauf-
zeiten auf die gemessene Zeit fiir den Fall zweier Prozessoren normiert wurden. In dem
verwendeten logarithmischen Mafstab fiir die Abszisse sind aufgrund des log(N;)-Terms
in dem Ausdruck fiir © Tém) (siehe Gleichung (3.84)) gerade Verlaufe zu erwarten. Fiir klei-
ne Nachrichtenldngen ergibt sich der erwartete Verlauf in sehr guter Ndherung, wiahrend
fiir grofere Nachrichten ein Abflachen der Kurven zu beobachten ist.

Die weiteren Abbildungen 4.4(c)-(f) zeigen die Ergebnisse fiir die in Tabelle 4.2 spezifizier-
ten Benchmarkprobleme. Die mit durchgezogenen Linien gezeichneten Kurven wurden mit
Hilfe von Messwerten bestimmt, wihrend die gestrichelt eingezeichneten Verlaufe gleicher
Farbe mit Hilfe der analytischen Ausdriicke in Abschnitt 3.4.4 gewonnen wurden. Fiir den
Speedup ist, nach der Herleitung in Abschnitt 3.4.4, fiir ein Simulationsproblem, bei dem
die Gesamtanzahl der Teilchen sowie die Anzahl an Gitterzellen innerhalb der Bounding
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Abbildung 4.4: Benchmarkergebnisse zur Parallelisierungsstrategie ,Adaptive Bounding
Boz“. (a) zeigt die mittlere Laufzeit zur Durchfihrung der Allreduce Operation in Abhdn-
gigkeit von der verschickten Datenmenge. (b) zeigt die bendtigte Laufzeit fiir die Allreduce
Operation in Abhdngigkeit von der Anzahl der beteiligten Prozessoren. (c)-(f) zeigen den
Verlauf des gewéhnlichen und skalierten Speedup fiir die in Tabelle 4.2 beschriebenen Bench-

markprobleme.
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Box B, wahrend der Simulation gleich bleibt, ein Verlauf gemafs

1 1
S(Nﬂ'vp) ~ P - == (45)
T % E e

zu erwarten. Fiir den speicherskalierten Speedup ergibt sich ein zu (4.5) identischer Aus-
druck. Durch eine Vergrofserung der Problemgrofse ist folglich keine Verbesserung des
Speedup zu erwarten, wie bereits in Abschnitt 3.4.4 bei der dort vorgestellten Skalierbar-
keitsuntersuchung festgestellt wurde. Dadurch, dass die Laufzeit fiir die Allreduce Opera-
tion im Gegensatz zu der fiir die Berechnung der Trajektorien aufgewendeten Laufzeit auf
dem betrachteten System iiberlinear von der Problemgréfse abhéngt, ist sogar zu erwar-
ten, dass der Verlauf des skalierten Speedup unterhalb des unskalierten Speedup verlduft.
Durch das etwas schwicher als im Modell angenommene Ansteigen der Laufzeit fiir die
Allreduce Operation von der Anzahl der Prozessoren, welches in Abbildung 4.4(b) gezeigt
wurde, ist zu erwarten, dass der Verlauf des Speedup ein etwas besseres Verhalten zeigt als
von Gleichung (4.5) prognostiziert. Anhand der Abbildungen 4.4(c),(e) und (f) erweisen
sich beide Aussagen als richtig. Bei den blau gestrichelt eingezeichneten Kurven handelt
es sich um mit Hilfe von Gleichung (4.5) prognostizierte Verldufe, welche bis 32 Prozesso-
ren fiir die Félle N; = 2" n € N den gemessenen Verlauf in guter Ndherung abbilden. Fiir
eine noch grofsere Anzahl verwendeter Prozessoren wird der Verlauf des Speedup etwas
unterschitzt. Die Abweichung im Fall N, = 12 lasst sich dadurch erkldren, dass die zur
Implementierung des Datenaustausches verwendete Allreduce-Operation Algorithmen ver-
wendet, die fiir den Fall N, = 2", n € N optimiert sind und fiir andere Prozessorenzahlen
eine schlechtere Performance liefern [47].

Fiir das kleinste der betrachteten Probleme (siehe Abbildung 4.4(d)) ergibt sich ein deut-
lich schlechterer Verlauf des Speedup fiir das unskalierte Problem als bei den iibrigen
Benchmarks. Dies kann auf das Verhalten der Allreduce Operation fiir das betrachtete
parallele System zuriickgefiihrt werden. Da sich fiir kleine Nachrichtenléngen ein deutlich
starkerer Anstieg der Laufzeit fiir diese Operation ergibt (siehe Abbildung 4.4(b)), resul-
tiert dies in einem schlechteren Verlauf fiir den Speedup fiir das relativ kleine Problem.
Man beachte, dass der sich ergebende Verlauf fiir den Speedup besser durch den Aus-
druck (4.5) beschrieben werden kann als dies bei den iibrigen Problemen der Fall war, bei
denen sich das Abflachen der Verldufe in Abbildung 4.4(b) stérker bemerkbar machte.
Insgesamt liefert die Parallelisierungsstrategie nur fiir Probleme, welche sich mit einer
kleinen Anzahl an Prozessoren 16sen lassen, recht gute Ergebnisse, was aufgrund der Er-
gebnisse der Skalierbarkeitsuntersuchung zu erwarten war.

Rekursive Koordinaten Bisektionierung Abbildungen 4.5 und 4.6 zeigen die mit
Hilfe der in Abschnitt 3.4.6.1 beschriebenen Methode fiir die vier Benchmarkprobleme
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Abbildung 4.5: Benchmarkergebnisse fiir die Parallelisierungsstrategie ,Rekursive Koor-
dinaten Bisektionierung®. (a) und (c) zeigen den Verlauf des gewohnlichen Speedup S.
(b) und (d) zeigen den Verlauf des skalierten Speedup Sy fir die Benchmarkprobleme Nr. 1
und 2, welche in Tabelle 4.2 spezifiziert sind.

aus Tabelle 4.2 erhaltenen Ergebnisse. Die in den Grafiken eingetragenen Verldufe des
gewohnlichen und des speicherskalierten Speedup wurden fiir unterschiedliche Werte des
Parameters o,,,y, welcher iiber die Durchfiihrung der Lastbalancierungsoperation entschei-
det, erhalten. Obwohl ein sehr niedriger Wert von o, dazu fiihrt, dass die Rechenlast
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Abbildung 4.6: Benchmarkergebnisse fiir die Parallelisierungsstrategie ,Rekursive Koor-
dinaten Bisektionierung®. (a) und (c) zeigen den Verlauf des gewohnlichen Speedup S.
(b) und (d) zeigen den Verlauf des skalierten Speedup Sy fir die Benchmarkprobleme Nr. 3
und 4, welche in Tabelle 4.2 spezifiziert sind.

gleichméfig auf die Prozessoren verteilt bleibt, ergibt sich fiir diesen Fall ein nicht zufrie-
denstellender Verlauf des Speedup, der fiir einige der betrachteten Benchmarks sogar hinter
dem Verlauf, welcher sich fiir den Fall ohne jegliche Lastbalancierung ergibt (oyax — 00),
zuriickbleibt. Bei Simulationen ohne dynamische Lastbalancierung wurde allerdings nach
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der Generierung der Anfangsverteilung der Teilchen im Rechengebiet und noch vor den
Berechnungen des ersten Zeitschrittes eine Lastbalancierung durchgefiihrt, da anderenfalls
die meisten der Simulationen fiir Problem 3 und 4 mit skalierter Problemgréfe aufgrund
der begrenzten Speicherressourcen der Einzelrechner nicht durchfiihrbar gewesen wéren.
Dennoch sind auch auf diese Weise einige der Simulationen nicht durchfiihrbar, da die sich
im Laufe der Simulation verschlechternde Balancierung der Rechenlast und, damit verbun-
den, die ungleichméfiger werdende Verteilung der Daten schlielich die Speicherressourcen
auf einem der beteiligten Rechner iibersteigt, was zum Scheitern der Berechnung fiihrt.
Die fehlenden Punkte in den Speedup Kurven fiir den Fall o,,,, — oo in den Abbildun-
gen 4.6(b) und (d) dokumentieren dies und verdeutlichen einmal mehr die Wichtigkeit der
dynamischen Lastbalancierung fiir das Gelingen sehr grofier Simulationen.

Die Lastbalancierungsoperation kann nur dann zu einer Verbesserung der Skalierbarkeit
im Vergleich zu dem Fall unbalancierter Rechenlast fiihren, wenn die zur Durchfiihrung
der Operation zusétzlich aufzuwendende Laufzeit von dem Laufzeitgewinn, welcher durch
die gleichméfigere Verteilung der Rechenlast erzielt wird, {iberkompensiert wird. Eine
zu héufige Neuverteilung der Daten kann somit in der Summe sogar zu einem Anstei-
gen der Laufzeit gegeniiber dem Fall ohne jegliche Lastbalancierung fiihren, was fiir den
Fall 0, =0,01 zu beobachten ist. Fiir zu grofse Werte des Entscheidungsparameters hin-
gegen verschlechtert sich die Skalierbarkeit durch die ungleichméfig auf die Prozessoren
verteilte Rechenlast und nédhert sich im Grenzfall dem Verlauf, welcher sich fiir den Fall
ohne Lastbalancierung ergibt, an. Der optimale Wert des Entscheidungsparameters ist
maschinen- und implementierungsabhéngig. Fiir die durchgefiihrten Benchmarks lieferte
ein Wert von o, im Bereich von 0,1 bis 0,2 meist die besten Ergebnisse auf dem betrach-
teten Parallelrechner.

Generell ist zu beobachten, dass die erreichbare Skalierbarkeit fiir die Probleme mit kon-
zentrierter Teilchenverteilung (Problem Nr.2 und Nr.4) im Vergleich zu den iibrigen besser
ist. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass der Anteil der statischen Rechenlast, welcher mit
den Gitterzellen verbunden ist, fiir diese Problemstellungen grofer ist, gegeniiber dem
dynamischen Anteil, welcher durch die Teilchen reprisentiert wird. Eine ungleichméfig
verteilte Rechenlast kann sich daher weniger stark bemerkbar machen.

Fiir die superlinearen Werte des gewohnlichen Speedup konnen wiederum Effekte verant-
wortlich gemacht werden, die auf die Speicherhierarchie (Cache) des betrachteten Parallel-
rechners zuriickzufiihren sind. Bereits in Abbildung 4.2 wurde gezeigt, dass die Speicher-
hierarchie moderner Rechner einen grofen Einfluss auf die Laufzeit hat. Insbesondere die
Anordnung der Teilchen im Speicher des Rechners stellte sich als wichtige Einflussgrofe
heraus. Wihrend sich eine cacheeffiziente Anordnung der Teilchen fiir das als ,,Kombina-
torische Gebietszerlegung® bezeichnete Verfahren mit wachsender Anzahl an Teilgebieten
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automatisch ergibt, ist dies fiir das in diesem Abschnitt betrachtete Verfahren nicht der
Fall. Um die Lastbalancierungseigenschaften der beiden Verfahren vergleichen zu konnen,
wurde daher bei der Generierung der Anfangsverteilung der Teilchen eine Sortierung ge-
méak der Position der Teilchen im Rechengebiet durchgefiihrt, so dass fiir beide Verfahren
ein moglichst cacheeffizienter Zugriff auf die Daten moglich ist. Dadurch wurden die Effek-
te durch die Speicherhierarchie so weit wie moglich minimiert, womit ein direkter Vergleich
der Lastbalancierungseigenschaften der beiden Verfahren moglich wird.

Kombinatorische Gebietszerlegung Abbildungen 4.7 und 4.8 zeigen die mit Hilfe der
in Abschnitt 3.4.6.2 beschriebenen Methode erhaltenen Ergebnisse. Man beachte hierbei,
dass die Vergleichssimulation auf einem einzigen Prozessor, welche zur Berechnung des
Speedup verwendet wurde, identisch mit derjenigen ist, welche bereits fiir die im letzten
Abschnitt gezeigten Speedup-Verldufe herangezogen wurde, da die beiden Verfahren fiir
den Fall N, = 1 identisch sind. Somit ist durch den Vergleich der Speedup-Verldufe auch
ein direkter Vergleich der Laufzeiten fiir die einzelnen Benchmarkprobleme moglich. Wie
im letzten Abschnitt erldutert, wurden durch die Sortierung der Teilchen die Effekte der
Speicherhierarchie abgeschwicht.

Die Kurven wurden fiir den Fall 0,,,, =0,2 aufgetragen, da fiir diesen Wert des Entschei-
dungsparameters, wie bereits im vorangegangenen Abschnitt, in den meisten Fillen die
besten Ergebnisse zu erzielen waren.

Wie schon bei der im letzten Abschnitt betrachteten Parallelisierungsstrategie zeigt sich
auch hier eine etwas bessere Skalierbarkeit fiir die Benchmarkprobleme mit konzentrier-
ter Teilchenverteilung (Problem Nr.2 und Nr.4), was wiederum darauf zuriickzufiihren ist,
dass fiir diese Simulationen der dynamische Lastanteil, welcher durch die Teilchen bzw.
die durch diese verursachten Berechnungen bedingt ist, im Vergleich zu dem statischen
Lastanteil durch die Feldberechnungen niedriger ist im Vergleich zu den Benchmarkproble-
men Nr.1 und Nr.3. Dadurch ist eine dynamische Lastbalancierung in diesem Fall weniger
wichtig, um eine gute Skalierbarkeit zu erhalten.

Wie aus den theoretischen Uberlegungen zu erwarten war, hingt die Skalierbarkeit we-
sentlich von der Anzahl der Teilgebiete pro Prozessor ab, durch deren Austausch eine
Balancierung der Rechenlast erreicht werden kann. Da eine Erhohung der Gebietsanzahl
einerseits zu einer besseren Balancierung der Rechenlast, andererseits jedoch zu einem
Ansteigen des Kommunikationsaufwandes fiihrt, ist zu erwarten, dass die Laufzeit mit an-
steigendem Ny, zundchst abnimmt, einen Minimalwert erreicht und bei weiterer Erhohung
wieder ansteigt. Dieses Verhalten zeigt sich in den Abbildungen 4.7 und 4.8, wobei meist
fiir Ny = 4 oder N, = 6 die besten Ergebnisse zu erhalten waren.
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Abbildung 4.7: Benchmarkergebnisse fiir die Parallelisierungsstrategie ,Kombinatorische

Gebietszerlegung®. (a) und (c) zeigen den Verlauf des gewdhnlichen Speedup S. (b) und (d) zei-

gen den Verlauf des skalierten Speedup Sy fiir die Benchmarkprobleme Nr. 1 und 2, welche

i Tabelle 4.2 spezifiziert sind.

Vergleich der Verfahren Beim Vergleich der Speedup Verldufe und damit der relati-

ven Laufzeiten fiir die beiden Parallelisierungsstrategien ,Rekursive Koordinaten Bisektio-

nierung” sowie ,Kombinatorische Gebietszerlegung® zeigt sich, dass fiir die betrachteten

Benchmarkprobleme die Laufzeiten fiir das letztgenannte Verfahren in fast allen Féllen
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Abbildung 4.8: Benchmarkergebnisse fiir die Parallelisierungsstrategie ,Kombinatorische
Gebietszerlegung®. (a) und (c) zeigen den Verlauf des gewdhnlichen Speedup S. (b) und (d) zei-
gen den Verlauf des skalierten Speedup Sy fiir die Benchmarkprobleme Nr. 3 und 4, welche
i Tabelle 4.2 spezifiziert sind.

etwas schlechter ausfallen als die entsprechenden Laufzeiten bei Anwendung der ersten
Strategie. Dies ist damit zu begriinden, dass die Parallelisierungsstrategie ,,Kombinato-
rische Gebietszerlegung” ihren Laufzeitvorteil, welcher sich durch das in Abbildung 3.14
illustrierte Loschen von Teilgebieten, die sich innerhalb von perfekt elektrisch leitendem
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Material befinden, ergeben wiirde, nicht ausspielen kann, da das gesamte Rechengebiet als
ein im Vakuum befindlicher Raumbereich angenommen wurde und folglich alle Teilgebiete
fiir die Berechnungen relevant sind. Bei realen Anordnungen wie z.B. der in Abschnitt 4.2
gezeigten Elektronenkanone liegen héaufig grofte Teile des quaderférmigen Rechengebietes
aufserhalb des relevanten Bereiches, und die entsprechenden Teilgebiete konnen geloscht
werden. Fiir solche Simulationsprobleme ist eine Uberlegenheit der Parallelisierungsstra-
tegie ,Kombinatorische Gebietszerlegung* zu erwarten.

4.2 Der PITZ-Injektor

Der PITZ-Injektor wurde zum Studium von Elektronenkanonen und Photoinjektoren, wel-
che hochfrequente elektromagnetische Felder zur Beschleunigung der Ladungstriger nut-
zen, erstellt [78|. Das spétere Ziel ist die Verwendung solcher Anordnungen als Elektro-
nenquellen fiir Linearbeschleuniger (LINACs) und Freie-Elektronen-Laser. Abbildung 4.9
zeigt schematisch den Aufbau der Elektronenkanone des Teststandes.

Durch einen Laserstrahl wird die Photokathode angeregt, so dass ein Elektronenpaket
aus dem Material herausgelost wird. Die Elektronen werden durch das in den Kavité-
ten angeregte hochfrequente elektromagnetische Feld beschleunigt. Durch ein statisches

Kompensa-

tionsspule
Wellenleiter

—

Spiegel

Photokathode Elektronenstrahl

Laserstrahl

Solenoidspule

Abbildung 4.9: Die Skizze zeigt den prinzipiellen Aufbau des PITZ Injektors.

119



4 Benchmark- und Simulationsergebnisse

Photokathode koaxialer Koppler Diagnosekreuz

- . Kavitdten Wellenleiter

Abbildung 4.10: CAD-Modell des PITZ-Injektors sowie des Diagnosekreuzes.

Magnetfeld, welches von den zwei Solenoidspulen erzeugt wird, wird die Aufweitung des
Elektronenpaketes verhindert. Zum Design und zur Optimierung einer solchen komplexen
Anordnung sind numerische Simulationen unerlasslich.

Durch Elemente, wie z.B. das in Abbildung 4.10 gezeigte Diagnosekreuz, wird die Rota-
tionssymmetrie der Anordnung gebrochen, was eine 3D-PIC-Simulation zur zuverldssigen
Berechnung der Teilchendynamik innerhalb des Injektors erforderlich macht. Erschwert
wird diese Simulation dadurch, dass die Teilchendynamik nahe der Photokathode eine
sehr komplexe Phasenraumdynamik aufweist, in der kurzskalige kollektive Effekte domi-
nant sind. Numerische Tests zeigen, dass eine sehr hohe Auflosung dieses Bereiches mit
einer Gitterschrittweite von etwa 20pm in z-Richtung erforderlich ist, um die Effekte hinrei-
chend genau zu erfassen [79]. Die wichtigsten Simulationsparameter fiir die durchgefiihrten
Berechnungen sind in Abbildung 4.11(b) zusammengestellt.

Der Verlauf der z-Komponente des statischen Magnetfeldes, welches durch die Solenoid-
Magneten erzeugt wird, entlang der Mittelachse ist in Abbildung 4.11(c) aufgetragen.
Der Verlauf der z-Komponente des elektrischen Feldes fiir die Phase Null des zur Be-
schleunigung genutzten hochfrequenten Modes entlang der Mittelachse ist schlieflich Ab-
bildung 4.11(d) zu entnehmen. Der Beitrag des statischen Magnetfeldes sowie des be-
schleunigenden hochfrequenten elektromagnetischen Feldes zu dem Gesamtfeld am Ort
der Teilchen wurde aus dem Verlauf der jeweiligen Felder entlang der Mittelachse mit Hil-
fe einer paraxialen Ndherung bestimmt [80].

Die emittierte Ladung wird als gleichméfig verteilt iiber einen kreisférmigen Bereich mit
dem Radius 7pynen angenommen. Fiir den aus der Photokathode emittierten Strom wird
ein Verlauf gemif Abbildung 4.11(a) angenommen [81].

Mit Hilfe der im Rahmen der Arbeit entstandenen Software wurde die Teilchendynamik in-
nerhalb der Struktur auf einer Linge von zwei Metern ab der Emissionsstelle simuliert. Die
Diskretisierung des Rechengebietes mit hinreichender Genauigkeit fiihrt zu einer Menge an
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I(t) Parameter ‘ Wert
! Frequenz des Eigenmodes 1,3 GHz
trise 13 o t al .
; e Bl Phase des Eigenmodes (t —t;) | -58,5°
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Bunchladung (guunch) -1nC
trise 2 ps
tean 2ps
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z/m z/m
(c) (d)

Abbildung 4.11: (a) zeigt den Zeitverlauf des Emissionsstromes als Funktion der Zeit.
(b) zeigt die wichtigsten Simulationsparameter fir die in Abbildung 4.12 gezeigten Simulati-
onsergebnisse. (c) zeigt den Verlauf der z-Komponente der magnetischen Flussdichte, welche
durch die Solenoid-Magnete erzeugt wird, entlang der Mittelachse. (d) zeigt den Verlauf der
z-Komponente des elektrischen Feldes des beschleunigenden hochfrequenten Modes entlang
der Mittelachse fiir die Phase Null.

Daten und Rechenoperationen, die sich nur mit Hilfe der Ressourcen eines Parallelrechners
handhaben lasst. Es wurden Simulationen mit unterschiedlicher Anzahl an Gitterzellen so-
wie einer entsprechend angepassten Anzahl an Makroteilchen bis zu einer maximalen Pro-
blemgrofse von insgesamt 650 Millionen Gitterzellen und 250.000 Teilchen durchgefiihrt,
welche auf den in Abschnitt 4.1 genauer beschriebenen Parallelrechner mit 90 Knoten ver-
teilt wurde. Abbildung 4.12 zeigt einige aus der Simulation hervorgegangene Ergebnisse
sowie den Verlauf der entsprechenden Grofen, der mit dem Simulationsprogramm ASTRA
erhalten wurde [82], welche die erhaltenen Ergebnisse verifizieren sollen. Dieses Programm
berechnet die Teilchendynamik unter einigen vereinfachenden Annahmen, die sich fiir die
betrachtete Struktur jedoch als gerechtfertigt herausgestellt haben, was sich durch friithere
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Abbildung 4.12: Simulationsergebnisse: (a) Transversaler RMS-Radius o, (b) Longitudi-
naler RMS-Radius o, (¢) Transversale Emittanz €., (d) Energie W des Elektronenpaketes.
Alle Gréfien sind tber der Position des Schwerpunktes des FElektronenpaketes aufgetragen.

Vergleichsrechnungen mit dem kommerziellen PIC-Simulationsprogramm MAFIA sowie
mit anderen PIC-Simulationsprogrammen, welche am Institut fiir Theorie Elektromagne-
tischer Felder der Technischen Universitdt Darmstadt entwickelt wurden, zeigte, die fiir
den vorderen Teil der Struktur durchgefiihrt wurden [83, 84]. Als vereinfachende Annahme,
welche den Berechnungen von ASTRA zugrunde liegt, ist insbesondere die Vernachlassi-
gung der Materialverteilung zu nennen, wodurch der Einfluss der an den Materialgrenz-
flachen gestreuten elektromagnetischen Felder vernachléssigt wird. Eine Ausnahme bildet
die Emissionsfliche, deren Einfluss mit Hilfe von Spiegelladungen modelliert wird. Eine
weitere Annahme ist die Rotationssymmetrie aller Grofsen, d.h. weder Felder noch Teil-
chenverteilung besitzen eine azimutale Abhingigkeit.

Die Abbildungen 4.12(a) und (b) zeigen die transversale bzw. longitudinale Ausdehnung
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des Elektronenpaketes beschrieben durch den RMS-Radius o, bzw. o,, welcher fiir ein
Ensemble von P Teilchen definiert ist als

=yl

Oy 1= Z (f'p CEy — T é’x)Z mit
p=1

1 P
=5 > o7, (4.6)
p=1

wihrend in Abb. 4.12(c) die transversale RMS-Emittanz ¢,, definiert als [85]

€y 1= \/%p_%— Tw Do, (4.7)

aufgetragen ist. Abbildung 4.12(d) zeigt schlieflich die Energie des Elektronenpaketes. Al-
le Grofen sind in Abhéngigkeit von der Position des Schwerpunktes des Elektronenpaketes
in z-Richtung aufgetragen. Da die Beschleunigung der Elektronen lediglich in den Kavita-
ten stattfindet und sich die Energie der Teilchen danach nicht mehr wesentlich verdndert,
wurde der Verlauf der Energie in Abbildung 4.12(d) lediglich fiir diesen Bereich aufgetra-
gen.

Die mit Hilfe von ASTRA erhaltenen Simulationsergebnisse wurden bis zu einer Entfer-
nung von z—1,5m ab der Emissionsfliche aufgetragen, da in diesem Bereich die Annahme
der Rotationssymmetrie noch erfiillt ist. Die Ergebnisse zeigen eine gute Ubereinstimmung
in diesem Bereich.

Obwohl in dem gewédhlten Anwendungsbeispiel ein Simulationsprogramm wie ASTRA mit
seinen stark vereinfachenden Annahmen zu gleichwertigen Ergebnissen wie ein 3D-PIC-
Programm kommen kann, sei abschliefflend angemerkt, dass sich das entstandene 3D-PIC-
Simulationsprogramm natiirlich auf eine grofere Klasse an Simulationsproblemen anwen-
den lisst als ein Programm wie ASTRA, dessen Anwendungsbereich auf Probleme be-
schrankt ist, fiir welche die oben beschriebenen vereinfachenden Annahmen das Ergebnis
nicht wesentlich beeinflussen.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden verschiedene Parallelisierungsstrategien des PIC Algo-
rithmus fiir Multicomputer aus einem vereinfachten Maschinenmodell entwickelt, theore-
tisch analysiert sowie das Verhalten von Implementierungen der Strategien fiir représen-
tativ ausgewahlte Benchmarkprobleme untersucht. Zudem wurde anhand der Simulation
einer Elektronenkanone, welche im Rahmen des PITZ Projektes Anwendung findet, ge-
zeigt, dass die im Rahmen der Arbeit entstandene Software zur Losung praxisrelevanter
Problemstellungen geeignet ist, die sich aufgrund der hohen Anzahl an Freiheitsgraden,
die fiir eine hinreichend genaue Rechnung notwendig sind, einer Simulation auf einem Ein-
zelprozessorrechner entziehen.

Die Verteilung der Teilchen im Rechengebiet und das daraus resultierende Speicherzugriffs-
muster stellte sich als entscheidend fiir die Auswahl einer geeigneten Parallelisierungsstra-
tegie heraus. Im Rahmen der durchgefiihrten Untersuchungen zeigte sich, dass Paralle-
lisierungsstrategien, welche auf einer Gebietszerlegung basieren, in Verbindung mit einer
dynamischen Zuordnung der Rechenlast gute Ergebnisse liefern konnen. Jedoch erwies sich
die Wahl des Entscheidungsparameters oy,,x, welcher die Durchfiihrung der Lastbalancie-
rungsoperation steuert, als kritisch fiir das Erreichen eines guten Performanceergebnisses.
Eine zu haufige Neuzuordnung der Rechenlast fiihrt aufgrund des dadurch eingefiihrten
Overheads zu unbefriedigenden Ergebnissen, wihrend eine zu grofse Wahl dazu fiihrt, dass
die Performance durch die ungleichméfig verteilte Rechenlast vermindert wird.

Die als ,kombinatorische Gebietszerlegung” bezeichnete Parallelisierungsstrategie bietet
aufgrund der flexiblen Moglichkeit der Diskretisierung fiir viele Simulationsprobleme eine
interessante Moglichkeit, die Berechnungen zu beschleunigen. Bedingt durch die Art, wie
die Rechenlast auf die Prozessoren verteilt werden kann, ist die Strategie jedoch fiir Simu-
lationen mit rdumlich stark lokalisierter Teilchenverteilung tendenziell weniger geeignet,
da in diesem Fall die Lastbalancierung fiir die Trajektorienberechnung nicht zufriedenstel-
lend gewahrleistet werden kann.

Fiir Simulationsprobleme mit rdumlich stark lokalisierter Teilchenverteilung wurde eine
Parallelisierungsstrategie untersucht, die sich zwar als nicht skalierbar erwies, jedoch fiir
ihren Anwendungsbereich recht gute Ergebnisse liefern kann.

Die vorliegende Arbeit beschrénkte sich auf PIC Simulationen in Verbindung mit struk-
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5 Zusammenfassung und Ausblick

turierten, nicht adaptiven Gittern. Der Wunsch nach immer wirklichkeitsndheren Simu-
lationen hat jedoch die Simulationsprobleme, ebenso wie die verwendeten Algorithmen,
immer komplexer werden lassen. Simulationen auf unstrukturierten und/oder adaptiven
Gittern, die aufgrund der Grofe der behandelten Probleme parallelisiert werden miissen,
treten immer haufiger in Erscheinung und erfordern effiziente Parallelisierungsstrategien,
die die von dem verwendeten Parallelrechner zur Verfiigung gestellten Ressourcen zu-
friedenstellend ausnutzen. Obgleich Parallelisierungsstrategien zur Behandlung derartiger
Simulationen vorgeschlagen wurden, fehlen fiir diese noch grofiteils Untersuchungen mit
Hilfe aussagekriftiger Benchmarkprobleme, die eine Bewertung beziiglich der praktischen
Einsetzbarkeit der Strategien ermdglichen, so dass an dieser Stelle noch weiterer For-
schungsbedarf besteht.

Weiterhin bietet die Entwicklung hybrider Programmiermodelle [86] eine interessante Mog-
lichkeit, dem seit einiger Zeit anhaltenden Trend zu Multicomputern, welche aus Multipro-
zessorrechnern aufgebaut sind, deren Prozessoren hiufig auch noch mehrere Rechenkerne
besitzen, zu begegnen und fiir diesen immer wichtiger werdenden Parallelrechnertyp opti-

mierte Parallelisierungsstrategien zu entwickeln.
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A Notation

Mechanik /Elektrodynamik

N

o

= e ST

B

GLQg\Q

Sy

Rechengebiet
Phasenraum
Permittivitat
Permeabilitit
Leitfahigkeit
lokale Lichtgeschwindgkeit (c := —%)

E

Ortsvektor

Zeit

elektrische Feldstarke
dielektrische Verschiebungsdichte
magnetische Feldstirke
magnetische Flussdichte
elektrische Stromdichte
elektrische Raumladungsdichte
Kraft

Energie

Ruhemasse

relativistischer Faktor (y:=1/4/1 — (g)z)
relativistische Masse (m := ymy)
elektrische Ladung

Geschwindigkeit

—

mechanischer Impuls (p’:= mv)
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Anhang A Notation

Methode der finiten Integration/Particle-In-Cell

— einzelne elektrische Gitterspannung

— einzelner elektrischer Gitterfluss

— einzelne magnetische Gitterspannung

— einzelner magnetischer Gitterfluss

— einzelner elektrischer Gitterstrom

— Vektor aller elektrischer Gitterspannungen
—  Vektor aller elektrischer Gitterfliisse

—  Vektor aller magnetischer Gitterspannungen
—  Vektor aller magnetischer Gitterfliisse

—  Vektor aller elektrischer Gitterstrome

O <) o) B ) ® <) o) ) ) D

. — Materialmatrix, verbindet d und @ iiber d = D.-e
M,-+ - Materialmatrix, verbindet h und b iiber h = M, - b
C,C - diskrete Rotationsoperatoren (priméres bzw. duales Gitter)
S.,S — diskrete Divergenzoperatoren (priméres bzw. duales Gitter)
L,Z — Lénge einer priméren bzw. dualen Gitterkante
A,g — Flicheninhalt einer priméaren bzw. dualen Gitterflache
VJ~/ — Volumen einer priméren bzw. dualen Gitterzelle
N, —  Gesamtzahl der Gitterzellen der rdumlichen Diskretisierung
i —  Kurzschreibweise fiir das Indextripel (i, j, k)
7 — Menge aller zulassigen Indextripel i,
P — Anzahl der Makroteilchen
At —  Zeitschritt
(.)™  —  bezeichnet die entsprechenden Groken zum Zeitschritt m

Bewertung paralleler Algorithmen

T —  Laufzeit

S — paralleler Speedup

Sum — speicherskalierter Speedup
E — parallele Effizienz

Ee — Isoeffizienzfunktion
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Parallelisierungsstrategien fiir PIC

S — Parallelisierungsstrategie

P — Simulationsproblem

A ~  Menge aller Gitterzellen beschrieben durch ihre Indextripel (i, j, k) € N3

B — Bounding Box (ein quaderférmiger Gitterausschnitt aus einem kartesi-
schen Gitter)

N, — Gesamtanzahl der fiir eine parallele Rechnung verwendeten Prozessoren

I1 —  Menge aller Prozessoren II := {1...N,}, wobei jeder Prozessor durch
eine eindeutige Zahl bezeichnet wird.

Ts —  Gesamtlaufzeit der Simulation bei Einsatz von Parallelisierungsstrate-
gie §

T ‘ém) —  Gesamtlaufzeit des Zeitschrittes m bei Einsatz von Parallelisierungs-
strategie S

Fr ém) — Laufzeit fiir die Zeitintegration der Gitterspannungen in Zeitschritt m

FT ém) — Laufzeit fiir den im Rahmen des Feldlosers benétigten Datenaustausch
zwischen den Prozessoren in Zeitschritt m

P ém) — Laufzeit fiir die zur Trajektorienberechnung der Makroteilchen benotig-
ten Rechenschritte in Zeitschritt m

P Tém) — Laufzeit fiir den im Rahmen der Trajektorienberechnung benétigten
Datenaustausch in Zeitschritt m

LBTém) — Laufzeit fiir die in Zeitschritt m durchgefiihrte Neuzuordnung der
Rechenlast

%)f:np) — gibt an, ob sich Teilchen p in Zeitschritt m in Gitterzelle i, befindet.

a 1(;2 — Entscheidungsvariablen zur Beschreibung der Zuordnung von Teilchen
zu Prozessoren

r (m)

ein — Entscheidungsvariablen zur Beschreibung der Zuordnung von Gitterzel-

len zu Prozessoren

(M)ir i . . . . . . . . .
T Entscheidungsvariable. Gibt an, wie viele Teilchen in Zeitschritt m

Prozessor i, zugeordnet sind, fiir die Berechnung deren Trajektorien
Felddaten von Prozessor j,. benotigt werden.

gérg'jgﬁ Entscheidungsvariable. Gibt die Zuordnung von Teilgebieten zu Prozes-
soren an.

G —  Gesamtanzahl an Teilgebieten

G, — Anzahl der Teilgebiete, die Prozessor i, zugeordnet werden.
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Anhang A Notation

O’I’I’l ax

Ny,

™

130

Aufrunden auf die nédchst grofere Ganzzahl geméf [z] = . rénkr; {k}.
cel,k>x

Abrunden auf die néchst kleinere Ganzzahl geméf |z| := max {k}.
cl,k<x

Anzahl der benétigten Zeiteinheiten zur Durchfithrung der Zeitintegra-
tion der Feldfreiheitsgrade pro Zeitschritt und Zelle fiir Prozessor i,.
Anzahl der bendtigten Zeiteinheiten zur Durchfiihrung der Trajektori-
enberechnung pro Zeitschritt und Teilchen fiir Prozessor .
Proportionalititsfaktor zur Beschreibung der bendétigten Zeit fiir den

Datenaustausch zwischen zwei Prozessoren.
Entscheidungsparameter zur Steuerung der Lastbalancierung.

Anzahl der Partitionierungsebenen bei der Erstellung der Teilgebiete fiir
die Parallelisierungsstrategie "kombinatorische Gebietszerlegung'".
Anzahl der Teilgebiete, welche Prozessor i, zugeordnet sind.



B Abkiirzungen

BSPC
CPU
DESY
FEL
FIT

MIMD
PIC
PITZ
PRAM
RAM

RCB

SIMD
SISD
SPMD

Bulk-Synchronous Parallel Computer

Central Processing Unit

Deutsches Elektronen Synchrotron

Freie Elektronen Laser

Finite Integration Theory (deutsch: Methode der finiten Integrati-
on)

Multiple Instruction Stream,Multiple Data Stream
Particle-In-Cell

Photoinjektor Teststand in Zeuthen

Parallel Random Access Machine

Random Access Machine oder Random Access Memory (kontext-
abhingig)

Recursive Coordinate Bisection (deutsch: Rekursive Koordinaten

Bisektionierung)
Single Instruction Stream,Multiple Data Stream

Single Instruction Stream,Single Data Stream
Single Program Multiple Data
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C Literaturubersicht

Das bei der Parallelisierung eines Algorithmus auftretende Problem der Zuordnung von
Rechenoperationen auf die Prozessoren eines Parallelrechners hat in den vergangenen zwei
Jahrzehnten viel Beachtung gefunden. Das folgende Kapitel stellt eine Wiirdigung der in
der Literatur untersuchten Parallelisierungsstrategien fiir PIC Simulationen dar.

C.1 Parallelisierungsstrategien fiir Feldloser

Das Problem, die Gitterzellen eines Rechengitters einer Anzahl von Prozessoren zuzuord-
nen, so dass die mit den Gitterzellen verkniipften Berechnungen in moglichst kurzer Zeit
ausgefiihrt werden konnen, ist wohlbekannt. Die mathematische Formulierung dieses Pro-
blems fiihrt je nach Modellierung von Rechen- und Kommunikationszeit auf unterschied-
liche kombinatorische Optimierungsprobleme, zu deren Lsung ausschliefslich Heuristiken
eingesetzt werden. Die Griinde, weshalb man sich mit Heuristiken zufrieden gibt, sind
zweierlei.

Der erste Grund ist die Schwierigkeit, einen effizienten Algorithmus zu finden, der die exak-
te Losung des Optimierungsproblems liefert. Von BOKHARI wurde gezeigt, dass es sich bei
dem Lastzuordnungsproblem in seiner populédrsten Formulierung (siehe Abschnitt C.1.1)
um ein NP-vollstandiges Problem handelt [87]. Fiir NP-vollstindige Probleme existiert
kein Algorithmus, welcher das Problem exakt 16st und dessen Laufzeit eine polynomiale
Komplexitat aufweist [65]. Vielmehr wichst die bendtigte Laufzeit in Abhangigkeit der
Problemgrofse schneller als jedes Polynom. Somit fiihrt bereits die exakte Losung eines
Problems relativ geringer Grofe zu unvertretbar langen Laufzeiten.

Der zweite Grund ist, dass die zur Verfiigung stehenden Maschinen- und Netzwerkmodel-
le, mit deren Hilfe die Optimierungsprobleme konstruiert werden, ohnehin nur eine grobe
Vorhersage der Laufzeit erlauben. Details der Implementierung, der Maschinenarchitektur,
der verwendeten Netzwerkprotokolle etc. und deren Einfluss auf die Laufzeit kénnen nicht
beriicksichtigt werden (siche Abschnitt 2.4.5). Eine exakte Losung der aus diesen relativ
groben Modellen hervorgegangenen Optimierungsprobleme erscheint vor diesem Hinter-
grund nicht unbedingt notwendig, um eine zufriedenstellende Performance zu erreichen.
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Anhang C Literaturiibersicht

Das Augenmerk richtet sich also auf die Entwicklung von Heuristiken, die in vertretbarer
Zeit eine hinreichend gute Partitionierung finden.

Beim Studium der relevanten Literatur fillt auf, dass fiir unterschiedliche Gittertypen
auch sehr verschiedene Partitionierungsheuristiken entwickelt wurden. Diese lassen sich
unterteilen in geometrische und graphenbasierte Heuristiken. Obwohl prinzipiell alle Heu-
ristiken zur Partitionierung beliebiger Gitter anwendbar sind, werden die komplizierteren
aber auch flexibleren graphenbasierten Heuristiken eher fiir unstrukturierte und die ein-
facheren geometrischen Heuristiken eher fiir strukturierte Gitter eingesetzt, bei denen sie
zu guten Ergebnissen fiihren. Im Folgenden kann nur eine kurze Ubersicht iiber die popu-
lirsten Heuristiken gegeben werden. Fiir einen ausfiihrlichen Uberblick und viele weitere
Literaturverweise zum Thema der Gitterpartitionierung sei auf [71] verwiesen.

C.1.1 Graphenbasierte Heuristiken

Graphenbasierte Heuristiken bilden das Problem der Lastzuordnung auf ein Graphenpar-
titionierungsproblem ab. Die Knoten eines Graphen stehen dabei fiir die Objekte, iibli-
cherweise die Gitterzellen, welche den Prozessoren des Parallelrechners zugeordnet werden
sollen, wihrend seine Kanten die Abhéngigkeiten zwischen den Objekten, und somit den
Datenaustausch, modellieren. Mathematisch ldsst sich das in der Literatur im Rahmen der
Gitterpartitionierung meist verwendete Graphenpartitionierungsproblem wie folgt formu-
lieren |71].

gegeben: Ein gewichteter und ungerichteter Graph G = (V| F) dessen Knoten jeweils
Gewichte w(v), v € V und dessen Kanten Gewichte [(e), e € E besitzen.
gesucht: Eine Zerlegung der Knotenmenge in N, disjunkte Teilmengen V; n_, so dass die

Summe der Knotengewichte fiir jede der Teilmengen einen Wert von 5 >~ w(v) + € nicht
" oeV
iiberschreitet, wobei die Summe der Kantengewichte fiir diejenigen Kanten, welche zwei

Knoten aus unterschiedlichen Teilmengen miteinander verbinden, minimal sein soll. Dabei
ist € ein sinnvoll zu wahlender Parameter. Im einfachsten Fall, dass mit jeder Gitterzelle
die gleichen Berechnungsoperationen und fiir die voneinander abhéngigen Zellen die glei-
chen Operationen fiir den Datenaustausch durchgefiihrt werden miissen, ergeben sich die
gleichen Gewichte fiir alle Knoten bzw. Kanten des Graphen.

Dieses Graphenpartitionierungsproblem ist NP-vollstdndig und kann daher fiir praktisch
interessante Problemgrofen nur heuristisch gelost werden [87, 65]. Die Idee bei der Kon-
struktion dieses Graphenpartitionierungsproblems ist es, alle Partitionierungen zu betrach-
ten, die im Falle der Vernachlédssigung des Kommunikationsaufwandes die Laufzeit mini-
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mieren (Nebenbedingung). Dies sind alle Partitionierungen, bei denen die Gitterzellen
gleichmifig auf die verfiigharen Prozessoren verteilt werden. Innerhalb der Menge dieser
Partitionierungen wird dann diejenige gesucht, bei der die iiber alle Prozessoren aufsum-
mierte Kommunikationszeit, modelliert durch die Anzahl der Kanten, die Knoten aus
verschiedenen Knoten miteinander verbinden, minimal wird.
Obwohl eine Partitionierung gemaft der Losung dieses Graphenpartitionierungsproblems
nicht unbedingt die Laufzeit minimiert [88] und ein Versuch zur Losung des Lastzuord-
nungsproblems mit Hilfe von Heuristiken zur Losung des Graphenpartitionierungsproblems
somit zundchst fragwiirdig erscheint, hat sich dieses Vorgehen fiir praktische Problemstel-
lungen doch bewéhrt und liefert hinreichend gute Ergebnisse [71].
Insbesondere Multi-Level Verfahren und Spektralverfahren haben bei der heuristischen
Losung des Lastzuordnungsproblems fiir Berechnungen auf unstrukturierten Gittern eine
grofie Verbreitung gefunden [89, 90, 91|. Multi-Level Verfahren bestehen aus drei Schritten.
Im ersten Schritt wird die Knotenanzahl des zu partitionierenden Graphen durch wieder-
holtes Zusammenfassen von Knoten zu Grofknoten reduziert. Die Zusammenfassung der
Knoten und der entstehenden Grofknoten wird entweder so lange durchgefiihrt, bis der
resultierende Graph nur noch N, Grofknoten besitzt und somit in trivialer Weise par-
titioniert werden kann, oder bis die Anzahl der Knoten zumindest so weit abgenommen
hat, dass andere Algorithmen zur Partitionierung eingesetzt werden konnen, die fiir den
Gesamtgraphen entweder zu schlechte Ergebnisse liefern wiirden oder zu aufwindig wiren.
Nach der Partitionierung werden die Grokknoten schrittweise wieder in ihre Bestandteile
zerlegt, wobei iiberpriift wird, ob durch Austausch von Knoten zwischen den Partitionen
der Wert der Zielfunktion verbessert werden kann. Die vorgeschlagenen Heuristiken unter-
scheiden sich in der Wahl des Algorithmus zur Knotenzusammenfassung, der Berechnung
der Partitionierung fiir den grébsten Graphen und dem Algorithmus zur Auswahl der Kno-
ten, welche zwischen den Partitionen ausgetauscht werden sollen.
Ebenso sind parallele Multi-Level Partitionierungsalgorithmen entwickelt worden, die die
parallele Abarbeitung der oben beschriebenen Schritte erlauben [92, 93|.
Neben den Multi-Level Verfahren haben Spektralverfahren eine gewisse Verbreitung ge-
funden [94]. Spektralverfahren konstruieren eine Partition des Graphen basierend auf dem
Eigenvektor zu dem zweitgréfiten Eigenwert der LAPLACE Matrix L des Graphen, deren
Eintrédge wie folgt definiert sind:
1 fallsi # j und {v;;v;} € E
(Lg)ij = ¢ —deg(v;) fallsi = j (C.1)
0 sonst.

Der Eigenvektor erlaubt Riickschliisse dariiber wie die Knoten des Graphen miteinander
verbunden sind. Geméfs diesen Informationen werden die Knoten den einzelnen Partitionen

zugeordnet. Fiir algorithmische Details sei auf [94] verwiesen.
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C.1.2 Geometrische Heuristiken

Geometrische Heuristiken verwenden zur Partitionierung eines Gitters die Position der
Gitterzellen im Raum als zusétzliche Information. Populidr sind geometrische Verfahren
insbesondere fiir die Partitionierung strukturierter Gitter geworden. Fiir deren vergleichs-
weise einfache Struktur fiihren sie zu guten Ergebnissen und sind im Vergleich zu graphen-
basierten Methoden einfach und schnell. Zudem sind die konstruierten Partitionen héufig
von einfacher Form und ermoglichen so die Verwendung dhnlich einfacher Datenstruktu-
ren wie im seriellen Fall, was einen nicht zu unterschéitzenden Vorteil darstellt. Aus den
genannten Griinden wurde auch fiir die im Rahmen der vorliegenden Arbeit vorgestellten
Parallelisierungsstrategien eine geometrische Heuristik ausgewahlt.

Im Fall eines strukturierten, kartesischen Gitters liefert eine einfache Partitionierung, wel-
che das Gitter in Quader gleicher Grofe unterteilt, bereits gute Ergebnisse [95]. Die Ge-
biete ergeben sich bei dieser Partitionierungsheuristik als Tensorprodukt eindimensionaler
Partitionierungen in den einzelnen Koordinatenrichtungen. Eine solche Partitionierung ist
jedoch aufgrund ihrer fehlenden Flexibilitdt nur zur statischen Lastzuordnung geeignet.
Viele geometrische Verfahren erzeugen eine Partitionierung mittels einer rekursiven Bi-
sektionierung, d.h. eine Zerlegung in N, Partitionen erfolgt durch eine wiederholte Parti-
tionierung in zwei Partitionen (Bisektionierung). Dies wird so lange durchgefiihrt, bis die
benétigten N, Gebiete entstanden sind. Obwohl die Losung des Partitionierungsproblems
nicht dquivalent zur Losung einer Reihe von Bisektionierungsproblemen ist und selbst bei
optimalen Bisektionierungen das Ergebnis beliebig schlecht im Vergleich zur Losung des
urspriinglichen Partitionierungsproblems sein kann [70], zeigt sich doch, dass Bisektio-
nierungsverfahren insbesondere bei der Partitionierung strukturierter Gitter Ergebnisse
liefern, die durchaus praktikabel sind (siehe Ergebnisse in Kapitel 4). Die Rekursive Koor-
dinaten Bisektionierung (RCB) [66], wie sie in Abschnitt 3.3.1 in verallgemeinerter Form
erlautert wurde, ist die wohl bekannteste Variante des Bisektionierungsansatzes.

Eine Verallgemeinerung der RCB Heuristik wurde von NOUR-OMID vorgeschlagen und
wird als Recursive Inertial Bisection (RIB) bezeichnet |[96]. Jede Gitterzelle wird dabei
als Massenpunkt interpretiert. Das Rechengitter wird somit zu einer Verteilung von Mas-
senpunkten im Raum. Von dieser Verteilung wird die Achse berechnet, beziiglich derer die
Verteilung das kleinste Tragheitsmoment besitzt. Diese Achse gibt die Normalenrichtung
der Partitionierungsebene vor. Im Fall eines strukturierten kartesischen Gitters, welches
nach den Koordinatenachsen ausgerichtet ist, fallt diese Achse immer mit einer Koordi-
natenachse zusammen, und fiihrt somit zum gleichen Ergebnis wie die RCB Heuristik in
Abschnitt 3.3.1.

Die Einschriankung beziiglich der Form der Partitionen, kann dazu fiihren, dass eine subop-
timale Verteilung der Gitterzellen auf die Partitionen erfolgt. Eine Verallgemeinerung des
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Verfahrens, welche die Randzellen einer Partition noch einmal gesondert zuordnet, findet
sich z.B. in [69]. Dies ist jedoch eher fiir kompliziertere Gitter (z.B. strukturierte Gitter
mit lokaler Gitterverfeinerung) von Interesse, die ohnehin kompliziertere Datenstrukturen
erfordern.

Insbesondere zur Parallelisierung von Berechnungen auf strukturierten Gittern mit lokaler
Gitterverfeinerung hat die Partitionierung mittels raumfiillender Kurven (engl. spacefil-
ling Curves) Popularitit erlangt [97, 98]. Dabei wird das Problem der Gitterpartitionie-
rung auf das Problem der Partitionierung einer Liste, d.h. ein eindimensionales Parti-
tionierungsproblem, zuriickgefithrt. Die Anordnung der Gitterzellen in der Liste erfolgt
mit Hilfe einer Kurve, welche mit einer bestimmten Bildungsvorschrift alle Gitterzellen
traversiert. Die Liste wird dann in N, zusammenhéngende Teile zerlegt. Alle Gitterzellen
innerhalb eines Listenteils werden jeweils einer Partition zugeordnet. Raumfiillende Kurven

besitzen die Eigenschaft, dass Gitterzellen, welche

im zwei- oder dreidimensionalen Rechengitter nahe

beieinander liegen, tendenziell auch in der resultie-

renden Liste nahe beieinander liegen [99]. Aufgrund

dieser Eigenschaft fiihrt die Partitionierung mittels

raumfiillender Kurven zu der Zuordnung vieler im

Gitter benachbarter Zellen zu derselben Partition

und damit zu einem relativ geringen Kommunika-

tionsaufwand. Die am héaufigsten verwendete Kur-
ve ist die HILBERT Kurve [100]|, welche in Abbil-
dung C.1 fiir ein einfaches Gitter abgebildet ist. An-
dere raumfiillende Kurven finden jedoch auch ver-
einzelt Anwendung (siehe z.B. [101]). Dadurch, dass
die Zuordnung der Gitterzellen zu den Partitionen

tlmltlir
EE gy us gy gy usnn

mndbanandl

Abbildung C.1: Partitionierung
eines kartesischen Gitters mat Hil-

) . . L fe der Hilbert Kurve.
zellweise erfolgt, kann die Last sehr gleichméfig auf

die Prozessoren verteilt werden. Allerdings wird dies
durch, die im Vergleich zur RCB Heuristik, grofere Anzahl an Randzellen und damit einen
hoheren Kommunikationsaufwand erkauft [98].

C.2 Parallelisierungsstrategien fiir PIC

Strategien zur Parallelisierung des PIC Algorithmus kénnen im Wesentlichen nach zwei
Gesichtspunkten klassifiziert werden. Erstens danach, ob und wie eine Kopplung zwischen
der Zuordnung der Gitterzellen und der Zuordnung der Teilchen vorgenommen wird und
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zweitens, ob diese Zuordnung im Rahmen einer dynamischen Lastbalancierung wéihrend
der Rechnung modifiziert wird oder nicht. Eine recht gute Zusammenfassung iiber die
verschiedenen Gesichtspunkte, die bei der Konstruktion einer Parallelisierungsstrategie
fiir PIC eine Rolle spielen, findet sich in |15].

Im folgenden Abschnitt sollen nur solche Parallelisierungsstrategien Erwahnung finden, fiir
die aus der Verdffentlichung ersichtlich ist, dass Implementierungen existieren.

C.2.1 Parallelisierungsstrategien mit statischer Lastbalancierung
C.2.1.1 Ungekoppelte Zuordnung von Gitterzellen und Teilchen

In [1, 2, 3] werden Parallelisierungsstartegien vorgeschlagen, welche die Teilchen unge-
achtet ihrer Position im Gitter gleichméfig auf die verfiighbaren Prozessoren verteilen. Es
ist somit keine Kopplung der Zuordnung von Teilchen und Gitterzellen vorhanden. Die
Zuordnung der Gitterzellen geschieht in rdumlich zusammenhéngenden Blécken, &hnlich
einer strukturierten geometrischen Partitionierung.

Da sowohl die Teilchen wie auch die Gitterzellen gleichméfig auf die verfiigharen Prozes-
soren zugeordnet werden, ist die Rechenlast zu jedem Zeitpunkt ideal balanciert und es
gilt

FT‘é‘m)(Zwa NT(‘)P) = FTém)(]WvNﬂ7P) Viﬂ’jw € H’
PTé'm)(iﬂ'a Nﬂyp) = PTé‘m)(jﬂ'v Nﬂ'vp) vi”’jﬂ— € 1L

Die Zuordnung der Teilchen und Gitterzellen wird wihrend der Simulation nicht verdndert.
In den jeweiligen Benchmarkuntersuchungen wurden Simulationsprobleme betrachtet, bei
denen die Teilchen wihrend der gesamten Simulation gleichméfig iiber das Rechengebiet
verteilt sind.

Die Ergebnisse zeigen jeweils einen sehr starken Overhead verursacht durch den notwen-
digen Datenaustausch. Um die Zeit fiir den Datenaustausch zu reduzieren, schlugen die
Autoren in [1] vor, die Zuordnung der Teilchen ganz oder teilweise basierend auf der
Gebietszerlegung fiir den Feldléser vorzunehmen. Bei einer vollstindigen Kopplung der
Teilchenzuordnung mit der Gebietszerlegung erreichten die Autoren fiir ihr Benchmark-
Beispiel deutlich reduzierte Laufzeiten fiir die Feldinterpolation sowie fiir die Stromextra-
polation. Die Laufzeiten fiir diese Operationen waren bei der Implementierung der Autoren
nun in der gleichen Gréfsenordnung wie die Integration der Teilchentrajektorien.

Eine weitere Parallelisierungsstrategie, bei der die Teilchen gleichmébig auf die Prozes-
soren verteilt werden, wird in [72, 73, 4] vorgeschlagen. Es handelt sich dabei um das
in Abschnitt 3.4.4 theoretisch untersuchte Verfahren. Wie die theoretische Untersuchung
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zeigte, ist diese Parallelisierungsstrategie nicht skalierbar, kann aber fiir Simulationspro-
bleme mit rdumlich stark konzentrierten Teilchenverteilungen zu recht zufriedenstellenden
Ergebnissen fiihren.

C.2.1.2 Gekoppelte Zuordnung von Gitterzellen und Teilchen

Parallelisierungsstrategien, welche die Zuordnung der Teilchen direkt an die Zuordnung der
Gitterzellen koppeln, sind in der Literatur am héiufigsten zu finden (siehe z.B. |5, 6, 7, §|).
Fiir Simulationsprobleme, bei denen die Teilchenverteilung zumindest anndhernd homogen
ist, fiihren sie zu guten Ergebnissen. Fiir Simulationsprobleme mit rdumlich konzentrierten
Teilchenverteilungen leidet diese Parallelisierungsstrategie jedoch an der ungleichméfigen
Verteilung der Rechenlast auf die Prozessoren (siehe auch die Skalierbarkeitsuntersuchung
in Abschnitt 3.4.5).

C.2.2 Parallelisierungsstrategien mit dynamischer
Lastbalancierung

In [13, 14, 15, 16] werden Parallelisierungsstrategien vorgeschlagen, bei denen die Zuord-
nung der Teilchen und Gitterzellen gebietsorientiert erfolgt, wobei jedoch die Partitionie-
rungen fiir Teilchen und Gitterzellen nicht iibereinstimmen miissen. Wéhrend in [15] keine
Performanceergebnisse présentiert werden und in [13] lediglich Ergebnisse fiir den trivia-
len Fall einer im gesamten Rechengebiet homogenen Teilchenverteilung prasentiert werden,
fiir den eine Lastbalancierung nicht notwendig ist, werden in [16] einige Performance Er-
gebnisse fiir ein Benchmarkproblem mit einer rdumlich konzentrierten Teilchenverteilung
gezeigt, bei der etwa 50% der Gitterzellen mit Teilchen gefiillt sind, die sich in eine Vor-
zugsrichtung bewegen. In [14] wird ein reales Simulationsproblem als Benchmark benutzt.
In |9, 10, 11, 12, 67| werden Parallelisierungsstrategien vorgeschlagen, welche die Zuord-
nung der Teilchen und Gitterzellen ebenfalls gebietsorientiert vornehmen, bei denen jedoch
die Partitionierungen fiir Teilchen und Felder iibereinstimmen. Eine dynamische Lastba-
lancierung wird durch die inkrementelle Verdnderung der Partitionsgrenzen durchgefiihrt.
In Abschnitt 3.4.6.1 wurde eine Verallgemeinerung dieser Strategie vorgestellt.
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D Optimalitatsbeweis

Um zu beweisen, dass der in Abschnitt 3.4.3 beschriebene Algorithmus fiir den kontinuier-
lichen Fall einen optimalen Zustand findet, soll zunédchst gezeigt werden, dass die durch die
Nebenbedingungen (3.48) und (3.47) beschriebene Menge konvex ist. Anschliefend wird
die Konvexitit der Zielfunktion (3.46) gezeigt. Aufgrund dieser Eigenschaften der Ziel-
funktion und der Menge der zulédssigen Losungen kann gefolgert werden, dass jedes lokale
Optimum identisch zu dem globalen Optimum ist (siche Satz 2.35 in [102]). Anschliefsend
wird gezeigt, dass der beschriebene Algorithmus ein lokales Optimum findet, womit bewie-
sen ist, dass der Algorithmus zu einem globalen Optimum fiihrt. Es sei angemerkt, dass
der Beweis bisher nur unter der Voraussetzung eines Parallelrechners mit gleichartigen
Prozessoren vollsténdig gefiihrt werden konnte. In Abschnitt D.3 wird an entsprechender
Stelle auf diese Einschrinkung hingewiesen.

D.1 Konvexitiat der Menge der zulidssigen Losungen

Gemiéfs Definition 3.1 aus [102] handelt es sich bei der Menge, welche die Nebenbedin-
gungen beschreibt, um ein Polyeder. Gemaf Bemerkung 3.2 aus [102] ist jedes Polyeder
konvex. Damit ist die Menge der zuldssigen Losungen konvex.

D.2 Konvexitat der Zielfunktion

Gemék Definition 2.26 aus [102] ist eine Funktion f:R™ — R genau dann konvex, wenn
fiir alle 1,29 € R und X € (0; 1) gilt, dass

FOz 4+ (1 =Naxg) < X- fz) + (1= A) - f(22). (D.1)

Die Zielfunktion lautet

T5(Nx, P) = gléﬂ%({ Bi s @iin + (Bin +7) - > Wi g +7- Y i, } - (D.2)
jr €11 Jx €11
Jn #in Jn #in
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Es gilt
nmw nw/
lglg%{ Biy - P\' Wi + (L= A)- ai,r,iﬂ] +..
nmw nw!
A B )Y [()\aimjw + (1 —)\)“iﬁ,jﬁ} R
jm €10
Jn #in
nmw nw!
+7.Z |:Aaj7r,7:7r+(1_A)aj7r,l’7rj| }
jm €1
Jn #in
= glggf{A[ﬁiﬂ'az‘ﬂ,z‘ﬁr(ﬁz‘ﬂrﬂ'z%,,jﬁr% aj,r,iﬂ]"i_-‘-
Jjr €11 Jjn €11
Jr #in Jr Fix
nm! nw! nw!
L+ (1=A) [5@7 ca; o+ (B ) Z Qe T ajw,z‘w} }
jr €11 Jjr €11
Jn #in Jn #in
S )\l;frlea%({ ﬁiﬂ— : a’iﬂ—,iﬂ— +(/617r +7) : Z ai‘/r,]’w—‘l_’y. Z ajﬂ'aiﬂ' }+
jr €11 Jjn €11
Jn #in Jn #in
nw! nw/ nm/
(1= )‘)g}g%({ Bi - a; g+ (Bin +7) - Z a,; i +7- a; i }a (D.3)
Jx €11 Jjr €11
Jn #in Jn #in

was aufgrund der Dreiecksungleichung folgt [103|. Die Konvexitat der Zielfunktion ist somit
gezeigt.

D.3 Beweis der Optimalitit

Nun soll gezeigt werden, dass der in Abschnitt 3.4.3 vorgeschlagene Algorithmus zu Wer-
ten ndrl-mjﬂ fiihrt, fiir welche die Zielfunktion ein lokales Minimum und, gemif den Uberle-
gungen in Abschnitt D.1 und D.2, somit ihr globales Minimum annimmt.

Das Verfahren bricht entweder ab, weil ein Prozessor der Gruppe u™ ... N keine Teilchen
mehr besitzt, die abgegeben werden konnen (siehe Gleichung (3.59)), oder weil 5; < ~ fiir
einen Prozessor dieser Gruppe gilt (siehe Gleichung (3.60)), oder weil Té(fl) (ix) = Té(fl) (Jr)
gilt (sieche Gleichung (3.58)). Zunéchst werden die beiden ersten Félle betrachtet.

nw(n)

Fall 1: Das Verfahren bricht ab, weil fiir einen Prozessor i, a = 0 gilt.

Aufgrund des max{.} Ausdruckes in der Zielfunktion miissen, um den Wert der Ziel-

(R

funktion zu reduzieren, die T‘é") (u™ ... N,) alle reduziert werden, da diese nach jedem
Schritt des Optimierungsverfahrens gleich sind und den Wert der Zielfunktion bestimmen.
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n nr(n
Die Té )(u(") ... N,) kénnen jedoch nur dann reduziert werden, wenn die 'a, )» der Pro-

nr(n)

zessoren u™ ... N, reduziert werden. Da a, . = 0 fiir einen dieser Prozessoren gilt, kann

l Z
der Wert Ts ( ) nicht mehr weiter reduziert werden. Damit kann auch der Wert der Ziel-

funktion nicht weiter reduziert werden und der erreichte Zustand ist optimal.

Fall 2: Das Verfahren bricht ab, weil fiir einen Prozessor i, ;. < v gilt. Wie unter
Fall 1 bereits erlautert, miissen die 7 én)(u(") ... N;) alle reduziert werden, um den Wert
der Zielfunktion zu reduzieren. Fiir einen Prozessor der Gruppe «w(™ ... N, kann dieser
Wert nur durch Abgabe von Teilchen reduziert werden. Gibt ein solcher Prozessor i, eine
Anzahl von k Teilchen ab, so verdndert sich der Wert von T( ™ (i) um (y — f;,) - k. Falls
nicht 3; < v gilt, kann T é )(zw) folglich nicht reduziert werden und ist somit der bestmog-
liche Wert der Zielfunktion.

Fall 3: Das Verfahren bricht ab, weil 75" (i5) = TS (jx) Vin, jr € 11 gilt.
Fiir diesen Fall soll die Optimalitdt nur fiir den Sonderfall eines Parallelrechners mit gleich-
artigen Prozessoren

Bi. =0 Vipell (D.4)
bewiesen werden. Auf den allgemeinen Fall konnte der Beweis bislang nicht erweitert
werden. Um zu zeig<(en) dass ein lokales Optimum vorliegt, soll eine differentiell kleine

irj. und deren Auswirkung auf den Wert der Zielfunktion unter-

nm(n)
in ,]7r

zu reduzieren, ist wegen des max{.} Ausdruckes in der Zielfunktion sowie der Tatsache,
dass Tén) (i) = Tén) (jr) Vir, jr € II gilt, notwendig, dass

Anderung in den a,

sucht werden. Um den Wert der Zielfunktion durch eine differentielle Anderung der ‘a,

AT (i) <0 Vi €1l (D.5)

gilt. Es werden zuniichst die Prozessoren der Gruppe u™ ... N, betrachtet. Die Lastin-
derung fiir einen Prozessor aus dieser Gruppe ergibt sich zunéchst ganz allgemein zu

AT (i) = (v + B) - Zd i (v =0)- de]m,ﬂ (D.6)
" s

Aufspalten der Summen nach den beiden Prozessorgruppen 1...1™ und u(™ ... N, ergibt

1(n) 1(n)

n nﬂ'(n na(

AT (i) =+ 8) - S G (= B)- S 4
Jﬁ—l Jr=1
Nr ()
+(y+ ) - Z 47"+ (v =) > da, . (D.7)

j7r . u(") ]‘W = u('ﬂ)
Jr #in Jr #in
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Damit (D.5) erfiillt sein kann, ist es notwendig, dass

Nr
> ard’(in) <. (D.8)
i,r:u<”)

Einsetzen von (D.7) in (D.8) ergibt

Ny 1™ N, 1™
N S OF CHUNTAIE S SV IR o deﬂ <0. (D.9)
ir=ulm) =l ir=uln) jr=1 ir=u(® jr=1

Jm # ix

v~ v~ a"'g

@ @ ®

f )j >0 Vi, j. €1l folgt, dass alle Terme in den Sum-

men @ und @ grofser oder gleich Null sein miissen, da fiir das Optimierungsverfahren

Wegen der Nebenbedingung a

immer gilt

Q. )] =0 Vig,jr € {u™ . N} (ix # jr),

n(n

M i e 1. M i e fu™ N

im i Jee{l.. 1"} € {u™ L NG}

Nun werden die Prozessoren der Gruppe 1...1™ betrachtet. Wieder folgt aufgrund von (D.5)

1(n)

> AT (in) < 0 (D.10)

ir=1

als notwendige Bedingung. Es folgt durch Einsetzen des allgemeinen Ausdrucks unter (D.7)
n (D.10)

1(n) 1(n) () Nr

2721 > d’”ffh +(y+8)- Zl Z( dmf:h +(v—0)- Zl Z()d"’rn) 0. (D.11)
1r= Jr =1 1= ]ﬂ__u n) Ir= jﬁ_un
Jn Fin

A - . J/ (. J/
v "' "'

® ® ©®

Durch Vertauschung der Indizes lassen sich die Summen (5) und (6) in die Summen (3)
bzw. @ iiberfithren. Wegen

() 1 y n . .

a; ; =0 Vig,jr € {1...0"} (ir # jr)

rrin) y n : n

a; ; =0 Vje{l...l"} i e {u™. . N},
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folgt, dass alle Terme in den Summen (4) und (6) grofer Null sein miissen. Mit den Abkiir-
zungen fiir die Summen lassen sich die beiden Ungleichungen (D.9) und (D.11) schreiben
als

277-D+ (v +8) - @Q+(r-8-B®) <0 (D.12)
27D+ (=8 OQ+(+p8) -G <o. (D.13)

Wegen v >0 und (1) > 0, (4) > 0 folgt, dass notwendig ist um (D.12) und (D.13) zu
erfiillen, dass

5@+ (-6 @ <0 (D.14)
-0)-@+(r+5)-@<0 (D-15)

gilt. Diese zwei Ungleichungen sind dquivalent zu der Ungleichungskette

0020 (D.16)

6+7
Wegen 3 — v > 0 gilt aber
Bty _B-v
D.17
- Bty (B-17)

Somit kann die Ungleichungskette (D.16) nur dann erfiillt werden, falls 3) < 0, wor-
aus (2) < 0 folgen wiirde im Widerspruch zur Nebenbedingung.

Damit kann durch eine differentielle Anderung der a En)j der Wert der Zielfunktion in der
Umgebung des erreichten Wertes nicht weiter reduziert werden, wenn das Verfahren in
einem Zustand abbricht fiir den T(") (i) = Té") (Jx) Vig, jx € II gilt. Der erreichte Zustand
muss ein lokales und damit aufgrund der Eigenschaften von Zielfunktion und Nebenbedin-

gungen auch ein globales Optimum sein.
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