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1 Einleitung
1.1 MotivationBei dem Prozess des Entwurfs, der Entwiklung und der Optimierung moderner tehni-sher Geräte und Anlagen sind rehnergestützte Simulationen niht nur zu einer wihti-gen Informationsquelle und Entsheidungsgrundlage geworden, sondern ermöglihen häu-�g sogar, den zeitlih wie wirtshaftlih aufwändigen Bau von Prototypen zur Evaluierungvershiedener Designalternativen auf ein Minimum zu reduzieren und so den gesamtenEntwiklungszyklus zu verkürzen und kostengünstiger zu gestalten. Zudem ermöglihenSimulationen Einblike in Systeme, die für Messungen aus vershiedenen Gründen shweroder gar niht zugänglih sind, und stören die zu untersuhenden Anordnungen niht durhdas Einbringen von Messgeräten.Begünstigt durh die rasante Entwiklung der Informationstehnik in den vergangenenJahren sind heute, mit Hilfe von Rehnern des Massenmarktes, Simulationen in einer Ge-nauigkeit und Geshwindigkeit möglih, die vor einigen Jahren noh undenkbar gewesensind oder zumindest nur auf spezialisierten Hohleistungsrehnern durhführbar waren.Trotz dieser Entwiklung existieren gegenwärtig viele praxisrelevante Problemstellungenaus dem Bereih der rehnergestützten Simulation, welhe ohne den Einsatz von Hohleis-tungsrehnern unlösbar ersheinen oder zumindest zu unvertretbar langen Rehenzeitenführen.Aufgrund ihres hervorragenden Verhältnisses von Preis zu erzielbarer Rehenleistung sindinsbesondere Hohleistungsrehner populär geworden, welhe sih aus einer Ansammlungvon unabhängigen Einzelrehnern zusammensetzen, die über ein Verbindungsnetzwerkmiteinander verbunden sind, sogenannte Cluster. Die Nutzung von Hohleistungsreh-nern diesen Typs zur Lösung eines Simulationsproblems erfordert die Parallelisierung derzugrunde liegenden numerishen Algorithmen und, damit verbunden, die Verteilung derSimulationsdaten auf die voneinander unabhängigen Speiher der Einzelrehner. Eine sorg-fältige Analyse des von den Algorithmen erzeugten Speiherzugri�smusters sowie der Ab-hängigkeit der Berehnungsshritte voneinander sind essentiell, um die von dem Hohleis-tungsrehner zu Verfügung gestellten Ressouren e�zient nutzen bzw. die gewünshten5



1 EinleitungBerehnungen überhaupt durhführen zu können.Für das Gebiet der Elektrodynamik stellt insbesondere die im Rahmen dieser Arbeit be-trahtete selbstkonsistente Simulation geladener Teilhen unter dem Ein�uss äuÿerer wieauh von den Teilhen selbst erzeugter elektromagnetisher Felder für viele praxisrele-vante Systeme eine groÿe Herausforderung dar. Die selbstkonsistente Simulation solherProblemstellungen kann mit Hilfe des Partile-In-Cell Algorithmus erfolgen. Dieser führtinsbesondere für diejenigen Problemstellungen aus der Beshleunigerphysik, welhe auf-grund fehlender Symmetrie zu ihrer Lösung einer Simulation in drei Dimensionen bedür-fen, häu�g zu einer derart groÿen Menge an Daten sowie Berehnungsoperationen, dass dieVerwendung eines Hohleistungsrehners sinnvoll ersheint, wenn niht gar unumgänglihist, um die Simulation überhaupt durhführen zu können. Die groÿe praktishe Bedeutungvon Simulationen diesen Typs sowie der mit ihnen verbundene immense Rehenaufwandbildeten die Motivation, im Rahmen dieser Arbeit vershiedene Parallelisierungsstrategienfür den Partile-In-Cell Algorithmus zu entwikeln, theoretish zu untersuhen, zu imple-mentieren und deren Performane für ein Simulationsproblem aus der Beshleunigertehniksowie auf typishen Simulationsproblemen basierten Benhmarks zu vergleihen.
1.2 LiteraturübersihtDas bei der Parallelisierung von Algorithmen auftretende Problem, die Rehenoperatio-nen sowie die Daten derart den verfügbaren Prozessoren des verwendeten Parallelrehnerszuzuordnen, dass die resultierende Laufzeit bis zum Abshluss der Berehnungen mög-lihst minimal wird, hat in den vergangenen Jahren groÿe Aufmerksamkeit erfahren. Diesgilt auh für den Bereih der numerishen Simulation elektromagnetisher Felder sowie derselbstkonsistenten Simulation der Dynamik geladener Teilhen mit Hilfe des PIC Algorith-mus. Der vorliegende Abshnitt stellt eine Würdigung der wihtigsten Parallelisierungs-strategien für PIC Simulationen dar, die in den vergangenen Jahren in der Fahliteraturvorgeshlagen wurden. Für eine ausführlihere Übersiht sei auf Anhang C verwiesen.Um durh die Parallelisierung eines Algorithmus die Laufzeit e�zient zu verringern, sindim Wesentlihen zwei Grundregeln zu beahten, die einen groÿen Ein�uss auf den shluss-endlih erzielten Laufzeitgewinn besitzen. Zum Einen minimiert die Zuordnung der Be-rehnungsoperationen auf die Prozessoren im Verhältnis der Leistungsfähigkeit derselbendie Rehenzeit (balanierte Rehenlast) und ist somit essentiell, um die Ressouren desParallelrehners e�zient zu nutzen. Zum Anderen führt eine Zuordnung der Daten derart,dass die zwishen den Prozessoren auszutaushende Datenmenge während der Berehnun-gen möglihst gering wird, zu einer Verringerung der Laufzeit.6



1.3 Ziele der ArbeitBasierend auf diesen zwei Grundregeln lassen sih die Parallelisierungsstrategien für PICdahingehend klassi�zieren, ob sie vorrangig den Datenaustaush minimieren, oder in ersterLinie die Rehenlast balanieren. Zur ersten Kategorie gehören Parallelisierungsstrategien,welhe die Zuordnung von Feld- und Teilhendaten zu Prozessoren aneinander koppeln.Zur zweiten Kategorie gehören diejenigen Strategien, die eine solhe Kopplung niht vor-nehmen. Eine weitere Untergliederung kann dahingehend erfolgen, ob die Strategie dieZuordnung der Daten zu den Prozessoren während der Laufzeit verändert, um auh diezweite Grundregel zu erfüllen. Man spriht in diesem Fall auh von einer dynamishen Zu-ordnung der Rehenlast. Abbildung 1.1 illustriert diese Klassi�zierung. Parallelisierungs-strategien, die auf einer ungekoppelten Zuordnung von Feld- und Teilhendaten basieren,werden in [1, 2, 3, 4℄ vorgestellt. Für alle diese Strategien erfolgt die Zuordnung der Feld-und Teilhendaten statish, so dass deren Leistungsfähigkeit durh groÿe Datenmengen,die in jedem Zeitshritt auszutaushen sind, limitiert ist (siehe insbesondere [1, 2℄).Strategien, die auf der gekoppelten Zuordnung von Feld- und Teilhendaten basieren, lie-fern für Simulationsprobleme mit homogener Teilhenverteilung im Fall statisher Last-zuordnung bereits sehr gute Ergebnisse (siehe z.B. [5, 6, 7, 8℄). Für den Fall lokalisierterTeilhenverteilungen wurden Strategien vorgeshlagen, die durh eine dynamishe Zuord-nung der Feld- und Teilhendaten zu den Prozessoren versuhen, die balanierte Zuordnungder Berehnungsoperationen bei gleihzeitig möglihst geringem Kommunikationsvolumenzu gewährleisten (siehe z.B. [9, 10, 11, 12℄). Diese Strategien haben sih für den im Rah-men dieser Arbeit betrahteten Parallelrehnertyp als die erfolgreihsten erwiesen.Weiterhin existieren Mishformen, welhe die Zuordnung von Teilhen- und Felddaten zwargebietsorientiert, jedoh niht direkt aneinander gekoppelt vornehmen (siehe z.B. [13, 14,15, 16℄).
1.3 Ziele der ArbeitObwohl in den vergangenen Jahren einige Parallelisierungsstrategien für Partile-In-CellSimulationen in der Literatur vorgeshlagen wurden, �nden sih kaum theoretishe Un-tersuhungen oder aussagekräftige Benhmarkanalysen derselben, die jedoh beide zuradäquaten Auswahl einer geeigneten Parallelisierungsstrategie für eine konkrete Klassevon Simulationsproblemen unabdingbar sind. Ein wesentlihes Ziel der Arbeit ist daher,die theoretishe sowie praktishe Analyse von Parallelisierungsstrategien mit Hilfe aussa-gekräftiger Benhmarkprobleme, um die Stärken und Shwähen der vershiedenen Stra-tegien aufzuzeigen. Die im Rahmen der Arbeit untersuhten und implementierten Paral-lelisierungsstrategien deken die gesamte in Abbildung 1.1 gezeigte Bandbreite ab. 7



1 Einleitung
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(a)

(b) () (d)Abbildung 1.1: Zur Illustration der Klassi�zierung von Parallelisierungsstrategien für PICSimulationen nah der Zuordnung von Feld- und Teilhendaten auf die Prozessoren. (a) zeigteine shematishe Übersiht über die vershiedenen Strategien, während die unteren Abbil-dungen für jede Strategie eine möglihe Zuordnung von Feld- und Teilhendaten zeigen. Diefarblihe Markierung symbolisiert die Prozessorzugehörigkeit. Bei einer Parallelisierungsstra-tegie, welhe die Zuordnung von Feld- und Teilhendaten aneinander koppelt, wie unter (b) füreinen Gitteraushnitt gezeigt, ist die Menge der in jedem Zeitshritt auszutaushenden Datengering, jedoh verändert sih im allgemeinen die Verteilung der Rehenlast auf die Prozesso-ren im Verlauf der Simulation, was eine dynamishe Neuzuordnung der Feld- und Teilhen-daten erforderlih maht. Parallelisierungsstrategien, die Teilhen- und Felddaten unabhängigvoneinander auf die Prozessoren verteilen, wie unter (d) gezeigt, führen zu einer gleihmä-ÿig verteilten Rehenlast, jedoh auh zu einer groÿen Menge an Daten, welhe in jedemZeitshritt ausgetausht werden müssen. Gemishte Parallelisierungsstrategien, wie unter ()gezeigt, versuhen einen Kompromiss zwishen dem Ziel der Lastbalanierung einerseits undder Minimierung des Datenaustaushes andererseits zu �nden.
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1.3 Ziele der ArbeitDie theoretishe Analyse der vershiedenen Parallelisierungsstrategien trägt dabei zumbesseren Verständnis des Laufzeitverhaltens derselben bei. So konnte durh die Analysezweier Parallelisierungsstrategien mit ungekoppelter Zuordnung von Feld- und Teilhen-daten, von denen eine im Rahmen der Arbeit entwikelt wurde, und die zweite die Ab-wandlung einer in der Literatur vorgeshlagenen Strategie darstellt, gezeigt werden, dassStrategien, die auf diesem Prinzip basieren, an grundsätzlihen Shwierigkeiten leiden, dieeine zufriedenstellende Performane häu�g verhindern.Eine Stärke von seriellen PIC Simulationen auf strukturierten Gittern ist, dass die Daten-strukturen sowohl einfah als auh e�zient zu implementieren sind. Ein wesentlihes Zielbei den im Rahmen der Arbeit entwikelten Parallelisierungsstrategien war die weitestge-hende Bewahrung dieser e�zienten Datenstrukturen, um den durh die Parallelisierungerzielten Laufzeitgewinn niht durh die Einführung unnötig komplizierter Datenstruktu-ren und deren Verwaltung zu gefährden.Die Parallelisierungsstrategien wurden alle für Parallelrehner mit Prozessoren beliebi-ger Leistungsfähigkeit formuliert, so dass eine Implementierung auf Parallelrehnern mitinhomogener Hardwareausstattung möglih wird.
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2 Theoretishe GrundlagenDas folgende Kapitel beinhaltet eine Einführung in die für die Arbeit relevanten Theori-en. Abshnitt 2.1 gibt eine Übersiht über die klassishe Elektrodynamik unter Berük-sihtigung der Modellierung von Problemstellungen, welhe eine groÿe Anzahl bewegli-her Ladungsträger beinhalten. Die Gleihungen zur Modellierung derartiger Problemstel-lungen sind für praxisrelevante Anordnungen nur numerish lösbar. Die Abshnitte 2.2und 2.3 stellen die im Rahmen der Arbeit verwendeten numerishen Lösungsmethodenvor. Insbesondere wird der Partile-In-Cell Algorithmus erläutert, dessen Parallelisierungden Shwerpunkt der Arbeit bildet. In Abshnitt 2.4 werden shlieÿlih die wihtigstenBegri�e im Zusammenhang mit dem parallelen Rehnen erläutert. Auÿerdem wird das zurEntwiklung und theoretishen Analyse der parallelen Algorithmen verwendete Rehner-modell vorgestellt.2.1 Die Maxwellshe Theorie der ElektrodynamikDie von James Clerk Maxwell im 19. Jahrhundert entwikelte mathematishe Be-shreibung des Elektromagnetismus [17, 18℄ bildet die Grundlage der Modellierung einerFülle von Problemstellungen der Physik und der Elektrotehnik. In der heute üblihenShreibweise lassen sih die Maxwellshen Gleihungen für den Fall ruhender Medien inihrer integralen Form angeben als [19℄
∫

∂A

~E(~r, t) · d~s = −

∫

A

∂ ~B(~r, t)

∂t
· d ~A, (2.1)

∫

∂A

~H(~r, t) · d~s =

∫

A

(
~J(~r, t) +

∂ ~D(~r, t)

∂t

)
· d ~A, (2.2)

∫

∂V

~D(~r, t) · d ~A =

∫

V

̺(~r, t)dV , (2.3)
∫

∂V

~B(~r, t) · d ~A = 0. (2.4)
11



2 Theoretishe GrundlagenHierbei sind ~E, ~D, ~H und ~B die Feldgröÿen, die das elektromagnetishe Feld innerhalbeines vorgegebenen Gebietes Ω ⊆ R
3 für ein vorgegebenes Zeitintervall [ts; te] ⊆ R beshrei-ben. Die Integralzusammenhänge (2.1)-(2.4) müssen für jedes Volumen V ⊆ Ω bzw. jedeFlähe A ⊂ Ω erfüllt sein. Die Argumentlisten für die Feldgröÿen werden im Folgenden zuGunsten der besseren Lesbarkeit fortgelassen.Aus den Maxwellshen Gleihungen folgt die Kontinuitätsgleihung

∫

∂V

~J · d ~A+

∫

V

∂̺

∂t
dV = 0, (2.5)welhe die Erhaltung der elektromagnetishen Ladung innerhalb des Rehengebietes be-shreibt.Ein Zusammenhang zwishen den Feldgröÿen ~E bzw. ~H und den Flussdihten ~D bzw. ~Bwird durh sogenannte Materialbeziehungen hergestellt. Während sih im Vakuum dieZusammenhänge

~D = ε0
~E sowie ~B = µ0

~H. (2.6)ergeben, können unter Anwesenheit von Materialien kompliziertere Zusammenhänge not-wendig sein, um den Ein�uss des Materials auf das elektromagnetishe Feld hinreihendgenau zu modellieren. Im Folgenden soll sih die Betrahtung auf lineares, isotropes undstationäres Materialverhalten beshränken, welhes zur Modellierung der im Rahmen derArbeit betrahteten Problemstellungen angenommen werden kann. Zudem werden keineElektrete und Permanentmagnete betrahtet, welhe auh ohne äuÿeres Feld durh dieAusrihtung von im Material vorhandenen elektrishen beziehungsweise magnetishen Di-polen ein Feld erzeugen können. Unter diesen Annahmen ergibt sih der Zusammenhangzwishen den Feldstärken und Flussdihten zu
~D = ε(~r) ~E sowie ~B = µ(~r) ~H. (2.7)Be�nden sih in einem Material frei beweglihe Ladungsträger, so wird dies durh eineLeitfähigkeit κ modelliert. In diesem Fall existiert bei Anwesenheit eines elektrishen Fel-des ein Anteil von ~J , der proportional zu ~E ist und somit niht als externer Quelltermvorgegeben werden muss. Dieser Anteil wird als Leitungsstromdihte ~Jl bezeihnet und esgilt

~Jl = κ(~r) · ~E (2.8)für den Zusammenhang dieser Gröÿe mit dem elektrishen Feld.Häu�g lassen sih leitfähige Materialien, insbesondere metallishe Körper, in guter Nähe-rung als Idealleiter modellieren (κ→ ∞). Dies ist insbesondere dann gerehtfertigt, wenndie Materialien ohnehin shon eine hohe Leitfähigkeit besitzen und zudem imWesentlihen12



2.1 Die Maxwellshe Theorie der Elektrodynamikdie Wehselwirkung mit hohfrequenten elektromagnetishen Feldern betrahtet wird. Inden Problemstellungen aus der Beshleunigerphysik kann dies für die Strahlrohre und Ka-vitäten meist in guter Näherung angenommen werden. Bei den im Rahmen dieser Arbeitdurhgeführten Simulationen wurden sämtlihe leitfähigen Materialien daher als Ideallei-ter modelliert.Häu�g werden Materialverteilungen in der Weise idealisiert, dass sih Permittivität, Per-meabilität und Leitfähigkeit sprunghaft ändern. An solhen idealisierten Materialgrenz-
~n12

Raumteil 1
Raumteil 2

ε1, µ1, κ1

ε2, µ2, κ2

Material-übergang
Abbildung 2.1: Ideali-sierter Materialübergang

�ähen müssen die Felder folgende Stetigkeitsbedingungenerfüllen [19℄
~n12 · ( ~D2 − ~D1) = σ, ~n12 · ( ~B2 − ~B1) = 0, (2.9)
~n12 × ( ~E2 − ~E1) = ~0, ~n12 × ( ~H2 − ~H1) = ~JF .Hierbei ist ~n12 der Normaleneinheitsvektor der Grenz�ähean dem betrahteten Punkt (siehe Abb. 2.1). Die Feldwertesind als Limites zu interpretieren, wenn man sih dem be-trahteten Punkt auf der Grenz�ähe von Raumteil 1 bzw.Raumteil 2 aus nähert. Die Gröÿen σ bzw. ~JF bezeihnen ei-ne Flähenladungsdihte bzw. Flähenstromdihte, mit de-nen die Grenz�ähe belegt sein kann.In Idealleitern existieren keine elektromagnetishen Felder, so dass sih die Stetigkeitsbe-dingungen (2.9) vereinfahen zu

~n · ~D = σ, ~n · ~B = 0, (2.10)
~n× ~E = ~0, ~n× ~H = ~JF .Hier ist ~n der Normaleneinheitsvektor, der an dem betrahteten Punkt auf der Material-grenz�ähe von dem Idealleiter fort zeigt, während die Felder wieder als Limites bei einerAnnäherung aus dem Auÿenraum zu verstehen sind.Zur Beshreibung des elektromagnetishen Feldes mit Hilfe derMaxwellshen Gleihun-gen ist neben den Materialbeziehungen noh die Feldverteilung im Rehengebiet zumAnfangszeitpunkt ts anzugeben (Anfangsbedingung). Auÿerdem ist der Verlauf der Feld-komponente des elektrishen oder magnetishen Feldes auf dem Rand des Rehengebietesvorzugeben (Randbedingung). Im Fall eines im Unendlihen liegenden Randes wird dasVerhalten der Felder durh die Sommerfeldshen Abstrahlungsbedingungen beshrie-ben [20℄.Für die im Rahmen dieser Arbeit behandelten Problemstellungen wird der interessierendeRaumteil zumindest teilweise durh einen metallishen Körper begrenzt. Bei der Annahme13



2 Theoretishe Grundlageneiner idealen elektrishen Leitfähigkeit dieses Körpers vershwinden gemäÿ (2.10) die zurMaterialober�ähe tangentialen elektrishen Felder, womit deren Werte für alle Zeitpunk-te t ∈ [ts; te] bekannt sind. Damit bilden Materialgrenz�ähen zu Idealleitern automatishRänder des Rehengebietes.Es kann gezeigt werden, dass dieMaxwellshen Gleihungen zusammen mit den Materi-albeziehungen sowie den Anfangs- und Randbedingungen ein mathematish wohlgestelltesProblem zur Berehnung der Feldgröÿen darstellen [20℄2.1.1 Modellierung von VielteilhensystemenUnter einem Vielteilhensystem soll im Rahmen der Arbeit eine groÿe Anzahl geladenerTeilhen verstanden werden, die sih unter dem Ein�uss elektromagnetisher Felder imfreien Raum bewegen. Dadurh, dass die geladenen Teilhen niht nur von einem äuÿerenelektromagnetishen Feld beein�usst werden, sondern selbst auh ein elektromagnetishesFeld, das sogenannte Raumladungsfeld, erzeugen, müssen zur Modellierung eines Vielteil-hensystems die Maxwellshen Gleihungen, die die Dynamik des elektromagnetishenFeldes beshreiben, mit den Bewegungsgleihungen der Teilhen gekoppelt werden. DieKraft auf ein punktförmiges Teilhen der Ladung q und der relativistishen Masse
m := γm0 mit γ :=

1√
1 −

(
v
c

)2 , (2.11)welhes sih mit dem mehanishen Impuls ~p in einem elektromagnetishen Feld bewegt,ist gegeben durh die Newton-Lorentz-Gleihung [19℄
~F (t) ≡

d~pdt = q

(
~Ep +

~p

m
× ~Bp) . (2.12)Bei den Gröÿen ~Ep und ~Bp handelt es sih um die Werte des elektromagnetishen Feldeszum Zeitpunkt t am Ort des Teilhens. Zusammen mit der Beziehung

~p = m
d~rdt = m~v, (2.13)wobei ~r die Position des Teilhens beshreibt, bildet sie die Bewegungsgleihungen fürpunktförmige, geladene Teilhen in einem elektromagnetishen Feld. Alle in den Gleihun-gen (2.12) und (2.13) vorkommenden Gröÿen, mit Ausnahme der Ladung q, sind zeitver-änderlih. Die Argumente wurden jedoh zugunsten der besseren Lesbarkeit fortgelassen.Für ein Ensemble von P punktförmigen Teilhen ergibt sih für die Quellterme ̺ und ~J14



2.1 Die Maxwellshe Theorie der Elektrodynamikin den Maxwellshen Gleihungen
̺ =

P∑

p=1

qp · δ(~r − ~rp), (2.14)
~J =

P∑

p=1

qp~vp · δ(~r − ~rp),wobei δ(.) die Dirashe Distribution bezeihnet. Die Menge Γ ⊆ R
6P , welhe die mög-lihen Werte der Orts- und Geshwindigkeitsvariablen enthält, wird als Phasenraum desSystems bezeihnet.Weder für analytishe Berehnungen noh für numerishe Lösungen von Vielteilhenpro-blemen ist es jedoh in den meisten Fällen praktikabel, jedes reale Teilhen durh einTeilhen im mathematishen Modell zu repräsentieren, da meistens niht die Dynamikder einzelnen Teilhen von Interesse ist, sondern vielmehr das kollektive Verhalten einerTeilhenverteilung. Man weiht daher auf eine statistishe Beshreibung aus, die bessergeeignet ist, das interessierende kollektive Verhalten zu repräsentieren.Führt man eine Wahrsheinlihkeitsdihtefunktion

fP (~r1 . . . ~rP , ~p1 . . . ~pP , t) : Γ × R → [0; 1] (2.15)auf dem Phasenraum ein, so dass ∫

∆Γ

fP dΓ (2.16)die Wahrsheinlihkeit angibt, das System zu einem Zeitpunkt t in dem Bereih ∆Γ ⊆ Γdes Phasenraumes anzutre�en, so genügt fP der Liouville-Gleihung [21℄dfPdt ≡
∂fP
∂t

+
P∑

p=1

∂~rp
∂t

· grad~rpfP +
P∑

p=1

∂~pp
∂t

· grad~pp
fP = 0. (2.17)Die Funktion fP hängt von allen 6P Phasenraumkoordinaten des Systems ab und bietetdaher zunähst noh keine Vereinfahung des Problems. Oftmals ist jedoh nur von Inter-esse, wie groÿ die Wahrsheinlihkeit ist, irgendeines der P Teilhen zu einem Zeitpunkt tin einem Bereih des Phasenraumes anzutre�en. Diese Wahrsheinlihkeit wird beshrie-ben durh die Einteilhenverteilungsfunktion f1(~r, ~p, t). Für den häu�g auftretenden Falleines Vielteilhensystems, welhes nur gleihartige Teilhen enthält, erfüllt f1 bei Vernah-lässigung von Stoÿe�ekten die Vlasov-Gleihung, welhe aus der Liouville-Gleihungabgeleitet werden kann [21℄df1dt ≡

∂f1

∂t
+
~p

m
· grad~rf1 + q

(
~E +

~p

m
× ~B

)
· grad~pf1 = 0. (2.18)
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2 Theoretishe GrundlagenDie harakteristishen Kurven der Gleihung (2.18) entsprehen möglihen Teilhentrajek-torien für ein Teilhenensemble mit der Verteilungsfunktion f1 [22℄. Es sei noh bemerkt,dass die zeitlihe Änderung von f1, welhe einer Bewegung der Teilhen entspriht, die inder Gleihung auftretenden Feldgröÿen ~E und ~B beein�usst.2.2 Die Methode der Finiten IntegrationAuÿer für einige Spezialfälle sind die in Abshnitt 2.1 eingeführten Maxwellshen Glei-hungen (2.1)-(2.4) sowie die Vlasov-Gleihung (2.18) einer analytishen Lösung nihtzugänglih. Für praxisrelevante Problemstellungen kann ihre Lösung daher nur näherungs-weise unter Anwendung numerisher Lösungsmethoden erfolgen.Die Methode der �niten Integration (engl. Finite Integration Tehnique, FIT) erlaubt füreine Vielzahl von Problemstellungen eine solhe näherungsweise Berehnung der elektro-magnetishen Felder [23, 24℄ und, in Verbindung mit dem Partile-In-Cell Algorithmus,auh die Simulation eines Vielteilhensystems [25℄. Sie basiert auf der integralen Form derMaxwellshen Gleihungen wie in (2.1)-(2.4) angegeben.Jedes numerishe Verfahren zur Lösung einer Integral- oder Di�erentialgleihung erforderteine Darstellung der gesuhten Lösung mit Hilfe endlih vieler Freiheitsgrade. Man sprihtdabei von der Diskretisierung des kontinuierlihen Problems. Vershiedene numerishe Ver-fahren untersheiden sih darin, wie diese Darstellung konstruiert wird. Für die Methodeder Finiten Integration wird diese durh die sogenannten Gitter-Maxwellgleihungengebildet.2.2.1 Die Gitter-MaxwellgleihungenZur Konstruktion der Gitter-Maxwellgleihungen wird das Rehengebiet Ω in N dis-junkte, zusammenhängende Teilgebiete Ω1...N unterteilt. Diese Zerlegung wird als Re-hengitter oder einfah als Gitter G bezeihnet. Die Teilgebiete werden als Gitterzellenbezeihnet. Obwohl die Form der Gitterzellen zunähst vollkommen beliebig ist, habensih strukturierte Rehengitter, welhe sih für drei Raumdimensionen als Tensorproduktdreier eindimensionaler Gitter konstruieren lassen, für viele Anwendungen bewährt, da siezu einfahen und e�zient zu implementierenden Algorithmen führen. Die Gitterzellen erge-ben sih bei einer Diskretisierung in der beshriebenen Form als Quader. Abbildung 2.2(a)zeigt ein nah diesem Prinzip erstelltes Gitter im Falle dreier Raumdimensionen. Durhdiese Einshränkung bei der Konstruktion des Gitters ist es im Allgemeinen niht mehrmöglih, das analytishe Rehengebiet Ω exakt durh das Gitter nahzubilden. Das Gitter16



2.2 Die Methode der Finiten Integrationwird dann so groÿ gewählt, dass es den interessierenden Raumbereih vollständig über-dekt.Durh die Konstruktion des Gitters als Tensorprodukt eindimensionaler Gitter wird esmöglih, alle Kanten, Flähen und Volumina durh ein einfahes Indizierungsshema ein-deutig zu referenzieren. Im Fall dreier Raumdimensionen erfolgt dies durh drei Indizes.Die Indizierung für Flähen A, Kanten L und Volumina V ist Abbildung 2.2(b) zu ent-nehmen.Die Grundidee der FIT ist das Erzwingen der Integralzusammenhänge (2.1)-(2.4) für die
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Az(i, j, k)

Ax(i, j, k)

(b)Abbildung 2.2: (a) illustriert ein kartesishes Gitter für drei Raumdimensionen, welhessih aus dem Tensorprodukt dreier eindimensionaler Gitter ergibt. (b) zeigt den Zusammen-hang zwishen der Indizierung der Gitterpunkte, -kanten und -�ähen.durh die Gitterzellen festgelegten Flähen und Volumina. Die Integralwerte, welhe imFalle von Linienintegralen als Gitterspannungen und im Falle von Flähenintegralen alsGitter�üsse bezeihnet werden, bilden die Freiheitsgrade bei diesem Verfahren. Die elek-trishen Gitterspannungen ⌢e werden de�niert gemäÿ
⌢eν(i, j, k) :=

∫

Lν(i,j,k)

~E · ~eν dν, (2.19)und sind somit den Kanten des Gitters zugeordnet, wobei ν ∈ {x, y, z} die Raumrihtungbezeihnet. Die magnetishen Gitter�üsse ⌢⌢

b, welhe den Flähen des Gitters zugeordnet17



2 Theoretishe Grundlagensind, werden de�niert als
⌢⌢

bν(i, j, k) :=

∫

Aν(i,j,k)

~B · ~eν dA. (2.20)Damit lässt sih für jede Gitter�ähe ein Zusammenhang zwishen dem magnetishenGitter�uss, welher der Flähe zugeordnet ist, und den elektrishen Gitterspannungen,welhe den vier die Flähe berandenden Gitterkanten zugeordnet sind, aufstellen. Es folgtbeispielhaft für eine Gitter�ähe Ax(i, j, k) mit Normale in x-Rihtung
⌢ey(i, j, k) −

⌢ey(i, j, k + 1) − ⌢ez(i, j, k) + ⌢ez(i, j + 1, k) = −
ddt⌢⌢

bx(i, j, k). (2.21)Die Vorzeihen in Gleihung (2.21) ergeben sih durh die in den Gleihungen (2.19)und (2.20) eingeführte Orientierung der Gitterkanten und -�ähen, wie in Abbildung 2.3(a)illustriert. Eine Gleihung dieser Form lässt sih für jede der Gitter�ähen angeben. Wer-

(i, j, k)

⌢e z(i, j, k)

⌢e z(i, j + 1, k)

⌢e y(i, j, k)

⌢e y(i, j, k + 1)

⌢⌢

bx(i, j, k)

x

z y (a)
duale Gitterzelle

primäre Gitterzellen(b)Abbildung 2.3: (a) illustriert den in Gleihung (2.21) angegebenen Zusammenhang.(b) illustriert die Konstruktion des dualen Gitters G̃ aus dem primären Gitter G.den die Gitterspannungen ⌢e bzw. die Gitter�üsse ⌢⌢

b auf bestimmte Weise in Vektoren ⌢ebzw. ⌢⌢

b angeordnet, so können alle sih ergebenden Gleihungen in einer einzigen vektori-ellen Gleihung zusammengefasst werden [26℄. Es folgtC⌢e = −
ddt⌢⌢

b. (2.22)Die Matrix C wählt die Gitterspannungen vorzeihenrihtig aus und wird allein durh dieTopologie des Gitters bestimmt.18



2.2 Die Methode der Finiten IntegrationAuf die gleihe Weise kann auh Gleihung (2.4) für die durh die Gitterzellen gebildetenVolumina angegeben werden. Für eine Gitterzelle i, j, k ergibt sih
⌢⌢

bx(i+ 1, j, k) −
⌢⌢

bx(i, j, k)

+
⌢⌢

by(i, j + 1, k) −
⌢⌢

by(i, j, k)

+
⌢⌢

bz(i, j, k + 1) −
⌢⌢

bz(i, j, k) = 0. (2.23)In einer kompakten Shreibweise mit Hilfe des Vektors ⌢⌢

b und einer topologishen Ma-trix S, welhe die entsprehenden magnetishen Gitter�üsse vorzeihenrihtig miteinanderkombiniert, ergibt sih S⌢⌢

b = 0. (2.24)Zur Behandlung der Gleihungen (2.2) und (2.3) wird ein sogenanntes duales Gitter G̃eingeführt. Zur Untersheidung des dualen Gitters von dem bereits eingeführten Gitterwird G im Folgenden als primäres Gitter bezeihnet. Die Mittelpunkte der Gitterzellenvon G bilden die Gitterpunkte des dualen Gitters G̃. Jede primäre Gitterkante durhstöÿtdamit genau eine duale Gitter�ähe und umgekehrt (siehe Abbildung 2.3(b)).Es erfolgt die Einführung von magnetishen Gitterspannungen ⌢

h gemäÿ
⌢

hν(i, j, k) :=

∫

eLν(i,j,k)

~H · ~eν dν, (2.25)sowie von elektrishen Gitter�üssen ⌢⌢

d und Gitterströmen ⌢⌢

j gemäÿ
⌢⌢

dν(i, j, k) :=

∫

eAν(i,j,k)

~D · ~eν dA und ⌢⌢

j ν(i, j, k) :=

∫

eAν(i,j,k)

~J · ~eν dA, (2.26)wobei die Gröÿen L̃ν und Ãν die Kanten und Flähen des dualen Gitters bezeihnen.Die Indizierung der dualen Kanten und Flähen erfolgt derart, dass eine duale Kante dengleihen Index besitzt wie die primäre Gitter�ähe, die sie durhstöÿt. Entsprehendes giltauh für die dualen Flähen.Weiterhin wird die in einer dualen Zelle be�ndlihe elektrishe Ladung
q(i, j, k) :=

∫

eVν(i,j,k)

̺ dV (2.27)eingeführt. Nah dem gleihen Prinzip wie shon für die beiden Gleihungen (2.1) und (2.4)können nun die beiden Gleihungen (2.2) und (2.3) für die Zellen des dualen Gittersangegeben werden als
C̃

⌢

h =
⌢⌢

j +
ddt⌢⌢

d, (2.28)
S̃

⌢⌢

d = q, (2.29)
19



2 Theoretishe Grundlagenwobei es sih bei C̃ und S̃ wiederum um topologishe Matrizen handelt. Die Gleihun-gen (2.22), (2.24), (2.28) und (2.29) werden als Gitter-Maxwellgleihungen bezeihnet.Für die topologishen Matrizen giltSC = 0 sowie S̃C̃ = 0, (2.30)was als diskretes Analogon zur vektoranalytishen Beziehungdiv rot ≡ 0 (2.31)interpretiert werden kann [26℄. Mit Hilfe der Beziehung (2.30) lässt sih das diskrete Ana-logon zur Kontinuitätsgleihung (2.5) ableiten. Als Zusammenhang zwishen den Gitter-strömen ⌢⌢

j und der elektrishen Ladung q innerhalb der dualen Gitterzellen ergibt sih
S̃

⌢⌢

j +
ddtq = 0. (2.32)Die Gitter-Maxwellgleihungen beinhalten noh keine Näherungen, da sie lediglih ei-ne Spezialisierung der Maxwellshen Gleihungen, welhe für beliebige Volumina undFlähen gelten, für die vom Gitter festgelegten Flähen und Volumina beinhalten. Nihts-destotrotz geht bei diesem Shritt bereits Information verloren, da lediglih Integrale überdie gesuhten Feldgröÿen betrahtet werden, aus denen die tatsählihe Feldverteilung nurnoh approximativ berehnet werden kann. Ein solher Informationsverlust ist jedoh beieiner Repräsentation der Feldverteilung mittels endlih vieler Freiheitsgrade unvermeidbar.2.2.2 MaterialbeziehungenDer Zusammenhang der beiden Gleihungspaare (2.22), (2.24) und (2.28), (2.29) wird, wiebereits im analytishen Fall, durh Materialbeziehungen hergestellt. Im einfahsten Fallwird innerhalb jeder primären Gitterzelle eine homogene Materialverteilung angenom-men [26℄. Damit können beliebige Materialverteilungen nur noh approximiert werden.Eine solhe Materialapproximation führt zu sprunghaften Änderungen der Materialeigen-shaften an den Grenz�ähen zwishen primären Gitterzellen. Jedoh ist aus Abshnitt 2.1bekannt, dass das elektrishe Feld tangential sowie die magnetishe Flussdihte normal zuMaterialgrenz�ähen einen stetigen Verlauf besitzt. Dies ermögliht die eindeutige De�-nition der Gröÿen ⌢e und ⌢⌢

b in Gleihung (2.19) bzw. (2.20), obwohl die Integration ge-nau entlang der Materialgrenz�ähen erfolgt. Der Zusammenhang zwishen den Vektorender Gitterspannungen und der Gitter�üsse wird durh sogenannte Materialmatrizen aus-gedrükt. In Analogie zu den analytishen Zusammenhängen aus Gleihung (2.7) wirdde�niert
⌢⌢

d = Mε
⌢e und ⌢

h = Mµ−1

⌢⌢

b. (2.33)20



2.2 Die Methode der Finiten IntegrationEine näherungsfreie Berehnung dieser Zusammenhänge erfordert die Kenntnis des Feld-verlaufes auf den Gitter�ähen und entlang der Gitterlinien. Da dieser niht bekannt ist,muss er approximiert werden. Die einfahste Möglihkeit, welhe auh im Rahmen dervorliegenden Arbeit zum Einsatz kommt, ist die Annahme eines konstanten Feldverlaufesentlang der Kanten bzw. Flähen. Die Gleihungen (2.33) lassen sih dann komponenten-weise angeben zu
⌢⌢

dν(i, j, k) =
ε̄(i, j, k)Ãν(i, j, k)

Lν(i, j, k)
⌢eν(i, j, k) +O(Lν

ζ) (2.34)bzw. ⌢⌢

bν(i, j, k) =
µ−1(i, j, k)Aν(i, j, k)

L̃ν(i, j, k)

⌢

hν(i, j, k) +O(Lν
ζ), (2.35)wobei es sih bei ε̄ und µ−1 um �ähen- bzw. kantengemittelte Gröÿen handelt [26℄. Der inden Gleihungen (2.34) und (2.35) eingeführte Fehler wird als lokaler Diskretisierungsfehlerder Methode bezeihnet. Der Fehlerterm ist im besten Falle eines äquidistanten Gittersund einer homogenen Materialverteilung von zweiter Ordnung (ζ = 2).2.2.3 ZeitintegrationBei den Gitter-Maxwellgleihungen handelt es sih um semidiskrete Gleihungen, dadie Gitterspannungen und Gitter�üsse noh immer von der Zeitvariable t abhängen. Dienumerishe Berehnung des Zeitverlaufes der Gitter�üsse und -spannungen erfordert dieDiskretisierung der Gitter-Maxwellgleihungen auh in der Zeitvariable t.Da die numerishe Lösung eines elektromagnetishen Feldproblems häu�g die Zeitintegra-tion der Feldfreiheitsgrade über viele Zeitshritte erfordert, ist zu diesem Zwek ein e�zi-enter Algorithmus notwendig. Ein e�zientes, explizites Zeitintegrationsshema ist durhden sogenannten Leap-Frog Algorithmus gegeben [26℄. Die Approximation des Zeitablei-tungsoperators geshieht mit Hilfe eines zentralen Di�erenzenquotienten. Der dabei einge-führte Fehler ist von zweiter Ordnung im Zeitshritt ∆t. Um die Verwendung des zentra-len Di�erenzenquotienten zu gewährleisten, sind die elektrishen und magnetishen Git-terspannungen auf der Zeitahse um einen halben Zeitshritt gegeneinander vershoben.Während die magnetishen Feldgröÿen zu den Zeitpunkten ts, ts + ∆t, ts + 2∆t, . . . ,M∆tberehnet werden, werden die elektrishen Feldgröÿen zu den Zeitpunkten ts + 1

2
∆t, ts +

3
2
∆t, . . . ,

(
M + 1

2

)
∆t berehnet. Die um den Zeitshritt ∆t numerish integrierten Feld-werte lassen sih gemäÿ

⌢

h
(m+1)

=
⌢

h
(m)

− ∆tMµ−1C̃⌢e(m+ 1
2) +O(∆t2), (2.36)

⌢e(m+ 3
2) = ⌢e(m+ 1

2) + ∆tM−1
ε

(
C̃

⌢

h
(m+1)

−
⌢⌢

j
(m+1)

)
+O(∆t2) (2.37)
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2 Theoretishe Grundlagenbestimmen [26℄, wobei der hohgestellte Index den Zeitpunkt bezeihnet, für den die be-rehneten Feldwerte gelten. Das Verfahren ist bedingt stabil für Werte von ∆t ≤ ∆tmax.Die obere Grenze für den Zeitshritt ∆tmax hängt von der Gröÿe der Gitterzellen sowie derMaterialverteilung ab [26℄. Hinreihend für die Stabilität der Zeitintegration ist die Wahldes Zeitshrittes ∆t gemäÿ
∆t ≤ min

i,j,k





√√√√
ε(i, j, k)µ(i, j, k)

(
1

Lx(i,j,k)

)2

+
(

1
Ly(i,j,k)

)2

+
(

1
Lz(i,j,k)

)2




. (2.38)Gleihung (2.38) wird als Courant-Friedrihs-Levy Bedingung bezeihnet.In Analogie zum analytishen Fall, beshreiben die Gleihungen (2.22) und (2.28) die zeit-lihe Dynamik der Gitterspannungen, während die Gleihungen (2.24) und (2.29) automa-tish zu jedem Zeitpunkt erfüllt sind, wenn sie zum Anfangszeitpunkt gelten und, im Fallvon Gleihung (2.29), die Quellterme q und ⌢⌢

j der diskreten Kontinuitätsgleihung (2.32)genügen.Wie im analytishen Fall sind neben den Anfangsbedingungen auh Randbedingungen fürdie Gitterspannungen zu stellen. Im Rahmen dieser Arbeit wurde lediglih die elektri-she Randbedingung verwendet, welhe die elektrishen Gitterspannungen tangential zumRand des Rehengebietes zu Null setzt, was einer Berandung mit elektrish ideal leitendemMaterial entspriht.2.3 Der Partile-In-Cell (PIC) AlgorithmusDie Simulation eines Vielteilhensystems, wie in Abshnitt 2.1.1 mittels der Vlasov-Gleihung modelliert, erfordert die Darstellung der Verteilungsfunktion f1 mittels endlihvieler Freiheitsgrade. Im allgemeinen Fall hängt f1 von drei Raum- und drei Impulskoor-dinaten sowie der Zeitkoordinate ab. Eine Diskretisierung dieses sehsdimensionalen Pha-senraumes verbietet sih für die meisten Problemstellungen, da sie zu einem derart groÿenDatenvolumen und zu einer so groÿen Anzahl an Berehnungsoperationen führen würde,dass die Simulationen entweder eine unvertretbar lange Laufzeit benötigen würden, oderaber wegen zu geringer Speiherressouren der verfügbaren Rehner erst gar niht durh-führbar wären.Mit Hilfe des PIC Algorithmus können interessierende Charakteristiken der Vlasov-Gleihung approximativ berehnet werden, was mit deutlih geringerem Rehenaufwandmöglih ist, als eine Zeitintegration von f1 im gesamten Phasenraum durhzuführen [27℄.Wie in Abshnitt 2.1.1 erwähnt, lassen sih die Charakteristiken der Vlasov-Gleihungals möglihe Trajektorien geladener Teilhen interpretieren, die sih unter dem Ein�uss22



2.3 Der Partile-In-Cell (PIC) Algorithmuseines elektromagnetishen Feldes bewegen, und besitzen daher eine direkte physikalisheInterpretation [22℄. Die Berehnung der Charakteristiken ist äquivalent zur numerishenIntegration der Bewegungsgleihungen (2.12) und (2.13). Diese kann mit Hilfe eines vonBoris vorgeshlagenen Algorithmus erfolgen [28℄. Die Diskretisierung der Zeitableitungengeshieht dabei mit zentralen Di�erenzenquotienten. Die Zeitintegration von (2.12) erfolgtin drei Shritten gemäÿ dem folgenden Shema
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(2.43)durhgeführt.Es fällt auf, dass die Feldwerte des elektromagnetishen Feldes zum Zeitpunkt m∆t amIntegrationspunkt ~rp benötigt werden. Da bei einer näherungsweisen Feldberehnung mit-tels FIT (siehe Abshnitt 2.2) Gitterspannungen und Gitter�üsse lediglih an bestimmten,durh das Gitter festgelegten Stellen bekannt sind, müssen die Feldwerte an den Integra-tionspunkten durh eine Interpolation aus diesen Gröÿen berehnet werden. Im Rahmendieser Arbeit wurde dafür eine trilineare Interpolation verwendet [29℄. Im Falle dreierRaumdimensionen werden die Feldwerte somit aus den aht zum Integrationspunkt amnähsten gelegenen Feldwerte berehnet. Um das elektrishe Feld zu den Zeitpunkten m∆tzu berehnen, wird die Zeitintegration gemäÿ (2.37) in zwei Shritten mit dem jeweils hal-ben Zeitshritt vorgenommen [25℄.Eine Änderung der Verteilungsfunktion f1 wirkt sih auf das elektromagnetishe Feld aus.Um diesen Ein�uss approximativ berehnen zu können, müssen die Ströme ⌢⌢

j bestimmtwerden, welhe sih durh die Änderung von f1, d.h. durh die Bewegung der Ladungs-träger, ergeben. Die Approximation dieser Ströme geshieht mit Hilfe der berehneten23



2 Theoretishe GrundlagenCharakteristiken. Beim in dieser Arbeit verwendeten Cloud-In-Cell Shema [30℄ werdendie berehneten Charakteristiken als Trajektorien von sogenannten Makroteilhen inter-pretiert. Dabei handelt es sih um Ladungsverteilungen endliher Ausdehnung, welhe einganzes Ensemble realer Teilhen modellieren. Aus der Bewegung der Makroteilhen in dembetrahteten Zeitshritt können die Ströme ⌢⌢

j berehnet werden. Dies kann so erfolgen, dassdie diskrete Kontinuitätsgleihung erfüllt wird, und somit auh das diskrete GausssheGesetz für alle Zeitshritte erfüllt bleibt. In der Arbeit wurde dazu das von Bunemanvorgeshlagene Verfahren implementiert [31℄. Die Besha�enheit der Makroteilhen wurdeso gewählt, dass während eines Zeitshrittes nur die Ströme beein�usst werden können,die der Gitterzelle zugeordnet sind, innerhalb derer sih das Teilhen zu Beginn des Zeit-shrittes befand, sowie die Ströme der Gitterzellen, die von dieser Zelle höhstens übereine weitere Zelle verbunden sind.Abbildung 2.4 zeigt das Ablaufdiagramm für den PIC Algorithmus, wie er im Rahmendieses Abshnittes beshrieben wurde. StartInitialisierung
Integration derTrajektorienIntegration derFelder ⌢

e, ⌢

hEndzeit teerreiht?Ende ja nein
Abbildung 2.4: Das Ablaufdiagramm des PIC Algorithmus.
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2.4 Paralleles Rehnen2.4 Paralleles RehnenUnter dem Begri� �paralleles Rehnen� versteht man die Zerlegung eines mathematishenProblems in Teilprobleme und deren simultane Lösung mit Hilfe einer gewissen Anzahlvon Verarbeitungseinheiten (Prozessoren). Wird ein Algorithmus dahingehend modi�ziert,dass die Abarbeitung seiner Teilshritte simultan durh vershiedene Prozessoren erfolgenkann, so spriht man von der Parallelisierung des Algorithmus.Viele praxisrelevante mathematishe Problemstellungen aus den untershiedlihsten Be-reihen von Wissenshaft, Tehnik und Wirtshaft erfordern eine derart groÿe Zahl anRehenoperationen zu ihrer Lösung, dass die Rehenzeit, welhe ein einziger Prozessor zurLösung des Problems benötigen würde, unvertretbar groÿ wäre. Davon sind insbesonderezeitkritishe Berehnungen betro�en, deren Ergebnisse innerhalb eines bestimmten Zeit-raumes vorliegen müssen, um von Nutzen zu sein. Jedoh sind auh für Probleme, derenLösung niht grundsätzlih zeitkritish ist, sehr lange Rehenzeiten unerwünsht.Die Simulation von Vielteilhensystemen mit Hilfe des in den vorangegangenen Abshnit-ten beshriebenen PIC Algorithmus ist ein Beispiel für ein solhes Problem. Die Simu-lation der Teilhendynamik für die in Kapitel 4 betrahtete Beshleunigerstruktur führtebeispielsweise für die dort simulierte Streke von zwei Metern Länge zu einem Modell mitmehr als einer halben Milliarde Gitterzellen und mehr als einer viertel Million Teilhen.Für die benötigten a. 100.000 Zeitshritte, um die gewünshte Zeitspanne zu simulieren,benötigte der verwendete Parallelrehner, welher mit 90 Prozessoren ausgestattet war,eine Laufzeit von etwa sehs Tagen, während ein Einzelprozessor entsprehender Leis-tungsfähigkeit für dieselbe Berehnung eine Laufzeit von deutlih mehr als einem Jahrbenötigt hätte.Der Steigerung der Verarbeitungsgeshwindigkeit einzelner Prozessoren, wie sie in den ver-gangenen Jahrzehnten erfolgte, sind prinzipielle physikalishe Grenzen gesetzt. Die Paral-lelverarbeitung mittels mehrerer Prozessoren ist gegenwärtig die einzige Möglihkeit einegegenüber dem Einzelprozessor deutlih höhere Rehenleistung zu erzielen und somit dieRehenzeit zur Lösung eines Problems zu reduzieren [32℄.Das Prinzip der Parallelverarbeitung �ndet Anwendung in vielen untershiedlihen Berei-hen von Wissenshaft, Tehnik und Wirtshaft, in denen aufwändige Rehnungen durh-geführt werden müssen. Die Arhitektur der dabei verwendeten Rehenanlagen und dieeingesetzten Programmiermodelle sind ebenso vielfältig.2.4.1 Arhitektur von ParallelrehnernZur Klassi�kation von Rehenanlagen bezüglih ihrer Fähigkeit zur Parallelverarbeitung�ndet das Shema von Flynn [33℄, obwohl reht grob, breite Anwendung. Die Klas-25



2 Theoretishe Grundlagensi�kation der Mashinen erfolgt in diesem Shema über die Anzahl der Befehlsströmeund Datenströme, welhe gleihzeitig verarbeitet werden können. Es wird untershie-den zwishen Single Instrution Stream, Single Data Stream (SISD) Mashinen, wel-he niht zur Parallelverarbeitung in der Lage sind, sowie Single Instrution Stream,Multiple Data Stream (SIMD) Mashinen und Multiple Instrution Stream, MultipleData Stream (MIMD) Mashinen, welhe eine Parallelverarbeitung leisten können. ZurKlasse der SIMD Mashinen gehören sogenannte Vektorrehner, deren Prozessor für dieVerarbeitung von Operationen der linearen Algebra optimiert sind. Diese Rehner habenmittlerweile gegenüber den viel �exibleren MIMD Rehnern ihre Bedeutung fast völligverloren. Zur Klasse der MIMD Mashinen gehören alle Rehner, die in der Lage sind,mehrere vershiedene Instruktionen gleihzeitig auf voneinander vershiedenen Datenele-menten auszuführen.Eine weitere Klassi�kation der MIMD Mashinen erfolgt basierend auf der Kopplung derProzessoren untereinander, sowie der Anbindung des Hauptspeihers (Random AessMemory, RAM) und des Cahe Speihers, wie in Abbildung 2.5 verdeutliht.Die engste Kopplung besitzen Systeme, bei denen sih die Prozessoren auf dem gleihenChip be�nden. Die Prozessoren benutzen häu�g einen gemeinsamen Level 2-Cahe Spei-her, sowie einen gemeinsamen Hauptspeiher. Man spriht hier auh von Mehrkern (Mul-

enge Kopplung lose Kopplung
Chip-MultiprozessorCPU CPUCaheRAM

MultiprozessorCPU CPUCahe CaheRAM
MultiomputerCPU CPUCahe CaheRAM RAMNetzwerk

Abbildung 2.5: Klassi�kation von MIMD Rehnern nah dem Kopplungsgrad von Prozes-soren (Central Proessing Unit, CPU) und Hauptspeiher (nah [32℄).tiore) Prozessoren (engl. Central Proessing Unit, CPU).Bei Multiprozessorrehnern oder einfah Multiprozessoren ist die Kopplung etwas loke-rer. Die einzelnen CPUs be�nden sih niht auf dem gleihen Chip, häu�g jedoh auf dergleihen Platine, und besitzen unabhängige Cahe Speiher. Auf den Hauptspeiher wirdmittels eines gemeinsamen Adressraumes zugegri�en. Die Bereitstellung des gemeinsamenAdressraumes und alle Operationen zur Verwaltung des gemeinsamen Speihers sind, wie26



2.4 Paralleles Rehnenbeim Chip-Multiprozessor, hardwareseitig implementiert und somit für den Programment-wikler vollkommen unsihtbar.Die Vorteile dieser Arhitekturen sind die geringe Latenzzeit beim Zugri� auf den Speihereinerseits und die für den Programmentwikler vollständig unsihtbare Speiherorganisa-tion andererseits, welhe die Softwareentwiklung erheblih vereinfaht. Jedoh ist die An-zahl der Prozessoren, aus denen ein Multiprozessor aufgebaut werden kann, begrenzt. Diee�ziente Abwiklung und Organisation der Speiherzugri�e auf den gemeinsam genutztenSpeiher wird mit wahsender Anzahl von Prozessoren sehr kompliziert und teuer, so dassMultiprozessorsysteme übliherweise mit deutlih weniger als 100 Prozessoren ausgestattetsind [32℄.Bei Parallelrehnern, die zur Klasse der Multiomputer gehören, ist jedem der Prozessorenein eigener Hauptspeiher zugeordnet. Es existiert somit kein hardwareseitig organisierter,gemeinsamer Adressraum. Der Zugri� auf Daten, die in einem niht lokalen Speihermo-dul gehalten werden, muss softwareseitig organisiert werden. Die Klasse der Multiompu-ter umfasst sowohl die sogenannten Massiv Parallelen Prozessoren (MPP), bei denen dieCPUs über ein spezialisiertes Hohgeshwindigkeitsnetzwerk gekoppelt sind, wie auh dieRehnerluster oder einfah Cluster. Die Spanne der Rehnerluster reiht dabei von spe-zialisierten, von der Hard- und Softwarekon�guration meist homogenen Rehnerlustern,welhe durh hohoptimierte Einzelrehner und shnelle Verbindungsnetzwerke eine hoheLeistungsfähigkeit besitzen, bis hin zu oftmals heterogenen Systemen, welhe aus unter-shiedlihen Standardkomponenten des Massenmarktes zusammengestellt sind, bezeihnetals Beowulf Cluster. Ein Multiomputer, welher sih aus hardware- wie softwaremäÿig oft-mals heterogenen und geogra�sh weit voneinander entfernten Rehnern zusammensetzt,wird als Grid bezeihnet. Oft handelt es sih bei den vernetzten Rehnern selber bereitsum Parallelrehner, die sih in untershiedlihen Rehenzentren be�nden [34℄. Bei einemGrid handelt es sih um die loseste Kopplung von Prozessoren gemäÿ dem Diagramm inAbbildung 2.5.Der Preisverfall bei Rehner- und Netzwerkkomponenten bei gleihzeitiger Leistungsstei-gerung hat Rehnerluster als Arhitektur für das parallele Rehnen in den vergangenenJahren stark an Bedeutung gewinnen lassen, da mit einem Cluster ein nahezu unshlagba-res Verhältnis von Hardwarekosten zu Rehenleistung erreiht werden kann. Ein weitererVorteil dieser Systeme ist ihre fast unbegrenzte Erweiterbarkeit. Mittlerweile existierenCluster, welhe aus deutlih mehr als 100.000 Prozessoren bestehen [35℄.Der Erfolg der Cluster als Infrastruktur für das parallele Rehnen lässt sih an der TOP 500Liste der leistungsfähigsten Parallelrehner ablesen [36℄. Mehr als 70% der 500 leistungsfä-higsten Rehner der Welt sind zum Zeitpunkt des Entstehens dieser Arbeit Rehnerlus-ter, während ein Anteil von etwa 10-20% als MPP Systeme bezeihnet werden können,
27



2 Theoretishe Grundlagenwobei die Bedeutung der Rehnerluster immer noh kontinuierlih zunimmt (siehe Ab-bildung 2.6).Der gröÿte Nahteil von Multiomputersystemen ergibt sih aus der verteilten Natur desSystems. Abhängig vom Speiherzugri�smuster der verwendeten Algorithmen ist es beiparallelen Rehnungen in der Regel unvermeidlih, dass ein Prozessor auf Daten zugreifenmuss, die niht in seinem lokalen Hauptspeiher gehalten werden. Diese Daten müssen
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Abbildung 2.6: Anteil der vershiedenen Parallelrehnerarhitekturen an den 500 leistungs-fähigsten Parallelrehnern der Welt [36℄ .über das Verbindungsnetzwerk aus einem entfernten Speiherblok geholt werden. Die da-für benötigte Zeit ist sehr viel gröÿer als für einen Zugri� auf den lokalen Speiher. Dietatsählih benötigte Zeit für einen entfernten Speiherzugri� hängt dabei von der verwen-deten Netzwerktehnologie sowie der Netzwerktopologie ab. Dies maht sih umso stärkerbemerkbar, je langsamer das Verbindungsnetzwerk ist und je mehr Datenaustaush einparalleler Algorithmus erfordert.Ein weiterer Nahteil ergibt sih daraus, dass Multiomputer keine Hardwareunterstützungfür den Zugri� auf den verteilten Hauptspeiher anbieten, d.h. es existiert kein gemein-samer Adressraum. Somit muss die Verteilung der Daten auf die Speihermodule sowiedie Zugri�e auf nihtlokale Speihermodule softwareseitig organisiert werden, was dazu28



2.4 Paralleles Rehnenführt, dass sih die Programmentwiklung für einen Multiomputer im Allgemeinen sehrviel komplizierter gestaltet als für einen Multiprozessor. Es existieren zwar einige Ansätze,diese Datenverteilung automatisiert durh einen Compiler vornehmen zu lassen und somitdem Programmentwikler einen einfahen Zugri� auf den Speiher zu bieten, jedoh konn-ten die mit derartigen Ansätzen erzielten Performaneergebnisse bislang niht überzeugen,so dass bei dem Groÿteil der parallelen Programme für Multiomputer der Programment-wikler die Zuordnung der Daten und Berehnungsoperationen auf die Prozessoren manuellvornehmen muss, um eine zufriedenstellende Performane zu erreihen [37℄.Die Grenzen zwishen den einzelnen Arhitekturen sind �ieÿend. So gewinnen beispiels-weise hybride Systeme an Bedeutung, bei denen es sih um Multiomputer handelt, dieaus Multiprozessoren statt aus Einzelprozessoren zusammengesetzt sind, welhe wiederumaus mehreren Kernen bestehen können.Die im Rahmen der vorliegenden Arbeit vorgestellten Algorithmen sind, wenngleih prin-zipiell unabhängig von der Arhitektur des Parallelrehners, auf dem sie shlieÿlih im-plementiert und ausgeführt werden, speziell für Multiomputer entwikelt worden, undberüksihtigen deshalb shwerpunktmäÿig die Probleme, auf welhe man bei Verwendungvon Parallelrehnern dieser Arhitektur stöÿt.
2.4.2 Programmiermodelle für ParallelrehnerEin Programmiermodell beshreibt ein Rehnersystem aus der Siht einer Programmier-sprahe oder einer Programmierumgebung, de�niert also die Siht des Programmentwik-lers auf einen Rehner [38℄. Ein Programmiermodell spezi�ziert somit die Basisfunktiona-litäten, auf die bei der Implementierung zurükgegri�en werden kann. Aus diesem Grundmuss bereits bei der Entwiklung eines Algorithmus das Programmiermodell berüksih-tigt werden, welhes später bei der Implementierung genutzt werden soll.Wie bereits in Abshnitt 2.4.1 erwähnt, gehören die meisten zur Parallelverarbeitung fä-higen Rehner zur MIMD Klasse, d.h. es ist grundsätzlih möglih für jeden Prozessoreinen eigenen Befehlsstrom, der auf eigenen Daten arbeitet, zu spezi�zieren. Bei der Im-plementierung eines Algorithmus auf einem MIMD Parallelrehner muss somit festgelegtwerden, welher Prozessor welhe Verarbeitungsshritte ausführen soll. Weiterhin könnenAbhängigkeiten zwishen den Verarbeitungsshritten existieren, welhe eine Abarbeitungin einer bestimmten Reihenfolge erzwingen. Somit müssen Synhronisationsmehanismenvorhanden sein. Shlieÿlih muss festgelegt werden, wie ein Prozessor auf Daten im Haupt-speiher zugreifen kann.
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2 Theoretishe Grundlagen2.4.2.1 Das SPMD ProgrammiermodellUm die Komplexität, welhe durh die untershiedlihen Befehlsströme eingeführt wird, zureduzieren und der Tatsahe Rehnung zu tragen, dass ein paralleler Algorithmus oftmalsgleihe Operationen auf jeweils untershiedlihen Daten für die verfügbaren Prozessorenvorsieht, wobei lediglih an gewissen Stellen eine Untersheidung notwendig ist, basierenheute praktish alle Programmiermodelle auf dem von Darema et. al. [39℄ vorgeshlage-nen Single-Program-Multiple-Data (SPMD) Modell. In diesem Modell führen alle an derRehnung beteiligten Prozessoren zunähst den gleihen Befehlsstrom aus, wobei innerhalbdes Befehlsstroms Kontrollstrukturen enthalten sind, die dazu führen, dass die einzelnenProzessoren untershiedlihe Anweisungen ausführen bzw. die Rehenoperationen auf un-tershiedlihen Daten ausgeführt werden, so weit dies benötigt wird.2.4.2.2 Implizit und explizit parallele ProgrammiermodelleInwieweit die Organisation der Verteilung der Daten auf die Speihermodule, der Speiher-zugri�e und der Synhronisation vom Programmentwikler vorgenommen werden muss, iststark untershiedlih. Es existieren sowohl implizit parallele Programmiermodelle, bei de-nen dies vollständig vom Compiler übernommen wird und für den Programmentwiklerunsihtbar bleibt, wie auh explizit parallele Programmiermodelle, bei denen dies vollstän-dig vom Programmentwikler geleistet werden muss. Daneben �nden auh Mishformen,bei denen lediglih ein oder mehrere Teilaspekte der Parallelverarbeitung von dem Pro-grammentwikler organisiert werden muss, Anwendung.Während implizite Programmiermodelle eine Programmentwiklung erlauben, welhe jenerfür einen seriellen Rehner sehr ähnlih ist, sind sie durh den sehr begrenzten Ein�uss, dender Programmentwikler auf die Erstellung der parallelen Programmteile ausüben kann,reht un�exibel und für Algorithmen mit komplizierten Speiherzugri�smustern verbundenmit einem Parallelrehner mit komplizierter Arhitektur kaum geeignet, da sie in solhenFällen zu einem ine�zienten Programm führen. In der Welt der Multiomputer habensih daher von Anfang an explizit parallele Programmiermodelle etabliert, während fürMultiprozessoren eher implizite Programmiermodelle Anwendung �nden. Für Multiom-puter ist insbesondere die Verteilung der Daten auf den Hauptspeiher, bedingt durh diestark untershiedlihe Zugri�szeit auf lokale und nihtlokale Speiherbereihe, entshei-dend für eine zufriedenstellende Performane. Diese wird daher in der Regel explizit vomProgrammentwikler vorgenommen, basierend auf den Speiherzugri�smustern, welhe derAlgorithmus erzeugt.Da die im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen shwerpunktmäÿig für Multi-30



2.4 Paralleles Rehnenomputersysteme entwikelt wurden, wurde bei deren Formulierung ein explizit parallelesProgrammiermodell verwendet. Die Verteilung der Daten auf den Hauptspeiher und dieOrganisation des benötigten Datenaustaushes werden somit explizit angegeben und derenOptimierung für PIC Algorithmen bilden einen Shwerpunkt der Arbeit.
2.4.2.3 Gemeinsamer und verteilter SpeiherEine weitere Klassi�kation von Programmiermodellen für Parallelrehner bezieht sih aufdie Art, wie aus Siht des Programmentwiklers auf den Hauptspeiher zugegri�en werdenkann. Man untersheidet zwishen Modellen, die einen gemeinsamen globalen Adressraumspezi�zieren, und nahrihtenorientierten Programmiermodellen.Im Falle eines Programmiermodells mit gemeinsamem Speiher erfolgt die physikalisheVerteilung der Daten auf den Speiher des Parallelrehners vollkommen unsihtbar für denProgrammentwikler. Auf der Ebene der Programmentwiklung besteht die Illusion eineseinzigen groÿen, homogenen Speihermoduls, auf das alle Instruktionsströme gleiherma-ÿen zugreifen können. Da jedoh mehrere Instruktionsströme auf dem gleihen Speiher-modul arbeiten, muss die Konsistenz der Daten im Speiher vom Programmentwiklersihergestellt werden. Dazu besteht die Möglihkeit einer bedingten oder unbedingten Syn-hronisation, wodurh eine bestimmte Reihenfolge, in der Operationen auf dem gemein-samen Speiher ausgeführt werden, erzwungen werden kann. Das Fehlen einer derartigenReihenfolge führt in der Regel zu einem unde�nierten Verhalten des Programms. AuÿerSynhronisationsoperationen gibt es keine Interaktion zwishen den Instruktionsströmen,die vom Programmentwikler organisiert werden muss. Für das Modell mit gemeinsa-mem Adressraum hat sih das 1998 standardisierte und seither kontinuierlih erweiterteOpenMP [40℄ als Shnittstelle durhgesetzt.Im Fall des nahrihtenorientierten Programmiermodells ist jedem der Instruktionsströ-me ein privater Speiherbereih zugeordnet. Die Verteilung der Daten auf die privatenSpeiherbereihe muss vom Programmentwikler vorgenommen werden. Einem Instrukti-onsstrom ist ein Zugri� auf die Daten auÿerhalb seines eigenen Speihers niht möglih.Werden Daten aus einem anderen Speiherbereih benötigt, so müssen diese explizit durheine sogenannte Nahriht vershikt werden. Ein nihtlokaler Speiherzugri� erfordert al-so die Interaktion zweier Instruktionsströme, welhe vom Programmentwikler organisiertwerden muss. Neben den sogenannten blokierenden Sende- und Empfangsoperationen, dieeinen Instruktionsstrom so lange anhalten, bis die Übertragung der Nahriht vollständigabgeshlossen ist, existieren auh niht blokierende Operationen, die dem aufrufenden In-struktionsstrom erlauben, mit der Ausführung anderer Befehle, welhe der angeforderten31



2 Theoretishe GrundlagenDaten niht bedürfen, fortzufahren, während auf das Eintre�en der Nahriht gewartetwird. Der Abshluss der niht blokierenden Kommunikationsoperation kann dann zu ei-nem späteren Zeitpunkt erfolgen. Somit enthält jede Kommunikationsoperation impliziteine Synhronisation der beteiligten Prozesse. Niht blokierende Kommunikationsopera-tionen erlauben lediglih, den Zeitpunkt für die Synhronisation zu vershieben und dieWartezeit bis zum Eintre�en der Nahriht mit nützlihen Berehnungen zu füllen. Somitde�nieren beim nahrihtenorientierten Programmiermodell die Kommunikationsoperatio-nen verbunden mit ihrer inhärenten Synhronisation die Reihenfolge, mit der Operationenauf dem verteilten Speiher ausgeführt werden.Das auh im Rahmen dieser Arbeit verwendete Message Passing Interfae (MPI) spe-zi�ziert eine Shnittstelle, welhe die Operationen des nahrihtenorientierten Program-miermodells zur Verfügung stellt. MPI wurde 1994 standardisiert [41℄ und 1997 erwei-tert [42℄. Freie sowie kommerzielle Implementierungen existieren mittlerweile für zahlrei-he Programmiersprahen und die untershiedlihsten Parallelrehner sowie alle gängi-gen Betriebssysteme. Heute ist MPI mit weitem Abstand die am häu�gsten verwendeteShnittstelle für parallele Programme, welhe auf dem nahrihtenorientierten Program-miermodell basieren. Auÿer Funktionen für den Punkt-zu-Punkt Datenaustaush zwishengenau zwei Prozessoren stellt der MPI Standard auh Funktionen für globale Kommunika-tionsoperationen zur Verfügung, an denen mehr als zwei Prozessoren beteiligt sein können.Der Datenaustaush erfolgt dann mittels optimierter Kommunikationsmuster.Da, wie in Abshnitt 2.4.1 erwähnt, auh zunehmend hybride Systeme zum Einsatz kom-men, welhe für einen Teil der Prozessoren die Multiprozessorarhitektur umsetzen, dieseMultiprozessoren aber als Bausteine zum Aufbau von Multiomputern nutzen, werdenauh zunehmend Algorithmen entwikelt, welhe beide Modelle beinhalten und deren Im-plementierung MPI ebenso wie OpenMP benutzt.Obwohl Implementierungen beider Modelle sowohl für Multiprozessoren wie für Multi-omputer existieren, hat sih für die Programmierung von Multiomputern weitgehendder nahrihtenorientierte Ansatz durhgesetzt, der dem Programmentwikler die nötigeFlexibilität bietet, um die Datenverteilung und den Speiherzugri� optimal organisierenzu können, während sih für Multiprozessoren das Modell, welhes den Datenzugri� übereinen gemeinsamen Adressraum ermögliht, etabliert hat. Trotz zahlreiher Bemühungen,für Multiomputer einen gemeinsamen Adressraum auf Softwareebene zu emulieren, wel-her zu einer erheblih einfaheren Softwareentwiklung führen würde (siehe [43℄ für eineÜbersiht), ist es selbst angesihts der Entwiklung von Netzwerken mit hoher Bandbreiteund geringer Latenz bislang niht gelungen, eine Performane zu erreihen, die mit derje-nigen von optimierten Programmen, die auf dem nahrihtenorientierten Ansatz basieren,konkurrieren kann [37℄.
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2.4 Paralleles RehnenBei der Entwiklung der in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen wurde ein explizitparalleles Programmiermodell zugrunde gelegt. Für die Organisation der Speiherzugrif-fe wurde ein nahrihtenorientiertes Programmiermodell verwendet. Diese Kombinationbietet die Flexibilität, welhe zur Formulierung und e�zienten Implementierung der Al-gorithmen auf Multiomputern benötigt wird.2.4.3 Analyse paralleler AlgorithmenEin wihtiges Qualitätsmerkmal für einen Algorithmus ist sein Bedarf an Ressouren. Vongroÿem Interesse ist dabei insbesondere die benötigte Rehenzeit sowie der Speiherbedarfund deren Abhängigkeit von der Gröÿe des zu bearbeitenden Problems. Die Problemgröÿeist zunähst ein abstrakter Begri� und kann nur kontextabhängig de�niert werden. Bei-spielsweise würde für einen Algorithmus, welher zum Sortieren einer Liste von Ganzzahlenverwendet wird, unter der Problemgröÿe sinnvollerweise die Anzahl der Elemente in derListe verstanden werden, die sortiert werden soll.Bei einer theoretishen Analyse eines Algorithmus ist insbesondere sein asymptotishesVerhalten von Interesse, d.h. die Abhängigkeit des Ressourenbedarfs von der Problem-gröÿe für den Grenzfall sehr groÿer Problemgröÿen. Das asymptotishe Verhalten wird inder theoretishen Informatik mit Hilfe der Methoden der Komplexitätstheorie beshrie-ben [44℄. Die Sihtweise der Komplexitätstheorie ist zur Bewertung paralleler Algorithmenjedoh niht ausreihend, da an einen parallelen Algorithmus weitere Qualitätsforderungengestellt werden müssen. Insbesondere ist das Verhalten des Algorithmus in Abhängigkeitvon der Anzahl der verwendeten Prozessoren des Parallelrehners von Interesse. Zur Ana-lyse und Bewertung dieses Verhaltens sind vershiedene Metriken vorgeshlagen worden.Im Folgenden wird eine Auswahl dieser Metriken vorgestellt, welhe für die Analyse derim Rahmen dieser Arbeit behandelten Algorithmen von Interesse sind. Eine vollständigereÜbersiht �ndet sih in [45℄ und [46℄.Die theoretishe Analyse eines Algorithmus erfordert grundsätzlih ein Modell des Reh-ners, auf welhem der Algorithmus implementiert werden soll. Die Verbindung eines Al-gorithmus mit einem Rehnermodell wird als System bezeihnet. Im Falle von parallelenAlgorithmen spriht man von einem parallelen System [47℄.Im Folgenden soll jedoh zunähst vollkommen von Mashinenmodellen abstrahiert wer-den, bis in Abshnitt 2.4.4 auf diese Problematik eingegangen wird.2.4.3.1 LaufzeitWie auh bei seriellen Systemen ist eine Analyse der Laufzeit, welhe ein paralleles Systemzur Bearbeitung eines Problems benötigt, von besonderem Interesse, und insbesondere für33



2 Theoretishe Grundlagenzeitkritishe Berehnungen ist eine Abshätzung der Laufzeit unverzihtbar, um den fürdie Berehnungen zur Verfügung stehenden Zeitrahmen niht zu übershreiten. Anders alsbei seriellen Systemen hängt die Laufzeit für ein paralleles System mindestens von denzwei Parametern Problemgröÿe N und Anzahl der verwendeten Prozessoren Nπ ab.Obwohl die im Folgenden vorgestellten Metriken wihtige Einblike in das Verhalten einesparallelen Systems geben können, kann ihre alleinige Anwendung zu falshen Shluss-folgerungen über die Qualität des untersuhten Systems führen [45℄. Eine Analyse dershlussendlih erzielten Laufzeit ist daher meist unverzihtbar.2.4.3.2 Speedup und E�zienzWie bereits erwähnt, ist das Ziel der Parallelverarbeitung, die zur Lösung eines Pro-blems benötigte Laufzeit gegenüber einer seriellen Bearbeitung zu reduzieren. Der par-allele Speedup misst die durh die Parallelverarbeitung erzielte Reduktion der Laufzeitbei der Lösung eines Problems im Vergleih zur Lösung mit Hilfe eines seriellen Algorith-mus, welher auf einem Referenzprozessor ausgeführt wird. Die De�nition des Speedup inder Literatur ist niht einheitlih. Es existieren die beiden folgenden De�nitionen. Zumeinen wird der Speedup de�niert als (siehe z.B. [47℄)
S∗(Nπ, N) :=

T ∗(1, N)

T (Nπ, N)
. (2.44)Dabei bezeihnet T ∗(1, N) die benötigte Laufzeit für den Fall, dass das Problem mit Hilfedes bestmöglihen seriellen Algorithmus auf einem Referenzprozessor gelöst wird, wobei alsbestmögliher Algorithmus in diesem Zusammenhang derjenige angesehen wird, der dasProblem in der kürzest möglihen Zeit löst. Die Gröÿe T (Nπ, N) bezeihnet die benötigteLaufzeit, welhe zur Lösung des Problems mit Hilfe eines parallelen Systems unter Benut-zung von Nπ gleihartigen Prozessoren, die überdies identish zu dem Referenzprozessorsind, benötigt wird. Ein Speedup von S∗(Nπ, N) = s bedeutet also, dass das paralleleSystem mit Hilfe von Nπ gleihartigen Prozessoren das Problem um den Faktor s shnellerlöst als der beste sequentielle Algorithmus auf dem Referenzprozessor. Der Parameter Nbeshreibt die Problemgröÿe und muss, wie erwähnt, abhängig von der Problemstellungde�niert werden.Die zweite De�nition des Speedup, welhe sih in der Literatur �ndet (siehe z.B. [48℄),lautet

S(Nπ, N) :=
T (1, N)

T (Nπ, N)
. (2.45)Dabei bedeutet T (1, N) die Laufzeit des parallelen Algorithmus, wenn dieser auf einemeinzigen Referenzprozessor ausgeführt wird. Die beiden De�nitionen führen dadurh, dass34



2.4 Paralleles Rehnende�nitionsgemäÿ T ∗(1, N) ≤ T (1, N) gelten muss, zu untershiedlihen Bewertungen desgleihen parallelen Algorithmus.Während die De�nition in Gleihung (2.45) den Vorteil besitzt, dass hier nur das zu unter-suhende parallele System betrahtet werden muss, muss bei De�nition (2.44) jedes denk-bare System zur Lösung des Problems berüksihtigt werden, um T ∗(1, N) zu bestimmen.Allerdings birgt De�nition (2.45) den Nahteil, dass der durh die Parallelverarbeitungerzielte Gewinn an Rehenzeit übershätzt wird.Bei dem Studium der relevanten Literatur fällt auf, dass Gleihung (2.44) wesentlih häu-�ger als De�nition des Speedup angeführt wird, allerdings in konkreten Performaneana-lysen häu�ger De�nition (2.45) Anwendung �ndet. In Anlehnung an [45℄ werde die inGleihung (2.44) de�nierte Gröÿe als realer Speedup und die in Gleihung (2.45) de�nierteGröÿe als relativer Speedup bezeihnet.Da die in dieser Arbeit betrahteten parallelen Algorithmen für den Fall Nπ = 1 in diefür serielle Berehnungen verwendeten Algorithmen übergehen, sind die beiden Gröÿen Sund S∗ in diesem Fall äquivalent. Der Speedup wird daher im Folgenden stets mit S be-zeihnet.Für den Speedup in De�nition (2.44) und (2.45) ergibt sih eine theoretishe obere Shran-ke Sopt gemäÿ
Sopt(Nπ, N) := Nπ, (2.46)da im Allgemeinen die Ungleihung

T ∗(1, N) ≤ T (1, N) ≤ Nπ · T (Nπ, N) (2.47)erfüllt ist. Es sei jedoh angemerkt, dass unter bestimmten Bedingungen die Ungleihungs-kette (2.47) verletzt werden und ein Speedup S > Sopt erreiht werden kann. Man sprihtin diesem Fall von einem superlinearen Speedup. Ein superlinearer Speedup kann bei-spielsweise aufgrund von E�ekten auftreten, die durh die Arhitektur des verwendetenParallelrehners, insbesondere durh die Speiherhierarhie, bedingt sind. Für eine Analy-se von vershiedenen Ursahen für das Auftreten eines superlinearen Speedup sei auf [49℄verwiesen.Die mit dem Speedup eng verwandte E�zienz bildet ein weiteres häu�g angewendetes Maÿzur Bewertung eines parallelen Systems. Ebenso wie beim Speedup existieren zwei unter-shiedlihe De�nitionen, die sih wiederum darin untersheiden, ob T (1, Nπ) oder T ∗(1, Nπ)als Vergleihsgröÿe herangezogen wird. Die De�nitionen lauten
E∗(Nπ, N) :=

T ∗(1, N)

Nπ · T (Nπ, N)
=
S∗(Nπ, N)

Nπ

(2.48)bzw.
E(Nπ, N) :=

T (1, N)

Nπ · T (Nπ, N)
=
S(Nπ, N)

Nπ

. (2.49)
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2 Theoretishe GrundlagenDie E�zienz beshreibt, welher Anteil der Laufzeit für sinnvolle Rehnungen verwendetwird. Die übrige Laufzeit wird z.B. für Datenverwaltung verbrauht, welhe bei der Aus-führung auf einem einzigen Prozessor niht benötigt wird. Die optimale E�zienz ergibtsih daher zu
Eopt(Nπ, N) =

Sopt(Nπ, N)

Nπ

= 1. (2.50)Mit der gleihen Begründung wie beim Speedup wird im Folgenden lediglih die De�nitionin Gleihung (2.49) weiter verwendet.Im Folgenden sollen die E�ekte untersuht werden, welhe dazu führen, dass der idealeSpeedup bzw. die ideale E�zienz niht erreiht wird. Dazu wird ein �ktiver paralleler Al-gorithmus betrahtet, welher jedoh Ähnlihkeiten mit dem in Abshnitt 2.3 vorgestelltenPIC Algorithmus besitzt. Die folgenden Ausführungen werden daher bei der Konstruktionder parallelen PIC Algorithmen in Kapitel 3 hilfreih sein.Der �ktive Algorithmus benötigt zur Berehnung seines Ergebnisses Nit Stufen, wobei dieinnerhalb einer Stufe durhzuführenden Rehenshritte das Ergebnis der vorherigen Stu-fe benötigen. Die Berehnungen, welhe innerhalb der i-ten Stufe durhgeführt werdenmüssen, benötigen auf einem Referenzprozessor die Rehenzeit
T (i)(1, N) = T (i)p (1, N) + T (i)s (1, N), (2.51)wobei die Berehnungen, welhe die Rehenzeit T (i)p benötigen, als parallelisierbar an-genommen werden können, d.h. die zur Fertigstellung erforderlihen Rehenoperationenkönnen auf vershiedene Prozessoren verteilt werden. Der Anteil T (i)s hingegen wird durhRehenoperationen verursaht, die niht parallelisierbar sind, und somit bei einer paral-lelen Berehnung von jedem Prozessor ausgeführt werden müssen. Damit beträgt die Re-henzeit, welhe auf dem Referenzprozessor zur Fertigstellung der Berehnung insgesamtbenötigt wird,

T (1, N) =

Nit∑
i=1

T (i)(1, N) =

Nit∑
i=1

[
T (i)p (1, N) + T (i)s (1, N)

]
. (2.52)Wird der Algorithmus nun auf einem Parallelrehner mit Nπ Prozessoren ausgeführt, sowerden die Berehnungen des parallelisierbaren Anteils des Algorithmus auf die verfügba-ren Prozessoren verteilt, so dass sih die Rehenzeit, welhe Prozessor iπ für die Bereh-nungen der i-ten Stufe benötigt, angegeben werden kann als

T (i)(iπ, Nπ, N) = T (i)p (iπ, Nπ, N) + T (i)s (1, N). (2.53)Da die Berehnungen, welhe T (i)s verursahen, niht parallelisierbar sind, tritt dieser Termin Gleihung (2.53) unverändert in Ersheinung. Die parallelisierbaren Berehnungen wer-36



2.4 Paralleles Rehnenden auf die verfügbaren Prozessoren verteilt, so dass
Nπ∑

iπ=1

T (i)p (iπ, Nπ, N) = T (i)p (1, N) (2.54)gelten muss. Die Berehnungen der i-ten Stufe benötigen die Ergebnisse der Stufe i−1. Diesimpliziert, dass im Allgemeinen Daten zwishen den Prozessoren nah dem Abshluss derBerehnungen einer Stufe ausgetausht werden müssen. Zudem können die Berehnungender Stufe i + 1 niht begonnen werden, bevor niht die Ergebnisse von allen Prozessorenfür die i-te Stufe vorliegen. Der Prozessor, welher für die Berehnungen, sowie den darauffolgenden Datenaustaush am meisten Zeit benötigt, bestimmt also die Gesamtzeit, welheauf dem Parallelrehner für die Bearbeitung der i-ten Stufe des Algorithmus erforderlihist. Mit T̃ (i)(iπ, Nπ, N) als Zeit, die Prozessor iπ für den Austaush von Ergebnisdaten inder Stufe i benötigt, folgt somit für die Gesamtzeit, welhe von dem Parallelrehner fürdie Bearbeitung der i-ten Stufe des Algorithmus benötigt wird
T (i)(Nπ, N) = max

iπ∈Π

{
T (i)p (iπ, Nπ, N) + T̃ (i)(iπ, Nπ, N)

}
+ T (i)s (1, N), (2.55)wobei Π := {1 . . . Nπ} als die Menge der Prozessoren, beshrieben durh eine eindeutigeIdenti�kationsnummer, de�niert ist. Die Laufzeit der Gesamtberehnung über alle Nit Stu-fen ergibt sih zu

T (Nπ, N) =

Nit∑
i=1

T (i)(Nπ, N). (2.56)Für den parallelen Speedup der Gesamtberehnung folgt somit
S(Nπ) =

Nit∑
i=1

[
T

(i)p (1, N) + T
(i)s (1, N)

]

Nit∑
i=1

[
max
iπ∈Π

{
T

(i)p (iπ, Nπ, N) + T̃ (i)(iπ, Nπ, N)
}

+ T
(i)s (1, N)

] . (2.57)Aus Gleihung (2.57) lässt sih erkennen, dass drei Faktoren den Speedup eines parallelenAlgorithmus gegenüber Sopt reduzieren.Zum Ersten führt der benötigte Datenaustaush zwishen den Prozessoren, beshriebendurh T̃ (i), zu einem Mehraufwand, der bei der seriellen Ausführung niht auftritt. DieserTerm wird sowohl durh die Menge an Daten, welhe ausgetausht werden müssen, alsauh durh die Arhitektur des Parallelrehners und die Infrastruktur (Software, Proto-kolle), die dieser zum Austaush von Daten zwishen den Prozessoren anbietet, wie auhdurh die konkrete Implementierung des Datenaustaushes (Kommunikationsstruktur) be-ein�usst. Da die Menge an Daten, welhe zwishen den Prozessoren ausgetausht werdenmüssen, und damit auh die für den Datenaustaush benötigte Zeit, oftmals direkt damit37



2 Theoretishe Grundlagenzusammenhängt, wie die parallelisierbaren Berehnungen den Prozessoren zugeordnet wer-den, ist ein wesentlihes Ziel bei der Entwiklung eines parallelen Algorithmus,basierend auf dessen Speiherzugri�smuster die Berehnungen so aufzuteilen,dass jeder Prozessor möglihst wenige Daten von anderen Prozessoren benö-tigt.Zum Zweiten führt die durh den Datenaustaush eingeführte Synhronisation nah je-der Stufe des Algorithmus dazu, dass derjenige Prozessor, der für die Ausführung derihm zugeordneten Berehnungen und Kommunikationsoperationen die längste Zeitspannebenötigt, die Gesamtzeit für die Stufe bestimmt. Ausgedrükt wird dies durh den Aus-druk max {·} in Gleihung (2.55). Wird die Verteilung der Daten so vorgenommen, dassdie für den Datenaustaush benötigte Zeit gegenüber den Rehenzeiten so klein wird, dasssie vernahlässigt werden kann (T̃ (i) ≈ 0), so folgt aufgrund von Gleihung (2.54), dass
T (i)(Nπ, N) = max

iπ∈Π

{
T (i)p (iπ, Nπ, N)

}
+ T (i)s (1, N)

≥
1

Nπ

T (i)p (1, N) + T (i)s (1, N) (2.58)gilt. Somit ergibt sih, dass im Fall unbalanierter Lastverteilung aufgrund der Synhro-nisation eine Erhöhung der Rehenzeit auftritt, die den Speedup reduziert. Die gleih-mäÿige Verteilung der Rehenlast auf die verfügbaren Prozessoren ist somitin diesem Fall essentiell, um einen möglihst hohen Speedup zu erzielen. DasGleihheitszeihen in Gleihung (2.58) gilt genau für den Fall idealer Lastbalanierung.Abbildung 2.7 illustriert den Sahverhalt unbalanierter Lastverteilung für den Fall zweierProzessoren. Prozessor 1 besitzt weniger Rehenlast als Prozessor 2 und beendet seineRehnung zu einem deutlih früheren Zeitpunkt. Da er auf die Daten von Prozessor 2warten muss, kann er aber erst mit seinen Berehnungen fortfahren, nahdem Prozessor 2seine Berehnung abgeshlossen hat und die benötigten Daten zur Verfügung stellen kann.Prozessor 2 bestimmt hier folglih die Laufzeit der Gesamtberehnung. In vielen Fällensind die beiden Ziele, den Kommunikationsaufwand zu minimieren, sowie eine optimaleLastbalanierung zu erreihen, niht miteinander vereinbar, so dass ein Kompromiss zwi-shen beiden Zielen gefunden werden muss, welher die Gesamtlaufzeit minimiert.Sei nun noh angenommen, dass Lastbalanierung zu jedem Zeitpunkt der Berehnunggewährleistet ist, so vereinfaht sih der Ausdruk für den Speedup (2.57) zu
S(Nπ, N) =

1 + Ts(1,N)
Tp(1,N)

1
Nπ

+ Ts(1,N)
Tp(1,N)

. (2.59)
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2.4 Paralleles Rehnen
t

t

Proz. 1 NahrihtentransferProz. 2lokale Berehnungen Kommunikationsinitialisierung Datenaustaush und SynhronisationAbbildung 2.7: Ungleih verteilte Last führt zu untershiedlihen Laufzeiten für die beteilig-ten Prozessoren. Der am stärksten belastete Prozessor bestimmt, bedingt durh die Synhro-nisationspunkte, welhe durh jeden Datenaustaush eingeführt werden, die Laufzeit.Da durh die Lastbalanierung alle T (i)p (iπ, Nπ, N) gleih werden, konnte der max{·} Aus-druk fortgelassen werden. Zudem wurde
Tp(Nπ, N) :=

Nit∑
i=1

T (i)p (Nπ, N) (2.60)und
Ts(1, N) :=

Nit∑
i=1

T (i)s (1, N) (2.61)gesetzt. Damit kann der Speedup selbst bei Verwendung von extrem vielen Prozessorenden Wert von
S∞(N) := lim

Nπ→∞
S(Nπ, N) = 1 +

Tp(1, N)

Ts(N)
(2.62)niht übershreiten. Der Ausdruk in (2.62) ist als Gesetz von Amdahl bekannt gewor-den [50℄ und zeigt die dritte Ursahe für einen niht idealen Speedup: Die seriellen Bereh-nungen, welhe bei der Ausführung des Algorithmus von allen Prozessoren durhgeführtwerden müssen, verhindern, dass der Speedup den Wert in (2.62) übershreitet, gleihgül-tig wie viele Prozessoren benutzt werden. Ziel muss daher sein, möglihst alle Teileeines Algorithmus zu parallelisieren . Zur Herleitung dieses Ergebnisses wurde idealeLastbalanierung vorausgesetzt sowie jegliher Aufwand für den Datenaustaush zwishenProzessoren vernahlässigt. Der Speedup einer realen Implementierung nähert sih dahertypisherweise niht asymptotish diesem Wert an, sondern nimmt bei der Erhöhung derProzessorenzahl nah dem Erreihen eines Maximums wieder ab, da der Kommunikations-aufwand übliherweise mit wahsender Prozessorenzahl im Vergleih zum Rehenaufwandansteigt und zudem, je nah Art des betrahteten Algorithmus, die Lastbalanierung mit39



2 Theoretishe Grundlagenwahsender Anzahl an Prozessoren häu�g shwieriger zu gewährleisten ist.Abbildung 2.8(a) zeigt das typishe Verhalten des Speedup in Abhängigkeit von der Pro-zessorenzahl. Während sih die obere Kurve, welhe den Kommunikationsaufwand ver-nahlässigt, asymptotish dem in Gleihung (2.62) berehneten Wert nähert, erreiht dieuntere Kurve, welhe den Kommunikationsaufwand berüksihtigt, einen Extremalwertund fällt dann bei weiterer Erhöhung der Prozessorenzahl ab. Die Verläufe, welhe sihfür die E�zienz in den beiden Fällen ergeben, sind in Abbildung 2.8(b) dargestellt. DieE�zienz besitzt de�nitionsgemäÿ ihr Maximum für Nπ = 1. Wird Nπ erhöht, fällt dieE�zienz übliherweise kontinuierlih ab, obwohl auh hier aus den gleihen Gründen wiefür den Speedup in einigen Fällen Werte oberhalb von 1 möglih sind [49℄.Ein Kritikpunkt an der Speedup- sowie der E�zienzmetrik ist, dass diese prinzipiell Syste-me mit langsamen Prozessoren bevorzugen, d.h. diese Systeme erhalten höhere Speedup-bzw. E�zienzwerte verglihen mit Systemen, welhe shnellere Prozessoren besitzen [45℄.Dies ist aus Gleihung (2.57) ersihtlih. Für langsame Prozessoren können die Terme Tp

Nπ

S

S∞

idealer Speedup Sopt
Nπ

E

1

optimale E�zienz Eopt

(a) (b)Abbildung 2.8: (a) Der typishe Verlauf des parallelen Speedup für eine feste Problemgröÿe.Während sih der Speedup bei Vernahlässigung des Kommunikationsaufwandes einem Maxi-malwert S∞ asymptotish nähert, erreiht er bei Berüksihtigung desselben einen Extremal-wert und fällt danah ab. (b) Der typishe Verlauf der E�zienz für konstante Problemgröÿe.Die Kurven gleiher Farbe in den beiden Bildern korrespondieren miteinander.sowie Ts gegenüber dem Term T̃ groÿ werden, was zu einem höheren Speedup bzw. zu einergröÿeren E�zienz führt. Diese besseren Werte werden jedoh durh eine hohe Gesamtlauf-zeit erkauft. Somit muss zu einer sinnvollen Bewertung eines parallelen Systems immerauh die Gesamtlaufzeit T (Nπ, N) herangezogen werden, um niht zu falshen Shlussfol-gerungen zu gelangen.40



2.4 Paralleles Rehnen2.4.3.3 Skalierter Speedup und skalierte E�zienzDie pessimistishe Siht, welhe sih aus dem Amdahlshen Gesetz (2.62) ergibt, folgtdaraus, dass die Problemgröÿe konstant gehalten wird, während die Anzahl der Prozessorenimmer weiter erhöht wird. Somit erhält der serielle Anteil der Laufzeit sowie auh dieZeit, welhe für den Datenaustaush benötigt wird, einen immer höheren Anteil an derGesamtlaufzeit.Häu�g tritt jedoh der Fall auf, dass Instanzen vershiedener Gröÿe ein und desselbenProblems gelöst werden müssen. Man denke nur an Konvergenzstudien, die bei vielenSimulationen unerlässlih sind. Vielfah besteht hier der Wunsh, alle Problemgröÿen inder gleihen Zeit zu lösen, und, um dies zu erreihen, eine an die Problemgröÿe angepassteAnzahl an Prozessoren zu benutzen. Dies motiviert die Einführung des skalierten Speedupfür eine konstante Laufzeit [51℄. Dieser ist de�niert als
ST(Nπ, T0) :=

T (1, N(T0, Nπ))

T0

. (2.63)Hierbei ist T0 eine festgelegte Laufzeit. Für eine bestimmte Anzahl an Prozessoren ergibtsih damit die Problemgröÿe N aus der Beziehung
T (Nπ, N)

!
=T0. (2.64)Ebenso lässt sih die skalierte E�zienz einführen als

ET(Nπ, T0) :=
ST(Nπ, T0)

Nπ

. (2.65)Von Gustafson [52℄ wurde der speiherskalierte Speedup eingeführt. Dieser ist de�niertals
SM(Nπ, N) :=

T (1, Nπ ·N)

T (Nπ, Nπ ·N)
. (2.66)Analog lässt sih die speiherskalierte E�zienz de�nieren als

EM(Nπ, N) :=
SM(Nπ, N)

Nπ

. (2.67)Wie in Gleihung (2.63) wird auh hier die Problemgröÿe mit der Anzahl der Prozessorenerhöht. Während in Gleihung (2.63) jedoh die Laufzeit konstant gehalten wird und überGleihung (2.64) auf die Problemgröÿe geshlossen wurde, wird diese nun proportionalzu der Anzahl der Prozessoren erhöht. Dies kann in dem oft auftretenden Fall, dass derSpeiherbedarf des parallelen Systems linear mit der Problemgröÿe ansteigt, so interpre-tiert werden, dass der Anteil des insgesamt verfügbaren Arbeitsspeihers, welher demparallelen System zur Verfügung gestellt wird, konstant gehalten wird, was dieser Metrikihren Namen einbrahte. 41



2 Theoretishe Grundlagen2.4.3.4 Skalierbarkeit und Isoe�zienzfunktionWie in Abshnitt 2.4.3.2 erläutert, kann bei einer konstanten Problemgröÿe N durh Erhö-hung der Prozessorenzahl Nπ die E�zienz E in der Regel niht konstant gehalten werden.Jedoh ist zu beobahten, dass eine Erhöhung der Problemgröÿe bei einer festen Anzahlan Prozessoren oftmals zu einem Ansteigen der E�zienz führt. In einem solhen Fallist es möglih durh eine gleihzeitige Erhöhung der Problemgröÿe N und der Prozesso-renzahl Nπ die E�zienz konstant zu halten. Parallele Systeme, welhe diese Eigenshaftbesitzen, werden als skalierbar bezeihnet [47℄.Die Skalierbarkeit ist ein wihtiges Qualitätsmerkmal eines parallelen Systems, da es nurfür skalierbare Systeme möglih ist, bei einer gegebenen Problemgröÿe eine Anzahl vonProzessoren auszuwählen, so dass die Ressouren mit einer hohen E�zienz genutzt wer-den. Bei niht skalierbaren Systemen führt eine Erhöhung der Prozessorenzahl zwangsläu�gzu einer Vershlehterung der E�zienz. Da eine Erhöhung der Problemgröÿe in der Regelauh mit einer Vergröÿerung des Speiherbedarfs einhergeht, und damit eine Erhöhung derAnzahl der verwendeten Prozessoren/Rehenknoten (auf Multiomputern) unumgänglihmaht, sind niht skalierbare Algorithmen höhstens für kleine Problemgröÿen geeignet.Der funktionale Zusammenhang zwishen Problemgröÿe N und Prozessorenzahl Nπ, wel-her sih für eine konstante E�zienz E ergibt, wird als Isoe�zienzfunktion bezeihnet [53℄.Die Isoe�zienzfunktion ist somit in impliziter Form de�niert als
E(Nπ, N)

!
= E . (2.68)Abbildung 2.9 zeigt beispielhaft die Konstruktion der Isoe�zienzkurven als Höhenliniender Funktion E(Nπ, N) sowie die Isoe�zienzlinien aufgetragen in der NπN -Ebene. Derexplizite Zusammenhang zwishen N und Nπ, welher sih durh Au�ösen von Gleihung(2.68) nah N ergibt, werde bezeihnet mit EE . Damit ergibt sih

N = EE(Nπ). (2.69)Man beahte, dass niht jede beliebige Kombination von Problemgröÿe N und Prozesso-renzahl Nπ mit Hilfe eines parallelen Systems realisiert werden kann.Mit der Problemgröÿe N nimmt im Allgemeinen auh der Speiherbedarf zu. Da der Spei-her jedoh eine knappe Ressoure ist, existiert für jede Prozessorenzahl Nπ eine maximaleProblemgröÿe Nmax(Nπ), die niht übershritten werden kann. Bei Multiomputern bedeu-tet die Hinzunahme weiterer Prozessoren bzw. Rehenknoten, dass der verfügbare Speihersih proportional erhöht, sofern alle Rehenknoten einen gleih groÿen Speiher besitzen.Verhält sih der Speiherbedarf des parallelen Systems ebenfalls proportional zur Problem-gröÿe, so ist die Funktion Nmax(Nπ) eine lineare Funktion, wie Abbildung 2.9(b) zeigt.42



2.4 Paralleles Rehnen
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Abbildung 2.9: (a) Konstruktion der Isoe�zienzkurven als Höhenlinien der Funkti-on E(Nπ, N). (b) Isoe�zienzkurven in der NπN -Ebene. Die rote Kurve ergibt sih für einehöhere E�zienz als die blaue .Aufgrund der endlihen Granularität eines parallelen Systems, d.h. die Berehnungen zurLösung des Problems lassen sih niht in beliebig viele Teile zerlegen, ist es jedoh auhniht möglih ein Problem bestimmter Gröÿe auf beliebig vielen Prozessoren zu lösen.Für jede Prozessorenzahl existiert daher auh eine minimale Problemgröÿe Nmin(Nπ). Fürden häu�g auftretenden Fall, dass die Anzahl der Teilrehnungen, in die sih das Ge-samtproblem maximal zerlegen lässt, proportional zu der Problemgröÿe ist, ergibt sihfür Nmin(Nπ) eine lineare Funktion, wie in Abbildung 2.9(b) gezeigt.Wie bereits angesprohen, führt ein höherer Wert von E zu einer Isoe�zienzfunktion miteiner gröÿeren Steigung. Die beiden in Abbildung 2.9(b) aufgetragenen Isoe�zienzlinienzeigen dieses Verhalten. Hier wird auh deutlih, dass nur für den Fall
Nmin(Nπ) ≤ EE(Nπ) ≤ Nmax(Nπ) (2.70)eine konstante E�zienz E mit dem parallelen System für eine beliebige Prozessorenzahlerreiht werden kann. Ist eine der Bedingungen in Gleihung (2.70) verletzt, so wird dieE�zienz des parallelen Systems ab einer bestimmten Prozessorenzahl niht mehr konstantgehalten werden können. 43



2 Theoretishe Grundlagen2.4.4 Modelle für ParallelrehnerUm die Laufzeit eines konkreten Systems einer theoretishen Analyse zugänglih zu ma-hen, ist ein Modell des Rehners erforderlih, auf welhem der Algorithmus ausgeführtwerden soll. Erst ein solhes Modell ermögliht es letztlih, die Laufzeiten, welhe in Ab-shnitt 2.4.3 zunähst als abstrakte Gröÿen eingeführt wurden, zu konkretisieren.Um von Nutzen zu sein, muss ein Rehnermodell einige Anforderungen erfüllen. Die ersteForderung betri�t die Komplexität des Modells. Das Modell muss einerseits so komplexsein, dass es die dominanten E�ekte, welhe die Laufzeit eines Systems beein�ussen, ab-bildet. Jedoh darf die Komplexität niht so hoh sein, dass keine konkreten Aussagendarüber mehr möglih sind, durh welhe Strategien ein System optimiert werden kann.Solhe Aussagen werden bei sehr komplexen Modellen häu�g hinter zahllosen Modellpa-rametern bzw. einer komplizierten Modellstruktur verstekt.Eine weitere wünshenswerte Eigenshaft eines Rehnermodells ist seine Portabilität, d.h.seine Eignung zur Modellierung einer möglihst groÿen Klasse von Systemen. Dies ist inder Regel nur dann möglih, wenn die betrahteten Rehner eine ähnlihe Arhitekturbesitzen.Zur Analyse serieller Systeme hat sih das Modell der Random Aess Mahine (RAM)weitgehend durhgesetzt [54℄. Es handelt sih dabei um einen Rehner, welher über einenunbegrenzten und homogenen Arbeitsspeiher verfügt und mit einer konstanten Laufzeitdie folgenden Operationen ausführen kann, wobei die jeweils benötigte Laufzeit für dievershiedenen Operationen untershiedlih sein kann:
• Ausführung eines arithmetishen Befehls (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Di-vision) zur Kombination von zwei Zahlen.
• Ausführung eines Transportbefehls, d.h. das Übershreiben einer Speiherstelle durheinen Wert, welher an einer anderen Stelle im Speiher steht.
• Ausführung eines Lese- oder Shreibbefehls, welher eine Zahl aus dem Speihereinliest oder eine Zahl in den Speiher shreibt.Für Algorithmen untershiedlihster Art wurde die benötigte Rehenzeit in Abhängigkeitder Problemgröÿe für das RAM Modell analysiert und umfangreihe Literatur mit derar-tigen Analysen ist verfügbar (siehe z.B. [55℄). Der groÿe Erfolg des RAM Modells als Basiszur Entwiklung und Analyse von Algorithmen begründet sih daraus, dass es trotz sei-nes hohen Abstraktionsgrades und der damit einhergehenden geringen Komplexität rehtgenaue Aussagen über die zu erwartende Laufzeit eines Algorithmus in Abhängigkeit vonder Problemgröÿe erlaubt.Da Parallelrehner gegenüber seriellen Rehnern eine wesentlih kompliziertere Arhitek-44



2.4 Paralleles Rehnentur besitzen, ist auh das Aufstellen eines Modells mit den oben genannten Eigenshaftenwesentlih komplizierter. Historish wurde die Entwiklung eines Modells noh dadurhershwert, dass viele Parallelrehner mit untershiedliher Arhitektur existierten. Diesewaren oftmals optimiert für bestimmte Rehenoperationen, während andere Rehenopera-tionen nur ine�zient ausgeführt werden konnten. Hinzu kam eine Vielzahl untershiedliherNetzwerktehnologien, welhe bei der Anbindung der Speihermodule an die Prozessorender Rehner zum Einsatz kamen. Dies betri�t sowohl die Topologie des Netzwerks wieauh Routing Methoden und Netzwerkprotokolle. Obwohl mittlerweile eine gewisse �Kon-vergenz� der Rehnerarhitekturen hin zu Parallelrehnern, welhe aus Komponenten desMassenmarktes als Multiomputer oder Multiprozessoren aufgebaut sind, zu beobahtenist, gibt es bislang kein Modell für Parallelrehner, welhes die gleihe Akzeptanz undVerbreitung gefunden hat wie das RAM Modell für serielle Rehner.Es sollen daher im Folgenden einige Modelle für Parallelrehner kurz vorgestellt werden,welhe eine gewisse Popularität erlangt haben, um im Anshluss daran das im Rahmendieser Arbeit für die Analyse der untersuhten parallelen Systeme verwendete Modell vor-zustellen. Für eine reht umfassende Übersiht über Modelle für Parallelrehner sei auf [56℄verwiesen.
2.4.4.1 Parallele RAMEines der frühsten Parallelrehnermodelle war eine Erweiterung des RAM Modells, dasModell der Parallelen RAM (PRAM) [57℄. Es handelt sih dabei um eine Mashine miteiner Anzahl an synhron getakteten, gleihartigen Prozessoren, welhe auf einem unbe-shränkten, gemeinsamen Speiher arbeiten. Der Zugri� auf jede Position des Speihersist für jeden der Prozessoren in einem Prozessortakt möglih.Das PRAM Modell war jedoh, obwohl es eine reht weite Verbreitung fand, zur Laufzeit-modellierung paralleler Systeme niht sehr erfolgreih. Insbesondere zeigte sih, dass dieAnnahme eines homogenen, gemeinsamen Speihers für die zunehmend populär werden-den Multiomputer zu unzutre�enden Voraussagen über die Laufzeit führt, da auf realenRehnern ein signi�kanter Untershied zwishen der Zugri�szeit für den lokalen und denniht lokalen Speiher existiert und die Prozessoren übliherweise asynhron getaktet sind.Obwohl zahlreihe Erweiterungen des PRAM Modells vorgeshlagen wurden, um die Qua-lität des Modells zu verbessern (siehe z.B. [58℄ für eine Übersiht), konnte keines dieserModelle eine groÿe Akzeptanz erreihen. 45



2 Theoretishe Grundlagen2.4.4.2 Bulk-Synhronous Parallel ComputerDas Modell des Bulk-Synhronous Parallel Computers (BSPC) [59℄ modelliert die benö-tigte Zeit für den Austaush von Daten zwishen den Prozessoren eines Parallelrehnersals Ein�ussgröÿe auf die Laufzeit. Ein BSPC ist eine Mashine bestehend aus einer be-stimmten Anzahl Prozessoren, welhe in bestimmten festen Zeitintervallen synhronisiertwerden. Diese Zeitintervalle werden als Supershritte bezeihnet. Prinzipiell folgt auf einePhase von Berehnungen, welhe ausshlieÿlih mit lokalen Daten auskommen, eine Phase,in der Daten zwishen den Prozessoren ausgetausht werden. Die beiden Phasen laufen se-quentiell ab und können jeweils eine untershiedlihe Anzahl an Supershritten benötigen.Die Modellierung des Datenaustaushes geshieht über sogenannte h-Relationen. Dabeihandelt es sih um den Austaush von höhstens h Datenelementen gleiher Gröÿe zwi-shen den Prozessoren. Eine h-Relation benötigt zu ihrer Bearbeitung g·h+s Zeiteinheiten,wobei g als Bandbreite des Verbindungsnetzwerks und s als Zeit, welhe für das Vorbe-reiten der Datenelemente zur Übertragung benötigt wird, interpretiert werden kann. Esspielt dabei keine Rolle, welhe der Prozessoren Datenelemente in welher Reihenfolgeaustaushen.Obwohl das Modell des BSPC die Annahme des PRAM Modells hinsihtlih der Synhro-nisation der Prozessoren zu einer Synhronisation nah jedem Supershritt abshwäht undauh die Zeit für den Austaush von Daten modelliert, ist die Annahme einer Synhro-nisation in festen Zeitabständen häu�g zu restriktiv. Es wurde daher zum LogP Modellweiterentwikelt, welhes einen Parallelrehner mit vollkommen asynhron arbeitendenProzessoren zugrunde legt.2.4.4.3 LogP ModellDas LogP Modell [60℄ verdankt seinen Namen den vier Parametern, die zur Beshreibungdes Parallelrehners benutzt werden. Diese vier Parameter sind die Anzahl der Prozesso-ren (P ), die minimale Zeit, welhe zwishen dem Empfang zweier Datenelemente durhein und denselben Prozessor vergehen muss (g), die benötigte Zeit, um ein Datenelementfür die Übertragung vorzubereiten (o), sowie die Latenzzeit (L), die für die Übertragungeines Datenelementes von einem Prozessor zu einem anderen vergeht. Das LogP Modelltri�t keine Annahmen über die Synhronisation der Prozessoren.Die Inverse des Parameters g kann als die pro Prozessor zur Verfügung stehende maximaleBandbreite für die Datenübertragung interpretiert werden. Somit wird das Modell sen-sitiv auf die Kommunikationsstruktur, d.h. die für einen Datenaustaush benötigte Zeithängt niht nur von der Menge der vershikten Daten ab, sondern auh davon, zwishenwelhen Prozessoren und in welher Reihenfolge der Datenaustaush erfolgt. So führt bei-46



2.4 Paralleles Rehnenspielsweise eine Kommunikationsoperation, bei der jeder Prozessor gleihzeitig Daten aneinen einzigen Prozessor vershikt, unter Umständen dazu, dass die Netzwerkanbindungdes Prozessors überlastet wird und als Folge die Daten mit der maximal zur Verfügung ste-henden Rate 1/g empfangen werden. Die übrigen Prozessoren müssen so lange warten, bisihre Nahriht empfangen wurde. Somit ist die vom LogP Modell prognostizierte Laufzeitfür eine solhe Operation gröÿer als die Laufzeit für einen balanierten Datenaustaush,bei dem jeder Prozessor etwa gleih groÿe Datenmengen sendet und empfängt, und dieNetzwerkanbindung der einzelnen Prozessoren gleihmäÿig belastet wird.Für eine einzige Punkt-zu-Punkt Kommunikationsoperation prognostiziert das LogP Mo-dell eine Abhängigkeit der Kommunikationsdauer T̃ LogP von der vershikten Datenmen-ge m in der Form
T̃ LogP = ts + t′w ·m, (2.71)wobei ts und t′w Funktionen der Parameter o, g bzw. L sind. Gleihung (2.71) legt nahe, dasses von Vorteil ist, den Austaush von Daten, wenn möglih, mit Hilfe einer einzigen groÿen,anstatt mit einer Vielzahl kleiner Nahrihten durhzuführen. Der konstante Anteil ts trittdann lediglih ein einziges Mal in Ersheinung. In diesem Fall kann der Term ts gegenüberdem sehr viel gröÿeren Anteil t′w ·m vernahlässigt werden und man erhält
T̃ LogP ≈ t′w ·m. (2.72)Diese Zeit beinhaltet sowohl einen Anteil für den eigentlihen Datentransfer über dasNetzwerk, als auh einen Anteil für Operationen, die für die Vorbereitung des Transferserforderlih sind. Abbildung 2.11(a) zeigt, dass das Modell eine gute Übereinstimmung mitMessungen der (mittleren) Kommunikationszeit aufweist, welhe für zwei Rehnerlusterdurhgeführt wurden.2.4.5 Im Rahmen der Arbeit verwendetes RehnermodellIm Rahmen der Arbeit wurde zur Abshätzung von Laufzeiten das folgende Rehnermodellverwendet. Zur Modellierung von Berehnungsoperationen, welhe vollständig auf lokalenDaten arbeiten, wurde das RAM Modell eingesetzt. Für die Modellierung von Kommuni-kationsoperationen wurde das LogP Modell verwendet. Wie in Abshnitt 2.4.4.3 erläutert,ist es sinnvoll, die auszutaushenden Daten gebündelt in möglihst wenigen Nahrihtenzu vershiken. Es wird daher im Folgenden angenommen, dass die vershikten Nah-rihten dadurh so groÿ werden, dass die mittlere zur Übertragung benötigte Zeit gemäÿGleihung (2.72) als proportional zur Nahrihtengröÿe angenommen werden kann.An dieser Stelle ersheint es sinnvoll, darauf einzugehen, welhe Annahmen in diesemModell enthalten sind, und welhe E�ekte somit unberüksihtigt bleiben. 47



2 Theoretishe Grundlagen
• Überlappen von Datenaustaush und Berehnungen. Auf einigen Parallel-rehnern ist es möglih, dass das Versenden und Empfangen von Nahrihten nihtder direkten Beteiligung der CPU bedarf und daher im Hintergrund erfolgen kann.Durh spezialisierte Hardware, bei der ein Coprozessor das Senden und Empfangender Nahrihten übernimmt, müssen Sende- und Empfangsoperationen von der CPUlediglih initialisiert und abgeshlossen werden. Während die Daten über das Netz-werk transportiert werden, kann die CPU weitere Rehnungen durhführen, welheder vershikten Daten niht bedürfen. Dies ist als �Versteken der Latenzzeit� (engl.�lateny hiding�) bekannt. Dies ist auh bei der Verwendung eines Multiomputersbestehend aus mehreren Prozessoren pro Knoten möglih. Während ein ProzessorBerehnungen durhführt, behandelt ein anderer Prozessor den Austaush der Daten(siehe Abbildung 2.10). Dies muss jedoh explizit implementiert werden. Obwohl die-se Tehnik bei den im Rahmen der Arbeit durhgeführten Implementierungen nihtzum Einsatz kam, wird bei der Vorstellung der parallelen Algorithmen im folgendenKapitel dennoh an geeigneter Stelle darauf hingewiesen, wie eine solhe Implemen-tierung aussehen könnte. Slave ThreadsMaster Thread Master Thread

lokaleBerehnungen send(.)rev(.) lokaleBerehnungensend(.)rev(.)Datenaustaush

Abbildung 2.10: Durh die Verwendung mehrerer Threads lässt sih die Zeit, welhe fürden Datenaustaush benötigt wird, mit lokalen Berehnungen füllen.
• Netzwerküberlastung. Der Ein�uss der Netzwerklast auf die Nahrihtenüber-tragungszeiten bleibt unberüksihtigt. Eine Modellierung dieses E�ekts ist extremshwierig, da sih in einem Zustand der Netzwerküberlastung starke Shwankungender Nahrihtenübertragungszeit beobahten lassen, die sih höhstens mit statisti-48



2.4 Paralleles Rehnenshen Methoden sinnvoll modellieren lassen (siehe z.B. [61, 56℄ für eine ausführliheBehandlung dieses E�ekts). Abbildung 2.11(b) illustriert den E�ekt. Abgebildet istdie auf ihren Maximalwert normierte Häu�gkeitsverteilung von gemessenen Übertra-gungszeiten von Punkt-zu-Punkt Nahrihten. Während die gemessenen Zeiten beieinem einzigen kommunizierenden Prozessorpaar sehr stark bei einem Wert konzen-triert sind, lässt sih bei 64 gleihzeitig kommunizierenden Prozessorpaaren bereitseine starke Verbreiterung der Verteilung beobahten und die mittlere Kommunikati-onszeit wähst deutlih an. Je mehr Prozessoren gleihzeitig miteinander kommuni-zieren, desto breiter wird die gezeigte Verteilungsfunktion.
• Reihenfolge von Nahrihten. Es wird niht die genaue Reihenfolge betrahtet,oder gar eine Reihenfolge erzwungen, in der die Nahrihten vershikt oder empfan-gen werden. Werden mehrere Nahrihten an untershiedlihe Prozessoren vershikt,so wird die dazu benötigte Zeit als Summe der einzelnen Kommunikationszeiten an-genommen.
• Ein�uss fremder Prozesse. Das Modell berüksihtigt niht das eventuelle Vor-handensein fremder Prozesse und deren Ein�uss auf die verfügbare Prozessorleistungsowie die Netzwerklast. Eine Untersuhung dieser Ein�üsse �ndet sih z.B. in [62℄.
• Annahme eines �ahen Speihers. Es wird ein �aher Speiher angenommen,d.h. die Ein�üsse der Speiherhierarhie (Cahe) werden niht explizit modelliert.An entsprehenden Stellen wird jedoh auf E�ekte, die durh die Speiherhierarhiebedingt sind, hingewiesen, sofern ein starker Ein�uss auf die Laufzeit zu beobahtenist.
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(a) (b)Abbildung 2.11: (a) zeigt die mittlere benötigte Zeit für den Austaush einer Nahriht va-riabler Gröÿe zwishen zwei Prozessoren für untershiedlihe Netzwerktehnologien. (b) zeigtdie normierte Häu�gkeitsverteilung, welhe sih beim Austaush einer Nahriht der Grö-ÿe 10KByte zwishen einer untershiedlihen Anzahl Prozessoren, welhe über ein GigabitEthernet Netzwerk verbunden sind, ergibt. 49





3 Parallelisierungsstrategien für PICIm folgenden Kapitel sollen Strategien zur Parallelisierung des PIC Algorithmus für Mul-tiomputer vorgestellt werden. Zunähst wird in Abshnitt 3.1 hergeleitet, wie eine lauf-zeitoptimale Zuordnung von Berehnungen im Falle eines Parallelrehners mit Prozessorenbeliebiger Leistungsfähigkeit erfolgen kann. In Abshnitt 3.2 wird der Begri� der Paralleli-sierungsstrategie im Rahmen eines zunähst abstrakten Optimierungsproblems formuliert.In Abshnitt 3.3 wird dieses für den Fall der Parallelisierung des Feldlösers ohne Anwesen-heit von Teilhen konkretisiert. Im anshlieÿenden Abshnitt 3.4 wird das Problem unterAnwesenheit von Teilhen formuliert, und vershiedene Parallelisierungsstrategien werdenvorgestellt, um das Optimierungsproblem zu lösen. Innerhalb dieses Abshnittes werden imRahmen dieser Arbeit entwikelte Parallelisierungsstrategien, sowie die Verallgemeinerungeiner aus der Literatur bekannten Strategie vorgestellt.3.1 Lastverteilung für Parallelrehner mit Prozessorenuntershiedliher LeistungsfähigkeitIn diesem Abshnitt soll untersuht werden, wie die Rehenlast, welhe bei der Lösung einesProblems anfällt, auf die Prozessoren eines Parallelrehners verteilt werden muss, um dieLaufzeit zu minimieren. Betrahtet werde ein Problem, zu dessen Lösung C voneinanderunabhängige, gleihartige Rehenshritte ausgeführt werden müssen. Das Problem soll mitHilfe eines Parallelrehners mit Nπ Prozessoren gelöst werden, wobei Prozessor iπ einender Rehenshritte in λiπ Zeiteinheiten bearbeiten kann. Die Laufzeit T (Nπ, C), welhezur Lösung des Problems benötigt wird, wird von der Laufzeit des Prozessors bestimmt,welher für die ihm zugeordneten Berehnungen die meiste Zeit benötigt
T (Nπ, C) = max

iπ∈{1...Nπ}
{T (iπ, Nπ, C)} . (3.1)Gesuht ist die Anzahl an Rehenoperationen Ciπ , die Prozessor iπ zugeordnet werdenmüssen, so dass T (Nπ, C) minimal wird. Dazu muss o�enbar

T (iπ, Nπ, C) = T (jπ, Nπ, C) ∀iπ, jπ ∈ {1 . . . Nπ} (3.2)51



3 Parallelisierungsstrategien für PICgelten. Anderenfalls gibt es einen Prozessor iπ ∈ {1 . . . Nπ}, für den
T (iπ, Nπ, C) ≥ T (jπ, Nπ, C) ∀jπ ∈ {1 . . . Nπ} (3.3)gilt. Durh Abgabe von Berehnungen an die übrigen Prozessoren lässt sih T (iπ, Nπ, C)und somit die Gesamtlaufzeit senken. Dies ist so lange möglih, bis Gleihung (3.2) erfülltist. Mit Hilfe der Ciπ und λiπ lässt sih Gleihung (3.2) shreiben als

λiπCiπ = λjπCjπ ∀iπ, jπ ∈ {1 . . . Nπ} . (3.4)Wegen
Nπ∑

iπ=1

Ciπ = C (3.5)lässt sih sofort der Zusammenhang
Ciπ
C

=

1
λiπ

Nπ∑
jπ=1

1
λjπ

(3.6)angeben, mit dem sih die laufzeitoptimalen Werte der Ciπ berehnen lassen.Es besteht eine Analogie zu dem Problem aus der Netzwerktheorie bei bekanntem Ge-samtstrom die Ströme durh die Zweige einer Parallelshaltung ohmsher Widerständezu berehnen. In der Analogie übernehmen die Ciπ die Rolle der Ströme und die λiπ dieRolle der ohmshen Widerstände. Die Gleihungen (3.4) und (3.5) sind nihts anderes alsdie Kirhhoffshen Gesetze und Gleihung (3.6) kann als Stromteilerregel identi�ziertwerden [63℄. Abbildung 3.1 illustriert die beshriebene Analogie.3.2 Das OptimierungsproblemWie in Abshnitt 2.4 erwähnt, ist das Ziel jeder Parallelisierung eine Verkürzung derLaufzeit, welhe zur Lösung eines Problems benötigt wird. Für eine gegebene Anzahl anProzessoren Nπ des verwendeten Parallelrehners und ein gegebenes Problem P , welhesdurh das parallele System gelöst werden soll, ist also eine Parallelisierungsstrategie Sgesuht, so dass bei deren Anwendung auf das Problem die Gesamtlaufzeit T minimal,bzw. der Speedup maximal wird. Das sih ergebende Optimierungsproblem lautet somitminimiere TS(Nπ,P) über S. (3.7)Die Gröÿe TS bezeihnet die Gesamtlaufzeit, wenn zur Parallelisierung eine bestimmteStrategie S eingesetzt wird. Um die Funktion TS explizit ausdrüken zu können, ist eine52



3.3 Parallelisierung des Feldlösers
C

C1 C2 CNπ

λ1C1 λ2C2 λNπ
CNπ

Abbildung 3.1: Die Abbildung illustriert die beshriebene Analogie aus der Netzwerktheoriefür das Problem der Lastzuordnung im Falle eines Parallelrehners mit Prozessoren beliebigerLeistungsfähigkeit.Präzisierung der Begri�e Problem und Parallelisierungsstrategie erforderlih. Zudem wirdein Modell des Parallelrehners sowie ein Implementierungsmodell benötigt, um zu einemAusdruk zu gelangen, der einer Analyse zugänglih ist.Zunähst lässt sih feststellen, dass der PIC Algorithmus aus dem wiederholten Durh-laufen einer Shleife besteht (siehe Abb. 2.4). Ein Shleifendurhlauf ist abhängig vonden Ergebnissen des vorherigen Durhlaufes, weshalb die Abarbeitung sequentiell erfolgenmuss. Sei M die Anzahl der insgesamt auszuführenden Zeitshritte (Shleifendurhläufe)und bezeihne T (m)
S die benötigte Laufzeit für Zeitshritt m, so lässt sih Gleihung (3.7)präzisieren zu minimiere TS(Nπ,P) :=

M∑

m=1

T
(m)
S (Nπ,P) über S. (3.8)Zunähst soll die Zielfunktion für den Fall einer reinen Feldberehnung ohne Anwesenheitvon Teilhen, wie in Abshnitt 2.2.3 beshrieben, konkretisiert werden.3.3 Parallelisierung des FeldlösersWerden nur Simulationen ohne Anwesenheit von Teilhen betrahtet, so ist die Rehen-last lediglih durh die Zeitintegration der Feldfreiheitsgrade, d.h. der Gitterspannungen,gegeben. Zur Parallelisierung des Feldlösers müssen diese Berehnungen auf die verfüg-baren Prozessoren verteilt werden. Zunähst soll das Optimierungsproblem für den sehrallgemeinen Fall formuliert werden, bei dem die Zuordnung der Gitterspannungen auf die53



3 Parallelisierungsstrategien für PICProzessoren zellweise erfolgen kann, d.h. für jede Zelle kann separat eine Prozessorzuord-nung angegeben werden. Anshlieÿend wird mit Hilfe der aus der allgemeinen Formulierunggewonnenen Erkenntnisse die Form der Gebiete so festgelegt, dass einerseits die gleihene�zienten Datenstrukturen wie im seriellen Fall verwendet werden können und anderer-seits die für den Datenaustaush aufgewendete Laufzeit klein gegenüber der Rehenzeitgehalten werden kann.Im betrahteten Fall strukturierter und niht adaptiver Gitter kann das Problem P mitder Anzahl der Gitterzellen in jeder Raumrihtung vollständig beshrieben werden. JedeGitterzelle wird durh ihren Index (i, j, k) referenziert. Die Menge aller Index-Tripel, wel-he eine Gitterzelle des primären Gitters referenzieren, werde mit I ⊂ N
3 bezeihnet. Fürden in dieser Arbeit betrahteten Algorithmus zur Zeitintegration gemäÿ den Gleihun-gen (2.36) und (2.37) ergibt sih, dass die mit jedem Freiheitsgrad und somit auh die mitjeder Zelle verknüpfte Rehenlast gleih ist und sih auh im Laufe der Simulation nihtändert. Die Tatsahe, dass einige Freiheitsgrade der Randzellen des Rehengebietes durhdie Randbedingungen �xiert sind, bzw. einer abweihenden Behandlung bedürfen, soll hierunberüksihtigt bleiben.Gleihung (3.8) lässt sih damit vereinfahen zuminimiere TS(Nπ,P) = M · T

(m)
S (Nπ,P) über S, (3.9)mit beliebigem m ∈ {1 . . .M}. Die Verteilung der Berehnungen auf die Prozessoren kannsomit ein einziges Mal zu Beginn der Simulation erfolgen. Man spriht hier von einer so-genannten statishen Lastzuordnung [47℄.Eine Parallelisierungsstrategie S ist nun eine Abbildung von der Menge der Gitterzel-len, beshrieben durh ihre Indextripel I auf die Menge Π := {1 . . . Nπ} der verfügbarenProzessoren:

S : I → Π. (3.10)Diese Zuordnung kann ausgedrükt werden durh Entsheidungsvariablen π
a i,iπ , für diegilt π

a i,iπ =

{
1 falls Zelle i Prozessor iπ zugeordnet wird,
0 sonst. (3.11)Die Bezeihnung i steht dabei abkürzend für das Indextripel (i, j, k) der entsprehen-den Gitterzelle. Es sei angenommen, dass die zur numerishen Zeitintegration der einerZelle zugeordneten Freiheitsgrade benötigte Rehenzeit auf Prozessor iπ des parallelen Sys-tems αiπ beträgt. Als reine Rehenzeit FT (m)

S während eines beliebigen Zeitshrittes m fürProzessor iπ ergibt sih dann unter der Annahme einer RAM mit �ahem Speiher
FT

(m)
S (iπ, Nπ,P) := αiπ

∑

i∈I π
a i,iπ . (3.12)
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3.3 Parallelisierung des FeldlösersDie Proportionalitätsfaktoren αiπ modellieren die Leistungsfähigkeit der Prozessoren desParallelrehners. Im Fall eines Rehners, der mit gleihartigen Prozessoren ausgestattetist, besitzen alle αiπ den gleihen Wert.Um eine Prognose für die gesamte Laufzeit pro Zeitshritt aufzustellen, muss zusätzlihder Datenaustaush berüksihtigt werden. Dies erfordert eine Analyse des Speiherzu-gri�smusters, welhes von dem Algorithmus generiert wird.Im Falle einer Zeitbereihsrehnung mit FIT entstehen Abhängigkeiten zwishen den Frei-primäres Gitter G

Zellindex il

Zellindex iu
B(il, iu )

(a) (b)Abbildung 3.2: (a) zeigt die Abhängigkeiten der Freiheitsgrade in einem FIT Gitter inzwei Dimensionen. Zur Zeitintegration der elektrishen und magnetishen Gitterspannungen,welhe der dik umrahmten Zelle zugeordnet sind (shwarz eingezeihnet), werden die graueingezeihneten Gitterspannungen benötigt, die den grau shattierten Nahbarzellen zugeord-net sind. (b) illustriert das Konzept der Bounding Box gemäÿ Gleihung (3.18).heitsgraden einer Gitterzelle und den Freiheitsgraden einer anderen Gitterzelle, falls dieZellen eine gemeinsame Flähe (in zwei Dimensionen: eine gemeinsame Kante) besitzen.Die Abhängigkeit wird in Abbildung 3.2(a) für den Fall von zwei Raumdimensionen illus-triert. Die shwarz markierten Gitterspannungen (zwei elektrishe und eine magnetishe)sind der dik umrahmten Zelle zugeordnet. Die Zeitintegration dieser Freiheitsgrade bedarfder grau eingezeihneten Gitterspannungen, die den shattierten Zellen zugeordnet sind.Bezeihne Qi ⊂ I die Menge der Gitterzellen, welhe zu einer Zelle i benahbart sind,d.h. die Berehnungen, welhe für die Zelle i durhzuführen sind, benötigen Daten, welheden inQi enthaltenen Zellen zugeordnet sind. Dann lässt sih, unter den in Abshnitt 2.4.5getro�enen Annahmen betre�end die Modellierung des Datenaustaushes und der zusätz-55



3 Parallelisierungsstrategien für PIClihen Einshränkung, dass die benötigte Zeit für den Austaush eines Datenelementeszwishen zwei beliebigen Prozessoren gleih ist, die zum Senden bzw. Empfangen benö-tigte Laufzeit F T̃
(m)
S für einen Prozessor iπ zu einem beliebigen Zeitshritt m abshätzenals

F T̃
(m)
S (iπ, Nπ,P) := ξ

∑

i∈I Nπ∑

jπ = 1

jπ 6= iπ

(π
a i,jπ · s

( ∑

j∈Qi π
a j,iπ)) , (3.13)wobei es sih bei ξ um einen mashinenabhängigen Proportionalitätsfaktor handelt. DerWert der Summe entspriht der Anzahl der Gitterzellen, welhe zu den Zellen, die Pro-zessor iπ zugeordnet sind, benahbart sind, jedoh einem anderen Prozessor zugeordnetwerden. Bei der Funktion s(.) handelt es sih um die Einheitssprungfunktion, de�niert als

s(x) =

{
1 falls x > 0,

0 sonst. (3.14)Eine Abshätzung für die zur Durhführung aller Berehnungen eines Zeitshrittes benötig-te Gesamtlaufzeit auf Prozessor iπ ergibt sih aus der Summe der Zeiten FT
(m)
S (iπ, Nπ,P)und F T̃

(m)
S (iπ, Nπ,P)

T
(m)
S (iπ, Nπ,P) := FT

(m)
S (iπ, Nπ,P) + F T̃

(m)
S (iπ, Nπ,P). (3.15)Da die einzelnen Zeitshritte sequentiell abgearbeitet werden müssen, kann ein Zeitshritterst begonnen werden, wenn alle Berehnungen und Kommunikationsoperationen des vor-herigen Shrittes fertig gestellt wurden. Der Prozessor, welher zur Fertigstellung allerOperationen die meiste Zeit benötigt, wird somit die Laufzeit bestimmen. Es folgt für dieZielfunktion

TS(Nπ,P) = M · max
iπ∈Π

{
T

(m)
S (iπ, Nπ,P)

}
. (3.16)Die Zuordnung der Gitterzellen zu den Prozessoren muss eindeutig sein. Dies lässt sih ineiner Nebenbedingung an die Entsheidungsvariablen formulieren als

Nπ∑

iπ=1

π
a i,iπ = 1 ∀i ∈ I. (3.17)Zusammen mit Gleihungen (3.12),(3.13) und (3.15) de�niert Gleihung (3.16) die Ziel-funktion ausshlieÿlih in Abhängigkeit der gegebenen Parameter P und Nπ sowie dengesuhten Entsheidungsvariablen π

a i,iπ , welhe die Zuordnung der Zellen beshreiben. Eshandelt sih bei dem formulierten Problem um ein nihtlineares, kombinatorishes Opti-mierungsproblem [64℄. Abbildung 3.3 illustriert das Ablaufdiagramm für die parallelisiertenumerishe Zeitintegration der Gitterspannungen.56



3.3 Parallelisierung des Feldlösers
InitialisierungEndzeit teerreiht?ja neinEnde Integration ⌢

h
⌢

h
(m)

→
⌢

h
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⌢

h-RandwerteIntegration ⌢e
⌢e(m+ 1

2 ) → ⌢e(m+ 3
2 )

Austaush der
⌢e -Randwerte

Abbildung 3.3: Ablaufdiagramm für den parallelisierten Feldlöser. Die shattierten Kästenbeinhalten Kommunikationsoperationen, welhe eine Synhronisation der Prozesse erzwingen.Mehrere Aspekte lassen die Suhe nah einem Algorithmus, welher zu einer optimalenLösung des in Gleihung (3.16) und (3.17) formulierten Optimierungsproblems führt, fürpraktishe Zweke unattraktiv ersheinen.Zum Ersten sind kombinatorishe Optimierungsprobleme prinzipiell deutlih shwierigerzu lösen als Optimierungsprobleme mit kontinuierlihen Variablen. Viele kombinatorisheOptimierungsprobleme gehören zur Klasse der NP-vollständigen Probleme [65, 64℄, so dasszu ihrer Lösung nah dem gegenwärtigen Kenntnisstand kein e�zienter Algorithmus kon-struiert werden kann, der eine optimale Lösung liefert. Unter einem e�zienten Algorithmuswird hier ein solher verstanden, der eine polynomiale Komplexität besitzt.Zum Zweiten ist das in Gleihung (3.16) und (3.17) gestellte Optimierungsproblem auseinem stark vereinfahten Parallelrehnermodell hervorgegangen, welhes nur eine Appro-ximation für die tatsählih benötigte Laufzeit liefern kann. Die praktishe Notwendigkeiteines Algorithmus, der, womöglih unter groÿem Rehenaufwand, eine optimale Lösung�ndet, ist somit fraglih.Aufgrund dieser Überlegungen soll das Augenmerk niht auf die exakte Lösung des Op-timierungsproblems gelegt werden, sondern vielmehr auf die Entwiklung e�zienter Heu-ristiken, die eine für praktishe Zweke hinreihend gute Lösung liefern. Dies ist auh dasVorgehen, welhes bei den in der Literatur vorgeshlagenen Ansätzen zur Lösung diesesProblems durhweg verfolgt wird. Für eine Übersiht über die wihtigsten Heuristiken,
57



3 Parallelisierungsstrategien für PICwelhe zur Lösung des Optimierungsproblems in der Literatur zu �nden sind, sei auf An-hang C verwiesen.Eine Betrahtung der Bestandteile (3.12) und (3.13) der Zielfunktion gibt einige Hinweisedarauf, welhe Eigenshaften eine Parallelisierungsstrategie besitzen muss, um die Ziel-funktion tendenziell zu minimieren.Die Datenmenge, welhe in jedem Zeitshritt ausgetausht werden muss, kann o�enbardadurh reduziert werden, dass den Prozessoren zusammenhängende Bereihe von Git-terzellen zugeordnet werden, was an dem Ausdruk für die Kommunikationszeit in Glei-hung (3.13) abgelesen werden kann. Für Parallelisierungsstrategien, welhe die Zellen denverfügbaren Prozessoren in zusammenhängenden Partitionen zuordnen, wird ein Daten-austaush nur für die Zellen am Rand der Partition benötigt, so dass die für den Datenaus-taush benötigte Zeit F T̃ (m)
S häu�g klein gegenüber der Rehenzeit FT (m)

S gehalten werdenkann. Die Ergebnisse in Kapitel 4 bestätigen diese Überlegung a posteriori.Um für den parallelisierten Feldlöser und später für die Kopplung mit den Makroteil-hen ähnlih e�ziente Datenstrukturen wie im seriellen Fall verwenden und gleihzeitig,wie oben als sinnvoll erkannt, den einzelnen Prozessoren zusammenhängende Bereihe zu-ordnen zu können, bietet sih eine Partitionierung an, bei der die einzelnen Partitionenquaderförmige Bereihe des Gitters umfassen, oder aus solhen quaderförmigen Bereihenzusammengesetzt sind. Um solhe Partitionen zu beshreiben, wird das Konzept der Boun-ding Box B(il, iu ) ⊆ I eingeführt. Diese sei de�niert als
B(il, iu ) :=

{
i ∈ I : il ≤ i ≤ iu ∧ jl ≤ j ≤ ju ∧ kl ≤ k ≤ ku

}
. (3.18)Abbildung 3.2(b) veranshauliht die Beshreibung eines Gitterausshnittes mit Hilfe derin Gleihung (3.18) eingeführten Shreibweise.Im folgenden Abshnitt soll eine �exible und e�ziente Parallelisierungsstrategie vorgestelltwerden, welhe unter Berüksihtigung der oben angestellten Überlegungen das Optimie-rungsproblem heuristish löst.3.3.1 Rekursive Koordinaten BisektionierungDie Methode der Rekursiven Koordinaten Bisektionierung (engl.: Reursive CoordinateBisetion (RCB)) wurde von Berger und Bokhari ursprünglih für die Partitionierungvon strukturierten Gittern mit lokaler Gitterverfeinerung entwikelt [66℄. Der Algorith-mus wurde unter der Annahme eines Parallelrehners mit einer Anzahl Nπ = 2n, n ∈ Ngleihartiger Prozessoren formuliert. Er erzeugt eine Partitionierung des Gitters in Nπ dis-junkte Teile durh eine wiederholte Bisektionierung, wobei jede Bisektionierung durh eineEbene erfolgt, deren Normale in Rihtung einer der Koordinatenahsen zeigt. Durh diese58



3.3 Parallelisierung des FeldlösersBeshränkung sind die sih ergebenden Partitionen durh die in Gleihung (3.18) einge-führte Notation beshreibbar. Biπ bezeihne im Folgenden den Gitterausshnitt, welherProzessor iπ zugeordnet wird. Der Partitionierungsalgorithmus soll hier in einer weiterent-wikelten Form erläutert werden, die sowohl die Behandlung einer beliebigen Anzahl anProzessoren, wie auh die Berüksihtigung von Prozessoren untershiedliher Leistungs-fähigkeit erlaubt [67, 68℄.Durh die Beshränkung bezüglih der Form der Partitionen kann der Kommunikationsauf-wand F T̃
(m)
S lediglih durh die Wahl der Normale der Partitionierungsebene maÿgeblihbeein�usst werden. Die Normale der Partitionierungsebene wird in diejenige Koordinaten-rihtung gewählt, in der die Anzahl der durh die Ebene eingeführten Randzellen minimalist. Die Gröÿe der Partitionen wird so gewählt, dass die Laufzeit FT (m)

S für den Feldlöserfür alle Prozessoren gleih ist:
FT

(m)
S (iπ, Nπ,P) = FT

(m)
S (jπ, Nπ,P) ∀iπ, jπ ∈ Π. (3.19)Mit Hilfe des Ausdruks in Gleihung (3.12) lässt sih die benötigte Rehenzeit für jedender Prozessoren in Abhängigkeit von der Anzahl der zugeordneten Gitterzellen angebenzu

FT
(m)
S (iπ, Nπ,P) = αiπ · |Biπ | , (3.20)wobei |Biπ | die Anzahl der Elemente der Menge Biπ beshreibt. Es soll zunähst derFall Nπ = 2 betrahtet werden. Die beiden gesuhten Partitionen B1 und B2 müssen füreine optimale Lastbalanierung so gewählt werden, dass gilt
α1 · |B1| = α2 · |B2| . (3.21)Aufgrund der begrenzten Flexibilität der Partitionierung, bedingt durh die vorgegebeneForm der Partitionen, kann Gleihung (3.21) im Allgemeinen niht exakt erfüllt werden.Die Partitionierungsebene wird dann so gewählt, dass Gleihung (3.21) bestmöglih ap-proximiert wird.Nun soll das Problem für eine beliebige Anzahl von Prozessoren gelöst werden, wobeivon den in Abshnitt 3.1 hergeleiteten Ausdrüken Gebrauh gemaht wird. Zur rekursi-ven Berehnung der |Biπ | werden nun im ersten Shritt die Prozessoren in zwei disjunkteMengen Πa und Πb aufgeteilt, so dass

|Πa| =

⌈
Nπ

2

⌉ und |Πb| =

⌊
Nπ

2

⌋ (3.22)gilt, wobei ⌈.⌉ und ⌊.⌋ das Aufrunden beziehungsweise Abrunden auf die nähste Ganzzahlbezeihnet gemäÿ
⌈x⌉ := min

k∈Z,k≥x
{k} und ⌊x⌋ := max

k∈Z,k≤x
{k} . (3.23)
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3 Parallelisierungsstrategien für PIC

B1 B2

B3 Geisterzellenvon Partition 1(a) (b)Abbildung 3.4: (a) zeigt die Partitionierung eines zweidimensionalen Beispielgitters mitHilfe der Methode der RCB für Nπ = 3 im Falle gleihartiger Prozessoren (αiπ = α ∀iπ ∈ Π).Die sih ergebenden Partitionen in den einzelnen Shritten sind fett markiert. (b) zeigt dieZuordnung der elektrishen Gitterspannungen zu den Prozessoren für die Beispielpartitionie-rung, sowie die Geisterzellen der Partition 1.Diesen zwei Mengen von Prozessoren kann jeweils ein Proportionalitätsfaktor zugeordnetwerden gemäÿ
αa :=

1∑
iπ∈Πa

1
αiπ

bzw. αb :=
1∑

iπ∈Πb

1
αiπ

. (3.24)Dies sind die bekannten Formeln zur Berehnung des Gesamtwiderstandes parallelgeshal-teter ohmsher Widerstände [63℄. Sie folgen sofort aus der in Abshnitt 3.1 gezeigtenAnalogie. Gemäÿ der Lastbalanierungsbedingung für den Zweiprozessorfall (3.21) kön-nen nun die zwei Gebietsgröÿen |Ba| und |Bb| für die beiden Prozessorgruppen berehnetwerden gemäÿ
|Ba|

|Bb|
=
αb
αa
. (3.25)In den nähsten Shritten werden die Mengen Πa und Πb wieder nah dem obigen Shemapartitioniert. Dies wird so lange fortgesetzt, bis jede der Teilmengen nur noh aus einemeinzigen Prozessor besteht. Die Entsheidungsvariablen des ursprünglihen Optimierungs-60



3.3 Parallelisierung des Feldlösersproblems werden durh das Verfahren somit festgelegt zuπ
a i,iπ =

{
1 falls i ∈ Biπ ,

0 sonst. (3.26)Die rekursive Partitionierung des Gitters lässt sih mit Hilfe eines Binärbaumes veran-shaulihen. Die Blätter des Baumes zeigen dabei die endgültigen Partitionen, währenddie anderen Knoten die Zwishenshritte zeigen. Die sih ergebende Partitionierung für einBeispielgitter im Falle Nπ = 3 gleihartiger Prozessoren zeigt Abbildung 3.4(a). Die sihdaraus ergebende Zuordnung der elektrishen Gitterspannungen zu den Prozessoren ist inAbbildung 3.4(b) dargestellt. Zellen, deren Felddaten benötigt werden, die jedoh einemanderen Prozessor zugeordnet sind, werden als Geisterzellen (engl. Ghostells) bezeihnet.Dies sind alle Randzellen einer Partition, was sih mit Hilfe der in Abbildung 3.2(a) illus-trierten Abhängigkeit zwishen den Gitterzellen ableiten lässt. Die Datenmenge, welhe injedem Zeitshritt zwishen den Prozessoren ausgetausht werden muss, ist direkt propor-tional zur Anzahl der Geisterzellen. In Abbildung 3.4(b) sind zur Veranshaulihung dieGeisterzellen der Partition links unten shattiert eingezeihnet.Die Einshränkung bezüglih der Form der Partitionen kann dazu führen, dass die Partitio-nierungsbedingung (3.25) nur näherungsweise erfüllt werden kann und damit eine subop-timale Verteilung der Gitterzellen auf die Partitionen erfolgt. Eine Verallgemeinerung desVerfahrens, welhe die Randzellen einer Partition noh einmal gesondert zuordnet, �ndetsih z.B. in [69℄. Dies ist jedoh eher für kompliziertere Gitter (z.B. strukturierte Gittermit lokaler Gitterverfeinerung) von Interesse, die ohnehin kompliziertere Datenstrukturenerfordern. Im Rahmen der Arbeit kommt das oben beshriebene Verfahren zum Einsatz.3.3.2 Skalierbarkeitsanalyse für den parallelisierten FeldlöserWie in Abshnitt 2.4.3.4 erläutert, ist die Skalierbarkeit eines parallelen Systems ein wihti-ges Qualitätsmerkmal. Nur bei einem skalierbaren System ist es möglih, eine Kombinationvon Prozessorenzahl und Problemgröÿe zu �nden, so dass das parallele System das Pro-blem mit einer gewünshten E�zienz löst. Im Falle des Feldlösers ist die Gesamtzahl derGitterzellen N ein sinnvolles Maÿ für die Problemgröÿe. Da der Rehenaufwand sowie derKommunikationsaufwand bei einer gegebenen Partitionierung a priori bestimmt werdenkann, ist es unter einigen vereinfahenden Annahmen möglih, eine theoretishe Skalierbar-keitsanalyse für die RCB Partitionierungs- bzw. Parallelisierungsstrategie durhzuführen.Die Skalierbarkeitsanalyse erfolgt, wie in Abshnitt 2.4.3.4 erläutert, für den Fall eines par-allelen Systems mit gleihartigen Prozessoren. Im Folgenden wird daher αiπ = α ∀iπ ∈ Πgesetzt. 61



3 Parallelisierungsstrategien für PICDie Analyse erfordert das Aufstellen der Isoe�zienzfunktion. Die E�zienz lässt sih zu-nähst angeben als
E(Nπ, N) =

TS(1, N)
Nπ · TS(Nπ, N) . (3.27)Gemäÿ Gleihung (3.12) kann die serielle Laufzeit direkt proportional zu der Anzahl derGitterzellen angenommen werden und es folgt

FTS(1, N) = αMN. (3.28)Wie in Abshnitt 3.3.1 gezeigt, führt die RCB Strategie für ein strukturiertes kartesishesGitter zu zusammenhängenden, quaderförmigen Partitionen. Unter der Annahme, dass dieGitterzellen durh die RCB Heuristik gleihmäÿig auf die verfügbaren Prozessoren verteiltwerden, ergibt sih für alle Prozessoren die gleihe Rehenzeit pro Zeitshritt. Die benötigteZeit für den Datenaustaush kann gemäÿ Gleihung (3.13) proportional zu der Anzahlder Gitterzellen angenommen werden, für die in jedem Zeitshritt Daten ausgetaushtwerden müssen. Diese Anzahl ist wiederum proportional zu der Anzahl der Zell�ähen,welhe die Partitionsgrenze bilden. Falls die Partitionen so besha�en sind, dass sie diegleihe Anzahl an Gitterzellen in jeder Raumrihtung besitzen, so bilden 6 · (N/Nπ)
2/3Zell�ähen diese Grenze. Ansonsten bildet der Ausdruk eine gute Approximation. Da derZeitaufwand proportional zu der Anzahl auszutaushender Freiheitsgrade angenommenwird, folgt shlieÿlih als Abshätzung für die Gesamtlaufzeit auf Nπ Prozessoren

TS(Nπ, N) = αM
N
Nπ

+ ζM

(
N
Nπ

) 2
3

, (3.29)wobei ζ wiederum ein Proportionalitätsfaktor ist, und der max{.} Ausdruk aus Glei-hung (3.16) fortgelassen wurde, da die Rehen- sowie die Kommunikationszeit als für alleProzessoren gleih angenommen wurde. Es folgt nun mit den Gleihungen (3.28) und (3.29)für die E�zienz
E(Nπ, N) =

1

1 + ζ
α

(
Nπ

N ) 1
3

. (3.30)Aus Gleihung (3.30) folgt, dass die E�zienz konstant bleibt, falls die Problemgröÿe pro-portional zur Anzahl der Gitterzellen erhöht wird. Der parallelisierte Feldlöser ist somitgemäÿ den Ausführungen in Abshnitt 2.4.3.4 optimal skalierbar.In [70℄ wird dieses Ergebnis mit Hilfe graphentheoretisher Methoden allgemein für ei-ne groÿe Klasse von Parallelisierungsstrategien, welhe auf dem Bisektionierungsansatzbasieren, bewiesen.62



3.4 Parallelisierung des PIC Algorithmus3.3.3 Versteken der LatenzzeitWie in Abshnitt 2.4.5 erwähnt, ist es mit Hilfe von spezialisierter Hardware oder demexpliziten Einsatz mehrerer Threads bei Multiprozessoren möglih, die für den Datenaus-taush benötigte Zeit mit Berehnungen zu füllen, die der ausgetaushten Daten nihtbedürfen.Da lediglih zur Zeitintegration der Feldfreiheitsgrade der Randzellen nihtlokale Datenbenötigt werden, kann der Datenaustaush wie folgt statt�nden. Zunähst werden diemagnetishen Gitterspannungen nur für die Randzellen aktualisiert. Für diese aktualisier-ten Gitterspannungen kann nun der Datenaustaush initialisiert werden. Während dieserdurhgeführt wird, können die magnetishen Gitterspannungen für die übrigen Gitterzel-len aktualisiert werden. In der gleihen Weise kann mit den elektrishen Gitterspannungenverfahren werden [11℄.3.4 Parallelisierung des PIC AlgorithmusDas Optimierungsproblem soll nun um die durh die Makroteilhen verursahte Rehenlastund den zusätzlih notwendigen Datenaustaush erweitert werden. Dazu ist eine Analysedes Speiherzugri�smusters erforderlih, welhes eine PIC Simulation erzeugt.3.4.1 Erweiterung des OptimierungsproblemsBetrahtet man den vollständigen PIC Algorithmus gemäÿ Abshnitt 2.3, so lässt sih fest-stellen, dass sih die zu verteilende Rehenlast aus der Integration der Feldfreiheitsgradeeinerseits, und der Integration der Trajektorien der Makroteilhen andererseits zusammen-setzt (siehe Abbildung 2.4). Diese beiden Phasen des Algorithmus sind jeweils wehselseitigauf die Ergebnisse der vorangehenden Phase angewiesen und erfolgen daher sequentiell.Die Kopplung der beiden Phasen erfolgt durh die Berehnung des elektromagnetishenFeldes am Ort des Teilhens einerseits, und die Berehnung der Ströme ⌢⌢

j , die durh dieBewegungen der Makroteilhen entstehen, andererseits.Der Wert des elektromagnetishen Feldes am Ort des Teilhens muss durh Interpolationaus den Gitterspannungen bestimmt werden. Welhe Gitterspannungen für die Interpola-tion benötigt werden, hängt zum einen von der Position der Teilhen im Gitter und zumanderen von dem verwendeten Interpolationsverfahren ab. Für die im Rahmen der Arbeitdurhgeführten Simulationen kam eine trilineare Interpolation zum Einsatz, welhe beidrei Raumdimensionen für jede Feldkomponente die aht (im Falle zweier Raumdimensio-63



3 Parallelisierungsstrategien für PIC

Makroteilhen(a) (b)Abbildung 3.5: (a) zeigt die Gitterspannungen welher Zellen im Allgemeinen für die Be-rehnung des elektromagnetishen Feldes am Ort eines Teilhens benötigt werden können,das sih in der umrahmten Gitterzelle be�ndet, wenn eine trilineare Interpolation verwen-det wird. Für die eingezeihnete Teilhenposition werden die elektrishen Gitterspannungenbenötigt, welhe in die Skizze eingetragen sind. (b) zeigt die Ströme welher Gitterzellen imAllgemeinen von einem Teilhen beein�usst werden können, welhes sih zu Beginn des Zeit-shrittes in der umrahmten Zelle be�ndet, wenn das von Buneman beshriebene Verfahrenzur Stromberehnung zum Einsatz kommt. Die eingetragene Teilhenbewegung beein�usst dieeingezeihneten Ströme.nen die vier) am nähsten zu der Teilhenposition allokierten Gitterspannungen benötigt.Abbildung 3.5(a) zeigt für den zweidimensionalen Fall die an der Interpolation beteiligtenelektrishen Gitterspannungen für das eingezeihnete Makroteilhen. Die an der Interpo-lation beteiligten magnetishen Gitterspannungen ergeben sih entsprehend.Welhe Ströme ⌢⌢

j durh die Bewegung des Makroteilhens während eines Zeitshrittes be-ein�usst werden, hängt einerseits von der Bewegung und der Position des Teilhens imGitter und andererseits von dem für die Stromberehnung verwendeten Algorithmus ab.Bei dem im Rahmen der Arbeit implementierten Algorithmus nah Buneman [31℄ kannein Teilhen während eines Zeitshrittes die Stromwerte beein�ussen, welhe der Gitter-zelle zugeordnet sind, in der sih das Teilhen zu Beginn des Zeitshrittes be�ndet, sowiehöhstens noh diejenigen Werte, die den Zellen zugeordnet sind, die mit dieser Gitterzelleüber eine �Zwishenzelle� verbunden sind. Dies erklärt sih daraus, dass sih ein Teilhenaufgrund der Limitierung der Zeitshrittweite ∆t, welhe sih durh die Stabilitätsforde-rung für den Feldlöser ergibt, in einem Zeitshritt maximal von einer Gitterzelle in eine zudieser benahbarte Gitterzelle bewegen kann. Diese Aussage bleibt selbst für ein Teilhen,welhes sih mit der physikalish maximal möglihen Geshwindigkeit v = c bewegt, gültig.
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3.4 Parallelisierung des PIC AlgorithmusAbbildung 3.5(b) zeigt exemplarish die von einer Teilhenbewegung beein�ussten Strom-werte. Die Stromwerte, welhe den farbig hinterlegten Zellen zugeordnet sind, können imAllgemeinen durh eine beliebige Bewegung des eingezeihneten Teilhens beein�usst wer-den.Auf welhe der Gitterspannungen und Gitterströme bei der Berehnung der Trajektori-en und Ströme während eines Zeitshrittes zugegri�en werden muss, hängt also von derVerteilung der Teilhen im Rehengebiet ab. Um dies beshreiben zu können, werden Va-riablen p
n (m)

i,p mit folgender Bedeutung eingeführt:p
n (m)

i,p =

{
1 falls sih Teilhen p in Zeitshritt m in Zelle i be�ndet,
0 sonst. (3.31)Zur Vereinfahung des Laufzeitmodells soll angenommen werden, dass die zur Berehnungdes elektromagnetishen Feldes am Orte des Teilhens benötigten Gitterspannungen voneinem fremden Prozessor über das Netzwerk vershikt werden müssen, wenn die Zelle, inder sih das Teilhen be�ndet, diesem Prozessor zugeordnet ist. Ebenso wird angenom-men, dass die berehneten Stromwerte anshlieÿend an diesen Prozessor versendet werdenmüssen, da er diese im nähsten Zeitshritt zur Integration der Felder benötigt. DieseAnnahme vernahlässigt den Fall, dass niht alle Felddaten, auf welhe zur Behandlungeines einzigen Teilhens zugegri�en werden muss, dem gleihen Prozessor zugeordnet seinmüssen. Unter der Annahme, dass die Gitterzellen in weitgehend zusammenhängendenBereihen auf die Prozessoren verteilt werden, wie es in Abshnitt 3.3 als sinnvoll erkanntwurde, tritt dieser Fall jedoh nur dann auf, wenn sih ein Teilhen in einer Gitterzellenahe einer Partitionsgrenze be�ndet. Da dies in der Regel nur für einen vergleihsweisegeringen Teil aller vorhandenen Teilhen auftritt, ersheint diese Vereinfahung gereht-fertigt.Das Problem P wird nun, neben der Anzahl der Gitterzellen in jeder Raumrihtung, de�-niert durh die Positionen der Teilhen im Gitter p

n (m)
i,p zu jedem Zeitshrittm. Eine Paral-lelisierungsstrategie S ist ein Algorithmus, welher eine eindeutige Zuordnung der Gitter-zellen und Teilhen zu den Nπ verfügbaren Prozessoren für alle Zeitshritte m ∈ {1 . . .M}liefert. Das Optimierungsziel ist wiederum, die Laufzeit TS zu minimieren.Das Laufzeitmodell aus Abshnitt 3.2, welhes in Abshnitt 3.3 für den Feldlöser kon-kretisiert wurde, muss aufgrund der obigen Ausführungen wie folgt erweitert werden. ImRahmen der Phase des Algorithmus, in der die Trajektorien der Makroteilhen integriertwerden, tritt für jedes Teilhen die gleihe Rehenlast auf. Für alle Teilhen, die einemanderen Prozessor zugeordnet werden als die Gitterzelle, in der sie sih be�nden, müssendie benötigten Felddaten nah dem Abshluss der Feldlöserphase mit diesem Prozessorausgetausht werden. Umgekehrt müssen nah der Berehnung der Teilhenbewegung diesih ergebenden Ströme diesem Prozessor zur Verfügung gestellt werden. Gemäÿ der oben65



3 Parallelisierungsstrategien für PICdiskutierten Vereinfahung soll angenommen werden, dass die vershikte Datenmenge proTeilhen für alle Teilhen, die sih in einer solhen nihtlokalen Zelle be�nden, gleih istund von dem Prozessor bereitgestellt werden kann, welher die Felddaten für die Zellebesitzt.Die Zuordnung der Teilhen zu den Prozessoren kann frei gewählt werden. Sie möge, wiebereits die Zuordnung der Gitterzellen, durh Entsheidungsvariablen pπ
a (m)
p,iπ

beshriebenwerden. Es geltepπ
a (m)
p,iπ

=

{
1 falls Teilhen p in Zeitshritt m Prozessor iπ zugeordnet ist,
0 sonst. (3.32)Da auh hier eine eindeutige Zuordnung der Teilhen zu den Prozessoren erzwungen werdensoll, folgt die Nebenbedingung

Nπ∑

iπ=1

pπ
a (m)
p,iπ

= 1 ∀p ∈
{
1 . . . P (m)

}
,m ∈ {1 . . .M} . (3.33)Die benötigte Laufzeit für die Berehnung der Trajektorien auf einem Prozessor iπ setztsih zusammen aus der Rehenzeit, welhe als proportional zu der Anzahl der Teilhenangenommen werden kann, die dem Prozessor zugeordnet sind, sowie der für den Daten-austaush benötigten Laufzeit. Die für die Trajektorienberehnung während des Zeitshrit-tes m von Prozessor iπ benötigte Rehenzeit ergibt sih zu

PT
(m)
S (iπ, Nπ,P) := βiπ

P (m)∑

p=1

pπ
a (m)
p,iπ
. (3.34)Die βiπ sind wiederum mashinenabhängige Proportionalitätsfaktoren. Als Abshätzungfür die für den Datenaustaush benötigte Laufzeit während des Zeitshrittes m für Pro-zessor iπ ergibt sih mit dem Proportionalitätsfaktor γ

P T̃
(m)
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pπ
a (m)
p,jπ

·
π
a (m)

i,iπ ·
p
n (m)

i,p , (3.35)wobei der erste Term proportional zur Anzahl der Teilhen ist, welhe Prozessor iπ zuge-ordnet sind, jedoh Felddaten von einem der anderen Prozessoren benötigen. Der zweiteTerm ist proportional zur Anzahl der Teilhen, welhe niht Prozessor iπ zugeordnet sind,66



3.4 Parallelisierung des PIC Algorithmusjedoh von Prozessor iπ Felddaten benötigen. Bei Ausdruk (3.35) wurde, wie shon beimDatenaustaush für den Feldlöser, angenommen, dass die Daten kollektiv in Nahrihtengroÿer Länge statt einzeln vershikt werden, so dass die dafür benötigte Zeit als direktproportional zur vershikten Datenmenge angenommen werden kann.Sowohl die Zuordnung von Teilhen, als auh die Zuordnung von Gitterzellen und dendamit verbundenen Gitterspannungen zu den Prozessoren, können durh die Paralleli-sierungsstrategie während der Simulation verändert werden, wie der hohgestellte Indexan den Entsheidungsvariablen pπ
a (m)
p,iπ

bzw. π
a (m)

i,iπ andeutet. Eine solhe Veränderung derZuordnung erfordert den Austaush der mit der Gitterzelle bzw. mit dem Teilhen ver-bundenen Daten. Die dafür aufzuwendende Laufzeit werde mit LBT̃ (m)

S bezeihnet. Unterder Annahme, dass die benötigte Zeit für den Datenaustaush für jeden Prozessor propor-tional zur Anzahl der Gitterzellen bzw. Teilhen ist, die dem Prozessor neu zugeordnetwerden, beziehungsweise, die er an einen anderen Prozessor abgibt, ergibt sih für einenProzessor iπ in Zeitshritt m:
LBT̃

(m)

S (iπ, Nπ,P) :=ν
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i∈I Nπ∑
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·
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a (m+1)
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)
, (3.36)

wobei der erste Term proportional zur Anzahl der Gitterzellen ist, die Prozessor iπ neuzugeordnet oder von Prozessor iπ an andere Prozessoren abgegeben werden. Der zweiteTerm ist proportional zur Anzahl der Teilhen, welhe Prozessor iπ neu zugeordnet wer-den, oder von Prozessor iπ an andere Prozessoren abgegeben werden. Die Gröÿen ν und ηsind wiederum entsprehende Proportionalitätsfaktoren.Auf welhe Weise die einzelnen Ausdrüke FT
(m)
S , F T̃ (m)

S , PT (m)
S , P T̃ (m)

S und LBT̃
(m)

S zueiner Gesamtlaufzeit kombiniert werden können, hängt von der Implementierung ab. Ins-besondere davon, zu welhem Zeitpunkt der Datenaustaush vorgenommen wird, welherzu einer Synhronisation der Prozesse führt.Da die beiden Phasen des PIC Algorithmus durh die Kopplung voneinander abhängigsind, liegt die Annahme einer Synhronisation nah jeder Phase nahe. Abbildung 3.6(a)zeigt shematish das zugehörige Ablaufdiagramm. Die Neuzuordnung der Feld- und Teil-hendaten geshieht nah Abshluss der Berehnungen eines Zeitshrittes in einer separa-67



3 Parallelisierungsstrategien für PICten Phase. Unter dieser Annahme kann die Laufzeit abgeshätzt werden zu
TS(Nπ,P) =

M∑

m=1

(
max
iπ∈Π

{
FT

(m)
S (iπ, Nπ,P) + F T̃

(m)
S (iπ, Nπ,P)

}

+ max
iπ∈Π

{
PT

(m)
S (iπ, Nπ,P) + P T̃

(m)
S (iπ, Nπ,P)

} (3.37)
+ max

iπ∈Π

{
LBT̃

(m)

S (iπ, Nπ,P)
})

. (synhroner Fall)Durh eine Duplizierung von Berehnungen kann in bestimmten Fällen der gesamte Daten-austaush zu einem Zeitpunkt nah den Berehnungen eines Zeitshrittes durhgeführt wer-den, so dass einer der Synhronisationspunkte vermieden werden kann. Abbildung 3.6(b)zeigt shematish den Ablauf des Algorithmus für diesen Fall. Welhe Berehnungen zuduplizieren sind, hängt von der Zuordnung der Felddaten zu den Prozessoren ab. Dies sollzu einem späteren Zeitpunkt genauer betrahtet werden (Abshnitt 3.4.6.1). Aufgrunddes Wegfalls des Synhronisationspunktes zwishen den beiden Phasen ergibt sih als Ab-shätzung für die Laufzeit
TS(Nπ,P) =

M∑

m=1

(
max
iπ∈Π

{
FT

(m)
S (iπ, Nπ,P) + F T̃

(m)
S (iπ, Nπ,P)

+ PT
(m)
S (iπ, Nπ,P) + P T̃

(m)
S (iπ, Nπ,P)

} (3.38)
+ max

iπ∈Π

{
LBT̃

(m)

S (iπ, Nπ,P)
})

. (asynhroner Fall)Es handelt sih bei dem durh die erweiterte Zielfunktion gegebenen Optimierungsproblem,wie shon im Falle des Feldlösers, um ein nihtlineares kombinatorishes Optimierungspro-blem [64℄. Bereits für das Optimierungsproblem in Abshnitt 3.3 war die Suhe nah einerStrategie, die zu einer Optimallösung führt, aus den dort erläuterten Gründen niht prak-tikabel, und es kam eine Heuristik zur Anwendung, welhe mit geringem Laufzeitaufwandeine hinreihend gute Lösung lieferte. Durh die Erweiterung der Zielfunktion für den voll-ständigen PIC Algorithmus ist das zu lösende Optimierungsproblem nohmals shwierigergeworden, so dass auh hier wieder Heuristiken entwikelt werden müssen. Ershwert wirddie Lösung durh die Tatsahe, dass sih die Verteilung der Teilhen über das Rehen-gebiet im Verlauf der Simulation in einer Weise ändert, die a priori unbekannt ist. Diezu einer Optimierung im Vorfeld der Simulation notwendige Information der Zuordnungvon Teilhen zu Gitterzellen in jedem Zeitshritt der Berehnung ist somit niht verfügbarund o�enbart sih erst im Laufe der Simulation. Somit muss die Zuordnung von Teilhenund Gitterzellen zu den Prozessoren im Laufe der Simulation basierend auf den sih er-gebenden Werten der p
n (m)

i,p immer wieder dynamish angepasst werden. Diese Änderung68



3.4 Parallelisierung des PIC Algorithmus
StartInitialisierung

Feldlöser(inkl. Datenaustaush)Berehnung derTeilhentrajektorien(inkl. Datenaustaush)LastbalanierungEndzeit teerreiht?Ende ja nein(a)

StartInitialisierung
Feldlöser und Berehnungder TrajektorienDatenaustaushLastbalanierungEndzeit teerreiht?Ende ja nein(b)= SynhronisationspunktAbbildung 3.6: Ablaufdiagramm des parallelen PIC Algorithmus. (a) Der Datenaustaush�ndet nah jeder Berehnungsphase statt. Damit entstehen insgesamt drei Synhronisations-punkte in einem Durhlauf der Shleife. (b) Der Datenaustaush �ndet nah dem vollständi-gen Abshluss der Berehnungen statt. Damit vershwindet einer der Synhronisationspunkte,jedoh ist ein gröÿerer Datenaustaush am Rand der einzelnen Teilgebiete notwendig.der Zuordnung von Objekten zu Prozessoren während der Laufzeit wird als dynamisheLastzuordnung oder auh dynamishe Lastbalanierung bezeihnet [47℄. Die dafür benö-tigte Laufzeit �ieÿt über den Term LBT̃

(m)

S in die Zielfunktion ein. Im Gegensatz dazusteht die statishe Lastzuordnung, wie sie für den Feldlöser ausreihend war. Dabei erfolgtdie Zuordnung der Daten zu den Prozessoren nur ein einziges Mal und ändert sih danahniht mehr.Bevor im folgenden Abshnitt untershiedlihe, im Rahmen der Arbeit entwikelte Lö-
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3 Parallelisierungsstrategien für PICsungsheuristiken vorgestellt und soweit wie möglih theoretish analysiert werden, sollenanhand der Zielfunktionen (3.37) bzw. (3.38), wie bereits für den Feldlöser, noh einigeÜberlegungen angestellt werden, welhe grundsätzlihen Eigenshaften einer Parallelisie-rungsstrategie dazu führen, dass TS tendenziell minimiert wird. Für eine Übersiht überdie wihtigsten Parallelisierungsstrategien für PIC, welhe in der Literatur zu �nden sind,sei auf Anhang C verwiesen.Bei Betrahtung des Terms P T̃ (m)
S fällt auf, dass dieser umso kleiner wird, je mehr Teilhendem gleihen Prozessor zugeordnet werden wie die Gitterzelle, in der sie sih be�nden. Indem Fall, dass eine Parallelisierungsstrategie die Zuordnung der Teilhen an die Zuordnungder Gitterzellen koppelt, d.h. ein Teilhen wird immer genau dem Prozessor zugewiesen,dem auh die Gitterzelle zugeordnet ist, in der sih das Teilhen be�ndet, so wird P T̃

(m)
S = 0und nimmt damit seinen kleinstmöglihen Wert an. In diesem Fall sind die pπ

a (m)
p,iπ

festgelegtals pπ
a (m)
p,iπ

=
∑

i∈I p
n (m)

i,p · πa (m)
i,iπ . (3.39)Der Term LBT̃

(m)

S , welher die benötigte Laufzeit für die Neuzuordnung von Teilhen undGitterzellen im Rahmen der dynamishen Lastbalanierung beshreibt, wird umso klei-ner, je kleiner die Menge an Daten ist, für welhe die Prozessorzuordnung verändert wird.Da LBT̃
(m)

S als einziger Term innerhalb der Zielfunktion von den Entsheidungsvariablenzweier vershiedener Zeitshritte abhängt, nimmt er eine Sonderstellung ein. Seine Be-handlung innerhalb einer Parallelisierungsstrategie soll im nähsten Abshnitt genaueruntersuht werden.3.4.2 Behandlung des LastbalanierungsaufwandesDer Term LBT̃
(m)

S verkoppelt die Entsheidungsvariablen der einzelnen Zeitshritte mit-einander. Ohne Berüksihtigung dieses Terms in der Zielfunktion zerfällt das Optimie-rungsproblem (3.37) bzw. (3.38) inM voneinander unabhängige Probleme. Die Zuordnungder Gitterzellen und Teilhen zum Zeitshritt m kann dann ausshlieÿlih auf den p
n (m)

i,pbasieren. Da sih dadurh die Bewegung groÿer Datenmengen niht mehr negativ auf dieZielfunktion auswirkt, besteht zunähst die Gefahr, Lastbalanierungsverfahren zu kon-struieren, welhe die bestehende Zuordnung der Daten bei der Berehnung einer Neuzu-ordnung vollkommen unberüksihtigt lassen. Das kann dazu führen, dass in jedem Shritteine groÿe Menge an Daten im Rahmen des Lastbalanierungsprozesses auszutaushen ist.Im Wesentlihen existieren zwei Möglihkeiten, dies durh die Konstruktion des Lastba-lanierungsalgorithmus zu vermeiden [71℄.Zum einen ändert sih die Verteilung der Teilhen im Rehengebiet nur langsam. Führt70



3.4 Parallelisierung des PIC Algorithmusnun ein Lastbalanierungsalgorithmus für ähnlihe Teilhenverteilungen zu einer ähnlihenZuordnung von Teilhen und Gitterzellen zu den Prozessoren, so wird automatish ver-mieden, dass eine unnötig groÿe Menge an Daten bewegt werden muss, um zu einer gutenLastverteilung zu kommen.Zum anderen kann ein Lastbalanierungsalgorithmus so konstruiert werden, dass, ausge-hend von der bereits vorliegenden Verteilung der Daten, lediglih inkrementelle Ände-rungen zugelassen werden, so dass die bereits vorliegende Zuordnung von Teilhen undGitterpunkten implizit berüksihtigt wird.Für die im Rahmen der vorliegenden Arbeit entwikelten Lastbalanierungsstrategien kom-men beide Möglihkeiten zum Einsatz, worauf an entsprehender Stelle hingewiesen wird.3.4.3 Dynamishe TeilhenzuordnungEine Zuordnung der Teilhen und Gitterzellen ohne die Berüksihtigung der durh p
n (m)

i,pbeshriebenen Abhängigkeiten führt, trotz idealer Verteilung der Rehenlast, aufgrund ei-nes im Allgemeinen hohen Aufwandes für den Datenaustaush P T̃
(m)
S niht zu einer prak-tikablen Parallelisierungsstrategie wie frühere Untersuhungen zeigten [1, 2℄.In diesem Abshnitt soll daher eine im Rahmen dieser Arbeit entwikelte Parallelisie-rungsstrategie vorgestellt werden, mit deren Hilfe, basierend auf einer bereits gegebenenZuordnung der Gitterzellen zu den verfügbaren Prozessoren, die Zuordnung der Teilhenso bestimmt werden kann, dass die Zielfunktion minimiert wird. Die Zuordnung der Git-terzellen kann mit dem in Abshnitt 3.3.1 oder einem der in Anhang C beshriebenenVerfahren zunähst unabhängig von der Teilhenverteilung vorgenommen werden.Es sei angenommen, dass die Zuordnung der Gitterzellen so erfolgte, dass alle Prozessorendie gleihe Zeit FT0 für den Feldlöser und den damit verbundenen Datenaustaush benö-tigen und dass die Zuordnung der Gitterzellen im Laufe der Simulation niht modi�ziertwird.Wie in Abshnitt 3.4.2 angedeutet, soll der Term LBT̃

(m)

S zwar niht explizit in der Ziel-funktion berüksihtigt werden, jedoh wird der Lastbalanierungsalgorithmus derart kon-struiert, dass sih für eine nur geringfügig modi�zierte Teilhenverteilung auh nur einegeringfügig geänderte Zuordnung der Teilhen zu den Prozessoren ergibt.Unter Berüksihtigung der beshriebenen Annahmen vereinfaht sih die Zielfunktion zu
TS(Nπ,P) = M · FT0 +

M∑

m=1

max
iπ∈Π

{
PT

(m)
S (iπ, Nπ,P) + P T̃

(m)
S (iπ, Nπ,P)

}
. (3.40)Die Summanden in (3.40) sind unabhängig voneinander, da jeder der Summanden nurdie Entsheidungsvariablen für einen bestimmten Zeitshritt enthält. Somit kann jeder71



3 Parallelisierungsstrategien für PICeinzelne Summand separat minimiert werden, und die Betrahtung kann auf die optimierteZuordnung der Teilhen zu den Prozessoren für einen Zeitshritt reduziert werden. Derkonstante AnteilM · FT0 für den Feldlöser spielt für die Optimierung keine Rolle und wirddaher ohne Beshränkung der Allgemeingültigkeit zu Null gesetzt. Für einen beliebigenZeitshritt m lautet die Zielfunktion somit
T

(m)
S (Nπ,P) = max

iπ∈Π

{
PT

(m)
S (iπ, Nπ,P) + P T̃

(m)
S (iπ, Nπ,P)

}
. (3.41)Da die Optimierung für jeden Zeitshritt getrennt erfolgen kann, wird im Folgenden derhohgestellte Index an allen Gröÿen fortgelassen.Für die in Gleihung (3.35) auftretenden Terme soll folgende abkürzende Shreibweiseverwendet werden:

nπ
a iπ ,jπ :=

∑

i∈I P∑

p=1

pπ
a p,iπ ·

π
a i,jπ ·

p
n i,p. (3.42)Auÿerdem sei

siπ :=
∑

i∈I P∑

p=1

π
a i,iπ ·

p
n i,p. (3.43)Die Gröÿe nπ

a iπ ,jπ beshreibt die Anzahl der Teilhen, welhe Prozessor iπ zugeordnet wer-den und sih in einer Gitterzelle be�nden, die Prozessor jπ zugeordnet wurde. Die Gröÿe siπbeshreibt die Gesamtzahl aller Teilhen, welhe sih in Gitterzellen be�nden, die Prozes-sor iπ zugeordnet wurden. Ziel der Optimierung ist, die nπ
a iπ ,jπ basierend auf den Wertenvon siπ so zu bestimmen, dass die Zielfunktion (3.41) minimiert wird. Die Auswahl derTeilhen, d.h. die konkrete Wahl der pπ

a p,iπ , hat dann lediglih so zu erfolgen, dass sihdie berehneten Werte für die nπ
a iπ ,jπ ergeben. Diese Vereinfahung ist möglih, da es sihbei den Teilhen bezüglih der mit ihnen verbundenen Rehenlast um ununtersheidbareObjekte handelt.Die Zielfunktion lässt sih mit Hilfe der Beziehung

P∑

p=1

pπ
a p,iπ =

nπ
a iπ ,iπ +

Nπ∑

jπ = 1

jπ 6= iπ

nπ
a iπ ,jπ , (3.44)welhe sih mit Hilfe von Gleihung (3.17) sowie dem Zusammenhang

∑

i∈I p
n i,p = 1 ∀p ∈ {1 . . . P} (3.45)
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3.4 Parallelisierung des PIC Algorithmusaus Gleihung (3.42) ableiten lässt, vollständig in Abhängigkeit der nπa iπ ,jπ formulieren als
TS(Nπ,P) = max

iπ∈Π

{
βiπ ·

nπ
a iπ ,iπ + (βiπ + γ) ·

Nπ∑

jπ = 1

jπ 6= iπ

nπ
a iπ ,jπ + γ ·

Nπ∑

jπ = 1

jπ 6= iπ

nπ
a jπ,iπ

}
, (3.46)was sih durh Einsetzen von Gleihung (3.42) und (3.44) in Gleihung (3.34) und (3.35)ergibt. Die Nebenbedingung aus Gleihung (3.33) lässt sih sofort auf die neuen Variablenübertragen. Auÿerdem müssen die nπ

a iπ ,jπ sinnvollerweise positiv sein. Die vollständigenNebenbedingungen für das Optimierungsproblem lauten somit
Nπ∑

jπ=1

nπ
a jπ,iπ = siπ ∀iπ ∈ Π, (3.47)
nπ
a iπ ,jπ ≥ 0 ∀iπ, jπ ∈ Π. (3.48)Für die Optimierung soll angenommen werden, dass nπ

a iπ ,jπ ∈ R gilt. Aus dem diskretenOptimierungsproblem wird damit ein kontinuierlihes Optimierungsproblem, welhes sihmit dem in diesem Abshnitt beshriebenen Algorithmus optimal lösen lässt. Im Anshlusswird erläutert, wie die diskreten Werte der nπa iπ ,jπ durh Runden aus den kontinuierlihenbestimmt werden können, um eine gute Approximation für die Lösung des diskreten Op-timierungsproblems zu erhalten. Diese Vereinfahung lässt sih damit rehtfertigen, dassbei einer PIC Simulation die Anzahl der Makroteilhen übliherweise als sehr viel gröÿerangenommen werden kann als die Zahl der Prozessoren des verwendeten Parallelrehners.Deswegen ist zu erwarten, dass die nπa iπ ,jπ so groÿ sein werden, dass sih der relative Fehler,welher durh das Runden der Werte eingeführt wird, kaum bemerkbar mahen wird. Die-ses Vorgehen ist eine zur approximativen Lösung diskreter Optimierungsprobleme häu�gangewandte Strategie [64℄.Ohne Beshränkung der Allgemeingültigkeit sei angenommen, dass
βiπ · siπ ≤ βjπ · sjπ ∀iπ ≤ jπ (3.49)gilt. Ist dies niht der Fall, so kann durh eine Permutation der Prozessoren erreiht wer-den, dass Bedingung (3.49) erfüllt ist.Ausgehend von einem Referenzzustand sollen die nπ

a iπ ,jπ nun iterativ berehnet werden,so dass shlieÿlih die Zielfunktion nah maximal Nπ − 1 Iterationsshritten ihr Minimumannimmt. Die nπ
a iπ ,jπ , welhe sih im n-ten Shritt des Optimierungsalgorithmus ergeben,werden mit nπ

a
(n)

iπ ,jπ bezeihnet. Für das Argument der max{.} Funktion im n-ten Iterati-onsshritt in Gleihung (3.46) wird im Folgenden kurz T (n)
S (iπ) geshrieben. Man beahte,73



3 Parallelisierungsstrategien für PICdass sih der hohgestellte Index nun auf den Iterationsshritt des Optimierungsalgorith-mus bezieht und niht auf den Zeitshritt der Simulation.Die nπ
a

(n+1)

iπ ,jπ ergeben sih aus den Werten der nπ
a

(n)

iπ ,jπ und einer noh zu berehnenden Kor-rektur ∆
nπ
a

(n)

iπ ,jπ . Es gilt
nπ
a

(n+1)

iπ ,jπ =
nπ
a

(n)

iπ ,jπ + ∆
nπ
a

(n)

iπ ,jπ . (3.50)Die Nebenbedingungen aus Gleihung (3.47) und (3.48) gelten natürlih auh für alle imLaufe des Optimierungsverfahrens berehneten Zwishenwerte, so dass
Nπ∑

jπ=1

nπ
a

(n)

jπ ,iπ = siπ ∀iπ ∈ Π, n ∈ N, (3.51)
nπ
a

(n)

iπ ,jπ ≥ 0 ∀iπ, jπ ∈ Π, n ∈ N (3.52)jederzeit erfüllt sein muss. Aus Gleihung (3.51) ergibt sih sofort, dass für die Korrekturen
Nπ∑

jπ=1

∆
nπ
a

(n)

jπ,iπ = 0 ∀iπ ∈ Π, n ∈ N (3.53)gelten muss.Initialisierungsshritt:Die Variablen nπ
a

(0)

iπ ,jπ seien gegeben durh
nπ
a

(0)

iπ ,jπ =

{
siπ falls iπ = jπ
0 sonst. (3.54)Die Werte der T (0)

S (iπ) ergeben sih daher zu
T

(0)
S (iπ) = βiπ · siπ . (3.55)Abbildung 3.7 zeigt den beshriebenen Referenzzustand.Iterationsshritt:Seien die Gröÿen l(n), u(n) ∈ Π so festgelegt, dass gilt:

T
(n)
S (l(n)) = T

(n)
S (iπ) ∀iπ ≤ l(n) ∧ . . .

T
(n)
S (l(n)) < T

(n)
S (iπ) ∀iπ > l(n) (3.56)

74



3.4 Parallelisierung des PIC Algorithmus

iπ

T
(0)
S

(iπ)

1 2 3 4 Nπ − 3 Nπ − 2 Nπ − 1 Nπ

β1s1

β2s2

β3s3

β4s4

βNπ−3sNπ−3

βNπ−2sNπ−2

βNπ−1sNπ−1

βNπ
sNπ

Abbildung 3.7: Ausgehend von dem abgebildeten Referenzzustand, in dem alle Teilhen demProzessor zugeordnet werden, dem die Gitterzelle zugeordnet ist, in der sie sih be�nden, wirddie Optimierung vorgenommen.sowie
T

(n)
S (u(n)) = T

(n)
S (iπ) ∀iπ ≥ u(n) ∧ . . .

T
(n)
S (u(n)) > T

(n)
S (iπ) ∀iπ < u(n). (3.57)Abbildung 3.8 illustriert die beiden Gröÿen l(n) und u(n). Da der Wert der Zielfunktionwegen des max{.} Ausdruks durh die T (n)

S (u(n) . . . Nπ) bestimmt wird, müssen diese zurReduktion des Wertes der Zielfunktion alle reduziert werden. Das wird dadurh erreiht,dass die Gruppe der Prozessoren u(n) . . . Nπ Teilhen an die Prozessoren 1 . . . l(n) abgibt.Dies geshieht so lange, bis entweder T (n)
S (iπ) = T

(n)
S (jπ) ∀iπ, jπ ∈ Π gilt, oder einer derProzessoren u(n) . . . Nπ keine Teilhen mehr besitzt, die abgegeben werden könnten. Damitergeben sih die folgenden Abbruhbedingungen.Falls

T
(n)
S (iπ) = T

(n)
S (jπ) ∀iπ, jπ ∈ Π (3.58)gilt, dann ist der bestmöglihe Zustand erreiht und das Verfahren wird beendet. Ebensowird das Verfahren beendet, falls es einen Prozessor iπ mit iπ ≥ u(n) gibt, für den

nπ
a

(n)

iπ ,iπ = 0 (3.59)oder
βiπ < γ (3.60)75
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iπ

T
(n)
S

(iπ)

1 2 3 4 Nπ − 3 Nπ − 2 Nπ − 1 Nπ

T
(n)
S

(l(n) + 1) − T
(n)
S

(l(n))

T
(n)
S

(u(n)) − T
(n)
S

(u(n) + 1)

u(n)l(n)Abbildung 3.8: Alle Prozessoren mit iπ ≥ u(n) oder iπ ≤ l(n) besitzen den gleihen Wertfür T
(n)
S (iπ).gilt, da auh in diesem Fall der Zustand niht mehr verbessert werden kann. Ansonstenwerden die ∆

nπ
a

(n)

iπ ,jπ wie folgt bestimmt.Zunähst wird die Gesamtzahl der Teilhen berehnet, welhe insgesamt von der Gruppeder Prozessoren u(n) . . . Nπ an die Prozessoren 1 . . . l(n) abgegeben werden sollen. Dazumuss eine Falluntersheidung bezüglih l(n) und u(n) vorgenommen werden.Fall 1: l(n) < u(n) − 1Die Gröÿen ∆
nπ
a

(n)

iπ ,jπ sollen so bestimmt werden, dassentweder l(n+1) ≥ l(n) + 1 oder u(n+1) ≤ u(n) − 1 (3.61)gilt. Es dürfen nur maximal so viele Teilhen von jedem Prozessor abgegeben werden, dassdie Nebenbedingung (3.52) niht verletzt wird. Diese Bedingung impliziert, dass der Wertvon T (n)
S (u(n) . . . Nπ) nur um maximal

∆T
(n)
S max := min

iπ∈{u(n)...Nπ}

{
(βiπ − γ) ·

nπ
a

(n)

iπ ,iπ

} (3.62)reduziert werden kann. Bezeihne ∆
nπ
a

(n) die insgesamt von den Prozessoren der Grup-pe u(n) . . . Nπ an die Prozessoren der Gruppe 1 . . . l(n) abgegebene Teilhenzahl. Damitsih l(n+1) ≥ l(n) + 1 ergibt oder einer der Prozessoren u(n) . . . Nπ keine Teilhen mehr be-76



3.4 Parallelisierung des PIC Algorithmussitzt, muss
∆
nπ
a

(n)

1 = min
{

∆T
(n)
S max ;

(
T

(n)
S (l(n) + 1) − TS(l(n))

)}
·
l(n)∑

iπ=1

1

βiπ + γ
(3.63)sein. Damit u(n+1) ≤ u(n) − 1 gilt muss entsprehend

∆
nπ
a

(n)

2 = min
{

∆T
(n)
S max ;

(
T

(n)
S (u(n)) − TS(u(n) − 1)

)}
·

Nπ∑

iπ=u(n)

1

βiπ − γ
(3.64)gelten. Die tatsählihe Anzahl an Teilhen, welhe abgegeben wird, wird gemäÿ

∆
nπ
a

(n)
:= min

{
∆
nπ
a

(n)

1 ; ∆
nπ
a

(n)

2

} (3.65)gewählt.Fall 2: l(n) = u(n) − 1Falls l(n) = u(n) − 1 gilt, muss die Bestimmung von ∆
nπ
a

(n) etwas anders erfolgen. Wieder-um werden nur Teilhen von der Gruppe der Prozessoren u(n) . . . Nπ an Prozessoren derGruppe 1 . . . l(n) abgegeben. Der Wert von ∆
nπ
a

(n) wird in diesem Fall so gewählt, dassentweder
T

(n+1)
S (u(n) . . . Nπ) = T

(n+1)
S (1 . . . l(n)) (3.66)gilt, oder ein Prozessor der Gruppe u(n) . . . Nπ keine Teilhen mehr besitzt. Der Ausdruk inGleihung (3.62) gibt wiederum den maximalenWert an, um den T (n)

S (u(n) . . . Nπ) reduziertwerden kann. Bei einer Abgabe von insgesamt ∆
nπ
a

(n) Teilhen ändert sih T (n)
S (1 . . . l(n))gemäÿ

∆T
(n)
S (1 . . . l(n)) =

∆
nπ
a

(n)

l(n)∑
kπ=1

1
βkπ +γ

(3.67)und T (n)
S (u(n) . . . Nπ) gemäÿ

∆T
(n)
S (u(n) . . . Nπ) = −

∆
nπ
a

(n)

Nπ∑
kπ=u(n)

1
βkπ−γ

. (3.68)Damit ergibt sih zunähst aus der Bedingung (3.66)
T

(n)
S (u(n) . . . Nπ) + ∆T

(n)
S (u(n) . . . Nπ) = T

(n)
S (1 . . . l(n)) + ∆T

(n)
S (1 . . . l(n)). (3.69)77



3 Parallelisierungsstrategien für PICEinsetzen von Gleihung (3.67) und (3.68) in Gleihung (3.69) ergibt
∆
nπ
a

(n)
=
T

(n)
S (u(n) . . . Nπ) − T

(n)
S (1 . . . l(n))

1

l(n)P
kπ=1

1
βkπ

+γ

+ 1
NπP

kπ=u(n)

1
βkπ

−γ

. (3.70)
Falls von Gleihung (3.70) Bedingung (3.62) verletzt wird, so muss ∆

nπ
a

(n) stattdessengewählt werden gemäÿ
∆
nπ
a

(n)
= ∆T

(n)
S max · Nπ∑

iπ=u(n)

1

βiπ − γ
. (3.71)Damit ist die Falluntersheidung beendet und aus dem Wert von ∆

nπ
a

(n) können die Werteder ∆
nπ
a

(n)

iπ ,jπ bestimmt werden.Damit die T (n+1)
S für die Prozessoren der Gruppe 1 . . . l(n) und u(n) . . . Nπ um den gleihenWert erhöht bzw. reduziert werden, müssen die insgesamt von der Gruppe der Prozesso-ren u(n) . . . Nπ an die Gruppe 1 . . . l(n) abzugebenden Teilhen entsprehend verteilt werden.Von den insgesamt von der Gruppe der Prozessoren u(n) . . . Nπ abgegebenen Teilhen mussdaher ein Anteil von

∆
nπ
a

(n)

.,jπ

∆
nπ
a

(n)
=

1
βjπ−γ

Nπ∑
kπ=u(n)

1
βkπ−γ

(3.72)auf Prozessor jπ aus dieser Gruppe entfallen, wobei ∆
nπ
a

(n)

.,jπ de�niert ist als
∆
nπ
a

(n)

.,jπ :=
Nπ∑

kπ=u(n)

∆
nπ
a

(n)

kπ ,jπ , (3.73)also als Gesamtanzahl der Teilhen, die Prozessor jπ an die Gruppe der Prozessoren 1 . . . l(n)abgeben muss. Die ∆
nπ
a

(n)

.,jπ von Prozessor jπ abgegebenen Teilhen sollen so auf die Pro-zessoren 1 . . . l(n) verteilt werden, dass sie den Wert von T (n)
S für jeden dieser Prozessorenum den gleihen Wert erhöhen. Es folgt daher für einen Prozessor iπ aus dieser Gruppe

∆
nπ
a

(n)

iπ ,jπ

∆
nπ
a

(n)

.,jπ

=

1
βiπ +γ

l(n)∑
kπ=1

1
βkπ +γ

. (3.74)
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3.4 Parallelisierung des PIC Algorithmus
Somit ergeben sih die gesuhten Werte der ∆

nπ
a

(n)

iπ ,jπ zu
∆
nπ
a

(n)

iπ ,jπ =

1
βiπ +γ

Nπ∑
kπ=u(n)

1
βkπ +γ

·

1
βjπ−γ

l(n)∑
kπ=1

1
βkπ−γ

·∆
nπ
a

(n)
∀iπ ∈ {1 . . . l(n)}, jπ ∈ {u(n) . . . Nπ}. (3.75)

Aus Gleihung (3.53) ergibt sih weiterhin, dass
∆
nπ
a

(n)

jπ,jπ = −

l(n)∑

iπ=1

∆
nπ
a

(n)

iπ ,jπ (3.76)gelten muss. Die verbleibenden ∆
nπ
a

(n)

iπ ,jπ werden zu Null gesetzt. Damit ist der Iterations-shritt beendet. Abbildung 3.9 illustriert den Ablauf des Optimierungsverfahrens.Das beshriebene Verfahren führt zu einer Optimallösung für den Fall nπa (n)

iπ ,jπ ∈ R. Für denBeweis dieser Behauptung sei auf Anhang D verwiesen.Aus der Lösung des kontinuierlihen Optimierungsproblems muss nun eine gute Approxi-mation an die Optimallösung des diskreten Optimierungsproblems bestimmt werden. Dieskann für praktishe Zweke dadurh erfolgen, dass die berehneten kontinuierlihen Wertewie folgt modi�ziert werden. Werden mit nπ
a iπ ,jπ nun wieder die diskreten Variablen be-zeihnet und mit nπa (n)

iπ ,jπ ∈ R die Werte, die sih nah Abshluss des Optimierungsverfahrensergeben, so kann durh
nπ
a iπ ,jπ = ⌊

nπ
a

(n)

iπ ,jπ⌋ ∀iπ 6= jπ (3.77)
nπ
a iπ ,iπ = siπ −

Nπ∑

jπ = 1

jπ 6= iπ

nπ
a jπ ,iπ (3.78)eine zulässige Lösung des diskreten Optimierungsproblems gefunden werden, welhe nahan der berehneten Optimallösung liegt.Wird das Verfahren verwendet, um eine Neuverteilung der Teilhen vorzunehmen, so exis-tiert bereits eine Zuordnung der Teilhen auf die Prozessoren, von der ausgehend derberehnete Zustand erreiht werden muss. Daher ist nun aus den berehneten Wertender nπ

a iπ ,jπ zu bestimmen, für welhe Teilhen die Prozessorzuordnung verändert werdenmuss. Bezeihne nπ
a

alt
iπ ,jπ die vorhandene Zuordnung der Teilhen und nπ

a
neu
iπ ,jπ die gemäÿ dem79
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Start

(3.58) oder(3.59) oder(3.60) erfüllt?Ende
l(n) < u(n) − 1wähle ∆

nπ
a

(n)gemäÿ (3.65) wähle ∆
nπ
a

(n)gemäÿ (3.70) bzw.(3.71)
berehne nπ

a
(n+1)

iπ,jπgemäÿ (3.75) und(3.76)
nπ
a

(n+1)

iπ,jπ

=
nπ
a

(n)

iπ,jπ

+ ∆
nπ
a

(n)

iπ,jπ

ja neinja nein

Abbildung 3.9: Das oben stehende Ablaufdiagramm illustriert das in Abshnitt 3.4.3 be-shriebene Optimierungsverfahren.Optimierungsverfahren berehnete neue Zuordnung der Teilhen, so ergibt sih eine Än-derung gemäÿ
∆
nπ
a iπ ,jπ =

nπ
a

neu
iπ ,jπ −

nπ
a

alt
iπ ,jπ , (3.79)wobei ein negativer Wert von ∆

nπ
a iπ ,jπ ausdrükt, dass eine entsprehende Anzahl vonTeilhen von Prozessor iπ an Prozessor jπ abgegeben werden muss. Ein positiver Wertzeigt an, dass die entsprehende Anzahl an Teilhen von jπ an iπ abgegeben werden muss.80
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()Abbildung 3.10: Speedup Werte für die Integration der Teilhentrajektorien vor undnah Anwendung des in Abshnitt 3.4.3 beshriebenen Algorithmus für vershiedene Wertevon β/γ, wobei es sih bei β um die zur Ausführung der Trajektorienberehnung pro Zeitshrittund pro Teilhen benötigte Laufzeit handelt und γ die Laufzeit beshreibt, welhe zum Aus-taush der Felddaten pro Zeitshritt und pro nihtlokalem Teilhen benötigt wird. Der idealeVerlauf des Speedup ist gestrihelt eingezeihnet. (a) Die Teilhen sind über das kompletteRehengebiet gleihmäÿig verteilt. (b) Die Teilhen konzentrieren sih in 10% der Gitterzellendes Rehengebietes. () Die Teilhen konzentrieren sih in 1% der Zellen des Rehengebietes.
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3 Parallelisierungsstrategien für PICDa sih die Teilhenverteilung von einem Zeitshritt zum nähsten nur langsam ändertund sih damit auh die siπ tendenziell langsam ändern, wird das Optimierungsverfahrenzu einer ähnlihen Zuordnung der Teilhen führen, wie sie bereits vorliegt
nπ
a

neu
iπ ,jπ ≈

nπ
a

alt
iπ ,jπ , (3.80)so dass für die ∆

nπ
a iπ ,jπ und somit auh für LBT̃ (m)

S kleine Werte zu erwarten sind.Die Graphen in Abbildung 3.10 zeigen den zu erwartenden Speedup für die Trajektori-enberehnung inklusive dem benötigten Datenaustaush, nahdem die Teilhen nah demoben beshriebenen Algorithmus den Prozessoren zugeordnet wurden. Die Werte wurdenüber die in der Zielfunktion angenommenen Abhängigkeiten von PT
(m)
S und P T̃

(m)
S füruntershiedlih stark lokalisierte Teilhenverteilungen bestimmt (siehe Gleihung (3.46)).Die Gebietszerlegung wurde mit Hilfe einer RCB vorgenommen. Es zeigt sih, dass sihdie Skalierbarkeit vershlehtert, je stärker sih die Teilhen in einem kleinen Teil desRehengebietes konzentrieren. Dieses Verhalten resultiert daraus, dass bei einer stark lo-kalisierten Teilhenverteilung sehr viele Teilhen Felddaten aus einem kleinen Teil desRehengebietes benötigen. Diese Felddaten sind einigen wenigen oder nur einem einzelnenProzessor zugeordnet. Für diese Prozessoren entsteht ein �Kommunikationshotspot�, d.h.diese Prozessoren müssen groÿe Datenmengen senden und empfangen, was die erreihbarePerformane vershlehtert. Der E�ekt wird umso gröÿer, je kleiner das Verhältnis derbeiden Gröÿen β und γ zueinander ist.3.4.4 Adaptive Bounding BoxDas im vorigen Abshnitt vorgestellte Verfahren führt bei räumlih stark lokalisierten Teil-henverteilungen, wie in Abbildung 3.10 gezeigt, zu �Kommunikationshotspots�, welhe diePerformane erheblih vershlehtern können. Bei der Konstruktion des Verfahrens wurdeangenommen, dass der Austaush der benötigten Feld- und Stromdaten pro Teilhen er-folgt, was dazu führt, dass für stark lokalisierte Teilhenverteilungen eine groÿe Redundanzbei den ausgetaushten Daten entsteht.Um dies zu vermeiden, wurde in [72, 73, 4℄ eine Parallelisierungsstrategie vorgeshlagenund in [74℄ untersuht, welhe den Datenaustaush für diesen Fall reduzieren kann. Beidieser Variante werden sowohl die Teilhen als auh die Gitterzellen so auf die Prozessorenverteilt, dass die Rehenlast ideal balaniert ist, d.h. es gilt

FT
(m)
S (iπ, Nπ,P) = FT

(m)
S (jπ, Nπ,P) ∀iπ, jπ ∈ Π, (3.81)

PT
(m)
S (iπ, Nπ,P) = PT

(m)
S (jπ, Nπ,P) ∀iπ, jπ ∈ Π. (3.82)
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3.4 Parallelisierung des PIC AlgorithmusNun wird in jedem Zeitshritt die kleinste Menge an Gitterzellen (Bounding Box) B(m)minbestimmt, die alle Gitterzellen enthält, auf deren Feld- bzw. Stromwerte für die Trajekto-rienberehnung zugegri�en werden muss. Die Felddaten der Gitterzellen in diesem Bereihwerden durh eine globale Kommunikationsoperation an alle Prozessoren vershikt. DieStromdaten werden nah Abshluss der Berehnungen auf allen Prozessoren, wiederummittels einer globalen Kommunikationsoperation, akkumuliert. In der im Rahmen der Ar-beit durhgeführten Implementierung erfolgte der Datenaustaush in beiden Fällen mittelsder Funktion MPI_Allredue. Abbildung 3.11 illustriert den Anwendungsfall des Verfah-rens.Bei einer theoretishen Analyse stellt sih heraus, dass der Algorithmus niht skalierbarist. Die Skalierbarkeitsanalyse soll im Folgenden vorgestellt werden und erfolgt unter derAnnahme eines Parallelrehners mit gleihartigen Prozessoren, das heiÿt es gilt αiπ = αund βiπ = β.Da sowohl die Gitterzellen als auh die Teilhen gleihmäÿig den verfügbaren Prozessorenzugeordnet werden, ergibt sih die reine Rehenzeit pro Zeitshritt für den Feldlöser bzw.für die Integration der Trajektorien zu
FT

(m)
S (iπ, Nπ,P) = α ·

N
Nπ

PT
(m)
S (iπ, Nπ,P) = β ·

P (m)

Nπ

∀iπ ∈ Π. (3.83)Diese Werte sind aufgrund der idealen Lastbalanierung für jeden der beteiligten Prozes-soren gleih. In jedem Zeitshritt müssen die Felddaten für diejenigen Zellen ausgetaushtwerden, welhe zu B(m)min gehören. Somit lässt sih die Laufzeit für den benötigten Austaushder Felddaten einerseits, sowie der Stromdaten andererseits abshätzen zu
P T̃

(m)
S (iπ, Nπ,P) = κ|B

(m)min| log (Nπ) ∀iπ ∈ Π, (3.84)wobei κ ein Proportionalitätsfaktor ist. Bei einer Punkt-zu-Punkt Kommunikationsope-ration zwishen den Prozessoren würde P T̃
(m)
S proportional zu Nπ ansteigen. Durh dieVerwendung der e�zienteren globalen Kommunikationsoperation (MPI_Allredue) kanndies auf den oben angegebenen Zusammenhang reduziert werden [47℄. Als Abshätzungfür den Term F T̃

(m)
S folgt mit den Überlegungen aus Abshnitt 3.3.2

F T̃
(m)
S (iπ, Nπ,P) = ζ ·

(
N
Nπ

) 2
3

∀iπ ∈ Π. (3.85)Es ergibt sih somit als Abshätzung für die benötigte Laufzeit in Zeitshritt m
T

(m)
S (Nπ,P) = FT

(m)
S (iπ, Nπ,P) + F T̃

(m)
S (iπ, Nπ,P) + PT

(m)
S (iπ, Nπ,P) + P T̃

(m)
S (iπ, Nπ,P)

= α ·
N
Nπ

+ ζ ·

(
N
Nπ

) 2
3

+ β ·
P (m)

Nπ

+ κ|B
(m)min| log (Nπ) . (3.86)
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3 Parallelisierungsstrategien für PICFür hinreihend groÿe Simulationsprobleme N ≫ Nπ kann der zweite Summand gegen-über dem ersten vernahlässigt werden. Damit ergibt sih als Abshätzung für die E�zienzin Zeitshritt m gemäÿ der De�nition (2.49)
E

(m)
S (Nπ,P) =

T
(m)
S (1,P)

Nπ · T
(m)
S (Nπ,P)

≈
1

1 +
κ|B(m)min|/N
α+βP (m)/NNπ log (Nπ)

. (3.87)Um mit Hilfe des Ausdruks in Gleihung (3.87) die Isoe�zienzfunktion ableiten undsomit die Skalierbarkeit untersuhen zu können, muss der Zusammenhang zwishen denParametern N, P (m) sowie B(m)min untersuht werden, um zu einem einzigen Parameter zukommen, der die Problemgröÿe beshreibt.Die Anzahl der Gitterzellen, für die Felddaten auszutaushen sind, ist bei einem homogenenGitter proportional zur Anzahl der gesamten Gitterzellen. Es gilt
|B

(m)min| ∝ N. (3.88)Bei einer sinnvollen Simulation wird die Teilhenanzahl P (m) niht unabhängig von derAnzahl der Gitterzellen verändert. Vielmehr wird bei einer besseren räumlihen Au�ösungdurh eine gröÿere Anzahl an Gitterzellen auh eine gröÿere Anzahl an Teilhen benötigt,so dass das Verhältnis der Anzahl an Teilhen zu der Anzahl an Gitterzellen ungefährgleih bleibt. Es folgt
P (m) ∝ N. (3.89)Unter Voraussetzung der Gleihungen (3.88) und (3.89) wird der Ausdruk für die E�zi-enz in Gleihung (3.87) unabhängig von den Parametern N, P (m) sowie B(m)min, welhe dieProblemgröÿe beshreiben. Somit kann durh eine Erhöhung der Problemgröÿe bei kon-stanter Anzahl an Prozessoren niht erreiht werden, dass die E�zienz ansteigt. Damit istdiese Parallelisierungsstrategie niht skalierbar und die Isoe�zienzfunktion existiert niht.Trotz dieses negativen Ergebnisses kann die Strategie für Simulationsprobleme mit räum-lih stark lokalisierter Teilhenverteilung reht gute Performaneergebnisse erreihen, wiein Kapitel 4 gezeigt werden wird.3.4.5 Statishe GebietszerlegungInteressant ist eine Betrahtung der sih mit dem in Abshnitt 3.4.3 beshriebenen Ver-fahren ergebenden Zuordnung der Teilhen für γ ≪ min

iπ∈Π
{βiπ} sowie γ > max

iπ∈Π
{βiπ}.Der erste Fall modelliert einen Parallelrehner mit einem Verbindungsnetzwerk sehr hoherBandbreite, während der zweite Fall einen Parallelrehner mit einem Verbindungsnetzwerk84



3.4 Parallelisierung des PIC Algorithmus
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Partitionierung für Feldlöser
Bounding Box B(m)minAbbildung 3.11: Illustriert das in Abshnitt 3.4.4 beshriebene Verfahren für Nπ = 6. DieFelddaten innerhalb des grau shra�erten Bereihes (Bounding Box B

(m)min) werden allen Pro-zessoren über eine globale Kommunikationsoperation bekannt gemaht. Für eine räumlihstark lokalisierte Teilhenverteilung kann dies zu einer Reduktion redundanter Kommunika-tion führen.niedriger Bandbreite modelliert. Insbesondere für Parallelrehner aus der Klasse der Mul-tiomputer wird tendenziell eher der zweite als der erste Fall auftreten.Im ersten Fall kann P T̃
(m)
S gegenüber PT

(m)
S vernahlässigt werden, und es ist sofort er-sihtlih, dass dies im Grenzfall γ = 0 zu einer Zuordnung der Teilhen auf die Prozessorenführt, bei der PT (m)

S (iπ, Nπ,P) = PT
(m)
S (jπ, Nπ,P) ∀iπ, jπ ∈ Π gilt, bei der also die Rehen-last balaniert ist.Im zweiten Fall ergibt sih wegen der Abbruhbedingung (3.60), dass das Verfahren zueinem Zustand führt, bei dem die Zuordnung der Teilhen direkt an die Zuordnung derGitterzellen gekoppelt wird, denn es ergibt sih sofort, dass im resultierenden Zustand

nπ
a iπ ,jπ =

{
siπ falls iπ = jπ
0 sonst (3.90)gilt. Somit wird die Zuordnung der Teilhen gemäÿpπ

a (m)
p,iπ

=
∑

i∈I p
n (m)

i,p · πa (m)
i,iπ (3.91)vorgenommen und der Term P T̃

(m)
S in der Zielfunktion vershwindet, was sih durh Ein-setzen von Gleihung (3.91) in Gleihung (3.35) leiht überprüfen lässt.In den vergangenen Jahren wurden zahlreihe PIC Implementierungen vorgestellt, welheauf dem Prinzip einer statishen Gebietszerlegung und einer mit dieser gekoppelten Zuord-nung der Teilhen gemäÿ Gleihung (3.91) basieren (siehe z.B. [6, 7, 5, 8℄). Im Folgenden85



3 Parallelisierungsstrategien für PICsoll durh eine Skalierbarkeitsanalyse gezeigt werden, dass diese Strategie für bestimmteTeilhenverteilungen problematish sein kann. Der für die Strategie kritishe Fall ist der-jenige, bei dem sih ein groÿer Teil der Teilhen in Gitterzellen be�ndet, die dem gleihenProzessor zugeordnet sind.Bei der folgenden Skalierbarkeitsanalyse wird ein beliebiger Zeitshritt m betrahtet. Indem betrahteten Zeitshritt seien die Teilhen so im Rehengebiet verteilt, dass sie auf-grund von Gleihung (3.91) einem einzigen Prozessor zugewiesen werden und für keines derTeilhen während des Zeitshrittes die Prozessorzuordnung geändert werden muss. Da beivielen Simulationsproblemen, insbesondere bei der Simulation der Teilhendynamik inner-halb von Beshleunigerstrukturen, wie z.B. der in Abshnitt 4.2 vorgestellten Anordnung,räumlih stark lokalisierte Teilhenverteilungen auftreten, die sih bei der beshriebenenParallelisierungsstrategie tendenziell in wenigen oder tatsählih nur einer einzigen Parti-tion konzentrieren, tritt dieser Fall durhaus bei der Simulation praxisrelevanter Anord-nungen in Ersheinung. Auÿerdem soll angenommen werden, dass die Berehnungen aufeinem Parallelrehner mit gleihartigen Prozessoren vorgenommen und die Gitterzellen soden Prozessoren zugeordnet werden, dass
max
iπ∈Π

{
FT

(m)
S (iπ, Nπ,P) + F T̃

(m)
S (iπ, Nπ,P)

}
= α

N
Nπ

+ ζ

(
N
Nπ

) 2
3

, (3.92)angenommen werden kann (vgl. Gleihung (3.29)), was einer gleihmäÿigen Verteilungder Gitterzellen auf die Prozessoren mittels einer Partitionierung wie in Abshnitt 3.3.1entspriht.Da die Teilhen einem einzigen Prozessor zugewiesen sind und wegen P T̃
(m)
S = 0 folgt, dass

max
iπ∈Π

{
PT

(m)
S (iπ, Nπ,P) + P T̃

(m)
S (iπ, Nπ,P)

}
= βP (m) (3.93)gilt. Es ergibt sih als Abshätzung für die Laufzeit des betrahteten Zeitshrittes

T
(m)
S (Nπ,P) = α

N
Nπ

+ ζ

(
N
Nπ

) 2
3

+ βP (m). (3.94)Für Probleme mit N ≫ Nπ kann der zweite Summand in guter Näherung vernahlässigtwerden und es folgt
T

(m)
S (Nπ,P) ≈ α

N
Nπ

+ βP. (3.95)Wie bereits bei der Skalierbarkeitsanalyse in Abshnitt 3.4.4 soll aus den dort erläutertenGründen auh nun wieder die sinnvolle Annahme getro�en werden, dass die verwendeteAnzahl an Makroteilhen mit der Anzahl an Gitterzellen verknüpft ist. Somit gilt miteinem Proportionalitätsfaktor k(m)

P (m) = k(m)N, (3.96)86



3.4 Parallelisierung des PIC Algorithmusso dass die Problemgröÿe nun allein mit N beshrieben werden kann. Somit ergibt sihals Abshätzung für die E�zienz der Berehnungen in Zeitshritt m
E(m)(Nπ,P) =

T
(m)
S (1,P)

Nπ · T
(m)
S (Nπ,P)

=
α+ βk(m)

α+ βk(m)Nπ

. (3.97)Damit lässt sih ein Abfallen der E�zienz durh eine Erhöhung der Problemgröÿe nihterreihen und die Parallelisierungsstrategie ist für den betrahteten Fall niht skalierbar.Da die mit den Teilhen verbundenen Berehnungen einem einzigen Prozessor zugeordnetwerden, wirken sih diese wie ein niht parallelisierbarer Anteil auf die Laufzeit aus. Diesist genau der Fall, für den in Abshnitt 2.4.3.2 das Amdahlshe Gesetz hergeleitet wur-de [50℄. Folglih ergibt sih für den betrahteten Fall ein maximal erzielbarer Speedup S∞in Zeitshritt m von
S(m)
∞ = 1 +

α

k(m)β
. (3.98)Abgesehen von der fehlenden Skalierbarkeit ist der betrahtete Fall noh aus einem ande-ren Grund kritish.Da insbesondere bei Multiomputern die Gröÿe des jedem Prozessor zur Verfügung stehen-den Arbeitsspeihers begrenzt ist, führt die betrahtete Situation, dass alle Teilhen einemeinzigen Prozessor zugeordnet werden, bei entsprehender Problemgröÿe dazu, dass dieTeilhendaten niht mehr im Arbeitsspeiher gehalten werden können, was, abhängig vomverwendeten Parallelrehner und/oder Betriebssystem, entweder zu einem Auslagern derDaten auf die Festplatte, was bedingt durh die wesentlih höhere Zugri�szeit die Laufzeitstark ansteigen lässt, oder zu einem vollständigen Abbruh der Berehnungen führen kann.3.4.6 Dynamishe GebietszerlegungParallelisierungsstrategien, welhe die Zuordnung der Teilhen mit derjenigen der Git-terzellen gemäÿ Gleihung (3.91) koppeln, besitzen die besonders für Multiomputer miteinem Verbindungsnetzwerk niedriger Bandbreite attraktive Eigenshaft, dass alle zur Be-rehnung der Teilhentrajektorien benötigten Daten im lokalen Speiher verfügbar sindund somit der Term P T̃

(m)
S in der Zielfunktion vershwindet. Durh die sih während derLaufzeit ändernde Verteilung der Teilhen im Rehengebiet können jedoh die in Ab-shnitt 3.4.5 erläuterten Probleme entstehen. Im Folgenden sollen zwei im Rahmen dieserArbeit untersuhte Parallelisierungsstrategien vorgestellt werden, die diese Probleme durheine dynamishe Neuzuordnung der Gitterzellen und den mit diesen verbundenen Teilhen87



3 Parallelisierungsstrategien für PICabshwähen können. Die erste der beiden Strategien basiert auf einem von Campbell,Carmona und Walker vorgeshlagenen Verfahren [9℄, welhes in [10, 11, 12, 75℄ zurParallelisierung vershiedener PIC Codes eingesetzt wurde. Es basiert auf dem in Ab-shnitt 3.3.1 zur Parallelisierung des Feldlösers beshriebenen Verfahren der RekursivenKoordinaten Bisektionierung [66℄. Die Formulierung erfolgte bislang lediglih für Parallel-rehner mit gleihartigen Prozessoren. Es soll hier in verallgemeinerter Form vorgestelltwerden, die eine Implementierung für Parallelrehner mit Prozessoren untershiedliherLeistungsfähigkeit erlaubt.Bei der zweiten Strategie handelt es sih um ein im Rahmen der Arbeit entwikeltes Ver-fahren, welhes neben der dynamishen Balanierung der Rehenlast zwishen den Prozes-soren durh die geshikte Anordnung der Daten im Speiher die Speiherhierarhie (Ca-hes) moderner Rehner ausnutzen kann, zum Preis eines etwas höheren Aufwandes fürden Datenaustaush. Zudem ermögliht es eine Diskretisierung des Rehengebietes, wel-he besser auf das Simulationsproblem zugeshnitten werden kann und dadurh wenigerRehnerressouren benötigt3.4.6.1 Rekursive Koordinaten BisektionierungZunähst soll erläutert werden, wie durh das Duplizieren eines Teiles der Rehenlast fürden Feldlöser erreiht werden kann, dass der Synhronisationspunkt zwishen der Feld-löserphase und der Trajektorienberehnung fortgelassen werden, und der Datenaustaushnah Abshluss aller Berehnungen eines Zeitshrittes erfolgen kann [12℄. Dies ermöglihtdie Formulierung der Zielfunktion in der in Gleihung (3.38) angegebenen Form.Um den Datenaustaush für den Feldlöser erst nah Abshluss der Trajektorienberehnungdurhführen zu können, muss gewährleistet sein, dass sämtlihe Feldwerte, auf die bei derBerehnung der Trajektorien sowie bei der Zeitintegration der Gitterspannungen zugegrif-fen werden muss, im lokalen Speiher des entsprehenden Prozessors verfügbar sind. ImFalle der verwendeten trilinearen Interpolation bedeutet dies, dass für jede Gitterzelle, dieeinem Prozessor mitsamt der in ihr enthaltenen Teilhen zugeordnet wurde, die Felddatenderjenigen Zellen lokal verfügbar sein müssen, die an die Zelle angrenzen (vgl. Abbil-dung 3.5(a)). Um die aktuellen Werte dieser Felddaten zu besitzen, müssen diese entwedernah der Feldlöserphase zwishen den Prozessoren ausgetausht werden, was die uner-wünshte Synhronisation der Prozessoren zur Folge hätte, oder sie müssen lokal bereh-net werden. Zu deren lokaler Berehnung werden wiederum die Felddaten weiterer Zellengemäÿ der in Abshnitt 3.3 analysierten Abhängigkeiten benötigt. Für die durh eine RCBerstellte Partitionierung kann durh eine Erweiterung der Gebiete mit einer zwei Zellendiken Shiht von Geisterzellen, deren Felddaten zu Beginn jedes Zeitshrittes von dem88



3.4 Parallelisierung des PIC Algorithmus

(a) (b)

Partitionsgrenze

GeisterzellenAbbildung 3.12: (a) Die Gebiete werden um eine zwei Zellen dike �Shiht von Geister-zellen� erweitert. Zu Beginn eines Zeitshrittes werden die den Geisterzellen zugeordnetenFelddaten von den entsprehenden Prozessoren geholt. Dies ermögliht die lokale Berehnungaller Felddaten, welhe für die folgende Trajektorienberehnung benötigt werden. (b) illustriertdas rekursive Vershieben der Gebietsgrenzen im Rahmen einer dynamishen Lastbalanie-rung.entsprehenden Prozessor geholt werden müssen, erreiht werden, dass alle zur lokalenBerehnung der bei der Interpolation benötigten Feldwerte lokal vorhanden sind. Abbil-dung 3.12 illustriert, für eine einfahe Partitionsgrenze, die Felddaten welher Zellen fürdie mit der linken Partition verbundenen Berehnungen ausgetausht werden müssen.Wie bereits bei dem in Abshnitt 3.4.3 vorgestellten Verfahren soll der Aufwand für dieNeuzuordnung der Teilhen und Gitterzellen in der Zielfunktion niht explizit berüksih-tigt werden. Stattdessen wird die Neuzuordnung basierend auf der bereits bestehenden Zu-ordnung durh inkrementelle Veränderungen derselben vorgenommen, und so der Aufwandfür den mit der Lastbalanierung verbundenen Datenaustaush gering gehalten. Unter derAnnahme N ≫ Nπ soll der Term F T̃ vS ernahlässigt werden. Unter Berüksihtigung dieserVereinfahungen lautet die Zielfunktion
TS(Nπ,P) =

M∑

m=1

max
iπ∈Π

{
FT

(m)
S (iπ, Nπ,P) + PT

(m)
S (iπ, Nπ,P)

}
. (3.99)Durh den Wegfall des Terms LBT̃ (m)

S kann jeder Zeitshritt entkoppelt von den restlihenbetrahtet werden. 89



3 Parallelisierungsstrategien für PICDie den einzelnen Prozessoren in Zeitshritt m zugeordneten Gebiete seien mit B(m)
iπ

be-zeihnet. Die Zuordnung der Gitterzellen und Teilhen wird durh die Wahl der Gebietefestgelegt gemäÿ π
a (m)

i,iπ =

{
1 falls i ∈ B

(m)
iπ

0 sonst (3.100)sowie pπ
a (m)
p,iπ

=
∑

i∈B(m)
iπ

p
n (m)

i,p · πa (m)
i,iπ . (3.101)Die Gesamtanzahl der Teilhen, welhe Prozessor iπ durh die Wahl der Partitionierungzugeordnet werden, ergibt sih gemäÿ

P
(m)
iπ

:=
P (m)∑

p=1

pπ
a (m)
p,iπ

=
P (m)∑

p=1

∑

i∈B(m)
iπ

p
n (m)

i,p · πa (m)
i,iπ . (3.102)Der Wert des m-ten Summanden in der Zielfunktion ergibt sih somit unter Berüksihti-gung von Gleihung (3.102) sowie dem Zusammenhang

|B
(m)
iπ

| =
∑

i∈I π
a (m)

i,iπ (3.103)zu
max
iπ∈Π

{
FT

(m)
S (iπ, Nπ,P) + PT

(m)
S (iπ, Nπ,P)

}
= max

iπ∈Π

{
αiπ |B

(m)
iπ

| + βiπP
(m)
iπ

}

= max
iπ∈Π

{
αiπ ·

(
|B

(m)
iπ

| +
βiπ
αiπ

P
(m)
iπ

)

︸ ︷︷ ︸
=:W

(m)
iπ

}

= max
iπ∈Π

{
αiπ ·W

(m)
iπ

}
. (3.104)Es sei angemerkt, dass der Ausdruk βiπ

αiπ
als das Verhältnis der Anzahl der Berehnungs-operationen, welhe für ein Teilhen durhzuführen sind zur Anzahl der Berehnungsope-rationen, die für die mit einer Gitterzelle verknüpften Gitterspannungen ausgeführt werdenmüssen, interpretiert werden kann. Die Leistungsfähigkeit der Prozessoren wird also durhdie αiπ modelliert, während die W (m)

iπ
eine davon unabhängige Beshreibung der Rehen-last bilden.Der Ausdruk in Gleihung (3.104) nimmt sein Minimum an, wenn

αiπ ·W
(m)
iπ

= αjπ ·W
(m)
jπ

∀iπ, jπ ∈ Π. (3.105)90
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Abbildung 3.13: Durh das Vershieben der Partitionierungsebenen wird die Lastbalanie-rung der Berehnungen durhgeführt. Die Daten, welhe dem grau hinterlegten Bereih imrehten Bild zugeordnet sind, müssen im Rahmen der Lastbalanierung zwishen den Prozes-soren ausgetausht werden.gilt. Wie bereits bei der Parallelisierung des Feldlösers soll zunähst wieder der Zweiprozes-sorfall betrahtet werden. Die Verallgemeinerung auf den Fall eines Parallelrehners miteiner beliebigen Anzahl an Prozessoren durh Rekursion ist dann ohne Shwierigkeitenmöglih.Im Zweiprozessorfall reduziert sih Bedingung (3.105) auf
α1 ·W

(m)
1 = α2 ·W

(m)
2 . (3.106)Ist diese Bedingung durh die bestehende Partitionierung niht erfüllt, so wird die Parti-tionierungsebene um eine Gitterzelle vershoben, so dass die Partition mit zu groÿer Lastverkleinert wird zugunsten der Partition mit zu kleiner Last. Dies wird so lange wieder-holt, bis sih eine Partitionierung ergibt, die Gleihung (3.106) erfüllt, oder zumindestdie bestmöglihe Approximation an (3.106) liefert, welhe durh die RCB Partitionierungerreiht werden kann.Das Verfahren kann nun durh Rekursion auf den allgemeinen Fall mit einer beliebigenAnzahl an Prozessoren erweitert werden. Im ersten Rekursionsshritt muss die erste Par-91



3 Parallelisierungsstrategien für PICtitionierungsebene so vershoben werden, dass
αa ·W

(m)
a = αb ·W

(m)
b (3.107)gilt, wobei sih die αa bzw. αb gemäÿ den Gleihungen unter (3.24) bestimmen lassen.Die Zuordnung der Prozessoren zu den beiden Mengen Πa und Πb wird gemäÿ der be-stehenden Partitionierung übernommen. In jedem weiteren Rekursionsshritt wird die be-stehende Partitionierungsebene wie beshrieben vershoben, so dass für die entstehendeneue Partitionierung shlieÿlih die Last so verteilt ist, dass Gleihung (3.105) zumindestnäherungsweise erfüllt wird.Dadurh, dass die bestehenden Partitionierungsebenen lediglih inkrementell verändertwerden, verursaht das Verfahren einen reht geringen Datenaustaush. Abbildung 3.13illustriert beispielhaft für einen Parallelrehner mit drei Prozessoren das Vershieben derPartitionierungsebenen und die resultierende Balanierung der Rehenlast. Man beahte,dass im resultierenden Zustand die Gesamtrehenlast (FT (m)

S (iπ, Nπ,P) + PT
(m)
S (iπ, Nπ,P)),niht jedoh die Rehenlast jeder einzelnen Phase des PIC Algorithmus zwishen den Pro-zessoren balaniert ist.Trotz der relativ geringen Datenmenge, die im Rahmen der Lastbalanierungsoperationausgetausht werden muss, zeigt sih, dass eine Lastbalanierung in jedem Zeitshritt nihtvorteilhaft ist, da die Operation immer auh mit niht unerheblihen lokalen Berehnungenim Rahmen der Bestimmung der neuen Partitionierung, sowie mit Aufwand für die an-shlieÿende Neuorganisation der lokalen Datenstrukturen verbunden ist [68℄. Daher wurdein [68, 9℄ vorgeshlagen, die Entsheidung, ob eine Lastbalanierung in einem Zeitshrittdurhgeführt werden soll oder niht, von einem Parameter abhängig zu mahen, der einMaÿ dafür bildet, wie stark die Verteilung der Last von der optimalen Verteilung gemäÿGleihung (3.105) abweiht. Im Rahmen dieser Arbeit wurde

σ(m) :=
max
iπ∈Π

{
αiπ ·W

(m)
iπ

}
− α ·W

(m)ges
α ·W

(m)ges (3.108)mit
α :=

1
Nπ∑
iπ=1

1
αiπ

und W (m)ges :=
Nπ∑

iπ=1

W
(m)
iπ

(3.109)als Entsheidungsgröÿe herangezogen. Die Lastbalanierungsoperation wird eingeleitet, so-bald der Entsheidungsparameter einen vorher festgelegten Shwellwert σmax übershreitet.92



3.4 Parallelisierung des PIC AlgorithmusIm Falle gleihartiger Prozessoren ist die Gröÿe in (3.108) äquivalent zu den in [68, 9℄ vor-geshlagenen Entsheidungsparametern. Der Entsheidungsparameter σ(m) ist dann direktverknüpft mit der E�zienz E(m) und es gilt
E(m) =

1

1 + σ(m)
. (3.110)Die Vorgabe eines bestimmten Wertes von σmax ist also äquivalent zur Vorgabe einesMindestwertes für die E�zienz der Berehnung.3.4.6.2 Kombinatorishe GebietszerlegungDie folgende, im Rahmen der Arbeit entwikelte Parallelisierungsstrategie ermögliht ei-nerseits eine Reihe von Laufzeitverbesserungen, führt aber andererseits zu einer etwasgröÿeren Menge an Daten, die in jedem Zeitshritt zwishen den Prozessoren ausgetaushtwerden müssen.Durh die gekoppelte Zuordnung von Teilhen und Gitterzellen sind die zur Interpola-tion der Feldwerte und Extrapolation der Ströme während der Trajektorienberehnungbenötigten Speiherzugri�e allesamt lokal, wodurh die Zeit für diese Speiherzugri�e re-duziert wird. Jedoh wurde kein Augenmerk darauf gelegt, in welher Reihenfolge dieselokalen Speiherzugri�e erfolgen. Ein Zugri� auf den Arbeitsspeiher eines Rehners dauertübliherweise mehrere CPU Zyklen, in denen die Verarbeitung angehalten werden muss,bis die benötigten Daten dem Prozessor zur Verfügung stehen. Zur Verringerung der Zu-gri�szeit existieren shnelle Zwishenspeiher (Cahes), die zwar deutlih kleiner als derArbeitsspeiher sind, jedoh im Vergleih zu diesem eine deutlih geringere Zugri�szeitaufweisen. Diese Zwishenspeiher arbeiten nah dem Lokalitätsprinzip, d.h. bei einemSpeiherzugri� wird niht nur der tatsählih benötigte Wert in den shnellen Cahe Spei-her geladen und anshlieÿend zur Verarbeitung zur CPU transportiert, sondern es werdenauh Werte, die im Hauptspeiher benahbart zu diesem Wert liegen, in den Cahe Spei-her übernommen. Dies geshieht in der Erwartung, dass als nähstes auf einen dieserbenahbarten Werte zugegri�en werden muss [32℄. Ist dies der Fall, so kann die Zugri�s-zeit ganz erheblih verkürzt werden, da der Wert direkt aus dem shnellen Cahe Speihergeholt werden kann. Dies impliziert, dass ein zufälliger Zugri� auf Daten im Hauptspeiherden Cahe nur shleht ausnutzt.Insbesondere die Speiherzugri�e zur Feldinterpolation und Stromextrapolation bieten beiPIC im Hinblik auf die e�ziente Nutzung des Cahe Speihers Optimierungspotenti-al. In [76℄ �ndet sih eine Untersuhung darüber, wie groÿ der Ein�uss einer e�zientenAusnutzung des Cahes auf die Laufzeit der PIC Shleife ist. Für die betrahtete Problem-stellung (Plasma Simulation) erhielt der Autor auf dem von ihm verwendeten Rehner eine93



3 Parallelisierungsstrategien für PICLaufzeitverbesserung um 40-70% dadurh, dass er die Teilhen nah den Gitterzellen, indenen sie sih be�nden, im Speiher gruppierte. Während die im letzten Abshnitt be-shriebene Strategie durhaus um eine derartige Sortierung der Teilhen ergänzt werdenund somit ebenfalls von dem Potential des Cahes pro�tieren kann, ist eine solhe Sortie-rung bei dem im Folgenden beshriebenen Verfahren bereits inhärent vorhanden.Eine weitere Optimierungsmöglihkeit bietet die �exiblere Wahl der Form des Rehenge-bietes. Häu�g sind Anordnungen zu simulieren, bei denen das interessierende Rehengebietdurh Körper begrenzt wird, welhe als ideal elektrishe Leiter modelliert werden können.Insbesondere bei Problemstellungen aus der Beshleunigerphysik tritt dieser Fall in Er-sheinung. Ein Rehengitter, dessen Konstruktion nah dem einfahen in Abshnitt 2.2.1erläuterten Prinzip erfolgt, überdekt immer einen quaderförmigen Raumbereih, was zurFolge hat, dass häu�g ein groÿer Teil der Gitterzellen innerhalb der ideal leitfähigen Körperliegen. Die Speiherung der Feldfreiheitsgrade für diese Zellen sowie deren Traversierungim Rahmen der Zeitintegration ist daher eine Vershwendung von Speiherplatz bzw. Re-henzeit. Durh eine �exiblere Diskretisierung, wie im Folgenden vorgestellt, kann dies zumTeil vermieden werden. Eine solhe �exiblere Methode der Diskretisierung kommt auh inanderen Anwendungsfeldern der numerishen Simulation zum Einsatz (siehe z.B. [77℄).Die Grundidee der im Folgenden beshriebenen Parallelisierungsstrategie ist die Zerlegungdes Rehengebietes in eine Anzahl an Partitionen, die deutlih gröÿer als die Anzahl derProzessoren ist, welhe für die Simulation zum Einsatz kommen sollen. Jede der Partitionenbildet eine separate Datenstruktur, in der die ihr zugeordneten Feld- und Teilhendatengespeihert werden. Die Partitionen bilden die kleinste Einheit, in der die Feld- und Teil-hendaten sowie die mit diesen verknüpften Berehnungen den verfügbaren Prozessorenzugeordnet werden. Eine dynamishe Lastbalanierung erfolgt dann durh den Austaushdieser Partitionen zwishen den Prozessoren. Abbildung 3.14 illustriert, wie eine resul-tierende Partitionierung für Nπ = 2 aussehen kann. Die farblihe Markierung deutet dieProzessorzuordnung der einzelnen Gebiete in einem bestimmten Zeitshritt m an. Die vierweiÿ hinterlegten Partitionen liegen vollständig innerhalb eines als ideal elektrish leitfähigmodellierten Materials. Diese Partitionen können nah Feststellen dieser Tatsahe gelöshtwerden und spielen bei den folgenden Überlegungen keine Rolle mehr. Eine derartige Formder Partitionierung wurde in [72, 73, 4℄, im Kontext einer Parallelisierungsstrategie wie inAbshnitt 3.4.4 vorgeshlagen, was jedoh, wie bereits erläutert, zu einem niht skalierba-ren Algorithmus führt, während der im Folgenden erläuterte Algorithmus skalierbar ist.Das Rehengebiet sei partitioniert in G Partitionen B1 . . . BG , so dass die Anzahl derGitterzellen, welhe in jeder dieser Partitionen enthalten sind, gleih ist. Durh die Be-shränkung, welhe durh die Form der Gebiete auferlegt wird, ist diese Bedingung imAllgemeinen nur näherungsweise zu erfüllen. Bezeihne K(m)
ig

die Anzahl der Teilhen,
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3.4 Parallelisierung des PIC Algorithmus
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Abbildung 3.14: Illustriert eine möglihe Partitionierung für den Fall Nπ = 2. Die farbli-he Markierung zeigt die Prozessorzugehörigkeit einer Partition an. Die in weiÿ hinterlegtenPartitionen liegen vollständig innerhalb eines als ideal elektrish leitfähig modellierten Mate-rials. Eine Diskretisierung dieser Bereihe kann daher unterbleiben und die entsprehendenPartitionen können gelösht werden.welhe sih in Zeitshritt m innerhalb der Partition Big be�nden:

K
(m)
ig

:=
∑

i∈Big

P (m)∑

p=1

p
n (m)

i,p . (3.111)Eine Zuweisung der Gebiete zu den verfügbaren Nπ Prozessoren werde durh Entshei-dungsvariablen gπ
a (m)
ig ,iπ

ausgedrükt, wobei
gπ
a (m)
ig ,iπ

:=

{
1 falls Big im Zeitshritt m Prozessor iπ zugeordnet wird,
0 sonst. (3.112)gilt. Die Parallelisierungsstrategie ist in diesem Zusammenhang ein Algorithmus, welherdie Werte der gπa (m)
ig ,iπ

festlegt. Die Zuordnung muss eindeutig sein, d.h.
Nπ∑

iπ=1

gπ
a (m)
ig ,iπ

= 1 ∀ig ∈ {1 . . . G} ,m ∈ {1 . . .M} . (3.113)Zunähst soll die Zielfunktion in Abhängigkeit der gπ
a (m)
ig ,iπ

formuliert werden. Durh dievorgegebenen Gebiete ist der Kommunikationsaufwand F T̃
(m)
S bereits bestimmt und nihtmehr zu beein�ussen. Dieser Term wird daher in der Zielfunktion niht mehr berüksih-tigt. 95



3 Parallelisierungsstrategien für PICDer Aufwand für die Lastbalanierungsoperation soll wieder durh die Konstruktion desLastbalanierungsverfahrens möglihst gering gehalten werden, indem eine neue Zuord-nung der Partitionen zu den Prozessoren durh eine inkrementelle Veränderung der altenPartitionierung konstruiert wird. Eine Lastbalanierung wird niht in jedem Zeitshrittdurhgeführt, sondern nur, wenn die Lastverteilung als ungleihmäÿig erkannt wurde, wo-bei als Entsheidungsgröÿe wieder der in Gleihung (3.108) eingeführte Parameter σ(m)verwendet wurde. Unter diesen Voraussetzungen lautet die Zielfunktion
TS(Nπ,P) =

M∑

m=1

[
max
iπ∈Π

{
FT

(m)
S (iπ, Nπ,P)

}
+ max

iπ∈Π

{
PT

(m)
S (iπ, Nπ,P)

}]

=
M∑

m=1

[
max
iπ∈Π

{
αiπ

G∑

ig=1

gπ
a (m)
ig ,iπ

· |Big |
}

+ max
iπ∈Π

{
αiπ ·

βiπ
αiπ︸︷︷︸
=:ψ

G∑

ig=1

gπ
a (m)
ig ,iπ

·K
(m)
ig

} ]
.(3.114)Der Faktor βiπ/αiπ ist, wie in Abshnitt 3.4.6.1 erläutert, für alle Prozessoren gleih, womitdie Gröÿe αiπ das alleinige Maÿ für die Leistungsfähigkeit der einzelnen Prozessoren ist.Da alle Partitionen B1 . . . BG (zumindest näherungsweise) die gleihe Anzahl an Gitter-zellen beinhalten, folgt

|Big | = |Bjg | ∀ig, jg ∈ {1 . . . G} . (3.115)Die Laufzeit für den Feldlöser lässt sih somit minimieren, indem jedem Prozessor iπ eineAnzahl an Gebieten Giπ zugeordnet wird, so dass gilt (vgl. Gleihung (3.6))
Giπ

G
=

1
αiπ

Nπ∑
jπ=1

1
αjπ

. (3.116)
Die endlihe Anzahl an verfügbaren Partitionen führt dazu, dass sowohl Gleihung (3.115)als auh Gleihung (3.116) im Allgemeinen nur näherungsweise erfüllt werden können,was bei einer groÿen Anzahl an Gebieten oder einem Parallelrehner mit Prozessoren vonetwa gleiher Leistungsfähigkeit jedoh kaum ins Gewiht fällt. Sind Gleihung (3.115)96



3.4 Parallelisierung des PIC Algorithmusund (3.116) erfüllt, so folgt für die Laufzeit des Feldlösers
FT

(m)
S (Nπ,P) = max

iπ∈Π

{
αiπ ·Giπ · |B1|

}

= max
iπ∈Π

{ G · |B1|
Nπ∑
jπ=1

1
αjπ

}

=: FT0, (3.117)und nimmt somit seinen optimalen Wert an.Der Lastbalanierungsalgorithmus soll durh einen Austaush der Gebiete zwishen denProzessoren die für die Berehnung der Trajektorien benötigte Laufzeit verbessern, oh-ne die für den Feldlöser benötigte Laufzeit zu erhöhen. Die Anzahl der jedem Prozessorzugewiesenen Gebiete Giπ darf sih somit während der Simulation niht ändern:
G∑

ig=1

gπ
a (m)
ig ,iπ

=
G∑

ig=1

gπ
a (m+1)
ig ,iπ

= Giπ ∀m ∈ {1 . . .M} , iπ ∈ Π. (3.118)Zunähst soll der Lastbalanierungsalgorithmus für den Spezialfall, dass genau ein Pro-zessor o existiert, für den
P (m)
o >

1
αo

Nπ∑
jπ=1

1
αjπ

· P (m) (3.119)gilt, der also überlastet ist, behandelt werden. Alle anderen Prozessoren seien unterbelas-tet. Die Berehnung der neuen Gebietszuordnung gπ
a (m+1)
ig ,iπ

erfolgt iterativ in maximal GoIterationen, wobei Go die Anzahl der Prozessor o zugeordneten Gebiete bezeihnet. DasVerfahren basiert auf dem in der kombinatorishen Optimierung wohl bekannten Greedy-Prinzip [64℄.Bezeihne gπ
c (n)
ig ,iπ

die Zuordnung der Gebiete im n-ten Iterationsshritt des Verfahrens,und u
(n)
1 . . . u

(n)
Nπ−1 ∈ Π die aufsteigend nah der für die Trajektorienberehnung benötig-ten Laufzeit sortierte Liste der unterbelasteten Prozessoren im n-ten Iterationsshritt desLastbalanierungsverfahrens.Seien weiterhin liπ : {1 . . . Giπ} → {1 . . . G} Abbildungen, welhe die Gebiete, die einembeliebigen Prozessor iπ zu Beginn des Lastbalanierungsverfahrens zugeordnet sind, auf-steigend nah der Anzahl an Teilhen, die diese Gebiete enthalten, durhlaufen. Es giltalso

K
(m)
liπ (κ1) ≤ K

(m)
liπ (κ2) ∀κ1 < κ2. (3.120)Da der Zeitshritt m, in dem die Lastbalanierung durhgeführt wird, keinen Ein�uss aufden Ablauf des Lastbalanierungsverfahrens hat, wird der hohgestellte Zeitshrittindex97



3 Parallelisierungsstrategien für PICim Folgenden bei allen Gröÿen fortgelassen. Bei den Gröÿen, die mit einem hohgestelltenIndex ausgestattet sind, bezeihnet dieser den Iterationsshritt des Lastbalanierungsver-fahrens.Initialisierungsshritt:Setze
gπ
c (0)
ig ,iπ

=
gπ
a ig ,iπ , (3.121)womit der Ausgangszustand für die Lastbalanierung gegeben ist durh die vorliegendeGebietszuordnung. Setze

i(0)o = Go (3.122)sowie
i
(0)

u
(0)
1

= . . . = i
(0)

u
(0)
Nπ−1

= 1 (3.123)und
κ = 1. (3.124)Iterationsshritt:Shritt 1: (Prüfen der Abbruhbedingungen)Falls

αo · ψ ·
G∑
ig=1

gπ
c (n)
ig ,o

·Kig − α · ψ · P

α · ψ · P + FT0

< σmax (3.125)oder
i(n)
o = 0 (3.126)gilt, so wird das Verfahren beendet und die gπ

c (n)
ig ,iπ

enthalten die neue Zuordnung derGebiete. Im Fall, dass Gleihung (3.125) erfüllt ist, wurde das Lastbalanierungsziel, dieÜberlastung des Prozessors o unter die vorgegebene Shwelle σmax zu reduzieren, erreiht.Im Fall, dass Gleihung (3.126) erfüllt ist, konnte dieses Ziel niht erreiht werden.Shritt 2: (Vergleih/Austaush der Gebiete)Falls
K
lo(i

(n)
o )
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u
(n)
κ

(i
u
(n)
κ

) (3.127)und
α
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)
− α · ψ · P
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< σmax (3.128)
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3.4 Parallelisierung des PIC Algorithmusgilt, vertaushe die Prozessorzuordnung von Gebiet lo(i(n)
o ) mit derjenigen von l

u
(n)
κ

(i
u
(n)
κ

),das heiÿt es wird gesetzt
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(3.129)Die übrigen gπ

c (n+1)
ig ,iπ

werden aus dem vorherigen Iterationsshritt übernommen.Setze
i(n+1)
o = i(n)

o − 1 (3.130)sowie
i
(n+1)

u
(n)
j

=





i
(n)

u
(n)
j

+ 1 für j = κ

i
(n)

u
(n)
j

sonst. (3.131)Falls Bedingung (3.127) oder (3.128) niht erfüllt ist, erhöhe den Wert von κ um Eins undprüfe, ob
κ ≤ Nπ − 1 (3.132)gilt. Ist dies der Fall, so wird mit Shritt 2 fortgefahren. Anderenfalls wird

i(n+1)
o = i(n)

o − 1 und i
(n+1)

u(n)
.

= i
(n)

u(n)
.

(3.133)sowie
κ = 1 (3.134)gesetzt und mit Shritt 1 fortgefahren. In Abbildung 3.15 werden die oben beshriebenenShritte mit Hilfe eines Ablaufdiagramms illustriert.Für den allgemeinen Fall, in dem eine beliebige Anzahl an Prozessoren überlastet undunterbelastet ist, wird der Algorithmus durh einen Shritt ergänzt, der die Prozessorenvor der Durhführung der oben beshriebenen Shritte derart gruppiert, dass in jeder dergebildeten Gruppen genau ein überlasteter Prozessor existiert und somit innerhalb derentstehenden Gruppen der Algorithmus wie oben beshrieben anwendbar ist. Die Prozes-sorgruppen werden wie folgt gebildet.Ohne Beshränkung der Allgemeingültigkeit sei angenommen, dass für die Prozessorengilt:

αiπ ·
G∑

ig=1

gπ
a ig ,iπ ·Kig ≤ αjπ ·

G∑

ig=1

gπ
a ig ,jπ ·Kig ∀iπ < jπ, (3.135)
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3 Parallelisierungsstrategien für PIC
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Abbildung 3.15: Das Ablaufdiagramm illustriert das in Abshnitt 3.4.6.2 beshriebene Last-balanierungsverfahren.d.h. die Prozessoren seien proportional zu den Laufzeiten sortiert, welhe sie für die Tra-jektorienberehnung benötigen.Zunähst wird eine Prozessorgruppe aus Prozessor Nπ mit der gröÿten Laufzeit und denProzessoren 1 . . . v mit den geringsten Laufzeiten gebildet, wobei v der kleinstmöglihe
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3.4 Parallelisierung des PIC AlgorithmusWert ist, für den gilt
v∑

iπ=1

1
αiπ

Nπ∑
jπ=1

1
αjπ

· P −

v∑

iπ=1

Piπ ≥ PNπ
−

1
αNπ

Nπ∑
jπ=1

1
αjπ

· P (3.136)
d.h. die Belastung der Prozessoren 1 . . . v ist derart, dass die Teilhen, welhe die Überlas-tung von Prozessor Nπ verursahen, von diesen aufgenommen werden könnten, ohne dassdiese Prozessoren selbst überlastet werden. Die verbleibenden Prozessoren werden nunnah dem gleihen Prinzip weiter gruppiert. Die Lastbalanierungsoperation kann dann,wie oben beshrieben, innerhalb jeder der gebildeten Prozessorgruppen unabhängig vonallen anderen Gruppen erfolgen, womit das Lastbalanierungsverfahren selbst wiederumparallelisiert ist.Es sei angemerkt, dass evtl. für die letzte sih ergebende Prozessorengruppe eine Bedin-gung wie in Gleihung (3.136) niht mehr erfüllt werden kann. Daher kann es sinnvollsein, das Verfahren mehrfah hintereinander anzuwenden. In der im Rahmen der Arbeitdurhgeführten Implementierung wurde das Verfahren daher so lange wiederholt, bis nahden oben angegebenen Kriterien keine Gebiete mehr ausgetausht werden konnten.Die Graphen in Abbildung 3.16 zeigen den zu erwartenden Speedup für die Integrationder Trajektorien für den Fall eines Parallelrehners mit gleihartigen Prozessoren, nah-dem die Teilgebiete nah dem oben beshriebenen Algorithmus den Prozessoren zugeordnetwurden. Die Werte wurden über die in der Zielfunktion angenommenen Abhängigkeitenvon PT

(m)
S für untershiedlih stark lokalisierte Teilhenverteilungen bestimmt. Die Anzahlder Gebiete pro Prozessor wurde zu Giπ = 2NL festgelegt, wobei NL ein Parameter ist.Da lediglih Teilgebiete zwishen den Prozessoren ausgetausht werden können, um einegleihmäÿige Lastverteilung zu erreihen, ist eine hinreihend gute Au�ösung der Teil-henverteilung durh die Teilgebiete notwendig, d.h. die nah Anwendung des Verfahrensverbleibende Lastdi�erenz zwishen den Prozessoren ist umso kleiner, je mehr Gebieteexistieren, auf die die Rehenlast verteilt ist. Für räumlih sehr stark lokalisierte Teilhen-verteilungen erfordert dies eine entsprehend groÿe Anzahl an Gebieten, um eine gleih-mäÿige Lastverteilung gewährleisten zu können. Dies führt zu einem Anstieg der Anzahlder Randzellen, für die in jedem Zeitshritt Daten ausgetausht werden müssen, der inden Gra�ken in Abbildung 3.16 ebensowenig berüksihtigt wurde wie der Aufwand fürdie Lastbalanierungsoperation. Wie stark sih diese E�ekte bemerkbar mahen, wird imfolgenden Kapitel mit Hilfe realer Benhmarks untersuht.
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()Abbildung 3.16: Speedup Werte für die Integration der Teilhentrajektorien vor und nahAnwendung des in Abshnitt 3.4.6.2 beshriebenen Algorithmus für vershiedene Anzahl anUntergebieten pro Prozessor Giπ = 2NL. Die gestrihelte Linie bezeihnet den idealen Speedup.(a) Die Teilhen sind über das komplette Rehengebiet gleihmäÿig verteilt. (b) Die Teilhenkonzentrieren sih in 10% der Gitterzellen des Rehengebietes. () Die Teilhen konzentrierensih in 1% der Zellen des Rehengebietes.
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4 Benhmark- undSimulationsergebnisseIm folgenden Kapitel sollen zunähst in Abshnitt 4.1 Benhmarkprobleme, welhe zur Per-formaneevaluierung der Implementierungen der im vorangegangenen Kapitel entwikeltenParallelisierungsstrategien zum Einsatz kamen, vorgestellt und die erhaltenen Ergebnis-se diskutiert werden. Im Anshluss wird in Abshnitt 4.2 der Photoinjektor-Teststandin Zeuthen (PITZ), welher im Rahmen eines Projektes zum Aufbau eines Freie-Elek-tronen-Lasers (FEL) vom Deutshen Elektronen Synhrotron (DESY) betrieben wird,als praxisnahes Anwendungsbeispiel für eine PIC Simulation vorgestellt. Mit Hilfe der imRahmen der Arbeit entwikelten Software wurde eine 3D Simulation der Teilhendynamikbis zu einer Entfernung von zwei Metern ab der Emissionsstelle durhgeführt.4.1 BenhmarkergebnisseUm Implementierungen der in Kapitel 3 vorgestellten Parallelisierungsstrategien sinnvollanalysieren zu können, ist die De�nition von Benhmarkproblemen notwendig, welhe ty-pishe Merkmale realer Simulationsprobleme beinhalten. In den folgenden Abshnittenwird das Verhalten von Implementierungen der vorgestellten Parallelisierungsstrategienfür solhe Benhmarkprobleme analysiert.Als Testumgebung diente ein Clusterrehner ausgestattet mit insgesamt 90 Einzelrehnernvershiedenen Typs. Die wihtigsten Merkmale der drei Rehnertypen sowie deren Anzahlsind in Tabelle 4.1 aufgelistet. Die Rehner waren weiterhin ausgestattet mit 8GB Ar-beitsspeiher (DDR2) und verbunden über ein In�niband-Netzwerk (SDR, 10Gb/s). Fürdie Benhmarks wurden im Wesentlihen die Rehner des Typs 2 verwendet. Für alle imFolgenden aufgelisteten Ergebnisse mit Nπ ≤ 36 wurde genau eine Instanz des Programmsauf den verwendeten Rehnern des Typs 2 ausgeführt. Für alle Benhmarks mit Nπ > 36wurden entsprehend Rehner des Typs 3 hinzugenommen.Der Quellode wurde kompiliert mit dem Mirosoft C/C++ Compiler für x64 Prozesso-ren in der Version 14.0 mit der Optimierungseinstellung -O2. Bei der verwendeten MPI-103



4 Benhmark- und Simulationsergebnisse
Typ Anzahl Prozessor CoresProzessor ProzessorenSystem Taktfreq. Level 2Cahe RAM1 24 Intel Xeon 1 1 3,2GHz 2MB 8GB2 36 Intel Xeon 5130 2 2 2,0GHz 4MB 8GB3 30 Intel Xeon 5335 4 2 2,0GHz 8MB 8GBTabelle 4.1: Die drei Typen von Einzelrehnern im verwendeten Clusterrehner.Bibliothek handelt es sih um die von Mirosoft mit dem Betriebssystem Windows Ser-ver 2003 in der �Compute Cluster Edition� mitgelieferten Implementierung. Die Zeitmes-sung geshah durh Zählen der CPU-Taktzyklen für jede der Operationen mittels derFunktion __rdts.Die in den Lastbalanierungsalgorithmen verwendeten Mashinenparameter αiπ und βiπwurden über die sih ergebenden Laufzeiten bei mehrmaliger Ausführung der entsprehen-den Operationen bestimmt. Dazu wurden die entsprehenden Operationen auf jedem deran der Simulation beteiligten Prozessoren im Vorfeld der durhzuführenden Simulationmehrmals durhgeführt und aus den gemessenen Laufzeiten durh Mittelwertbildung derentsprehende Wert für jeden der Parameter gewonnen.Für die in Abshnitt 3.4.6.2 beshriebene Parallelisierungsstrategie wurden die benötig-ten G Partitionen durh eine RCB-Partitionierung erzeugt. Die Anzahl der Gebiete proProzessor wurde für die Untersuhungen gemäÿ

G = Nπ · 2
NL (4.1)mit dem Parameter NL festgelegt.4.1.1 Feldlöser BenhmarksZunähst soll das Verhalten des parallelisierten Feldlösers analysiert werden. Als Benh-markbeispiel wurde ein Rehtekresonator (Kantenlänge 2m) ausgewählt, welher in allendrei Raumrihtungen äquidistant diskretisiert wurde. Das Rehengebiet wurde mit Hilfedes RCB-Algorithmus in G = Nπ · 2

NL gleih groÿe Gebiete unterteilt, wobei jedem derProzessoren 2NL Gebiete zugeordnet wurden. Für NL = 0 ergibt sih somit die gewöhnlihePartitionierung gemäÿ Abshnitt 3.3.1. Für die Untersuhungen wurde die Zeitintegrati-on der Gitterspannungen über 100 Zeitshritte mit dem in Abshnitt 2.2.3 beshriebenenLeap-Frog-Algorithmus ausgeführt. Aus den sih ergebenden Laufzeiten FT
(m)
S und F T̃

(m)
Sfür jeden Zeitshritt wurden die Mittelwerte FT S bzw. F T̃ S gebildet. Der sih für dasVerhältnis von FT S zu F T̃ S ergebende Verlauf wurde in Abhängigkeit von der Anzahl104
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() (d)Abbildung 4.1: Benhmarkergebnisse für den Feldlöser für eine Rehnung mit einer Pro-blemgröÿe von 10 Millionen Gitterzellen. (a) zeigt das Verhältnis von F T̃S zu FTS über derAnzahl der verwendeten Prozessoren. (b) zeigt das Verhältnis für die skalierten Problemgrö-ÿen. () zeigt den Verlauf des gewöhnlihen Speedup S. (d) zeigt den Verlauf des skaliertenSpeedup SM.der verwendeten Prozessoren sowie dem Parameter NL in den Abbildungen 4.1(a) und (b)aufgetragen, wobei in Abb. 4.1(a) die Verläufe für eine konstante Problemgröÿe von 10 Mil-lionen Gitterzellen und in Abb. 4.1(b) die Verläufe für die entsprehenden skalierten Pro-blemgröÿen aufgetragen sind, d.h. die Anzahl der Gitterzellen wurde proportional zurAnzahl der Prozessoren erhöht.Nah den in Abshnitt 3.3.2 angestellten Überlegungen gilt für das Verhältnis FT S/
F T̃ S
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4 Benhmark- und Simulationsergebnissebei konstanter Problemgröÿe und NL = 0 der Zusammenhang
O
(
FT S/

F T̃ S

)
= O

(
Nπ

1
3

)
, (4.2)welher für die entsprehende Kurve in Abb. 4.1(a) reht gut erreiht wird. Für die wei-teren Kurven ergibt sih durh das Ansteigen der Datenmenge, die in jedem Zeitshrittausgetausht werden muss, bei gleihzeitig unveränderten Laufzeiten für die Berehnun-gen FT S , ein Anstieg des Verhältnisses (Vershiebung der Kurve nah oben) sowie auheine gröÿere Steigung der Kurven. Die gröÿere Steigung kann auf den in Abshnitt 2.4.5erläuterten E�ekt zurükgeführt werden, dass die Zeit, welhe im Mittel für den Daten-austaush benötigt wird, mit der Anzahl der miteinander kommunizierenden Prozessorenund der Datenmenge ansteigt.Für die skalierten Problemgröÿen ist ein von der Prozessorenzahl unabhängiges Verhältnisvon FT S zu F T̃ S zu erwarten, da sih die Menge der in jedem Zeitshritt auszutaushen-den Daten sowie die Anzahl der Berehnungsoperationen pro Prozessor niht ändern. DieKurven in Abb. 4.1(b) zeigen dieses Verhalten reht gut. Ebenso lässt sih erkennen, dassdie für den Datenaustaush aufgewendete Laufzeit im Verhältnis zur Rehenzeit selbst füreine groÿe Anzahl an Teilgebieten pro Prozessor reht gering bleibt.Abbildungen 4.1() und (d) zeigen die Verläufe für den gewöhnlihen und den speiherska-lierten Speedup. Interessant an Abb. 4.1() ist der superlineare Verlauf für die FälleNL = 0sowie NL = 2, der auf Cahe-E�ekte zurükgeführt werden kann. Da die Laufzeit für denFeldlöser maÿgeblih durh die Speiherzugri�szeit bestimmt wird, ergibt sih ein deut-lihes Abfallen derselben, wenn durh die Verringerung der Problemgröÿe pro Prozessorein groÿer Anteil der Gitterspannungen im Cahe gehalten werden kann. Dieser E�ektexistiert zwar auh für die übrigen Werte von NL, wird jedoh durh das Ansteigen derKommunikationszeit überkompensiert.Der Verlauf des skalierten Speedup in Abb. 4.1(d) veri�ziert die Skalierbarkeitsanalysefür den Feldlöser in Abshnitt 3.3.2. Aufgrund des dort hergeleiteten Ausdruks ist beieiner proportional zur Anzahl der Prozessoren ansteigenden Anzahl an Gitterpunkten ei-ne konstante E�zienz bzw. ein linear ansteigender Speedup zu erwarten, was durh denerhaltenen Verlauf näherungsweise bestätigt wird.4.1.2 PIC Benhmarks4.1.2.1 Homogene TeilhenverteilungFür den einfahsten Fall einer räumlih homogenen Teilhenverteilung führen alle Paralle-lisierungsstrategien im Falle eines Parallelrehners mit gleihartigen Prozessoren zu einer106
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()Abbildung 4.2: Benhmarkergebnisse für homogene Teilhenverteilung für eine Basispro-blemgröÿe von einer Million Gitterzellen und durhshnittlih 10 Teilhen pro Gitterzelle.(a) zeigt den gewöhnlihen Speedup S für eine untershiedlihe Anzahl an Teilgebieten proProzessor. (b) zeigt den skalierten Speedup SM für die entsprehend skalierten Problemgröÿen.() zeigt die zur Berehnung der Trajektorien pro Zeitshritt für die skalierten Problemgröÿendurhshnittlih benötigte Laufzeit PTS in Abhängigkeit von der Anzahl der Teilgebiete proProzessor. Die Laufzeiten sind normiert auf die Laufzeit T0, welhe sih für den Fall NL =0ergibt.gleihmäÿigen Zuordnung der Teilhen und Gitterzellen. Die Rehenlast ist ideal balaniertund die in jedem Shritt auszutaushende Datenmenge ist minimal. Somit handelt es sihum den Fall, für den die beste Skalierbarkeit zu erwarten ist. Als Benhmarkproblem wurde
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4 Benhmark- und Simulationsergebnisseein quaderförmiger Raumbereih von 2m Kantenlänge ausgewählt, welher mit insgesamteiner Million Gitterzellen äquidistant diskretisiert wurde und pro Zelle durhshnittlihzehn Teilhen enthält. Abbildung 4.2(a) zeigt den Speedup pro Zeitshritt, welher sihfür dieses Benhmarkproblem ergibt. Wiederum wird ein deutlih superlinearer Speeduperreiht, was, wie beim Feldlöser, auf Cahe-E�ekte zurükgeführt werden kann.Abbildung 4.2() illustriert den E�ekt des Cahe-Speihers abhängig von der Anzahl derGebiete, die jedem Prozessor zugeordnet werden, für die skalierten Problemgröÿen. Aufge-tragen ist die mittlere Laufzeit, welhe pro Zeitshritt für die Berehnung der Trajektoriender Teilhen benötigt wurde, normiert auf die entsprehende Laufzeit T0 für NL = 0. Durhdie Segmentierung des jedem Prozessor zugeordneten Rehengebietes in Teilgebiete, sowiedas gemeinsame Ablegen aller mit einer Partition verbundenen Daten in einer Datenstruk-tur, wird bei den im Rahmen der Trajektorienberehnung auftretenden Speiherzugri�ender Cahe besser ausgenutzt, was sih in einer deutlihen Reduktion der Laufzeit für dieseOperation zeigt. Durh diese Segmentierung wird eine Sortierung der Teilhen gemäÿ ihrerPosition im Gitter eingeführt, ähnlih wie durh den in [76℄ beshriebenen Sortieralgorith-mus.Für den Fall der skalierten Problemgröÿe ergibt sih erwartungsgemäÿ ein ähnlihes Resul-tat wie für den Feldlöser, wobei sih der Verlauf aufgrund der durh die Teilhen zusätzliheingeführten und ideal verteilten Rehenlast gegenüber dem reinen Feldlöser verbesserthat.
4.1.2.2 lokalisierte TeilhenverteilungenFür eine groÿe Klasse von Simulationsproblemen, welhe mit dem PIC-Algorithmus ge-löst werden können, sind die Teilhen auf einen im Vergleih zum gesamten Rehengebietkleinen Raumbereih konzentriert. Die Impulse aller Teilhen innerhalb eines solhen Teil-henpaketes variieren in der Regel nur sehr wenig, so dass die Teilhen auh über diegesamte Simulationsdauer in einem kleinen Raumbereih lokalisiert bleiben. Bei der Simu-lation der Teilhendynamik innerhalb von Beshleunigern tritt dieser Fall beispielsweisein Ersheinung, und auh bei dem in Abshnitt 4.2 vorgestellten PITZ-Injektor handelt essih um eine Simulation diesen Typs.Um das Verhalten der Parallelisierungsstrategien (bzw. ihrer Implementierungen) für die-se Problemklasse zu analysieren, wurde das in Abbildung 4.3 gezeigte Benhmarkproblemverwendet. Dabei ist eine gewisse Anzahl an Makroteilhen gleihmäÿig über einen quader-förmigen Bereih mit einem Volumen von lx · ly · lz verteilt, der sih in einem Rehengebietmit einem Volumen von Lx · Ly · Lz be�ndet. Alle Teilhen bewegen sih mit der konstan-108



4.1 Benhmarkergebnisse
v0 · ~ez

lx

ly

lz

Lz

Lx

Ly

x

y

zAbbildung 4.3: Diese Skizze illustriert das Benhmarkproblem, welhes bei der Untersu-hung der parallelen PIC Algorithmen zum Einsatz kam.ProblemNr. L/m l/m N P M v0/c1 2,00 1,60 1,0·106 1,0·106 50 0,92 2,00 0,75 1,0·106 1,0·105 50 0,93 2,00 1,60 1,0·107 1,0·107 108 0,94 2,00 0,75 1,0·107 1,0·106 108 0,9Tabelle 4.2: Die Einstellungen für die vier betrahteten Benhmarkprobleme.ten Geshwindigkeit v0 · ~ez. Bei den durhgeführten Benhmarks wurde generell
L = Lx = Ly =

1

10
Lz (4.3)sowie

l = lx = ly =
1

2
lz (4.4)gesetzt. Das Rehengebiet wurde mit einem in jeder Raumrihtung äquidistanten Gitterdiskretisiert. Es wurden vier Problemstellungen und die zugehörigen skalierten Problem-stellungen untersuht. Skaliert heiÿt in diesem Fall, dass die Problemgröÿe pro Prozessorkonstant gehalten, die Anzahl der Teilhen und Gitterzellen also proportional zur Anzahlder verwendeten Prozessoren erhöht wurde.Die Tabelle 4.2 zeigt die für die drei Basisproblemgröÿen verwendeten Einstellungen. Diegröÿere Anzahl der Zeitshritte für Problem Nr.3 und Nr.4 erklärt sih daraus, dass dieSimulationen jeweils das gleihe Zeitintervall umfassen. Da sih durh die feinere Diskre-tisierung der Zeitshritt aufgrund der Stabilitätsforderung aus Gleihung (2.38) entspre-109



4 Benhmark- und Simulationsergebnissehend verkleinert, vergröÿert sih folglih die Anzahl der Zeitshritte entsprehend. DieseAnpassung der Anzahl der Zeitshritte wurde ebenso für die skalierten Problemgröÿendurhgeführt, so dass alle durhgeführten Simulationen dieselbe Zeitspanne umfassen.Bei den Problemen 1 und 3 sind 10% des Gesamtvolumens des Rehengebietes mit Teilhengefüllt, während bei den Problemen 2 und 4 nur ein Anteil von 1% des Rehengebietsvolu-mens mit Teilhen gefüllt ist. Die Anzahl der Teilhen wurde so gewählt, dass sih bei allenProblemen durhshnittlih 10 Teilhen in jeder Gitterzelle des entsprehenden Bereihesbe�nden.Für die in den folgenden Gra�ken gezeigten Speedup-Ergebnisse wurde die Gesamtlaufzeitder jeweiligen Simulationen zugrunde gelegt.
Adaptive Bounding Box Entsheidend für das Verhalten der Parallelisierungsstrategieist die Allredue-Operation [41℄, mit deren Hilfe die durh die Bounding Box referenziertenFeld- bzw. Stromwerte zwishen den Prozessoren ausgetausht werden. Um das Verhaltender Implementierung der Parallelisierungsstrategie auf dem verwendeten Parallelrehnerbesser verstehen zu können, wurde daher zunähst das Verhalten der Allredue-Funktionuntersuht. Dazu wurden Nahrihten untershiedliher Länge zwishen einer variierendenAnzahl von Prozessoren ausgetausht. Für jedes Paar aus Nahrihtengröÿe und Prozesso-renzahl wurden 100 Wiederholungen durhgeführt und die mittlere Zeit pro Übertragungbestimmt.Abbildung 4.4(a) zeigt die Abhängigkeit der Laufzeit von der Länge der versendetenNahriht. Es zeigt sih, dass auf dem betrahteten System und für die verwendete MPI-Implementierung die Laufzeit etwas stärker als linear von der Nahrihtenlänge abhängt.Abbildung 4.4(b) zeigt die Abhängigkeit der Laufzeit für die Allredue-Operation von derAnzahl der beteiligten Prozessoren für untershiedlihe Nahrihtenlängen, wobei die Lauf-zeiten auf die gemessene Zeit für den Fall zweier Prozessoren normiert wurden. In demverwendeten logarithmishen Maÿstab für die Abszisse sind aufgrund des log(Nπ)-Termsin dem Ausdruk für P T̃ (m)

S (siehe Gleihung (3.84)) gerade Verläufe zu erwarten. Für klei-ne Nahrihtenlängen ergibt sih der erwartete Verlauf in sehr guter Näherung, währendfür gröÿere Nahrihten ein Ab�ahen der Kurven zu beobahten ist.Die weiteren Abbildungen 4.4()-(f) zeigen die Ergebnisse für die in Tabelle 4.2 spezi�zier-ten Benhmarkprobleme. Die mit durhgezogenen Linien gezeihneten Kurven wurden mitHilfe von Messwerten bestimmt, während die gestrihelt eingezeihneten Verläufe gleiherFarbe mit Hilfe der analytishen Ausdrüke in Abshnitt 3.4.4 gewonnen wurden. Für denSpeedup ist, nah der Herleitung in Abshnitt 3.4.4, für ein Simulationsproblem, bei demdie Gesamtanzahl der Teilhen sowie die Anzahl an Gitterzellen innerhalb der Bounding110
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4 Benhmark- und SimulationsergebnisseBox Bmin während der Simulation gleih bleibt, ein Verlauf gemäÿ
S(Nπ,P) ≈

1
1
Nπ

+ κ|Bmin|/N
α+βP/N log (Nπ)

=
1

1
Nπ

+ k · log (Nπ)
(4.5)zu erwarten. Für den speiherskalierten Speedup ergibt sih ein zu (4.5) identisher Aus-druk. Durh eine Vergröÿerung der Problemgröÿe ist folglih keine Verbesserung desSpeedup zu erwarten, wie bereits in Abshnitt 3.4.4 bei der dort vorgestellten Skalierbar-keitsuntersuhung festgestellt wurde. Dadurh, dass die Laufzeit für die Allredue Opera-tion im Gegensatz zu der für die Berehnung der Trajektorien aufgewendeten Laufzeit aufdem betrahteten System überlinear von der Problemgröÿe abhängt, ist sogar zu erwar-ten, dass der Verlauf des skalierten Speedup unterhalb des unskalierten Speedup verläuft.Durh das etwas shwäher als im Modell angenommene Ansteigen der Laufzeit für dieAllredue Operation von der Anzahl der Prozessoren, welhes in Abbildung 4.4(b) gezeigtwurde, ist zu erwarten, dass der Verlauf des Speedup ein etwas besseres Verhalten zeigt alsvon Gleihung (4.5) prognostiziert. Anhand der Abbildungen 4.4(),(e) und (f) erweisensih beide Aussagen als rihtig. Bei den blau gestrihelt eingezeihneten Kurven handeltes sih um mit Hilfe von Gleihung (4.5) prognostizierte Verläufe, welhe bis 32 Prozesso-ren für die Fälle Nπ = 2n, n ∈ N den gemessenen Verlauf in guter Näherung abbilden. Füreine noh gröÿere Anzahl verwendeter Prozessoren wird der Verlauf des Speedup etwasuntershätzt. Die Abweihung im Fall Nπ = 12 lässt sih dadurh erklären, dass die zurImplementierung des Datenaustaushes verwendete Allredue-Operation Algorithmen ver-wendet, die für den Fall Nπ = 2n, n ∈ N optimiert sind und für andere Prozessorenzahleneine shlehtere Performane liefern [47℄.Für das kleinste der betrahteten Probleme (siehe Abbildung 4.4(d)) ergibt sih ein deut-lih shlehterer Verlauf des Speedup für das unskalierte Problem als bei den übrigenBenhmarks. Dies kann auf das Verhalten der Allredue Operation für das betrahteteparallele System zurükgeführt werden. Da sih für kleine Nahrihtenlängen ein deutlihstärkerer Anstieg der Laufzeit für diese Operation ergibt (siehe Abbildung 4.4(b)), resul-tiert dies in einem shlehteren Verlauf für den Speedup für das relativ kleine Problem.Man beahte, dass der sih ergebende Verlauf für den Speedup besser durh den Aus-druk (4.5) beshrieben werden kann als dies bei den übrigen Problemen der Fall war, beidenen sih das Ab�ahen der Verläufe in Abbildung 4.4(b) stärker bemerkbar mahte.Insgesamt liefert die Parallelisierungsstrategie nur für Probleme, welhe sih mit einerkleinen Anzahl an Prozessoren lösen lassen, reht gute Ergebnisse, was aufgrund der Er-gebnisse der Skalierbarkeitsuntersuhung zu erwarten war.Rekursive Koordinaten Bisektionierung Abbildungen 4.5 und 4.6 zeigen die mitHilfe der in Abshnitt 3.4.6.1 beshriebenen Methode für die vier Benhmarkprobleme112
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Abbildung 4.6: Benhmarkergebnisse für die Parallelisierungsstrategie �Rekursive Koor-dinaten Bisektionierung�. (a) und () zeigen den Verlauf des gewöhnlihen Speedup S.(b) und (d) zeigen den Verlauf des skalierten Speedup SM für die Benhmarkprobleme Nr. 3und 4, welhe in Tabelle 4.2 spezi�ziert sind.gleihmäÿig auf die Prozessoren verteilt bleibt, ergibt sih für diesen Fall ein niht zufrie-denstellender Verlauf des Speedup, der für einige der betrahteten Benhmarks sogar hinterdem Verlauf, welher sih für den Fall ohne jeglihe Lastbalanierung ergibt (σmax → ∞),zurükbleibt. Bei Simulationen ohne dynamishe Lastbalanierung wurde allerdings nah
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4.1 Benhmarkergebnisseder Generierung der Anfangsverteilung der Teilhen im Rehengebiet und noh vor denBerehnungen des ersten Zeitshrittes eine Lastbalanierung durhgeführt, da anderenfallsdie meisten der Simulationen für Problem 3 und 4 mit skalierter Problemgröÿe aufgrundder begrenzten Speiherressouren der Einzelrehner niht durhführbar gewesen wären.Dennoh sind auh auf diese Weise einige der Simulationen niht durhführbar, da die sihim Laufe der Simulation vershlehternde Balanierung der Rehenlast und, damit verbun-den, die ungleihmäÿiger werdende Verteilung der Daten shlieÿlih die Speiherressourenauf einem der beteiligten Rehner übersteigt, was zum Sheitern der Berehnung führt.Die fehlenden Punkte in den Speedup Kurven für den Fall σmax → ∞ in den Abbildun-gen 4.6(b) und (d) dokumentieren dies und verdeutlihen einmal mehr die Wihtigkeit derdynamishen Lastbalanierung für das Gelingen sehr groÿer Simulationen.Die Lastbalanierungsoperation kann nur dann zu einer Verbesserung der Skalierbarkeitim Vergleih zu dem Fall unbalanierter Rehenlast führen, wenn die zur Durhführungder Operation zusätzlih aufzuwendende Laufzeit von dem Laufzeitgewinn, welher durhdie gleihmäÿigere Verteilung der Rehenlast erzielt wird, überkompensiert wird. Einezu häu�ge Neuverteilung der Daten kann somit in der Summe sogar zu einem Anstei-gen der Laufzeit gegenüber dem Fall ohne jeglihe Lastbalanierung führen, was für denFall σmax =0,01 zu beobahten ist. Für zu groÿe Werte des Entsheidungsparameters hin-gegen vershlehtert sih die Skalierbarkeit durh die ungleihmäÿig auf die Prozessorenverteilte Rehenlast und nähert sih im Grenzfall dem Verlauf, welher sih für den Fallohne Lastbalanierung ergibt, an. Der optimale Wert des Entsheidungsparameters istmashinen- und implementierungsabhängig. Für die durhgeführten Benhmarks lieferteein Wert von σmax im Bereih von 0,1 bis 0,2 meist die besten Ergebnisse auf dem betrah-teten Parallelrehner.Generell ist zu beobahten, dass die erreihbare Skalierbarkeit für die Probleme mit kon-zentrierter Teilhenverteilung (Problem Nr.2 und Nr.4) im Vergleih zu den übrigen besserist. Dies ist darauf zurükzuführen, dass der Anteil der statishen Rehenlast, welher mitden Gitterzellen verbunden ist, für diese Problemstellungen gröÿer ist, gegenüber demdynamishen Anteil, welher durh die Teilhen repräsentiert wird. Eine ungleihmäÿigverteilte Rehenlast kann sih daher weniger stark bemerkbar mahen.Für die superlinearen Werte des gewöhnlihen Speedup können wiederum E�ekte verant-wortlih gemaht werden, die auf die Speiherhierarhie (Cahe) des betrahteten Parallel-rehners zurükzuführen sind. Bereits in Abbildung 4.2 wurde gezeigt, dass die Speiher-hierarhie moderner Rehner einen groÿen Ein�uss auf die Laufzeit hat. Insbesondere dieAnordnung der Teilhen im Speiher des Rehners stellte sih als wihtige Ein�ussgröÿeheraus. Während sih eine ahee�ziente Anordnung der Teilhen für das als �Kombina-torishe Gebietszerlegung� bezeihnete Verfahren mit wahsender Anzahl an Teilgebieten
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4 Benhmark- und Simulationsergebnisseautomatish ergibt, ist dies für das in diesem Abshnitt betrahtete Verfahren niht derFall. Um die Lastbalanierungseigenshaften der beiden Verfahren vergleihen zu können,wurde daher bei der Generierung der Anfangsverteilung der Teilhen eine Sortierung ge-mäÿ der Position der Teilhen im Rehengebiet durhgeführt, so dass für beide Verfahrenein möglihst ahee�zienter Zugri� auf die Daten möglih ist. Dadurh wurden die E�ek-te durh die Speiherhierarhie so weit wie möglih minimiert, womit ein direkter Vergleihder Lastbalanierungseigenshaften der beiden Verfahren möglih wird.
Kombinatorishe Gebietszerlegung Abbildungen 4.7 und 4.8 zeigen die mit Hilfe derin Abshnitt 3.4.6.2 beshriebenen Methode erhaltenen Ergebnisse. Man beahte hierbei,dass die Vergleihssimulation auf einem einzigen Prozessor, welhe zur Berehnung desSpeedup verwendet wurde, identish mit derjenigen ist, welhe bereits für die im letztenAbshnitt gezeigten Speedup-Verläufe herangezogen wurde, da die beiden Verfahren fürden Fall Nπ = 1 identish sind. Somit ist durh den Vergleih der Speedup-Verläufe auhein direkter Vergleih der Laufzeiten für die einzelnen Benhmarkprobleme möglih. Wieim letzten Abshnitt erläutert, wurden durh die Sortierung der Teilhen die E�ekte derSpeiherhierarhie abgeshwäht.Die Kurven wurden für den Fall σmax =0,2 aufgetragen, da für diesen Wert des Entshei-dungsparameters, wie bereits im vorangegangenen Abshnitt, in den meisten Fällen diebesten Ergebnisse zu erzielen waren.Wie shon bei der im letzten Abshnitt betrahteten Parallelisierungsstrategie zeigt sihauh hier eine etwas bessere Skalierbarkeit für die Benhmarkprobleme mit konzentrier-ter Teilhenverteilung (Problem Nr.2 und Nr.4), was wiederum darauf zurükzuführen ist,dass für diese Simulationen der dynamishe Lastanteil, welher durh die Teilhen bzw.die durh diese verursahten Berehnungen bedingt ist, im Vergleih zu dem statishenLastanteil durh die Feldberehnungen niedriger ist im Vergleih zu den Benhmarkproble-men Nr.1 und Nr.3. Dadurh ist eine dynamishe Lastbalanierung in diesem Fall wenigerwihtig, um eine gute Skalierbarkeit zu erhalten.Wie aus den theoretishen Überlegungen zu erwarten war, hängt die Skalierbarkeit we-sentlih von der Anzahl der Teilgebiete pro Prozessor ab, durh deren Austaush eineBalanierung der Rehenlast erreiht werden kann. Da eine Erhöhung der Gebietsanzahleinerseits zu einer besseren Balanierung der Rehenlast, andererseits jedoh zu einemAnsteigen des Kommunikationsaufwandes führt, ist zu erwarten, dass die Laufzeit mit an-steigendem NL zunähst abnimmt, einen Minimalwert erreiht und bei weiterer Erhöhungwieder ansteigt. Dieses Verhalten zeigt sih in den Abbildungen 4.7 und 4.8, wobei meistfür NL = 4 oder NL = 6 die besten Ergebnisse zu erhalten waren.116
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Abbildung 4.7: Benhmarkergebnisse für die Parallelisierungsstrategie �KombinatorisheGebietszerlegung�. (a) und () zeigen den Verlauf des gewöhnlihen Speedup S. (b) und (d) zei-gen den Verlauf des skalierten Speedup SM für die Benhmarkprobleme Nr. 1 und 2, welhein Tabelle 4.2 spezi�ziert sind.Vergleih der Verfahren Beim Vergleih der Speedup Verläufe und damit der relati-ven Laufzeiten für die beiden Parallelisierungsstrategien �Rekursive Koordinaten Bisektio-nierung� sowie �Kombinatorishe Gebietszerlegung� zeigt sih, dass für die betrahtetenBenhmarkprobleme die Laufzeiten für das letztgenannte Verfahren in fast allen Fällen
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Abbildung 4.8: Benhmarkergebnisse für die Parallelisierungsstrategie �KombinatorisheGebietszerlegung�. (a) und () zeigen den Verlauf des gewöhnlihen Speedup S. (b) und (d) zei-gen den Verlauf des skalierten Speedup SM für die Benhmarkprobleme Nr. 3 und 4, welhein Tabelle 4.2 spezi�ziert sind.etwas shlehter ausfallen als die entsprehenden Laufzeiten bei Anwendung der erstenStrategie. Dies ist damit zu begründen, dass die Parallelisierungsstrategie �Kombinato-rishe Gebietszerlegung� ihren Laufzeitvorteil, welher sih durh das in Abbildung 3.14illustrierte Löshen von Teilgebieten, die sih innerhalb von perfekt elektrish leitendem
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4.2 Der PITZ-InjektorMaterial be�nden, ergeben würde, niht ausspielen kann, da das gesamte Rehengebiet alsein im Vakuum be�ndliher Raumbereih angenommen wurde und folglih alle Teilgebietefür die Berehnungen relevant sind. Bei realen Anordnungen wie z.B. der in Abshnitt 4.2gezeigten Elektronenkanone liegen häu�g groÿe Teile des quaderförmigen Rehengebietesauÿerhalb des relevanten Bereihes, und die entsprehenden Teilgebiete können gelöshtwerden. Für solhe Simulationsprobleme ist eine Überlegenheit der Parallelisierungsstra-tegie �Kombinatorishe Gebietszerlegung� zu erwarten.4.2 Der PITZ-InjektorDer PITZ-Injektor wurde zum Studium von Elektronenkanonen und Photoinjektoren, wel-he hohfrequente elektromagnetishe Felder zur Beshleunigung der Ladungsträger nut-zen, erstellt [78℄. Das spätere Ziel ist die Verwendung solher Anordnungen als Elektro-nenquellen für Linearbeshleuniger (LINACs) und Freie-Elektronen-Laser. Abbildung 4.9zeigt shematish den Aufbau der Elektronenkanone des Teststandes.Durh einen Laserstrahl wird die Photokathode angeregt, so dass ein Elektronenpaketaus dem Material herausgelöst wird. Die Elektronen werden durh das in den Kavitä-ten angeregte hohfrequente elektromagnetishe Feld beshleunigt. Durh ein statishes

Photokathode
Kompensa-tionsspule

Solenoidspule LaserstrahlElektronenstrahlSpiegel
Wellenleiter

Abbildung 4.9: Die Skizze zeigt den prinzipiellen Aufbau des PITZ Injektors.
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4 Benhmark- und Simulationsergebnisse
Photokathode

Kavitäten
koaxialer Koppler

Wellenleiter
Diagnosekreuz

zAbbildung 4.10: CAD-Modell des PITZ-Injektors sowie des Diagnosekreuzes.Magnetfeld, welhes von den zwei Solenoidspulen erzeugt wird, wird die Aufweitung desElektronenpaketes verhindert. Zum Design und zur Optimierung einer solhen komplexenAnordnung sind numerishe Simulationen unerlässlih.Durh Elemente, wie z.B. das in Abbildung 4.10 gezeigte Diagnosekreuz, wird die Rota-tionssymmetrie der Anordnung gebrohen, was eine 3D-PIC-Simulation zur zuverlässigenBerehnung der Teilhendynamik innerhalb des Injektors erforderlih maht. Ershwertwird diese Simulation dadurh, dass die Teilhendynamik nahe der Photokathode einesehr komplexe Phasenraumdynamik aufweist, in der kurzskalige kollektive E�ekte domi-nant sind. Numerishe Tests zeigen, dass eine sehr hohe Au�ösung dieses Bereihes miteiner Gittershrittweite von etwa 20µm in z-Rihtung erforderlih ist, um die E�ekte hinrei-hend genau zu erfassen [79℄. Die wihtigsten Simulationsparameter für die durhgeführtenBerehnungen sind in Abbildung 4.11(b) zusammengestellt.Der Verlauf der z-Komponente des statishen Magnetfeldes, welhes durh die Solenoid-Magneten erzeugt wird, entlang der Mittelahse ist in Abbildung 4.11() aufgetragen.Der Verlauf der z-Komponente des elektrishen Feldes für die Phase Null des zur Be-shleunigung genutzten hohfrequenten Modes entlang der Mittelahse ist shlieÿlih Ab-bildung 4.11(d) zu entnehmen. Der Beitrag des statishen Magnetfeldes sowie des be-shleunigenden hohfrequenten elektromagnetishen Feldes zu dem Gesamtfeld am Ortder Teilhen wurde aus dem Verlauf der jeweiligen Felder entlang der Mittelahse mit Hil-fe einer paraxialen Näherung bestimmt [80℄.Die emittierte Ladung wird als gleihmäÿig verteilt über einen kreisförmigen Bereih mitdem Radius rbunh angenommen. Für den aus der Photokathode emittierten Strom wirdein Verlauf gemäÿ Abbildung 4.11(a) angenommen [81℄.Mit Hilfe der im Rahmen der Arbeit entstandenen Software wurde die Teilhendynamik in-nerhalb der Struktur auf einer Länge von zwei Metern ab der Emissionsstelle simuliert. DieDiskretisierung des Rehengebietes mit hinreihender Genauigkeit führt zu einer Menge an
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4.2 Der PITZ-Injektor
Parameter WertFrequenz des Eigenmodes 1,3GHzPhase des Eigenmodes (t =ts) -58,5◦Bunhradius (rbunh) 2,5mmBunhladung (qbunh) -1 nC
trise 2 ps
tfall 2 ps
ttop 20 ps
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() (d)Abbildung 4.11: (a) zeigt den Zeitverlauf des Emissionsstromes als Funktion der Zeit.(b) zeigt die wihtigsten Simulationsparameter für die in Abbildung 4.12 gezeigten Simulati-onsergebnisse. () zeigt den Verlauf der z-Komponente der magnetishen Flussdihte, welhedurh die Solenoid-Magnete erzeugt wird, entlang der Mittelahse. (d) zeigt den Verlauf der
z-Komponente des elektrishen Feldes des beshleunigenden hohfrequenten Modes entlangder Mittelahse für die Phase Null.Daten und Rehenoperationen, die sih nur mit Hilfe der Ressouren eines Parallelrehnershandhaben lässt. Es wurden Simulationen mit untershiedliher Anzahl an Gitterzellen so-wie einer entsprehend angepassten Anzahl an Makroteilhen bis zu einer maximalen Pro-blemgröÿe von insgesamt 650 Millionen Gitterzellen und 250.000 Teilhen durhgeführt,welhe auf den in Abshnitt 4.1 genauer beshriebenen Parallelrehner mit 90 Knoten ver-teilt wurde. Abbildung 4.12 zeigt einige aus der Simulation hervorgegangene Ergebnissesowie den Verlauf der entsprehenden Gröÿen, der mit dem Simulationsprogramm ASTRAerhalten wurde [82℄, welhe die erhaltenen Ergebnisse veri�zieren sollen. Dieses Programmberehnet die Teilhendynamik unter einigen vereinfahenden Annahmen, die sih für diebetrahtete Struktur jedoh als gerehtfertigt herausgestellt haben, was sih durh frühere
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() (d)Abbildung 4.12: Simulationsergebnisse: (a) Transversaler RMS-Radius σx, (b) Longitudi-naler RMS-Radius σz, () Transversale Emittanz ǫx, (d) Energie W des Elektronenpaketes.Alle Gröÿen sind über der Position des Shwerpunktes des Elektronenpaketes aufgetragen.Vergleihsrehnungen mit dem kommerziellen PIC-Simulationsprogramm MAFIA sowiemit anderen PIC-Simulationsprogrammen, welhe am Institut für Theorie Elektromagne-tisher Felder der Tehnishen Universität Darmstadt entwikelt wurden, zeigte, die fürden vorderen Teil der Struktur durhgeführt wurden [83, 84℄. Als vereinfahende Annahme,welhe den Berehnungen von ASTRA zugrunde liegt, ist insbesondere die Vernahlässi-gung der Materialverteilung zu nennen, wodurh der Ein�uss der an den Materialgrenz-�ähen gestreuten elektromagnetishen Felder vernahlässigt wird. Eine Ausnahme bildetdie Emissions�ähe, deren Ein�uss mit Hilfe von Spiegelladungen modelliert wird. Eineweitere Annahme ist die Rotationssymmetrie aller Gröÿen, d.h. weder Felder noh Teil-henverteilung besitzen eine azimutale Abhängigkeit.Die Abbildungen 4.12(a) und (b) zeigen die transversale bzw. longitudinale Ausdehnung
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4.2 Der PITZ-Injektordes Elektronenpaketes beshrieben durh den RMS-Radius σx bzw. σz, welher für einEnsemble von P Teilhen de�niert ist als
σx :=

√√√√
P∑

p=1

(
~rp · ~ex − ~r · ~ex

)2 mit ~r :=
1

P
·

P∑

p=1

~rp, (4.6)während in Abb. 4.12() die transversale RMS-Emittanz ǫx, de�niert als [85℄
ǫx :=

√
r2
x · p

2
x − rx · px

2, (4.7)aufgetragen ist. Abbildung 4.12(d) zeigt shlieÿlih die Energie des Elektronenpaketes. Al-le Gröÿen sind in Abhängigkeit von der Position des Shwerpunktes des Elektronenpaketesin z-Rihtung aufgetragen. Da die Beshleunigung der Elektronen lediglih in den Kavitä-ten statt�ndet und sih die Energie der Teilhen danah niht mehr wesentlih verändert,wurde der Verlauf der Energie in Abbildung 4.12(d) lediglih für diesen Bereih aufgetra-gen.Die mit Hilfe von ASTRA erhaltenen Simulationsergebnisse wurden bis zu einer Entfer-nung von z=1,5m ab der Emissions�ähe aufgetragen, da in diesem Bereih die Annahmeder Rotationssymmetrie noh erfüllt ist. Die Ergebnisse zeigen eine gute Übereinstimmungin diesem Bereih.Obwohl in dem gewählten Anwendungsbeispiel ein Simulationsprogramm wie ASTRA mitseinen stark vereinfahenden Annahmen zu gleihwertigen Ergebnissen wie ein 3D-PIC-Programm kommen kann, sei abshlieÿend angemerkt, dass sih das entstandene 3D-PIC-Simulationsprogramm natürlih auf eine gröÿere Klasse an Simulationsproblemen anwen-den lässt als ein Programm wie ASTRA, dessen Anwendungsbereih auf Probleme be-shränkt ist, für welhe die oben beshriebenen vereinfahenden Annahmen das Ergebnisniht wesentlih beein�ussen.
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5 Zusammenfassung und AusblikIn der vorliegenden Arbeit wurden vershiedene Parallelisierungsstrategien des PIC Algo-rithmus für Multiomputer aus einem vereinfahten Mashinenmodell entwikelt, theore-tish analysiert sowie das Verhalten von Implementierungen der Strategien für repräsen-tativ ausgewählte Benhmarkprobleme untersuht. Zudem wurde anhand der Simulationeiner Elektronenkanone, welhe im Rahmen des PITZ Projektes Anwendung �ndet, ge-zeigt, dass die im Rahmen der Arbeit entstandene Software zur Lösung praxisrelevanterProblemstellungen geeignet ist, die sih aufgrund der hohen Anzahl an Freiheitsgraden,die für eine hinreihend genaue Rehnung notwendig sind, einer Simulation auf einem Ein-zelprozessorrehner entziehen.Die Verteilung der Teilhen im Rehengebiet und das daraus resultierende Speiherzugri�s-muster stellte sih als entsheidend für die Auswahl einer geeigneten Parallelisierungsstra-tegie heraus. Im Rahmen der durhgeführten Untersuhungen zeigte sih, dass Paralle-lisierungsstrategien, welhe auf einer Gebietszerlegung basieren, in Verbindung mit einerdynamishen Zuordnung der Rehenlast gute Ergebnisse liefern können. Jedoh erwies sihdie Wahl des Entsheidungsparameters σmax, welher die Durhführung der Lastbalanie-rungsoperation steuert, als kritish für das Erreihen eines guten Performaneergebnisses.Eine zu häu�ge Neuzuordnung der Rehenlast führt aufgrund des dadurh eingeführtenOverheads zu unbefriedigenden Ergebnissen, während eine zu groÿe Wahl dazu führt, dassdie Performane durh die ungleihmäÿig verteilte Rehenlast vermindert wird.Die als �kombinatorishe Gebietszerlegung� bezeihnete Parallelisierungsstrategie bietetaufgrund der �exiblen Möglihkeit der Diskretisierung für viele Simulationsprobleme eineinteressante Möglihkeit, die Berehnungen zu beshleunigen. Bedingt durh die Art, wiedie Rehenlast auf die Prozessoren verteilt werden kann, ist die Strategie jedoh für Simu-lationen mit räumlih stark lokalisierter Teilhenverteilung tendenziell weniger geeignet,da in diesem Fall die Lastbalanierung für die Trajektorienberehnung niht zufriedenstel-lend gewährleistet werden kann.Für Simulationsprobleme mit räumlih stark lokalisierter Teilhenverteilung wurde eineParallelisierungsstrategie untersuht, die sih zwar als niht skalierbar erwies, jedoh fürihren Anwendungsbereih reht gute Ergebnisse liefern kann.Die vorliegende Arbeit beshränkte sih auf PIC Simulationen in Verbindung mit struk-125



5 Zusammenfassung und Ausblikturierten, niht adaptiven Gittern. Der Wunsh nah immer wirklihkeitsnäheren Simu-lationen hat jedoh die Simulationsprobleme, ebenso wie die verwendeten Algorithmen,immer komplexer werden lassen. Simulationen auf unstrukturierten und/oder adaptivenGittern, die aufgrund der Gröÿe der behandelten Probleme parallelisiert werden müssen,treten immer häu�ger in Ersheinung und erfordern e�ziente Parallelisierungsstrategien,die die von dem verwendeten Parallelrehner zur Verfügung gestellten Ressouren zu-friedenstellend ausnutzen. Obgleih Parallelisierungsstrategien zur Behandlung derartigerSimulationen vorgeshlagen wurden, fehlen für diese noh groÿteils Untersuhungen mitHilfe aussagekräftiger Benhmarkprobleme, die eine Bewertung bezüglih der praktishenEinsetzbarkeit der Strategien ermöglihen, so dass an dieser Stelle noh weiterer For-shungsbedarf besteht.Weiterhin bietet die Entwiklung hybrider Programmiermodelle [86℄ eine interessante Mög-lihkeit, dem seit einiger Zeit anhaltenden Trend zu Multiomputern, welhe aus Multipro-zessorrehnern aufgebaut sind, deren Prozessoren häu�g auh noh mehrere Rehenkernebesitzen, zu begegnen und für diesen immer wihtiger werdenden Parallelrehnertyp opti-mierte Parallelisierungsstrategien zu entwikeln.
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A NotationMehanik/Elektrodynamik
Ω � Rehengebiet
Γ � Phasenraum
ε � Permittivität
µ � Permeabilität
κ � Leitfähigkeit
c � lokale Lihtgeshwindgkeit (c := 1√

εµ
)

~r � Ortsvektor
t � Zeit
~E � elektrishe Feldstärke
~D � dielektrishe Vershiebungsdihte
~H � magnetishe Feldstärke
~B � magnetishe Flussdihte
~J � elektrishe Stromdihte
̺ � elektrishe Raumladungsdihte
~F � KraftW � Energie
m0 � Ruhemasse
γ � relativistisher Faktor (γ := 1/

√
1 −

(
v
c

)2)
m � relativistishe Masse (m := γm0)
q � elektrishe Ladung
~v � Geshwindigkeit
~p � mehanisher Impuls (~p := m~v)
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Anhang A NotationMethode der �niten Integration/Partile-In-Cell
⌢e � einzelne elektrishe Gitterspannung
⌢⌢

d � einzelner elektrisher Gitter�uss
⌢

h � einzelne magnetishe Gitterspannung
⌢⌢

b � einzelner magnetisher Gitter�uss
⌢⌢

j � einzelner elektrisher Gitterstrom
⌢e � Vektor aller elektrisher Gitterspannungen
⌢⌢

d � Vektor aller elektrisher Gitter�üsse
⌢

h � Vektor aller magnetisher Gitterspannungen
⌢⌢

b � Vektor aller magnetisher Gitter�üsse
⌢⌢

j � Vektor aller elektrisher GitterströmeDε � Materialmatrix, verbindet ⌢⌢

d und ⌢e über ⌢⌢

d = Dε ·
⌢eMµ−1 � Materialmatrix, verbindet ⌢

h und ⌢⌢

b über ⌢

h = Mµ−1 ·
⌢⌢

bC,C̃ � diskrete Rotationsoperatoren (primäres bzw. duales Gitter)S,S̃ � diskrete Divergenzoperatoren (primäres bzw. duales Gitter)
L,L̃ � Länge einer primären bzw. dualen Gitterkante
A,Ã � Fläheninhalt einer primären bzw. dualen Gitter�ähe
V,Ṽ � Volumen einer primären bzw. dualen Gitterzelle
N � Gesamtzahl der Gitterzellen der räumlihen Diskretisierung
i � Kurzshreibweise für das Indextripel (i, j, k)

I � Menge aller zulässigen Indextripel i
P � Anzahl der Makroteilhen
∆t � Zeitshritt
(.)(m) � bezeihnet die entsprehenden Gröÿen zum Zeitshritt mBewertung paralleler Algorithmen
T � Laufzeit
S � paralleler Speedup
SM � speiherskalierter Speedup
E � parallele E�zienz
EE � Isoe�zienzfunktion128



Parallelisierungsstrategien für PIC
S � Parallelisierungsstrategie
P � Simulationsproblem
I � Menge aller Gitterzellen beshrieben durh ihre Indextripel (i, j, k) ∈ N

3

B � Bounding Box (ein quaderförmiger Gitterausshnitt aus einem kartesi-shen Gitter)
Nπ � Gesamtanzahl der für eine parallele Rehnung verwendeten Prozessoren
Π � Menge aller Prozessoren Π := {1 . . . Nπ}, wobei jeder Prozessor durheine eindeutige Zahl bezeihnet wird.
TS � Gesamtlaufzeit der Simulation bei Einsatz von Parallelisierungsstrate-gie S
T

(m)
S � Gesamtlaufzeit des Zeitshrittes m bei Einsatz von Parallelisierungs-strategie S

FT
(m)
S � Laufzeit für die Zeitintegration der Gitterspannungen in Zeitshritt m

F T̃
(m)
S � Laufzeit für den im Rahmen des Feldlösers benötigten Datenaustaushzwishen den Prozessoren in Zeitshritt m

PT
(m)
S � Laufzeit für die zur Trajektorienberehnung der Makroteilhen benötig-ten Rehenshritte in Zeitshritt m

P T̃
(m)
S � Laufzeit für den im Rahmen der Trajektorienberehnung benötigtenDatenaustaush in Zeitshritt m

LBT̃
(m)

S � Laufzeit für die in Zeitshritt m durhgeführte Neuzuordnung derRehenlastp
n (m)

i,p � gibt an, ob sih Teilhen p in Zeitshritt m in Gitterzelle i be�ndet.pπ
a (m)
p,iπ

� Entsheidungsvariablen zur Beshreibung der Zuordnung von Teilhenzu Prozessorenπ
a (m)

i,iπ � Entsheidungsvariablen zur Beshreibung der Zuordnung von Gitterzel-len zu Prozessoren
nπ
a

(m)iπ,jπ � Entsheidungsvariable. Gibt an, wie viele Teilhen in Zeitshritt mProzessor iπ zugeordnet sind, für die Berehnung deren TrajektorienFelddaten von Prozessor jπ benötigt werden.
gπ
a (m)
ig ,iπ

� Entsheidungsvariable. Gibt die Zuordnung von Teilgebieten zu Prozes-soren an.
G � Gesamtanzahl an Teilgebieten
Giπ � Anzahl der Teilgebiete, die Prozessor iπ zugeordnet werden. 129



Anhang A Notation
⌈x⌉ � Aufrunden auf die nähst gröÿere Ganzzahl gemäÿ ⌈x⌉ := min

k∈Z,k≥x
{k}.

⌊x⌋ � Abrunden auf die nähst kleinere Ganzzahl gemäÿ ⌊x⌋ := max
k∈Z,k≤x

{k}.
αiπ � Anzahl der benötigten Zeiteinheiten zur Durhführung der Zeitintegra-tion der Feldfreiheitsgrade pro Zeitshritt und Zelle für Prozessor iπ.
βiπ � Anzahl der benötigten Zeiteinheiten zur Durhführung der Trajektori-enberehnung pro Zeitshritt und Teilhen für Prozessor iπ.
γ � Proportionalitätsfaktor zur Beshreibung der benötigten Zeit für denDatenaustaush zwishen zwei Prozessoren.
σmax � Entsheidungsparameter zur Steuerung der Lastbalanierung.
NL � Anzahl der Partitionierungsebenen bei der Erstellung der Teilgebiete fürdie Parallelisierungsstrategie "kombinatorishe Gebietszerlegung".
Giπ � Anzahl der Teilgebiete, welhe Prozessor iπ zugeordnet sind.
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B AbkürzungenBSPC � Bulk-Synhronous Parallel ComputerCPU � Central Proessing UnitDESY � Deutshes Elektronen SynhrotronFEL � Freie Elektronen LaserFIT � Finite Integration Theory (deutsh: Methode der �niten Integrati-on)MIMD � Multiple Instrution Stream,Multiple Data StreamPIC � Partile-In-CellPITZ � Photoinjektor Teststand in ZeuthenPRAM � Parallel Random Aess MahineRAM � Random AessMahine oder Random AessMemory (kontext-abhängig)RCB � Reursive Coordinate Bisetion (deutsh: Rekursive KoordinatenBisektionierung)SIMD � Single Instrution Stream,Multiple Data StreamSISD � Single Instrution Stream,Single Data StreamSPMD � Single Program Multiple Data
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C LiteraturübersihtDas bei der Parallelisierung eines Algorithmus auftretende Problem der Zuordnung vonRehenoperationen auf die Prozessoren eines Parallelrehners hat in den vergangenen zweiJahrzehnten viel Beahtung gefunden. Das folgende Kapitel stellt eine Würdigung der inder Literatur untersuhten Parallelisierungsstrategien für PIC Simulationen dar.C.1 Parallelisierungsstrategien für FeldlöserDas Problem, die Gitterzellen eines Rehengitters einer Anzahl von Prozessoren zuzuord-nen, so dass die mit den Gitterzellen verknüpften Berehnungen in möglihst kurzer Zeitausgeführt werden können, ist wohlbekannt. Die mathematishe Formulierung dieses Pro-blems führt je nah Modellierung von Rehen- und Kommunikationszeit auf untershied-lihe kombinatorishe Optimierungsprobleme, zu deren Lösung ausshlieÿlih Heuristikeneingesetzt werden. Die Gründe, weshalb man sih mit Heuristiken zufrieden gibt, sindzweierlei.Der erste Grund ist die Shwierigkeit, einen e�zienten Algorithmus zu �nden, der die exak-te Lösung des Optimierungsproblems liefert. Von Bokhari wurde gezeigt, dass es sih beidem Lastzuordnungsproblem in seiner populärsten Formulierung (siehe Abshnitt C.1.1)um ein NP-vollständiges Problem handelt [87℄. Für NP-vollständige Probleme existiertkein Algorithmus, welher das Problem exakt löst und dessen Laufzeit eine polynomialeKomplexität aufweist [65℄. Vielmehr wähst die benötigte Laufzeit in Abhängigkeit derProblemgröÿe shneller als jedes Polynom. Somit führt bereits die exakte Lösung einesProblems relativ geringer Gröÿe zu unvertretbar langen Laufzeiten.Der zweite Grund ist, dass die zur Verfügung stehenden Mashinen- und Netzwerkmodel-le, mit deren Hilfe die Optimierungsprobleme konstruiert werden, ohnehin nur eine grobeVorhersage der Laufzeit erlauben. Details der Implementierung, der Mashinenarhitektur,der verwendeten Netzwerkprotokolle et. und deren Ein�uss auf die Laufzeit können nihtberüksihtigt werden (siehe Abshnitt 2.4.5). Eine exakte Lösung der aus diesen relativgroben Modellen hervorgegangenen Optimierungsprobleme ersheint vor diesem Hinter-grund niht unbedingt notwendig, um eine zufriedenstellende Performane zu erreihen.133



Anhang C LiteraturübersihtDas Augenmerk rihtet sih also auf die Entwiklung von Heuristiken, die in vertretbarerZeit eine hinreihend gute Partitionierung �nden.Beim Studium der relevanten Literatur fällt auf, dass für untershiedlihe Gittertypenauh sehr vershiedene Partitionierungsheuristiken entwikelt wurden. Diese lassen sihunterteilen in geometrishe und graphenbasierte Heuristiken. Obwohl prinzipiell alle Heu-ristiken zur Partitionierung beliebiger Gitter anwendbar sind, werden die komplizierterenaber auh �exibleren graphenbasierten Heuristiken eher für unstrukturierte und die ein-faheren geometrishen Heuristiken eher für strukturierte Gitter eingesetzt, bei denen siezu guten Ergebnissen führen. Im Folgenden kann nur eine kurze Übersiht über die popu-lärsten Heuristiken gegeben werden. Für einen ausführlihen Überblik und viele weitereLiteraturverweise zum Thema der Gitterpartitionierung sei auf [71℄ verwiesen.C.1.1 Graphenbasierte HeuristikenGraphenbasierte Heuristiken bilden das Problem der Lastzuordnung auf ein Graphenpar-titionierungsproblem ab. Die Knoten eines Graphen stehen dabei für die Objekte, übli-herweise die Gitterzellen, welhe den Prozessoren des Parallelrehners zugeordnet werdensollen, während seine Kanten die Abhängigkeiten zwishen den Objekten, und somit denDatenaustaush, modellieren. Mathematish lässt sih das in der Literatur im Rahmen derGitterpartitionierung meist verwendete Graphenpartitionierungsproblem wie folgt formu-lieren [71℄.gegeben: Ein gewihteter und ungerihteter Graph G = (V,E) dessen Knoten jeweilsGewihte w(v), v ∈ V und dessen Kanten Gewihte l(e), e ∈ E besitzen.gesuht: Eine Zerlegung der Knotenmenge in Nπ disjunkte Teilmengen V1...Nπ
, so dass dieSumme der Knotengewihte für jede der Teilmengen einen Wert von 1

Nπ

∑
v∈V

w(v)+ ε nihtübershreitet, wobei die Summe der Kantengewihte für diejenigen Kanten, welhe zweiKnoten aus untershiedlihen Teilmengen miteinander verbinden, minimal sein soll. Dabeiist ε ein sinnvoll zu wählender Parameter. Im einfahsten Fall, dass mit jeder Gitterzelledie gleihen Berehnungsoperationen und für die voneinander abhängigen Zellen die glei-hen Operationen für den Datenaustaush durhgeführt werden müssen, ergeben sih diegleihen Gewihte für alle Knoten bzw. Kanten des Graphen.Dieses Graphenpartitionierungsproblem ist NP-vollständig und kann daher für praktishinteressante Problemgröÿen nur heuristish gelöst werden [87, 65℄. Die Idee bei der Kon-struktion dieses Graphenpartitionierungsproblems ist es, alle Partitionierungen zu betrah-ten, die im Falle der Vernahlässigung des Kommunikationsaufwandes die Laufzeit mini-134



C.1 Parallelisierungsstrategien für Feldlösermieren (Nebenbedingung). Dies sind alle Partitionierungen, bei denen die Gitterzellengleihmäÿig auf die verfügbaren Prozessoren verteilt werden. Innerhalb der Menge dieserPartitionierungen wird dann diejenige gesuht, bei der die über alle Prozessoren aufsum-mierte Kommunikationszeit, modelliert durh die Anzahl der Kanten, die Knoten ausvershiedenen Knoten miteinander verbinden, minimal wird.Obwohl eine Partitionierung gemäÿ der Lösung dieses Graphenpartitionierungsproblemsniht unbedingt die Laufzeit minimiert [88℄ und ein Versuh zur Lösung des Lastzuord-nungsproblems mit Hilfe von Heuristiken zur Lösung des Graphenpartitionierungsproblemssomit zunähst fragwürdig ersheint, hat sih dieses Vorgehen für praktishe Problemstel-lungen doh bewährt und liefert hinreihend gute Ergebnisse [71℄.Insbesondere Multi-Level Verfahren und Spektralverfahren haben bei der heuristishenLösung des Lastzuordnungsproblems für Berehnungen auf unstrukturierten Gittern einegroÿe Verbreitung gefunden [89, 90, 91℄. Multi-Level Verfahren bestehen aus drei Shritten.Im ersten Shritt wird die Knotenanzahl des zu partitionierenden Graphen durh wieder-holtes Zusammenfassen von Knoten zu Groÿknoten reduziert. Die Zusammenfassung derKnoten und der entstehenden Groÿknoten wird entweder so lange durhgeführt, bis derresultierende Graph nur noh Nπ Groÿknoten besitzt und somit in trivialer Weise par-titioniert werden kann, oder bis die Anzahl der Knoten zumindest so weit abgenommenhat, dass andere Algorithmen zur Partitionierung eingesetzt werden können, die für denGesamtgraphen entweder zu shlehte Ergebnisse liefern würden oder zu aufwändig wären.Nah der Partitionierung werden die Groÿknoten shrittweise wieder in ihre Bestandteilezerlegt, wobei überprüft wird, ob durh Austaush von Knoten zwishen den Partitionender Wert der Zielfunktion verbessert werden kann. Die vorgeshlagenen Heuristiken unter-sheiden sih in der Wahl des Algorithmus zur Knotenzusammenfassung, der Berehnungder Partitionierung für den gröbsten Graphen und dem Algorithmus zur Auswahl der Kno-ten, welhe zwishen den Partitionen ausgetausht werden sollen.Ebenso sind parallele Multi-Level Partitionierungsalgorithmen entwikelt worden, die dieparallele Abarbeitung der oben beshriebenen Shritte erlauben [92, 93℄.Neben den Multi-Level Verfahren haben Spektralverfahren eine gewisse Verbreitung ge-funden [94℄. Spektralverfahren konstruieren eine Partition des Graphen basierend auf demEigenvektor zu dem zweitgröÿten Eigenwert der Laplae Matrix LG des Graphen, derenEinträge wie folgt de�niert sind:
(LG)ij :=





1 falls i 6= j und {vi; vj} ∈ E

−deg(vi) falls i = j

0 sonst. (C.1)Der Eigenvektor erlaubt Rükshlüsse darüber wie die Knoten des Graphen miteinanderverbunden sind. Gemäÿ diesen Informationen werden die Knoten den einzelnen Partitionenzugeordnet. Für algorithmishe Details sei auf [94℄ verwiesen. 135



Anhang C LiteraturübersihtC.1.2 Geometrishe HeuristikenGeometrishe Heuristiken verwenden zur Partitionierung eines Gitters die Position derGitterzellen im Raum als zusätzlihe Information. Populär sind geometrishe Verfahreninsbesondere für die Partitionierung strukturierter Gitter geworden. Für deren vergleihs-weise einfahe Struktur führen sie zu guten Ergebnissen und sind im Vergleih zu graphen-basierten Methoden einfah und shnell. Zudem sind die konstruierten Partitionen häu�gvon einfaher Form und ermöglihen so die Verwendung ähnlih einfaher Datenstruktu-ren wie im seriellen Fall, was einen niht zu untershätzenden Vorteil darstellt. Aus dengenannten Gründen wurde auh für die im Rahmen der vorliegenden Arbeit vorgestelltenParallelisierungsstrategien eine geometrishe Heuristik ausgewählt.Im Fall eines strukturierten, kartesishen Gitters liefert eine einfahe Partitionierung, wel-he das Gitter in Quader gleiher Gröÿe unterteilt, bereits gute Ergebnisse [95℄. Die Ge-biete ergeben sih bei dieser Partitionierungsheuristik als Tensorprodukt eindimensionalerPartitionierungen in den einzelnen Koordinatenrihtungen. Eine solhe Partitionierung istjedoh aufgrund ihrer fehlenden Flexibilität nur zur statishen Lastzuordnung geeignet.Viele geometrishe Verfahren erzeugen eine Partitionierung mittels einer rekursiven Bi-sektionierung, d.h. eine Zerlegung in Nπ Partitionen erfolgt durh eine wiederholte Parti-tionierung in zwei Partitionen (Bisektionierung). Dies wird so lange durhgeführt, bis diebenötigten Nπ Gebiete entstanden sind. Obwohl die Lösung des Partitionierungsproblemsniht äquivalent zur Lösung einer Reihe von Bisektionierungsproblemen ist und selbst beioptimalen Bisektionierungen das Ergebnis beliebig shleht im Vergleih zur Lösung desursprünglihen Partitionierungsproblems sein kann [70℄, zeigt sih doh, dass Bisektio-nierungsverfahren insbesondere bei der Partitionierung strukturierter Gitter Ergebnisseliefern, die durhaus praktikabel sind (siehe Ergebnisse in Kapitel 4). Die Rekursive Koor-dinaten Bisektionierung (RCB) [66℄, wie sie in Abshnitt 3.3.1 in verallgemeinerter Formerläutert wurde, ist die wohl bekannteste Variante des Bisektionierungsansatzes.Eine Verallgemeinerung der RCB Heuristik wurde von Nour-Omid vorgeshlagen undwird als Reursive Inertial Bisetion (RIB) bezeihnet [96℄. Jede Gitterzelle wird dabeials Massenpunkt interpretiert. Das Rehengitter wird somit zu einer Verteilung von Mas-senpunkten im Raum. Von dieser Verteilung wird die Ahse berehnet, bezüglih derer dieVerteilung das kleinste Trägheitsmoment besitzt. Diese Ahse gibt die Normalenrihtungder Partitionierungsebene vor. Im Fall eines strukturierten kartesishen Gitters, welhesnah den Koordinatenahsen ausgerihtet ist, fällt diese Ahse immer mit einer Koordi-natenahse zusammen, und führt somit zum gleihen Ergebnis wie die RCB Heuristik inAbshnitt 3.3.1.Die Einshränkung bezüglih der Form der Partitionen, kann dazu führen, dass eine subop-timale Verteilung der Gitterzellen auf die Partitionen erfolgt. Eine Verallgemeinerung des136



C.2 Parallelisierungsstrategien für PICVerfahrens, welhe die Randzellen einer Partition noh einmal gesondert zuordnet, �ndetsih z.B. in [69℄. Dies ist jedoh eher für kompliziertere Gitter (z.B. strukturierte Gittermit lokaler Gitterverfeinerung) von Interesse, die ohnehin kompliziertere Datenstrukturenerfordern.Insbesondere zur Parallelisierung von Berehnungen auf strukturierten Gittern mit lokalerGitterverfeinerung hat die Partitionierung mittels raumfüllender Kurven (engl. spae�l-ling Curves) Popularität erlangt [97, 98℄. Dabei wird das Problem der Gitterpartitionie-rung auf das Problem der Partitionierung einer Liste, d.h. ein eindimensionales Parti-tionierungsproblem, zurükgeführt. Die Anordnung der Gitterzellen in der Liste erfolgtmit Hilfe einer Kurve, welhe mit einer bestimmten Bildungsvorshrift alle Gitterzellentraversiert. Die Liste wird dann in Nπ zusammenhängende Teile zerlegt. Alle Gitterzelleninnerhalb eines Listenteils werden jeweils einer Partition zugeordnet. Raumfüllende Kurven
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bAbbildung C.1: Partitionierungeines kartesishen Gitters mit Hil-fe der Hilbert Kurve.

besitzen die Eigenshaft, dass Gitterzellen, welheim zwei- oder dreidimensionalen Rehengitter nahebeieinander liegen, tendenziell auh in der resultie-renden Liste nahe beieinander liegen [99℄. Aufgrunddieser Eigenshaft führt die Partitionierung mittelsraumfüllender Kurven zu der Zuordnung vieler imGitter benahbarter Zellen zu derselben Partitionund damit zu einem relativ geringen Kommunika-tionsaufwand. Die am häu�gsten verwendete Kur-ve ist die Hilbert Kurve [100℄, welhe in Abbil-dung C.1 für ein einfahes Gitter abgebildet ist. An-dere raumfüllende Kurven �nden jedoh auh ver-einzelt Anwendung (siehe z.B. [101℄). Dadurh, dassdie Zuordnung der Gitterzellen zu den Partitionenzellweise erfolgt, kann die Last sehr gleihmäÿig aufdie Prozessoren verteilt werden. Allerdings wird diesdurh, die im Vergleih zur RCB Heuristik, gröÿere Anzahl an Randzellen und damit einenhöheren Kommunikationsaufwand erkauft [98℄.
C.2 Parallelisierungsstrategien für PICStrategien zur Parallelisierung des PIC Algorithmus können im Wesentlihen nah zweiGesihtspunkten klassi�ziert werden. Erstens danah, ob und wie eine Kopplung zwishender Zuordnung der Gitterzellen und der Zuordnung der Teilhen vorgenommen wird und137



Anhang C Literaturübersihtzweitens, ob diese Zuordnung im Rahmen einer dynamishen Lastbalanierung währendder Rehnung modi�ziert wird oder niht. Eine reht gute Zusammenfassung über dievershiedenen Gesihtspunkte, die bei der Konstruktion einer Parallelisierungsstrategiefür PIC eine Rolle spielen, �ndet sih in [15℄.Im folgenden Abshnitt sollen nur solhe Parallelisierungsstrategien Erwähnung �nden, fürdie aus der Verö�entlihung ersihtlih ist, dass Implementierungen existieren.C.2.1 Parallelisierungsstrategien mit statisher LastbalanierungC.2.1.1 Ungekoppelte Zuordnung von Gitterzellen und TeilhenIn [1, 2, 3℄ werden Parallelisierungsstartegien vorgeshlagen, welhe die Teilhen unge-ahtet ihrer Position im Gitter gleihmäÿig auf die verfügbaren Prozessoren verteilen. Esist somit keine Kopplung der Zuordnung von Teilhen und Gitterzellen vorhanden. DieZuordnung der Gitterzellen geshieht in räumlih zusammenhängenden Blöken, ähnliheiner strukturierten geometrishen Partitionierung.Da sowohl die Teilhen wie auh die Gitterzellen gleihmäÿig auf die verfügbaren Prozes-soren zugeordnet werden, ist die Rehenlast zu jedem Zeitpunkt ideal balaniert und esgilt
FT

(m)
S (iπ, Nπ,P) = FT

(m)
S (jπ, Nπ,P) ∀iπ, jπ ∈ Π,

PT
(m)
S (iπ, Nπ,P) = PT

(m)
S (jπ, Nπ,P) ∀iπ, jπ ∈ Π.Die Zuordnung der Teilhen und Gitterzellen wird während der Simulation niht verändert.In den jeweiligen Benhmarkuntersuhungen wurden Simulationsprobleme betrahtet, beidenen die Teilhen während der gesamten Simulation gleihmäÿig über das Rehengebietverteilt sind.Die Ergebnisse zeigen jeweils einen sehr starken Overhead verursaht durh den notwen-digen Datenaustaush. Um die Zeit für den Datenaustaush zu reduzieren, shlugen dieAutoren in [1℄ vor, die Zuordnung der Teilhen ganz oder teilweise basierend auf derGebietszerlegung für den Feldlöser vorzunehmen. Bei einer vollständigen Kopplung derTeilhenzuordnung mit der Gebietszerlegung erreihten die Autoren für ihr Benhmark-Beispiel deutlih reduzierte Laufzeiten für die Feldinterpolation sowie für die Stromextra-polation. Die Laufzeiten für diese Operationen waren bei der Implementierung der Autorennun in der gleihen Gröÿenordnung wie die Integration der Teilhentrajektorien.Eine weitere Parallelisierungsstrategie, bei der die Teilhen gleihmäÿig auf die Prozes-soren verteilt werden, wird in [72, 73, 4℄ vorgeshlagen. Es handelt sih dabei um dasin Abshnitt 3.4.4 theoretish untersuhte Verfahren. Wie die theoretishe Untersuhung138



C.2 Parallelisierungsstrategien für PICzeigte, ist diese Parallelisierungsstrategie niht skalierbar, kann aber für Simulationspro-bleme mit räumlih stark konzentrierten Teilhenverteilungen zu reht zufriedenstellendenErgebnissen führen.C.2.1.2 Gekoppelte Zuordnung von Gitterzellen und TeilhenParallelisierungsstrategien, welhe die Zuordnung der Teilhen direkt an die Zuordnung derGitterzellen koppeln, sind in der Literatur am häu�gsten zu �nden (siehe z.B. [5, 6, 7, 8℄).Für Simulationsprobleme, bei denen die Teilhenverteilung zumindest annähernd homogenist, führen sie zu guten Ergebnissen. Für Simulationsprobleme mit räumlih konzentriertenTeilhenverteilungen leidet diese Parallelisierungsstrategie jedoh an der ungleihmäÿigenVerteilung der Rehenlast auf die Prozessoren (siehe auh die Skalierbarkeitsuntersuhungin Abshnitt 3.4.5).C.2.2 Parallelisierungsstrategien mit dynamisherLastbalanierungIn [13, 14, 15, 16℄ werden Parallelisierungsstrategien vorgeshlagen, bei denen die Zuord-nung der Teilhen und Gitterzellen gebietsorientiert erfolgt, wobei jedoh die Partitionie-rungen für Teilhen und Gitterzellen niht übereinstimmen müssen. Während in [15℄ keinePerformaneergebnisse präsentiert werden und in [13℄ lediglih Ergebnisse für den trivia-len Fall einer im gesamten Rehengebiet homogenen Teilhenverteilung präsentiert werden,für den eine Lastbalanierung niht notwendig ist, werden in [16℄ einige Performane Er-gebnisse für ein Benhmarkproblem mit einer räumlih konzentrierten Teilhenverteilunggezeigt, bei der etwa 50% der Gitterzellen mit Teilhen gefüllt sind, die sih in eine Vor-zugsrihtung bewegen. In [14℄ wird ein reales Simulationsproblem als Benhmark benutzt.In [9, 10, 11, 12, 67℄ werden Parallelisierungsstrategien vorgeshlagen, welhe die Zuord-nung der Teilhen und Gitterzellen ebenfalls gebietsorientiert vornehmen, bei denen jedohdie Partitionierungen für Teilhen und Felder übereinstimmen. Eine dynamishe Lastba-lanierung wird durh die inkrementelle Veränderung der Partitionsgrenzen durhgeführt.In Abshnitt 3.4.6.1 wurde eine Verallgemeinerung dieser Strategie vorgestellt.
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D OptimalitätsbeweisUm zu beweisen, dass der in Abshnitt 3.4.3 beshriebene Algorithmus für den kontinuier-lihen Fall einen optimalen Zustand �ndet, soll zunähst gezeigt werden, dass die durh dieNebenbedingungen (3.48) und (3.47) beshriebene Menge konvex ist. Anshlieÿend wirddie Konvexität der Zielfunktion (3.46) gezeigt. Aufgrund dieser Eigenshaften der Ziel-funktion und der Menge der zulässigen Lösungen kann gefolgert werden, dass jedes lokaleOptimum identish zu dem globalen Optimum ist (siehe Satz 2.35 in [102℄). Anshlieÿendwird gezeigt, dass der beshriebene Algorithmus ein lokales Optimum �ndet, womit bewie-sen ist, dass der Algorithmus zu einem globalen Optimum führt. Es sei angemerkt, dassder Beweis bisher nur unter der Voraussetzung eines Parallelrehners mit gleihartigenProzessoren vollständig geführt werden konnte. In Abshnitt D.3 wird an entsprehenderStelle auf diese Einshränkung hingewiesen.D.1 Konvexität der Menge der zulässigen LösungenGemäÿ De�nition 3.1 aus [102℄ handelt es sih bei der Menge, welhe die Nebenbedin-gungen beshreibt, um ein Polyeder. Gemäÿ Bemerkung 3.2 aus [102℄ ist jedes Polyederkonvex. Damit ist die Menge der zulässigen Lösungen konvex.D.2 Konvexität der ZielfunktionGemäÿ De�nition 2.26 aus [102℄ ist eine Funktion f : R
n → R genau dann konvex, wennfür alle x1, x2 ∈ R

n und λ ∈ (0; 1) gilt, dass
f(λx1 + (1 − λ)x2) ≤ λ · f(x1) + (1 − λ) · f(x2). (D.1)Die Zielfunktion lautet

TS(Nπ,P) = max
iπ∈Π

{
βiπ ·

nπ
a iπ ,iπ + (βiπ + γ) ·

∑

jπ ∈ Π

jπ 6= iπ

nπ
a iπ ,jπ + γ ·

∑

jπ ∈ Π

jπ 6= iπ

nπ
a jπ ,iπ

}
. (D.2)
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Anhang D OptimalitätsbeweisEs gilt
max
iπ∈Π

{
βiπ ·

[
λ ·

nπ
a iπ ,iπ + (1 − λ) ·

nπ
a

′
iπ ,iπ

]
+ . . .

. . .+ (βiπ + γ) ·
∑

jπ ∈ Π

jπ 6= iπ

[
(λ

nπ
a iπ ,jπ + (1 − λ)

nπ
a

′
iπ ,jπ

]
+ . . .

. . .+ γ ·
∑

jπ ∈ Π

jπ 6= iπ

[
λ
nπ
a jπ ,iπ + (1 − λ)

nπ
a

′
jπ,iπ

] }

= max
iπ∈Π

{
λ
[
βiπ ·

nπ
a iπ ,iπ + (βiπ + γ) ·

∑

jπ ∈ Π

jπ 6= iπ

nπ
a iπ ,jπ + γ ·

∑

jπ ∈ Π

jπ 6= iπ

nπ
a jπ,iπ

]
+ . . .

. . .+ (1 − λ)
[
βiπ ·

nπ
a

′
iπ ,iπ + (βiπ + γ) ·

∑

jπ ∈ Π

jπ 6= iπ

nπ
a

′
iπ ,jπ + γ ·

∑

jπ ∈ Π

jπ 6= iπ

nπ
a

′
jπ ,iπ

] }

≤ λ · max
iπ∈Π

{
βiπ ·

nπ
a iπ ,iπ + (βiπ + γ) ·

∑

jπ ∈ Π

jπ 6= iπ

nπ
a iπ ,jπ + γ ·

∑

jπ ∈ Π

jπ 6= iπ

nπ
a jπ ,iπ

}
+ . . .

. . .+ (1 − λ) · max
iπ∈Π

{
βiπ ·

nπ
a

′
iπ ,iπ + (βiπ + γ) ·

∑

jπ ∈ Π

jπ 6= iπ

nπ
a

′
iπ ,jπ + γ ·

∑

jπ ∈ Π

jπ 6= iπ

nπ
a

′
jπ ,iπ

}
, (D.3)was aufgrund der Dreieksungleihung folgt [103℄. Die Konvexität der Zielfunktion ist somitgezeigt.D.3 Beweis der OptimalitätNun soll gezeigt werden, dass der in Abshnitt 3.4.3 vorgeshlagene Algorithmus zu Wer-ten nπ

a iπ ,jπ führt, für welhe die Zielfunktion ein lokales Minimum und, gemäÿ den Überle-gungen in Abshnitt D.1 und D.2, somit ihr globales Minimum annimmt.Das Verfahren briht entweder ab, weil ein Prozessor der Gruppe u(n) . . . Nπ keine Teilhenmehr besitzt, die abgegeben werden können (siehe Gleihung (3.59)), oder weil βiπ < γ füreinen Prozessor dieser Gruppe gilt (siehe Gleihung (3.60)), oder weil T (n)
S (iπ) = T

(n)
S (jπ)gilt (siehe Gleihung (3.58)). Zunähst werden die beiden ersten Fälle betrahtet.Fall 1: Das Verfahren briht ab, weil für einen Prozessor iπ nπ

a
(n)

iπ ,iπ = 0 gilt.Aufgrund des max{.} Ausdrukes in der Zielfunktion müssen, um den Wert der Ziel-funktion zu reduzieren, die T (n)
S (u(n) . . . Nπ) alle reduziert werden, da diese nah jedemShritt des Optimierungsverfahrens gleih sind und den Wert der Zielfunktion bestimmen.142



D.3 Beweis der Optimalität
Die T (n)

S (u(n) . . . Nπ) können jedoh nur dann reduziert werden, wenn die nπ
a

(n)

iπ ,iπ der Pro-zessoren u(n) . . . Nπ reduziert werden. Da nπ
a

(n)

iπ ,iπ = 0 für einen dieser Prozessoren gilt, kannder Wert T (n)
S (iπ) niht mehr weiter reduziert werden. Damit kann auh der Wert der Ziel-funktion niht weiter reduziert werden und der erreihte Zustand ist optimal.Fall 2: Das Verfahren briht ab, weil für einen Prozessor iπ βiπ < γ gilt. Wie unterFall 1 bereits erläutert, müssen die T (n)

S (u(n) . . . Nπ) alle reduziert werden, um den Wertder Zielfunktion zu reduzieren. Für einen Prozessor der Gruppe u(n) . . . Nπ kann dieserWert nur durh Abgabe von Teilhen reduziert werden. Gibt ein solher Prozessor iπ eineAnzahl von k Teilhen ab, so verändert sih der Wert von T (n)
S (iπ) um (γ − βiπ) · k. Fallsniht βiπ < γ gilt, kann T (n)

S (iπ) folglih niht reduziert werden und ist somit der bestmög-lihe Wert der Zielfunktion.Fall 3: Das Verfahren briht ab, weil T (n)
S (iπ) = T

(n)
S (jπ)∀iπ, jπ ∈ Π gilt.Für diesen Fall soll die Optimalität nur für den Sonderfall eines Parallelrehners mit gleih-artigen Prozessoren

βiπ = β ∀iπ ∈ Π (D.4)bewiesen werden. Auf den allgemeinen Fall konnte der Beweis bislang niht erweitertwerden. Um zu zeigen, dass ein lokales Optimum vorliegt, soll eine di�erentiell kleineÄnderung in den nπ
a

(n)

iπ ,jπ und deren Auswirkung auf den Wert der Zielfunktion unter-suht werden. Um den Wert der Zielfunktion durh eine di�erentielle Änderung der nπa (n)

iπ ,jπzu reduzieren, ist wegen des max{.} Ausdrukes in der Zielfunktion sowie der Tatsahe,dass T (n)
S (iπ) = T

(n)
S (jπ)∀iπ, jπ ∈ Π gilt, notwendig, dass

dT
(n)
S (iπ) < 0 ∀iπ ∈ Π (D.5)gilt. Es werden zunähst die Prozessoren der Gruppe u(n) . . . Nπ betrahtet. Die Lastän-derung für einen Prozessor aus dieser Gruppe ergibt sih zunähst ganz allgemein zu

dT
(n)
S (iπ) = (γ + β) ·

Nπ∑

jπ = 1

jπ 6= iπ

d
nπ
a

(n)

iπ ,jπ + (γ − β) ·
Nπ∑

jπ = 1

jπ 6= iπ

d
nπ
a

(n)

jπ ,iπ . (D.6)Aufspalten der Summen nah den beiden Prozessorgruppen 1 . . . l(n) und u(n) . . . Nπ ergibt
dT

(n)
S (iπ) =(γ + β) ·

l(n)∑

jπ=1

d
nπ
a

(n)

iπ ,jπ + (γ − β) ·
l(n)∑

jπ=1

d
nπ
a

(n)

jπ,iπ + . . .

. . .+(γ + β) ·
Nπ∑

jπ = u(n)

jπ 6= iπ

d
nπ
a

(n)

iπ ,jπ + (γ − β) ·
Nπ∑

jπ = u(n)

jπ 6= iπ

d
nπ
a

(n)

jπ ,iπ . (D.7)
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Anhang D OptimalitätsbeweisDamit (D.5) erfüllt sein kann, ist es notwendig, dass
Nπ∑

iπ=u(n)

dT
(n)
S (iπ) < 0. (D.8)Einsetzen von (D.7) in (D.8) ergibt

2γ
Nπ∑

iπ=u(n)

Nπ∑

jπ = u(n)

jπ 6= iπ

d
nπ
a

(n)

iπ ,jπ

︸ ︷︷ ︸
1

+(γ+β) ·
Nπ∑

iπ=u(n)

l(n)∑

jπ=1

d
nπ
a

(n)

iπ ,jπ

︸ ︷︷ ︸
2

+(γ−β) ·
Nπ∑

iπ=u(n)

l(n)∑

jπ=1

d
nπ
a

(n)

jπ,iπ

︸ ︷︷ ︸
3

< 0. (D.9)
Wegen der Nebenbedingung nπ

a
(n)

iπ ,jπ ≥ 0 ∀iπ, jπ ∈ Π folgt, dass alle Terme in den Sum-men 1 und 2 gröÿer oder gleih Null sein müssen, da für das Optimierungsverfahrenimmer gilt
nπ
a

(n)

iπ ,jπ = 0 ∀iπ, jπ ∈ {u(n) . . . Nπ} (iπ 6= jπ),

nπ
a

(n)

iπ ,jπ = 0 ∀jπ ∈ {1 . . . l(n)}, iπ ∈ {u(n) . . . Nπ}.Nun werden die Prozessoren der Gruppe 1 . . . l(n) betrahtet. Wieder folgt aufgrund von (D.5)
l(n)∑

iπ=1

dT
(n)
S (iπ) < 0 (D.10)als notwendige Bedingung. Es folgt durh Einsetzen des allgemeinen Ausdruks unter (D.7)in (D.10)

2γ
l(n)∑

iπ=1

l(n)∑

jπ = 1

jπ 6= iπ

d
nπ
a

(n)

iπ ,jπ
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4

+(γ+β)·
l(n)∑

iπ=1

Nπ∑

jπ=u(n)

d
nπ
a

(n)

iπ ,jπ
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5

+(γ−β)·
l(n)∑

iπ=1

Nπ∑

jπ=u(n)

d
nπ
a

(n)

jπ,iπ

︸ ︷︷ ︸
6

< 0. (D.11)
Durh Vertaushung der Indizes lassen sih die Summen 5 und 6 in die Summen 3bzw. 2 überführen. Wegen

nπ
a

(n)

iπ ,jπ = 0 ∀iπ, jπ ∈ {1 . . . l(n)} (iπ 6= jπ)

nπ
a

(n)

iπ ,jπ = 0 ∀jπ ∈ {1 . . . l(n)}, iπ ∈ {u(n) . . . Nπ},144



D.3 Beweis der Optimalitätfolgt, dass alle Terme in den Summen 4 und 6 gröÿer Null sein müssen. Mit den Abkür-zungen für die Summen lassen sih die beiden Ungleihungen (D.9) und (D.11) shreibenals
2γ · 1 + (γ + β) · 2 + (γ − β) · 3 < 0 (D.12)
2γ · 4 + (γ − β) · 2 + (γ + β) · 3 < 0. (D.13)Wegen γ > 0 und 1 > 0, 4 > 0 folgt, dass notwendig ist um (D.12) und (D.13) zuerfüllen, dass

(γ + β) · 2 + (γ − β) · 3 < 0 (D.14)
(γ − β) · 2 + (γ + β) · 3 < 0 (D.15)gilt. Diese zwei Ungleihungen sind äquivalent zu der Ungleihungskette
β + γ

β − γ
· 3 < 2 <

β − γ

β + γ
· 3 (D.16)Wegen β − γ > 0 gilt aber

β + γ

β − γ
>
β − γ

β + γ
. (D.17)Somit kann die Ungleihungskette (D.16) nur dann erfüllt werden, falls 3 < 0, wor-aus 2 < 0 folgen würde im Widerspruh zur Nebenbedingung.Damit kann durh eine di�erentielle Änderung der nπa (n)

iπ ,jπ der Wert der Zielfunktion in derUmgebung des erreihten Wertes niht weiter reduziert werden, wenn das Verfahren ineinem Zustand abbriht für den T (n)
S (iπ) = T

(n)
S (jπ)∀iπ, jπ ∈ Π gilt. Der erreihte Zustandmuss ein lokales und damit aufgrund der Eigenshaften von Zielfunktion und Nebenbedin-gungen auh ein globales Optimum sein.
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