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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit algebraischen Zyklen auf komplexen abelschen
Varietéiten der Dimension 4. Ziel der Arbeit ist ein nicht-triviales Element in
Grif f32(A*) zu konstruieren. Hier bezeichnet A* die generische abelsche Va-
rietdt der Dimension 4 mit Polarisierung von Typ (1,2,2,2).

Die ersten drei Kapitel sind eine Wiederholung von elementaren Definitionen
und Begriffen und daher eine Festlegung der Notation. In diesen erinnern wir an
elementare Eigenschaften der von Saito definierten Filtrierungen Fs und Z auf
den Chowgruppen (vgl. [Sa0] und [Sa]). Wir wiederholen auch eine Beziehung
zwischen der Fg-Filtrierung und der Zerlegung von Beauville der Chowgruppen
(vgl. [Be2] und [DeMu]), welche aus [Mu]| stammt. Die wichtigsten Begriffe in
diesem Teil sind die héhere Griffiths’ Gruppen und die infinitesimalen Invari-
anten hoherer Ordnung.

Dann beschéftigen wir uns mit wverallgemeinerten Prym-Varietdten beziiglich
(2 : 1) Uberlagerungen von Kurven. Wir geben ihre Konstruktion und wichtige
geometrische Eigenschaften und berechnen den Typ ihrer Polarisierung.
Kapitel 3 enthélt ein Resultat aus [BCV] iiber die Dominanz der Abbildung
p(3,2) : R(3,2) — A4(1,2,2,2). Dieses Resultat ist von Relevanz fiir uns, weil
es besagt, dass die generische abelsche Varietéit der Dimension 4 mit Polari-
sierung von Typ (1,2,2,2) eine verallgemeinerte Prym-Varietit beziiglich eine
(2 : 1) Uberlagerung einer Kurve vom Geschlecht 7 iiber eine Kurve vom Ge-
schlecht 3 ist.

Der zweite Teil der Dissertation ist die eigentliche Arbeit und ist auf folgende
Weise strukturiert: Kapitel 4 enthiilt die Konstruktion der Degeneration von A%.
Das bedeutet, dass wir in diesem Kapitel eine Familie X — S von verallge-
meinerten Prym-Varietéiten konstruieren, sodass die klassifizierende Abbildung
S — A4(1,2,2,2) dominant ist. Desweiteren wird ein relativer Zykel Y/S auf
X /S konstruiert zusammen mit einer Untervarietdt 7' C S, sodass wir eine ex-
plizite Beschreibung der Einbettung Y |p < X|7 angeben konnen.

Das letzte und wichtigste Kapitel enthdhlt Folgendes: Wir beweisen dass, die
infinitesimale Invariante zweiter Ordnung d2(a) von « nicht trivial ist. Hier be-
zeichnet a die Komponente von Y in C h:())z) (X/S) unter der Beauville-Zerlegung.
Damit und mit Hilfe der Ergebnissen aus Kapitel 5 konnen wir zeigen, dass

0# [a] € Griff3*(X/S).
Wir kénnen diese Aussage verfeinern und zeigen (vgl. Theorem 6.3.1)
Theorem 0.0.1 Fiir s € S generisch gilt

0 # [os] € Grif f>*(AY),

wobei A* die generische abelsche Varietit der Dimension 4 mit Polarisierung
vom Typ (1,2,2,2) ist.



Summary

This PhD Thesis is about algebraic cycles on complex abelian varieties of di-
mension 4. The main goal of our work is to construct a non trivial element in
Grif f32(A%). Here A* denotes the generic abelian variety of dimension 4 with
polarization of type (1,2,2,2).

The first 3 chapters are a review of the basic definitions and concepts and their
pourpose is to fix the notation. In them we recall the definitions and basic
properties of the Fg and the Z-filtration defined by Saito (cf. [Sa0] and [Sal).
We review a relationship between the Fj filtration and the decomposition of the
Chow groups defined by Beauville (cf.[Be2] and [DeMu]) which can be founded
in [Mu]. The main concepts in this part are the higher Griffiths’ groups and
the higher infinitesimal invariants.

We study after that the generalized Prym variety associated to a double cover
of curves. We give its construction and main geometric properties and compute
the type of its polarization.

The chapter 3 contains a result of [BCV] about the dominantness of the map
p(3,2) : R(3,2) — A4(1,2,2,2). This result is relevant for us because it
says that the generic abelian variety of dimension 4 and polarization of type
(1,2,2,2) is a generalized Prym variety associated to a double covering of a
genus 7 curve over a genus 3 curve.

The second part of the PhD-Thesis is actually my work and is as follows struc-
tured: The chapter 4 contains the construction of the degeneration of A*. This
means, in this chapter we construct a family X — S of generalized Prym
varieties such that the classifying map S — 44(1,2,2,2) is dominant. We
construct also a relative cycle Y/S on X/S together with a subvariety 7' C S in
such a way that we can give a explicit description of the embedding V|7 < X|p.
The last and main chapter contains the following: We show that the second in-
finitesimal invariant d2(c) of « is non-trivial. Here « is the component of YV
in C’hi()’z) (X/S) under the decomposition of Beauville for Ch3(X/S). With this
and our results from chapter 5, we can show that

0# [a] € Grif f*(X/9).
We can get a finer version of this result (cf. Theorem 6.3.1):
Theorem 0.0.2 For s € S generic holds

0 # o] € Grif f>*(AY),

where A% is the generic abelian variety of dimension 4 with polarization of type
(17 27 27 2) °
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Kapitel

Einfiihrung

In den 50er und 60er Jahren wurden algebraische Zyklen fiir die algebraische
Geometrie und ihre Grenzgebiete besonders wichtig. Dies war die Konsequenz
einiger fundamentaler Vermutungen iiber sie und einige ihrer Anwendungen wie
zum Beispiel

e die Hodge-Vermutung, welche besagt, dass jede Hodgeklasse algebra-
isch ist,

e die Tate-Vermutung, die eine Beziechung zwischen Galois-Moduln aus
der étalen Kohomologie und algebraischen Zyklen voraussagt,

e und die sogenannten Standard-Vermutungen (Grothendieck bewies,
dass von diesen die Weil-Vermutungen iiber die Zeta-Funktion von Va-
rietdten iiber endlichen Kérpern abgeleitet werden konnen.)

Wir fiihren zunéchst einige Notationen ein.

Es seien X und S glatte, projektive Varietéiten iiber C und f : X — S ein
flacher Morphismus. Wir bezeichnen mit Ch"(X/S) die rationale (d.h. mit Q
tensorierte) Chowgruppe aller relativen Zyklen der Kodimension r modulo
rationaler Aquivalenz von Zyklen.

Weiter bezeichne Ch" (X /S)pom (beziehungsweise Ch"(X/S)q4), die Untergrup-
pe von Ch™(X/S), die homologisch (bzw. algebraisch) dquivalent zu Null sind.
Fiir die Definition von rationaler, algebraischer bzw. homologischer Aquivalenz
siche [BL] Abschnitt 16.1.

Algebraische Zyklen, die homologisch und nicht algebraisch dquivalent zu Null
sind, also nicht-triviale Elemente in der Griffiths-Gruppe

_ Ch" (X/S)hom
Ch'(X/S)ag’
sind nur schwer zu konstruieren. Mit Hilfe von Kurven koénnen wir jedoch gute

Zyklen auf bestimmten abelschen Varietdten finden. Die Idee hier ist ganz ein-
fach: Wir kénnen Varietdten betrachten, die z.B. Quotienten von Jacobischen

Grif fr(X/S) :
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sind. Da es immer eine Einbettung der Kurve in ihre Jacobische gibt, haben wir
auf diese Weise natiirliche Zyklen auf solche Varietéten.

Torelli hat in 1914 bewiesen (siche [To]), dass sich jede abelsche Varietét als
ein Quotient einer Jacobischen realisieren ldsst und daher tragen auch abelsche
Varietéten natiirliche Zyklen. In einigen Féllen lassen sich abelsche Varietdten
auch als Prym-Varietéiten oder verallgemeinerte Prym-Varietéaten darstellen und
haben daher ebenfalls gute Zyklen.

Im Jahr 1983 konstruierte Ceresa (siche [Ce]) nicht-triviale Zyklen auf der
generischen Jacobischen der Dimension g > 3. Explizit haben wir

Satz 0.0.1 (Ceresa) Es sei g > 3 und J(C) der Dimension g generisch. Wei-
ter seien W, das Bild der kanonischen Abbildung Sym"(C) — J(C) und
Wi = (=1y¢))«Wr. Dann gilt fir die Zyklen W, — W= € Ch97"(J(C)),
1 <r<g-—2, dass diese homologisch aber nicht algebraisch dquivalent zu Null
sind.

Hier das Wort generisch hat fiir uns folgende Bedeutung (vgl. [BL] S.559).

Definition 0.0.1 Eine polarisierte abelsche Varietdt A mit Polarisierung von
Typ (d1,...,dg) heifst generisch fiir die Figenschaft P, wenn sie sich auferhalb
einer abzdhlbaren Vereinigung von echten Zariski-abgeschlossenen Teilmengen
von Ag(dy, ...,dg) befindet, welche durch P bestimmt sind.

Hier bezeichnet Ay(dy,...,dy) den Modulraum der g-dimensionalen abelschen
Varitéten mit Polarisierung von Typ (di,...,dy) (Siehe Abschnitt 2.4 fir die
Definition von Polarisierung bzw. Typ der Polarisierung).

Weil die generische abelsche Varitiit A% der Dimension 3 eine Jacobische ist,
zeigte Ceresa also

Satz 0.0.2 (Ceresa) Griff?(A3%) # 0.

Es sei nun M die von den Zyklen C'—C~ erzeugte Untergruppe von Grif f2(A3).
Bardelli und Nori haben im Jahr 1988 bzw. 1989 bewiesen (siehe [Ba] und
[No]), dass M sehr grof ist:

Satz 0.0.3 (Bardelli/Nori) Der Q-Vektorraum M ist nicht endlich erzeugt.
Colombo und Pirola (siehe [Co-Pi]) zeigten dann 1994:
Satz 0.0.4 (Colombo-Pirola) M # Grif f?(A3).

In hohere Dimension sind die oben genannten Resultate in Dimension 3 nur
schwer zu verallgemeinern. In Dimension 5 jedoch lésst sich die generische abel-
sche Varietit A% der Dimension 5 als eine Prym-Varietit darstellen (siehe [Be]).
Fakhruddin [Fk] benutzte 1996 diese Tatsache und konstruierte nicht-triviale
Elemente aus Grif f*(A%). Er zeigte
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Kapitel 0. Einfiihrung

Satz 0.0.5 (Fakhruddin) Die Gruppen Grif f3(A°) und Grif f*(A®) haben
unendlichen Rang und:

e Fiir die generische Prym-Varietit P der Dimension g > 5 ist Grif f/(P)
fir 3 <j <g—1, nicht-trivial.

e Ist J die generische Jacobische der Dimension g > 11, dann gilt Grif f9=1(J) #
0.

e In beliebiger Charakteristik gilt fiir die generische Kurve C' von Ge-
schlecht g > 3:
C' — C~ ist homologisch aber nicht algebraisch dquivalent zu Null in J(C').

Die Methoden von Fakhruddin sind also auch stark genug, um den Satz von
Ceresa in beliebiger Charakteristik zeigen zu kénnen.

Unser Fokus steht in Zyklen der Dimension 1 auf abelschen Varietdten. Die
zuvor genannten Ergebnisse sind iiber A% und A°%. Was ist dann mit A*?

Wir mochten das Verfahren von Fahkruddin verallgemeinern. Wir werden (2 : 1)
Uberlagerungen von Kurven betrachten, bei denen wir Verzweigungspunkte
erlauben, d.h. wir werden von Prym-Varietéiten zu verallgemeinerten Prym-
Varietditen iibergehen. Dazu benutzen wir einen Satz von Bardelli, Cilliberto
und Verra von 1995 (siehe Kapitel 3), welcher die generische abelsche Varietiit
der Dimension 4 als eine veralgemeinerte Prym-Varietét beziiglich einer (2 : 1)
Uberlagerung von Kurven f : I' — T darstellt, wobei g(I') = 7 und ¢(T") = 3
(f hat also 4 Verzweigungspunkte).

Wir werden auch anstatt die Griffiths-Gruppen die h6heren Griffiths-Gruppen
betrachten (siehe Abschnitt 1.2.3). Dazu werden wir die Filtrierung von Saito
(siehe [Sa0]) auf den Chowgruppen betrachten. Von dieser Filtrierung ist erwar-
tet, dass sie die Bloch-Belinson Filtrierungsvermutung 10st.

Wir stiitzen uns auf die Theorie von infinitesimalen Invarianten héherer Ord-
nung (vgl. Abschnitte 1.2.4 und 6.2) und auf die Kohomologieklasse von Zyklen,
um ein nicht-triviales Element in Grif f32(A*) zu konstruieren. Hier bezeichnet
A% das generische Element von A4(1,2,2,2) (siche Theorem 6.3.1).
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Kapitel

Notation

Dieses Kapitel dient dem Zweck, die elementaren Begriffe und Bezeichnungen
einzufiihren, die wir benutzen werden.

1.1 Die Leray-Filtrierung

Es seien X und S glatte algebraische Varietdten iiber C und f : X — S ein
glatter Morphismus.

Wir haben eine Inklusion f*Qéw — Qk, deren Quotient Q_lx /s das Biindel der
relativen holomorphen Differentialformen ist. Wir haben dann eine exakte Se-
quenz

0—— f*Q}g Q}X Q}X/S 0.

Auf jedem Biindel Q' existiert die sogenannte Leray-Filtrierung LY’ de-
finiert durch

LEQ = fFOL N QP
Die assoziierte graduierte Garbe beziiglich dieser Filtrierung ist

Griy = ffO% ® QTX_/’;

Der Bequemlichkeit halber bezeichnen wir LEQ% mit LY (r) und Grf Q% mit
Grf (r). Es ist klar, dass

& = Lg(r) 2 Lg(r) 2 -+~ Lis(r) 2 Lg™(r) = 0

gilt. Wir nehmen nun an, dass f polarisierte abelsche Varietdten als Fasern
hat (insbesondere sind die Fasern kompakt und kéhlersch) und betrachten die
kohdrente Garbe RP (). Diese ist durch

PR = Im <le*L§Q"X . le*Qgg)

filtriert.



1.1. Die Leray-Filtrierung

1.1.1 Die (holomorphe) Leray-Spektralsequenz
Die Leray-Filtrierung liefert die Leray-Spektralsequenz
EV9(r, X) 1= RPMILL (G (1) = RPHI.0% (L1)
mit
EPA(r, X) = Grl RPTIf. Q..
Die Differentialabbildung d; : E7"Y(r, X) — €f+1’q(r,X) ist der Verbindungs-
morphismus RPT9f,(Gr? (r)) — RPHIHLf(Gr2T (1)) aus der exakten Sequenz

0 Gri™ (r) = L§(r) /1§ (r) —= Gri(r) —=0.

Nach der Projektionsformel gilt E7(r, X) ~ QF ® RPTY f*QTX_/g. AuBlerdem

R"f*Qé{/S ~ HI = Gr{;H”j, wobei H! := R'f,C ® Og die Hodge-Biindel
sind und F'® die auf jeder Faser definierte Hodgefiltrierung ist.

Wir mochten zu der Beziehung zwischen der Leray-Spektralsequenz und dem
De-Rham-Komplex beziiglich H’ niher eingehen.

Dazu bezeichnen wir mit K% (¢) den folgenden C-linearen Komplex:

v v
0—H —H'RQ —H'®QF —

wobei V der Gaufl-Manin-Zusammenhang ist. Es gilt auch die Transversa-
litdatsbedingung von Griffiths

VFPH' ¢ FP7'H! © Qg
und somit kénnen wir K% (¢) filtrieren, FP K% (¢):
00— FPHl ——= FPIH @ QL V> FP2H! @ 02— -+

Der graduierte Anteil ist Gri. K% (t) (Og-linear):

0 —= GriH! = Grb ' @ Q) — = Grh P HE 0 Q% — -
Mit dieser Notation haben wir dann folgenden

Satz 1.1.1 Fir g,r kann man den Komplex (81"q(r,X),d1) und den Komplex
(Gr}K)’((r +q), V) miteinander identifizieren.

Beweis: Siche [Vo] IT Seite 139. O

Ikeda hat in [Ike] das folgende Resultat bewiesen

Satz 1.1.2 Ist f glatt und projektiv, dann degeneriert die Spektralsequenz (1.1)
m 52.



Kapitel 1. Notation

1.2 Eine Filtrierung auf der Chowgruppen und die
hohere Griffiths-Gruppen

Dieser Abschnitt enthélt die wichtigsten Begriffe der Dissertation, ndmlich

1.2.1 Die Saito-Filtrierung

Saito [Sa0] hat induktiv eine Filtrierung auf Ch?(X/S) definiert, welche die
Bloch-Beilinson-Filtrierungsvermutung 16sen kénnte. Wir betrachten zu-
néichst diese Konstruktion von Saito. Wir definieren FOChP(X/S) := ChP(X/S)
und

Fi'on(X/S) =Y Im < FLORPH=9(y ) §) ——= ChP(X/S) ) ,
Y,I',q
wobei Y, I und ¢ die folgenden Bedingungen erfiillen:

(i) Y ist ein glattes projektives Schema, flach iiber S und von relativer Di-
mension d,

(il) g € Z erfiillt p < g < p+d,
(iii) T' € Chi(Y xg X/S) ist ein algebraischer Zykel mit folgender Eigenschaft
1—\* (Hsl(:?—i—d_q)_i(}/s)) C Fp—i—l—lel%—i(Xs);

hier ist F' die Hodgefiltrierung auf der De-Rham-Kohomologie. Im Fall § =
Spec(C) werden wir F'ChP(X) statt Fépec((c)C’hp(X/Spec((C)) schreiben.

Wir présentieren zunéchst einige Eigenschaften dieser Filtrierung, deren Bewei-
sen in [Sa0] und [Sa] zu finden sind.

Satz 1.2.1 Fiir X/S glatt und projektiv gilt:

SF1. Die Filtrierung Fg ist stabil unter Basiswechsel und Korrespondenzen.
Insbesondere gilt fiir o € FLChP(X/S), dass fiir jedes so € S auch as, €
F'ORhP(Xy,).

SF2. Umgekehrt, ist as, € F'ChP(Xs,) fiir so € S generisch, dann gibt es eine
offene Menge U C S und eine étale Abbildung f: T — U C S mit
f*(a) € FLORP(T x5 X).

SFS. FL'Che(X/S) = FEChP(X/S) firi>p+ 1.
Zwei wichtige Eigenschaften dieser Filtrierung sind:
Theorem 1.2.1 Fiir X und S wie zuvor gilt:
i) FSCh"(X/S) = Ch"(X/S)nom = ker {Ch"(X/S) — H"(X,Q%)}
i) FZCh"(X/S) C ker {AJ% : Ch™(X/S)hom — J"(X)} , wobei J™(X) die

Intermediate-Jacobian und AJY die Abel-Jacobi-Abbildung ist (vgl. Ab-
schnitt 1.5).



1.2. Eine Filtrierung auf der Chowgruppen und die héhere Griffiths-Gruppen

1.2.2 Die Z-Filtrierung
Wir kénnen auch eine aufsteigende Filtrierung auf F éC’h’" (X/S) definieren
0 C ZoFLCh"(X/S) C ZyF5Ch"(X/S) C ---
o C Zp_ FLCH(X/S) = FLCh™(X/8S),

wobei n die relative Dimension von f : X — S ist. Diese Filtrierung wird
definiert durch

ZFLCH (X/S) =Y Im {r* L FLORU(Y)S) — ChT’(X/S)} ,
Y,Il’

wobei Y/S iiber alle glatten projektiven Varietéiten der relativen Dimension d
liuft und T' € CAHT(Y x5 X/9).
Fiir die Z-Filtrierung gilt eine analoge Aussage wie in Satz (1.2.1), ndmlich

Satz 1.2.2 Fir X/S glatt und projektiv gilt

ZF1. Die Z-Filtrierung auf F4Ch"(X/S) ist stabil unter Basiswechsel und Kor-
respondenzen. Insbesondere gilt fiir a € ZlFéChT(X/S), dass fir jedes
so €S auch ag, € ZIF'Ch™(Xs,).

ZF2. Umgekehrt, gilt o, € Z F'Ch"(Xs,) fiir so € S generisch, dann gibt es
eine offene Menge U C S und eine étale Abbildung f: T — U C S mit
f*(a) € ZIFLCh™(T xg X/T).

Fin wichtiges Resultat iiber diese Filtrierung ist

Satz 1.2.3 Ist Ch"(X/S)ay die Untergruppe von Ch'(X/S), die aus Klassen
von Zyklen bestehen, die algebraisch dquivalent zu Null sind, dann gilt

O (X/S)atg = ZoFSCh"(X/9).

1.2.3 Die hohere Griffiths-Gruppen
Fiir 4,7 € NU {0} definiert man die hohere Griffiths-Gruppen wie folgt:

Grif fr(X/S) = FIFLChr(X/S) + ZoFiChr (X/S)

Aus den vorherigen Eigenschaften der Filtrierungen Fis und Z folgt unmittelbar,

ot o ((CPXS)hom
GTfo ! — < Chr(X/S)alg
_ Grif fr(X/9)
~ F2Ch(X/S)

> JFSCh"(X/S)

wobei Grif f"(X/S) die klassische Griffiths-Gruppe darstellt.

4



Kapitel 1. Notation

1.2.4 Die infinitesimalen Invarianten hdherer Ordnung

Infinitesimale Invariaten wurden von Griffiths im Jahr 1983 in [Grf] definiert.
Danach wurden sie tiefer studiert von Voisin im Jahr 1988 (siche [VoO])und
von Green im Jahr 1989 (siche [Grn)).

Diese Theorie wurde von Saito in 2002 verallgemeinert (siche [Sa]). Er definier-
te die infinitesimalen Invarianten héherer Ordnung. Ein Jahr spéter studierte
Ikeda in [Ike] Saitos infinitesimale Invarianten. Wir betrachten hier seine Nota-
tion und Verfahren.

Zunichst geben wir die folgende

Definition 1.2.1 Wir bezeichnen mit cl die folgende Verkniipfung

cle

Ch"(X/S) —= H"(X,Q) — H°(S, R" £.Q%)
und nennen sie die Zykelklasse (vgl. [Ike]).

Der néchste Satz zeigt, dass die Filtrierungen Lg von R"f.Q’ und Fg von
Ch™(X/S) vertriglich sind.

Satz 1.2.4 Fir die Zykelklasse gilt
cl (FECh™(X/S)) € H(S, LLR" f.Q%).
Beweis: Siche [Ike|] Lemma 2.6, Seite 581. O

Nun sind wir in der Lage, die infinitesimalen Invarianten zu definieren.

Definition 1.2.2 Fiir einen algebraischen Zykel a € FLCh'(X/S) bezeichnen
wir mit 0;(«) das Bild von cl(«) unter

H(S, LY R" f,.Q%) — HY(S,Grl R" f,%)

und nennen es infinitesimale Invariante der Ordnung 7 von «.

1.3 Beauvilles Zerlegung der Chowgruppen

Es seien X, S, f wie im Abschnitt 1.4. Fiir jedes m € Z bezeichne
mx/s : X —X

die Multiplikation mit m auf dem abelschen Schema f: X — S.
Wir definieren folgende Eigenrédume von Ch"(X/S5),

Chi;(X/S) == {a e Ch(X/S) : (mx/s)sa = m2n_2r+ioz} .

Im Fall S = Spec(C) hat Beauville 1986 bewiesen (siehe [Be2]), dass es eine
funktorielle Zerlegung wie im néchsten Satz gibt. Den néchsten Satz fiir ein
allgemeines Schema S wurde von Deninger und Murre bewiesen.
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1.4. Die Leray-Zerlegung in der Kohomologie

Satz 1.3.1 Sind d = dim S, p; = max(r —n,2r — 2n) und ps = min(2r,r + d),
dann gilt

Ch'(X/S) = @Ch (X/8).

i=p1

Beweis: Siche [DeMu]. O
Diese Zerlegung ist mit der Saito-Filtrierung vertriglich:

Satz 1.3.2 Mit X, S, f wie im Satz (1.3.1) gilt

P cni; (Xx/S) c Fien(X/S)

j>i

Beweis: Siche [Mu]. O

1.4 Die Leray-Zerlegung in der Kohomologie

Es ist bekannt, dass fiir C-Schemata S und X, S glatt und zusammenhéngend
und f : X — S glatt und projektiv von relativer Dimension n, die Leray-
Spektralsequenz

EPY = HP(S,RIf.C) = HPT9(X,C)

in Fy degeneriert. Ist auflerdem f ein relatives abelsches Schema, dann ist die
folgende induzierte Zerlegung in der Kohomologie kanonisch

H"(X,C)~ P H(S, RI1.C).

q

Dass diese Zerlegung in diesem Fall kanonisch ist, kommt aus der Tatsache,
dass wir tiber eine Multiplikation auf jeder Faser verfiigen. Explizit kénnen wir
H™ (S, R1f,C) mit dem Unterraum von H"(X,C) identifizieren, auf dem fiir
jedes m € Z, (mX/S)* als Multiplikation mit m?"~7 wirkt. Daher haben wir,
dass diese Zerlegung der Kohomologie mit der Zerlegung von Beauville aus
Abschnitt (1.3) vertraglich ist:

Satz 1.4.1 FEs sei f : X — S ein glattes, projektives, abelsches S-Schema.
Ist clg : Ch™(X/S) — H*(X,Q) N H"(X,Q%) C H*(X,C) die Zykelklasse,
dann gilt

clg (Chfi) (X/S)) C Hi(S,R¥ i £,C).



Kapitel 1. Notation

Es sei nun £ ein relativ amples Geradenbiindel auf X. Mit Hilfe dieser kanoni-
schen Zerlegung kiémnen wir das Bild L von ¢;(£) € H*(X,C) in H°(S, R?£.C)
definieren.

Bezeichnet nun P; das lokale System auf S beziiglich der j-ten primitiven Ko-
homologie (®C) der Fasern, dann gilt

RUf,C~ P LPy_s;.

=0

Offensichtlich gilt P; = 0 falls j > n.
Wir sind an dem Fall ¢ = 4, » = 6 interessiert. Genauer gesagt, wir werden uns
auf H%(S,P,) C H%(X,C) konzentrieren.

1.5 Uber die Abel-Jacobi-Abbildung

Es sei X eine kompakte Kéahler-Mannigfaltigkeit der Dimension n iiber C. Sei
Z e 2z (X)) = die Gruppe algebraischer Zyklen auf X der Kodimension r,
welche homologisch dquivalent zu Null sind. Es existiert also eine stiickweise
differenzierbare Kette I' C X der reellen Dimension 2(n — r) 4+ 1 mit ' = Z.
Wir betrachten dann die Linearform

/ = (};m—7‘-l-1];1'2(n—7")+1(‘X*7 (C))* ~ H2T_1(X, C)/FTH2T_1(X, (C)
T

Hier bezeichnet F"H' die iibliche Hodge-Filtrierung und fr — die Abbildung
o — fr a. Dieses Element ist von der Wahl von I' abhéingig. Deswegen betrach-
ten wir den Quotienten nach

Hy(n—yy41(X,Z) =~ H" (X, Z).
Damit erhalten wir, dass das Element fr in
J'(X) = H"X,C)/ (FFrH*Y(X,C) ® H* (X, Z))
nur von Z abhéngt und nicht mehr von der Wahl von I'.
Definition 1.5.1 Der komplexe Torus J"(X) heifit die Intermediate-Jacobian.

Mit der vorigen Notation haben wir den wichtigsten Begriff dieses Abschnittes:

Definition 1.5.2 Die Abel-Jacobi-Abbildung
AT Zjop (X) — J(X)

ist durch Z — {w — [rw} definiert.



1.5. Uber die Abel-Jacobi-Abbildung

Der Fall r = n = dim X liefert

H"'(X)  HYX,Q%)*
H2n_1(X7Z) B HI(X7Z)

JNX) ~ =: Alb(X)

also, die Albanese-Varietét. Die Albanese-Varietét ist in einigen Féllen beson-
ders einfach zu beschreiben. Das ist zum Beispiel der Fall wenn X ein komplexer
Torus ist:

Ist X = V/A ein komplexer Torus, dann haben wir Identifikationen V' =
HO(X,0%), A = Hi(X,Z) (siche [BL] S.13-16). Also gilt in diesem Fall X ~
Alb(X). Ein solcher Isomorphismus kann nach der Wahl eines Punktes py € X
angegeben werden:

X — Alb(X)

P
p—{wr— [ w} mod Hi(X,Z)
po

1.5.1 Zykel auf Produkten

Wir haben zunéchst den folgenden wichtigen Satz

Satz 1.5.1 (Griffiths 1968) Es sei Y eine zusammenhdngende glatte projek-
tive Varietit und yo € Y ein festgewdhlter Punkt. Weiter sei Z C Y x X ein
Zykel der Kodimension r. Nehmen wir an, dass Z =, n;Z;, mit jedem Z; glatt
und pry : Z; — Y Submersionen sind. Dann sind alle Fasern Zy =Y, niZ; 4,
Ziy = prl_l(y) C {y} x X ~ X, homologisch dquivalent. Dariber hinaus ist die
folgende Abbildung holomorph

AJZ Y — J(X)
y— AJx(Zy — Zy,)

Beweis: Siche [Vo] Vol. I, Seite 294. O

Wir schauen uns den Fall ndher an, in dem Y = C eine Kurve und » = n =
dim X ist. Wir nehmen an, dass auch Z C C x X eine Kurve ist. Nach der
Wahl eines Punktes ¢g € C haben wir nach dem Satz von Griffiths einen Mor-
phismus C' — J"(X). Dieser faktorisiert nach der universellen Eigenschaft der
Jacobischen iiber J(C):

AJZ
c— T TJ(X

N,
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Andererseits liefert die Kiinneth-Zerlegung von H?"(C x X,Z) ein Element
[(Z]V*l e HY(C,Z2) @ H*"Y(X,Z) (1.2)

und dieses liefert einen Homomorphismus [Z]*?"~1 : HY(C,Z) — H*"Y(X,Z).
HY(C,Z) und H**~1(X,Z) sind die Gitter, die in der Definition von J(C') bzw.
J"(X) vorkommen. Deshalb liefert dieser Homomorphismus einen Morphismus
von komplexen Tori J(C) — J"(X) ~ Alb(X). Die Bezichung zwischen diesen
beiden Abbildungen ist:

Satz 1.5.2 1y ist der durch
(2]~ HY(C,2) — H*" (X, Z)
induzierte Morphismus.

Beweis: Siche [Vo] Vol. I, Seite 291. O

Bemerkung: Ist AJ )Z< nicht trivial, so folgt aus der Kommutativitdt des
vorigen Diagramms, dass auch ¢z nicht trivial ist und nach Satz (1.5.2) folgt
dann daraus, dass die Komponente (1.2) nicht trivial ist.



1.5. Uber die Abel-Jacobi-Abbildung
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Kapitel

Die verallgemeinerte Prym-Varietat

In diesem Kapitel wiederholen wir die elementare Konstruktion einer verallge-
meinerten Prym-Varietiit beziiglich einer (2 : 1) Uberlagerung sowie ihre wich-
tigsten Eigenschaften. Wir berechnen auch den Typ ihrer Polarisierung als abel-
sche Varietdt und geben eine explizite Darstellung von ihr als komplexer Torus
beziiglich der Kohomologie der zugehérigen Uberlagerung.

2.1 Uberlagerungen vom Grad 2

Es seien C' und C glatte, projektive Kurven iiber C. Ferner sei f : C — C eine
Uberlagerung vom Grad 2, verzweigt in B € C?®) wobei C(™ die Menge aller
effektiven Divisoren von Grad n bezeichnet. Ist g = g(C), dann folgt aus der
Hurwitz-Formel, dass g := g(C) = 2g — 1 + b gilt.

Es sei i : ¢ — C die zugehdrige Involution (Decktransformation); dasselbe
Symbol bezeichne auch die induzierte Involution auf der Jacobischen J := J(C).

Der Norm-Morphismus Ny : J — J := J(C), der durch

0 ($r5) 06 (Sst)

definiert ist, macht folgendes Diagramm kommutativ (natiirlich nach der Wahl
von Basispunkten)
(f‘

J%

Ny

f

w0

Sei f*:J — J der zur Uberlagerung gehérige Pullback-Morphismus.
Unmittelbar aus der Konstruktion ergeben sich die folgenden wichtigen Eigen-
schaften:



2.1. Uberlagerungen vom Grad 2

(P1) Nypf* =2y
(P2) f*Nj=15+i
(P3) if* = f*

2.1.1 Die Geometrie der (2: 1) Uberlagerung

Da B € C®) kénnen wir B = pot+p1t- - +paw—1 schreiben, wobei po, . .. pap—1 €
C. Wir bezeichnen auch mit p; € C den eindeutigen Punkt in f~(p;), i =
0,1,...,2b— 1.

Da alle anderen Punkte auler den p; zwei Urbilder haben, nehmen wir zwei
Kopien von C und schneiden in jede Kopie Wege zwischen po; und pg;11 hinein,
i =0,1,...,2b — 1, so wie im Bild 2.1. Dann verkleben wir die Kopien durch

Abbildung 2.1: Wahl von Wegen.

Identifizieren der Wege (siehe Abbildung 2.2). Damit kénnen wir C als die

a2

p2b 2
2b—1
Abbildung 2.2: Identifizierung der Wege.

dadurch entstandene Kurve im Bild (2.3) auffassen. Hier wird auch bestétigt,

i
pzbfl

Abbildung 2.3: Die Kurve C.

warum das Geschlecht von C' genau 2¢g + b — 1 ist, welches wir aus der Hurwitz-
Formel schon kannten.
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Die Involution bildet die linke (wir kénnen eine der Kopien auszeichnen) auf
die rechte Seite dieser Kurve ab und die Abbildung f identifiziert sie. Im Fall
b = 2 sieht all dies wie im Bild (2.4) aus.

Abbildung 2.4: Der Fall b = 2

2.2 Definition der verallgemeinerten Prym-Varietét
und ihre Eigenschaften

Betrachten wir zuerst die komplexe abelsche Varietdt Y := im f* von J.
Wegen (P1) ist Ny surjektiv und aus (P2) folgt dann Y = im(15+4). Y ist
eine abelsche Varietéit der Dimension g, weil f* auf Grund (P1) einen endlichen
Kern besitzt, nédmlich ker(f*) C Jo := ker(2;) (fiir eine abelsche Varietdt A
und eine ganze Zahl n bezeichnen wir mit A4,, den Kern ker (ny4)).

Definition 2.2.1 Wir setzen Xy := im(15 — i) und nennen sie die verallge-
meinerte Prym-Varietdt beziglich f : C — C.

Satz 2.2.1 Die abelschen Varietiten Xy, Y bilden ein kompldmenteres Paar in
dem Sinne, dass die Abbildung

G XpxY — J
(z,y) —z+y

eine Isogenie ist.
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2.2. Definition der verallgemeinerten Prym-Varietdt und ihre Eigenschaften

Beweis: Zuerst zeigen wir, dass ¢ einen endlichen Kern hat. Sei dazu z+y = 0.
Aus (P3), der Definition von Xy und Y und der Tatsache, dass i eine Involution
ist, ergibt sich
0=iz+1y=—x+vy,

aber dann ist 2z = 0 und 2y = 0. Daraus folgt (x,y) € jg X jg und somit ist
ker(¢) endlich.

Zeigen wir nun, dass ¢ surjektiv ist. Sei z € J beliebig. Wihle 2/ € J mit
z = 27/, dann folgt

2=27 =72 +7
=(1-9)2Z+1+4)2 € Xy xY.
f

Folgerung 2.2.1 Die Dimension von Xy ist gleich g +b— 1.

Beweis:  Wir haben bereits gesehen, dass dimY = g ist. Daraus und aus
dim J = 2g 4+ b — 1 folgt die Aussage. O

Da Xy zusammenhingend und (15 +4)(157 — i) = 0 ist, folgt

Xf C (ker(lj—l—i))o. (2.1)

Mit dieser Bemerkung kénnen wir den Beweis von (2.2.1) wortwortlich ibernehmen,
um zu zeigen, dass auch (ker(15—1))o und Xy = im(15—1i) ein komplementéres
Paar bilden.

Damit stimmen die Dimensionen von Y und (ker(15 — 7))o {iberein. Aus Y C
(ker(15 —1i))o folgt somit die Gleichheit:

Y =imf* = (ker(15 —1))o.
Lemma 2.2.1 (ker Ny)o = (ker(15+1))o.
Beweis: Aus (P2) folgt ker Ny C (ker(15+ 1)) und somit
(ker Ny)o C (ker(15+1))o-

Aus (P2) folgert man auch, dass f*N; die abelsche Untervarietit (ker(15+1))o
auf Null abbildet. Weil Ny ((ker(15+1))o) zusammenhéngend und ker f* endlich
ist, folgt Ny ((ker(15+4))o) = 0. Damit gilt

(ker(157+1i))o C (ker Ny)o.

Aus diesem Lemma und der Gleichung
dim(ker Nf)og =g+ b—1=dim Xy
folgert man mit (2.1), dass Xy = (ker Ny)o gilt.
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Kapitel 2. Die verallgemeinerte Prym-Varietét

2.2.1 Eigenschaften der Prym-Varietit

Als eine Zusammenfassung aller unseren Ergebnisse in diesem Abschnitt haben
wir folgenden Satz.

Satz 2.2.2 Die verallgemeinerte Prym-Varietit X beziglich der (2 : 1) Uber-

lagerung f : C — C und ihre komplementdre Varietit Y = imf* erfillen
folgende Bedingungen:

(E1) Xy =1im(15—1) = (ker(15+1i))o = (ker Ny)o.
(E2) dimX;=g+b—1.

(E3) Y =imf* =im(15+i) = (ker(15—1))o .
(B4) dimY = g.

2.3 Induzierte Zerlegungen in der Kohomologie

Die Involution ¢ induziert eine Involution in der Kohomologie von H 0(5 , w5®j )
und diese liefert eine Zerlegung in +1 Eigenrdume:

Ho(é,wé‘@j) = Ho(é,w5®j)+ ® Ho(é,wé‘g)j)_

Wir kénnen die Komponenten dieser Zerlegung mit Hilfe der Kohomologie von
C darstellen. Dazu erinnern wir an folgenden Satz:

Satz 2.3.1 Es seien X,Y glatte Varietiten, f : X — Y endlich vom Grad n,
verzweigt in B € Div(Y') und LZ" ~ Oy (B). Dann gilt:

(R1) wx ~ f*(wy @ L")
(R2) f.Ox =@y L
Beweis: Siche [BHPV] Seite 55. O

In unserem Fall ist n = 2 und damit erhalten wir die Zerlegung

Ho(a,w5®j) ~ H°(C, fiwg®) = H° (C, fo f*(we ® £)%7) (nach (R1))
~ H° (C,(f.0z) ® (wc ® L)®7) (Projektionsformel)
~ H (C,(Oc ® L") ® (we ® L)) (nach (R2))

~ 1 (C, (wo © £)) & B° (C,wd’ @ L9771

Es handelt sich um eine Zerlegung in Eigenrdume und wie man leicht sieht
(vgl. [BCV]), gilt

HO(C, ng ® L®1)  j ungerade

Ho(é,w€®j)+ ~ )
HO (C,(wc @ L)®7)  j gerade
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2.4. Uber die Polarisierung von X i

05 i H(C,(wc ® £)®7)  j ungerade
H(C,wz™)" ~ 0 ®j ®j—1 :
HY (Ciws" @ L j gerade

Analog dazu existiert eine Zerlegung von H 1(5,~Z) in £1-Eigenrdume. Beriick-
sichtigen wir nun noch, dass J = Ho(wé)*/Hl(C’, 7) gilt, dann erhalten wir aus
unseren Zerlegungen unmittelbar die

Folgerung 2.3.1 Die verallgemeinerte Prym-Varietit Xy = im(15 — i) ist als
komplexer Torus durch

_ (H%wg)?)" | H(C,we® L)
H\(C,z)~  H\(C,Z)~

darzustellen.

2.4 Uber die Polarisierung von X;

In diesem Abschnitt mochten wir den Typ der Polarisierung von Xy néher
studieren.

Zu Erinnerung: Eine komplexe polarisierte abelsche Varietét ist ein Paar (X, E)
mit

e X =V/A ein komplexer Torus,

e E:VxV — R eine nicht-ausgeartete alternierende Form mit E(A,A) C Z
und E(u,v) = E(iu, iv).

Dann haben wir:

Lemma 2.4.1 (Definition des Typs der Polarisierung) FEs gibt eine Ba-
805 {1, ... Ag, 1 ... fig} von A, sodass die Matriz von E beziglich dieser Basis

die Gestalt ( l()) _OD > hat, wobei D = diag(dy,...,dg), di > 0, d;|diy1. D

heiffit der Typ der Polarisierung

Eine Polarisierung von Typ (1,1, 1, ..., 1) wird prinzipal genannt. Es ist bekannt,
dass jede Jacobische prinzipal polarisiert ist (sieche z.B. [BL] S. 317).
Wir kehren zu unserer Betrachtung von X zuriick.

Es sei £ die alternierende Form auf H 0(6’,@0@)* mit Matrix < 01 105 >
g
beziiglich der Basis (siehe Bild (2.5) unten):

1 0 1 0 0
7§ ),...7551),01,...01,_1,% ),...7550),55 ),---55(]1),M17---Mb—1,5§ ),...,5§ ),
Dabei ist g = 29 + b — 1 und 13 bezeichnet die g x g-Einheitsmatrix.
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Kapitel 2. Die verallgemeinerte Prym-Varietét

Abbildung 2.5: Symplektische Basis.

Der Einfachheit halber werden wir diese Basis mit
1 0) (1 0
{ 2() ij%'( )751( )7Nj751()}

bezeichnen. Wesentlich ist, dass H(-,-) := E(i-,-) + iE(-,-) eine Prinzipal-
Polarisierung auf J definiert. Wir méchten den Typ der induzierten Polari-
sierung auf der Prym-Varietdt X, berechnen.

Hierfiir bemerken wir, dass die induzierte Basis von H'(C,Z)~ die Form

{30 =106~ 59 ;.. )

hat. Nach trivialen Berechnungen haben wir:
1) By =0 = 6% = 23,
2) B =" =) = B - o6~ 6 =0,
3) By —%.05) = B@Y =5 ) =0,
1) By = ) = B@Y 5 .0) =0,
5) B(oi i) = by
Damit haben wir folgenden Satz bewiesen

Satz 2.4.1 Die verallgemeinerte Prym-Varietit Xy ist eine polarisierte abel-
sche Varietdt mit Polarisierung vom Typ

(1,...,1,2,...,2),
wobei die Eins (b —1)-Mal erscheint und die Zwei g-Mal.

Wir sind an dem Fall b = 2 interessiert. In diesem Fall ist dann die Polarisierung
von Typ (1,2,...,2).
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Kapitel

Der Modulraum von (2 : 1)
Uberlagerungen von Kurven

In diesem Kapitel prisentieren wir ein Resultat aus [BCV], welches besagt,
dass die generische abelsche Varietit A* der Dimension 4 und mit Polarisierung
von Typ (1,2,2,2) eine verallgemeinerte Prym-Varietéit ist, beziiglich einer in
4 Punkten verzweigten (2 : 1) Uberlagerung einer Kurve von Geschlecht 3.

3.1 Der Modulraum R(g,b).

Es seien C eine glatte, irreduzible, projektive Kurve vom Geschlecht g, B € C'(2)
und £%? ~ O¢(B). Im Fall B ~ 0 setzen wir voraus, dass £ nicht trivial ist.
Die Wahl eines Geradenbiindels £ mit £®2 ~ Og(B) ist gleichwertig mit der
Wahl einer in B verzweigten Uberlagerung f : C—C (diese Bemerkung wird
in Abschnitt (4.3) angewendet). Wir wissen bereits, dass in dieser Situation
g=2g+b—1gilt.

Definition 3.1.1 Wir bezeichnen mit R(g,b) den Modulraum aller Isomor-
phieklassen von Uberlagerungen f : C' — C vom Grad 2. Dabei ist die Kurve
C' glatt, irreduzibel und projektiv von Geschlecht g, C ist glatt und irreduzibel
und f ist verzweigt in 2b verschiedenen Punkten von C.

Aufgrund unserer obigen Bemerkung kénnen wir R (g, b) auch auffassen als Mo-
dulraum der Tripel (C, B, L) bestehend aus einer glatten, irreduziblen und pro-
jektiven Kurve C' vom Geschlecht g, einem effektiven Divisor B € C'?? und
einem Geradenbiindel £ auf C' mit £2 ~ O¢(B), dass im Fall B ~ 0 nicht
trivial ist.

Durch diese Uberlegungen erkennt man leicht, dass die Dimension von R(g, b)
durch

dimR(g,b) = dimMgy +2b =39 — 3+ 2b
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3.2. Die Ableitung von p(g,b)

gegeben ist (letzte Gleichung nur falls g > 2 gilt). R(g,b) ist ein abgeschlosse-
nes Unterschema von R(g,b), dem Modulraum aller zuléssigen (2 : 1) Uber-
lagerungen (siche [Be] S. 176). In der Konstruktion von Beauville zeigte er, dass
R(g,b) irreduzibel und vollstindig ist.

Fiir eine solche Uberlagerung (f : ¢ — C) € R(g,b) bezeichnen wir mit
Xy = (ker Ny)o die dazugehorige verallgemeinerte Prym-Varietit. Es existiert

dann eine natiirliche Abbildung

p(g,b) : R(g,b) — Agrp—1(1,...,1,2,...,2)

wobei A,,(d1, ...,d,) den Modulraum der polarisierten abelschen Varietiten der
Dimension n mit Polarisierung vom Typ (d,...,d,) bezeichnet. Den Typ der
Polarisierung haben im Abschnitt (2.4) berechnet.

Fiir b = 0,1 ist unsere verallgemeinerte Prym-Varietit X; gemdfl Wirtingers
Satz (siehe [BL], S. 373), ein Prym-Tyurin-Varietét.

Von nun an setzen wir voraus, dass g > 2 und b > 2 ist. Wir sind vor allem am
Fall b = 2 interessiert.

Man kann den Morphismus p(g,b) zu einer eigentlichen Abbildung fortsetzen

pT(9.0) : R(g,b) — Agip-1(1,...,1,2,...,2).

3.2 Die Ableitung von p(g,b)

Wir méchten wissen, wann die Abbildung p(g, b) dominant ist, denn dies bedeu-
tet, dass die generische abelsche Varitéit der Dimension g + b — 1 eine verallge-
meinerte Prym-Varietéit ist. Diesem Zweck ist der Rest des Kapitels gewidmet.
Wir werden dies nicht im Allgemeinen betrachten, sondern nur in den Fall b = 2,
g = 3. Zunichst wiederholen wir einige wichtige Grundlagen {iber die Tangen-
tialrdume von A, (d1, ..., d,) und R(g,b).

3.2.1 Der Tangentialraum Tix(A,(9))

Der Einfachheit halber setzen wir 6 = (di, ..., d,, ). Wir bestimmen nun 7jx)(Ax(9)),
fiir [X] € A,,(0) beliebig.
Es ist allgemein bekannt, dass der Deformationsraum von X (als komplexe Man-
nigfaltigkeit) mit H'(X,Ty) identifiziert werden kann. Da Tx ~ Q%' @ K%
gilt (siehe [H], Ubung 5.16 b), erhalten wir folgende Isomorphismen
HY (X, Tx) ~ H'(X, Q%) (K ist hier trivial)
~ H"bH(X) (Satz von Dolbeault)

n—1
~ N\ HY(X)® H*'(X)
~ Tp(X) @ Tp(X) = Tp(X)®?
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Kapitel 3. Der Modulraum von (2 : 1) Uberlagerungen von Kurven

Nun sind wir nicht an allen diesen komplexen Mannigfaltigkeiten interessiert,
sondern nur an jenen, die eine Polarisierung von Typ 4 tragen. Die Polarisie-
rung von X liefert eine Isogenie A : X — X (hier ist X ~ Pic " (X) die duale
abelsche Varietéit), deren Tangentialabbildung Ty(X) — To(X) ein linearer
Isomorphismus ist. Diese Abbildung ist symmetrisch in dem Sinne, dass wenn

wir X durch X ersetzen (also durch Dualisierung), diese lineare Abbildung un-
veréindert bleibt (siehe [vG-O] S. 5 oder [BCV] S. 122), und deswegen liefert dies
cine Involution auf Ty(X) ® Ty(X) ~ Tp(X)®2, die die Faktoren vertauscht.
Nun, wenn wir nicht nur die komplexe Struktur, sondern auch die Polarisie-
rung behalten mochten, miissen wir uns auf den Unterraum von H'(X,Ty) ~
To(X)®? einschriinken, der invariant unter dieser Involution ist.

Damit haben wir

Tix)(An(0)) = Sym*(Ty(X)).

3.2.2 Der Tangentialraum von R(g,b)

Der Tangentialraum von R(g,b) im Punkt 7 = (C, B, £) ist explizit bekannt.
Es gilt (siehe [BCV])
T:(R(g,b) ~ H'(C. Tg)*

wobei das + wieder fiir den 41-Untervektorraum steht, welche durch die Invo-
lution beziiglich der (2 : 1) Uberlagerung induziert ist.

3.2.3 Die Berechnung von d,p(g,b)

Wir wissen bereits aus der Folgerung (2.3.1), dass
To(Xs) = (H(we e L))"
gilt. Dann folgt aus den letzten zwei Abschnitten
drp(g,b) : H'(C, Tg)" — Sym*(To(X)) = Sym*(H"(we ® L£)).
Aufgrund der Kodaira-Serre-Dualitét und wegen T ~ ~ wg folgert man
HY(C,Tz)" = H(C,ws®?).

Daraus und mit Hilfe unseren Zerlegungen der Kohomologie (sieche Abschnitt
(2.3)) folgt, dass wir die duale Abbildung zu d,p(g,b) mit folgender Abbildung

D¢ : Sym*H  (we @ L£) — H((we ® £)%?) (3.1)
identifizieren kénnen, welche das gewohnliche Produkt von Schnitten ist.
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3.3. Die Dominanz von R(3,2) — A4(1,2,2,2)

3.3 Die Dominanz von R(3,2) — A4(1,2,2,2)

Hier mochten wir einen Satz aus [BCV] erwéhnen, némlich iiber die Dominanz
von p(3,2).

Bardelli, Ciliberto und Verra haben in [BCV] nicht nur die Dominanz dieser
Abbildung gezeigt, sondern haben auch gezeigt, dass sie generisch endlich ist.
Dariiber hinaus haben sie den Grad und den Verzweigungsort dieser Abbildung
berechnet. Wir fithren folgende abgeschlossene Untermenge von R(3,2) ein, um
diesen Satz aus [BCV] zu formulieren:

R Aquivalenzklassen von Tripeln (C, B, £),
eff = so dass h(L) #0

R Aquivalenzklassen von Tripeln (C, B, £),
hyp so dass C hyperelliptisch ist

Theorem 3.3.1 Die Abbildung p(3,2) ist dominant, generisch endlich und ver-

zweigt in R;"ff U R;Lryp. Auflerdem ist p(3,2) vom Grad 3.

Beweis: Siche [BCV] S. 123 und S. 142 O

Dieses Ergebnis ist von besonderer Bedeutung fiir uns. Es besagt namlich, dass
die generische abelsche Varietit A* der Dimension 4 und mit Polarisierung
von Typ (1,2,2,2) eine verallgemeinerte Prym-Varietit beziiglich eine (2 : 1)
Uberlagerung einer Kurve vom Geschlecht 7 iiber eine Kurve vom Geschlecht 3
ist. Dariiber hinaus gibt es prinzipiell drei verschiedene (2 : 1) Uberlagerungen
von Kurven von Geschlecht 7 iiber Kurven von Geschlecht 3, welche A% als
Prym-Varitét haben.
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Kapitel

Die Konstruktion der Degeneration

In diesem Kapitel konstruieren wir eine Familie von verallgemeinerten Prym-
Varietéten X — S (siche die Definition (4.3.1)) zusammen mit einem Zykel
Y — S5, Y C X und mit der Eigenschaft, dass die klassifizierende Abbildung
S — A4(1,2,2,2) dominant ist. Wir konstruieren auch eine Untervarietét
T C S, auf der wir die Einbettung Y| < X|p explizit angeben kénnen. Fiir
diese Konstruktionen bendtigen wir eine Familie von (2 : 1) Uberlagerungen
von stabilen Kurven.

4.1 Stabilen Kurven

Definition 4.1.1 FEine Kurve D vom Geschlecht g heifst stabil, wenn folgende
Bedingungen erfillt sind:

e D ist reduziert und zusammenhdngend,
e D hat nur gewdhnliche Doppelpunkte als Singularititen,

e ist K eine glatte, rationale Komponente von D, so schneidet K die ande-
ren Komponenten in mindestens drei Punkten.

Wir folgen dem Verfahren von [Fk] fiir unsere Konstruktion der Degeneration.
Der wichtigste Unterschied zwischen Fakhruddins Verfahren und unserem be-
steht darin, dass in [Fk] nur étale Uberlagerungen betrachtet werden. Hier hin-
gegen betrachten wir Verzweigung in vier Punkten, d.h. mit b = 2 (Notation
aus dem Kapitel 2).

Zunichst fithren wir die dazu benétige Notation ein.

Es sei n > 3 fest. Weiter sei Mg”) der Modulraum der stabilen Kurven vom
Geschlecht 3 mit n-Teilungspunktstruktur d.h. eine Wahl einer Basis fiir die
n-Torsionspunkte auf der Jacobischen. Fiir eine genauere Definition von n-
Teilungspunktstruktur siehe [Mo].
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4.2. Die Beschreibung einer guten Familie von Kurven

Wir definieren ' R(3,2)(n) durch das folgende Pullback-Diagramm

R(3,2)(n) —= A"

3
Ao
R(3,2) M3

Das heiBt, R(3,2)(n) = ﬂé") X, R(3,2). R(3,2)(n) ist glatt, da er étal iiber
Mén) ist und dieser Raum glatt ist.

Wesentlich ist, dass Mén) eine universelle Familie I' :())n) — Mé"’ fiir n > 3 be-
sitzt. Bezeichne dann I'™ das Pullback von Fg") unter die Projektionsabbildung

R(3,2)(n) — M.

4.2 Die Beschreibung einer guten Familie von Kur-
ven

Es sei C' eine Kurve vom Geschlecht 2. Ferner sei F eine elliptische Kurve und
Do, P1, P2, p3 seien festgewihlte Punkte auf F.

Voraussetzung: Es gibt keine Hodgeklasse vom Typ (1,1) in
HY(C,Q) ® H'(E, Q).

Diese Annahme ist erfiillt, wenn wir C' und F generisch wihlen, weil die Jacobi-
sche J(C') dann keinen Faktor enthilt, der zu F isogen ist. Von nun an sind C'
und E generisch.

Fiir jeden Punkt (z,y) € C x (E — {po, ..., p3}) sei D(,, die Kurve, die man
erhilt, indem man C und F wie in folgendem Bild verklebt.

Kurve D(I,y)

Dann ist D(, ) eine stabile Kurve vom Geschlecht 3. Dies liefert eine Familie von

stabilen Kurven C — C' % (E—{po, ..., ps}) mit einem ausgezeichneten Divisor

B = pg + p1 + p2 + p3. Nach der Wahl eines nicht trivialen Geradenbiindels £

mit £%? ~ O(B) und einer n-Teilungspunktstruktur haben wir eine Injektion
h:Cx (E - {p07p17p27p3}) — 51 mit h*(r(n)) = C7

!Siehe auch Kapitel 3
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Kapitel 4. Die Konstruktion der Degeneration

wobei S; die offene Teilmenge von R(3,2)(n) bestehend aus baumartigen Kur-
ven ist (vgl [Fk| Seite 112). Setze 11 = h(C x (E' — {po,...,ps})) C S1, das sind
Kurven der Form D, ).

In einer natiirlichen Weise haben wir vier Schnitte, welche auf Ty durch po, ..., p3
gegeben sind.

4.3 Die Konstruktion der (2:1) Uberlagerung

In diesem Abschnitt behandeln wir den Schnitt py mit besonderer Aufmerk-
samkeit. Der Artikel [Kl] von Kleiman ist eine Referenz fiir den Stoff dieses
Abschnittes.

Fiir jeden S1-Morphismus g : T" — S betrachten wir die Funktoren

Isomorphieklassen
von Geradenbiindeln £ auf
I'y xg, T, welche lings
po rigidifiziert sind

Pic(Pl/Sl)(T) =

und

DZUm(Fl/Sl)(T) = {
L auf I'; xg, T langst pg rigidifiziert bedeutet (siehe [BL] Seite 597):

(poog,17)" L ~ Or.

Der erste Funktor ist von einem glatten, algebraischen Raum Picr, /5, von end-
lichen Typ auf Sy dargestellt, welcher ein Gruppenschema ist (sieche [BLR] Seite
204).

Auch weil 'y — S7 Kurven als Fasern hat (und flach und projektiv ist), ist
der Funktor der relativ effektiven Divisoren, mit Fasern vom Grad m, auch von
einem Schema darstellbar fiir jedes m > 1 (siche [KI] S. 24). Bezeichnen wir
dieses Schema mit Div{" /81

Es sei A7! /sy Divy! /s Picr, /g, die relative Abel-Jacobi-Abbildung (sie-
he [K1] S. 27).

Durch das Bild unserer vier Schnitten erhalten wir einen Divisor B auf I'y =
I'y xg, S durch

Relative effektive Divisoren
D von I'y xg, T von Grad m

B:=1Im{py+p1+p2+p3} CTy
und damit gibt es einen S;-Morphismus b : .S — Div%1 /51 (d.h. einen Schnitt
von Div%1 /s, — S1)- Die Verkniipfung

A%1/51 ob € Homg, (51, Picr, /g,)

liefert nun ein Geradenbiindel £y auf I'1. Es sei ¢ folgende Komposition
. 2 . ®Lo ! e
I‘)ICI*l/S1 e PlCF1/5‘1 E— PICF1/51
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4.3. Die Konstruktion der (2 : 1) Uberlagerung

und wir setzen
Sy := (ker(¢) — {Null}) — Picp, g, .

Sei fo: S — S die folgende Komposition:
SQ — PiCpl/S1 — Sl

Auf I'y :=T'1 xg, S2 gibt es dann ein Geradenbiindel M, welches M®2 ~ [,
erfiillt. Hier bezeichnet auch £y das Pullback von Ly auf I's durch fs.
Dann gibt es eine Familie von (2 : 1) Uberlagerungen

U:f2—>F2

(mit B als Verzweigungsdivisor). Es sei T} die Teilmenge von Ty = f5 '(T1), so
dass B
Loy — T3

aus Kurven der folgenden Form besteht

dabei ist:

e [ ecine verzweigte (2:1) Uberlagerung von F in den 4 Punkten pg, p1, p2, p3
(und damit ist E eine Kurve vom Geschlecht 3),

e y1 # yo sind Elemente aus U~!(y) (und damit liegen die 4 Verzweigungs-
punkte in E — {y}),

Es sei T3 die Zusammenhangskomponente von Th, welche T3 enthélt. Dann ist
nach Konstruktion fa|p : T'— T ein Isomorphismus.

Sei S3 die zusammenhéngende Zariski-offene Teilmenge von S, die T3 enthélt
und zwar so, dass die Familie

fg = f2‘53 —_— Sg

aus baumartigen Kurven besteht. Wir bezeichnen mit den gleichen Buchstaben
Do, ---, p3 die eindeutigen Punkte auf F, die durch unsere ausgezeichneten Punk-

te in E entstehen. Es sei T := C x (E —{po, ...,pg}).

Wir mochten jetzt unsere Parameter von T3 nach Tg hochziehen.
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Kapitel 4. Die Konstruktion der Degeneration

Zu diesem Zweck betrachten wir einen Basis-

wechsel von I's — S3 durch die Abbildung L'y = I3
TV3A>T3;> S3 . Auf diese Weise entsteht das l l

kommutative Diagramm, das auf der rechten Seite ab-

gebildet ist.
Zunichst wollen wir einen Basispunkt auswéhlen, um unsere Kurven in ih-
re Jacobische einzubetten. Dazu betrachten wir den folgenden effektiven Di-
visor D = {y +1iy € (I'4)@m,) : y € E}. Dieser trifft eine allgemeine Fa-
ser in genau zwei Punkten. Daher existiert eine generisch endliche surjektive
Abbildung Tv5 — Tv4 zusammen mit zwei effektiven Divisoren Dq, Do auf

I's =1y X7, Ts, welche eine generische Faser in jeweils einen Punkt treffen

T4—>S3

und so, dass ¢g*(D) = D; + Do, wobei g : I's — Iy die natiirliche Projektion
ist. Die geometrische Bedeutung davon ist es, dass wir dadurch eine der Kopien
von C' (nennen wir sie die linke Kopie) auszeichnen kénnen, indem wir zum
Beispiel D1 fixieren.

Auf jeder Faser definiert dann D einen einzigen Punkt und damit erhalten wir

einen Schnitt von I's — T5.
Es sei f: S — S5 ein étaler Morphismus mit

der Eigenschaft, dass I' :=I'5 x g, § — S einen
Schnitt hat, der diesen Schnitt fortsetzt. Es sei
o : S8 — T dieser Schnitt.

Es sei T die dazugehorige Komponente von
f~1(T5), sodass die Familie I'|7 — T aus Kur-
ven wie auf der rechten Figur besteht.

Sowohl! die Familien I' — S , r |7 — T als auch den Schnitt o werden wir ge-
brauchen, um einen nicht-trivialen Zykel auf der generischen abelschen Varietét
der Dimension vier mit Polarisierung von Typ (1,2,2,2) zu konstruieren (vgl.
Theorem (6.3.1)).

4.3.1 Verallgemeinerte Prym-Varietit und Zykel

Genau wie im vorigen Abschnitt existiert Picg /50 weil ' — S einen Schnitt
besitzt. Wir folgen nun wortwortlich dem Verfahren von Fakhruddin (vgl. [Fk]
S. 113) fiir unsere Konstruktion der Familie von Prym-Varietiten und Zykel.
Dazu fithren wir folgende Notation ein:
° Pic% /s bezeichnet den offenen Unterraum von Picg /s welcher den Funk-
tor von Geradenbiindeln darstellt, welche Grad Null auf jede Komponente
jeder Faser haben.

° Picf(f])S, J € Zist der offene Unterraum von Picg /50 welcher Geradenbiindeln
vom totalen Grad j auf jeder Faser darstellt.
e H C Picl(:o/)s ist der Abschluss der zusammenhingenden Komponente,
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4.3. Die Konstruktion der (2 : 1) Uberlagerung

welche die Identitéit enthéalt.

e P..— PicV

F/S/H.

(0)

Aus der Definition ergibt sich sofort, dass Pic% s C Picf /s Der Morphismus

/

. P30 :.(0)
o : Plcf‘/S — Plcf‘/S — P,
ist ein Isomorphismus, weil er so auf den Fasern ist. Es sei nun I'g die offene
(und dichte) Teilmenge von I', worauf I' — S ein glatter Morphismus ist. Wir
haben dann einen Morphismus v; : ['y — Pic%l/)s und daher definieren wir
. (0
10 : To — Picy))¢ durch 0(p) =71 (p) =1 (o (x(p)))-

Es sei v : r — Pic% g die folgende Verkniipfung

/

. (0 ¢t e
To _ P1c%}s — P —— Plc%/s.

9

Aus der Nomalitdt von I' kénnen wir v zu einem Morphismus 7 : r — Picx /s

fortsetzen. Die Involution auf I liefert eine weitere Involution i auf Pic% /s

Definition 4.3.1 Das abelsche Schema

X = Prym(T/T) == Im (1 —i: Pic)  — Pic%/s>

heif$t relative verallgemeinerte Prym-Varietit.

Wir wissen bereits, dass m : X — S ein polarisiertes abelsches Schema der
relativen Dimension 4 ist, mit Polarisierung von Typ (1, 2,2, 2) (siche Abschnitt

(2.4)).

Wir haben auch in einer natiirlichen Weise einen Zykel auf X, ndmlich
Y i=(1-i)oq) () — X

Dies ist eine Untervarietét der relativen Kodimension 3 von X.
Faserweise (auf T') ist das alles sehr einfach, da die Bedeutung genauso wie in
Kapitel 2 ist, ndmlich

Xy = PrymT e y/Twy)  dh Xy =1 —i)(Pic(T(ny)))

und
Yoy =1 =) 07T ny) = Xy
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Kapitel 4. Die Konstruktion der Degeneration

Wir identifizieren l:(x,y) mit der Untervarietdt Y, ,y von X, ..

Lz

4.4 Beschreibung der Einbettung Y|y — X|r

Dieser Abschnitt ist besonders wichtig, weil hier die genaue Beschreibung un-
seres Zykels angegeben wird. B

Zunéchst bemerken wir, dass fiir (z,y) € T ~ C x (E — {po,...,p3}) gilt
X(zy) = J X P, wobei P := Prym(E/E) die zugehorige verallgemeinerte Prym-
Varietét ist und J = J(C') die Jacobische. Dies kann man leicht sehen, wenn
man die Wirkung von (1 — 4) auf jedem Bestandteil von

Pic® (T ) = J x J x J

betrachtet, wobei J die Jacobische von E bezeichnet. Um Y|y — X|p be-
schreiben zu kénnen, miissen wir zwei Schritte erledigen, und zwar die Einbet-
tung v, f(x,y) — Pic® (f(x,y)) beschreiben (dies ist das Ziel des Abschnitts
(4.4.1)) und dann die Abbildung 1—i auf das Bild anwenden (das wird in (4.4.2)
erledigt).

4.4.1 Ya,y) - f(x,y) — P’éco(f(m@)) ~ J x jX J

Bezeichne mit O den eindeutigen Punkt, den o|r
definiert. Wir analysieren jetzt das Bild eines
Punktes z € C. Wir kénnen sehen, dass

Vay)(2) =2 =0 x0x0=[z—2z] x0x0

und insbesondere

V) W1) = Ve (@) =[x —2] X [y —y] x0. i
Da die Beschreibungen in den Punkten z und y = O vertriglich sind, haben
wir fiir die Einbettung T — Pz’cO(F(x,y)) die folgende Beschreibung z — 0 x
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4.4. Beschreibung der Einbettung Y|y — X|r

[z — y] x 0. Auf diese Weise bekommen wir folgende Ergebnisse:
CoJxJIxJ: zm[z—a]x0x0
E—JxJxJ: z—0x[z—y]x0
CoJxJIxJ: zm0xiy—y]x[z—a]

442 (1=1i) 0y Ly = Pic®(Liy) — T x P

Hier miissen wir (1 —4) anwenden. Auf den Komponenten von f(x,y) sieht dann
diese Komposition wie folgt aus:

1) C — J x P bettet sich als z — [z — x] x 0 ein,
2) E < J x P bettet sich als z — 0 X [y — 2] ein,
3) C — J x P bettet sich als z — [z — 2] x [2iy — 2y] ein.

Dies beschreibt Y, ,y — X, fiir (z,y) € T. Wir sehen dann, dass diese

Abbildungen awuch fiir die Punkte pg,...,p3 € E wohldefiniert sind. Deshalb
kénnen wir unsere Familie algebraisch zu diesen Punkten fortsetzen, d.h. wir
konnen den Totalraum X|p als (C x E) x (J x P) betrachten.

4.4.3 Die Einbettung Y|r — X|r

Mit der vorigen faserweisen Beschreibung kénnen wir die Einbettung Y|p —
X|r jetzt global (und Komponentenweise) angeben:

1) (C x E) x C = (C x E) x (J x P) durch
(21,9, 22) = (21,9, [x2 — 21],0)
2) (C x E) x E < (C x E) x (J x P) durch
(2,y,2) = (2,9,0,[y — 2])
3) (C x E) x C < (C x E) x (J x P) durch
(z1,y,22) = (21, [11 — 2], [2iy — 2y])

Diese Beschreibung wird eine sehr grofie Rolle spielen, wenn wir uns im Kapitel
5 mit der Kohomologie unseres Zykeln Y beschiftigen. Wir sind ndmlich an der
Komponente (unter der Kiinneth-Zerlegung) interessiert, die in H?(E x C) ®
H*(J x P) liegt, oder genauer gesagt, in

<H1(E) ® Hl(C)) ® (H'(J) @ H(P)).
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Kapitel

Die Kohomologieklasse von Y

Wir werden hier beweisen, dass die Kohomologieklasse von Y nicht trivial ist,
indem wir zeigen, dass [Y|r] # 0. Dariiber hinaus bleibt die primitive Kompo-
nente von [Y] in H?(S, R*f,Q) nicht trivial unter Einschrinkungen auf offene
Mengen von S (siehe Satz (5.3.2) fiir die genaue Aussage).

5.1 Die Kohomologieklasse von C' x E x Yy in C X
E x X(I,y)

Die Kodimension von C x E x Yz, in C % E x X(z,y) ist 3. Wir mochten uns
an die Komponente von [Y|r] in

(Hl(o) ® Hl(E)) ® (H'(J) @ H3(P))
konzentrieren. Zuerst merken wir an, dass der einzige Beitrag von [Y|7] in
(#'(C) @ H\(E)) @ (H'(J) & HY(P))

aus 3) kommt (Abschnitt (4.4.3)). Der in 3) gegebene Zykel Z ist das Produkt
der folgenden Zyklen

e 7 (der Kodimension 1), durch C' x C' — C x J, (z1,22) — (21, [z2 — x1])
induziert und

e 7y (der Kodimension 2), durch E < E x P, y — (y, [2iy — 2y]) induziert.

Lemma 5.1.1 FEs gilt
o 0 +# [Zl] € Hl(C) ®H1(J) und
e 0+ [Z) € H(E) ® H*(P)
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5.2. Der primitive Anteil von a in
(Hl(C) ® Hl(E)) @ (H(.J) @ H3(P)) ist nicht trivial

Beweis: Wir beweisen die Aussage fiir Z;. Fiir Z ist der Beweis analog. Es
bezeichne [Z5]'3 die Komponente von [Z5] in H'(T)® H3(P). Mit der Notation
und Ergebnisse aus dem Abschnitt (1.5.1) wissen wir, dass

AJE B — JH(P)
2 AJp ((Z2): = (Z2)5) = [z = O).

holomorph ist. Die letzte Gleicheit kommt aus der Identifizierung
J?(P) ~ HY?(P)/H?(P,7Z) ~ H*(P,QL)*/H\(P,Z) =: Alb(P) ~ P.

Da nun AJ?#? nicht-trivial ist, folgt aus der letzten Bemerkung aus Abschnitt
(1.5.1), dass [Z2]13 #£ 0. a

Sei a diese nicht triviale Komponente von [Y|7].

5.2 Der primitive Anteil von a in
(Hl(C) ® Hl(E)) ® (H'(J)® H*(P)) ist nicht tri-
vial
Der Einfachheit halber fithren wir zunéchst folgende Notation ein:
H(i,j) : = (H'(C) & HY(E)) @ (H'(J) @ H(P))
H(i) : = (Hl(C) ® Hl(E)) ® Hi(J x P)

Mit dieser Notation und mit Hilfe von des Hard-Lefschetz-Satzes haben wir
folgendes kommutatives Diagramm

H(2) £~ H(6)
Ll TL
H(4) —2~ H(4)

so wie auch die folgende Lefschetz-Zerlegung
H(4) ~ (L’Py @ LPy) @ Py.

Hier ist L wie in Abschnitt (1.4) und P; eine Faser des lokalen System (B f.C)ppim |7
Achtung: H(4) ist ein direkter Summand von H%(X|r,Q), also

0#ac H(1,3) C H(4) c H%(X|r,Q).
Satz 5.2.1 Ist a’ der primitive Anteil von a in H(1,3), dann gilt a’ # 0.

34



Kapitel 5. Die Kohomologieklasse von Y’

Beweis: Da L?Py @ LPy C LH(2), miissen wir zeigen, dass a nicht im Bild
von

L:H(2) — H(4)

liegt. Dafiir miissen wir an der Stelle erinnern, dass die Polarisierung L (siehe
Abschnitt (1.4) fiir eine Definition von Polarisierung) das Produkt der Polari-
sierungen ist, d.h. L = L; + Lp, wobei

Lye H'(C x E)® (H*(J) @ H'(P))
die (prinzipale) Polarisierung von J ist, und
Lp e H'(C x E) ® (H(J) ® H(P))

die Polarisierung von P (wir haben im Abschnitt (2.4) den Typ der Polarisierung
Lp berechnet). Wir haben folgende Isomorphismen aus dem Hard-Lefschetz-
Satz

Ly:H(1,1)~H(3,1), L%:H(0,2)~ H(4,2)

und deswegen sind

Ly:H(1,1) — H(3,1) (5.1)
Ly:H(0,2) — H(2,2)

injektive Abbildungen. Analog haben wir, dass die folgenden Abbildungen eben-
so injektiv sind:

Lp:H(1,1) — H(1,3)
Lp: H(2,0) — H(2,2)

Nehmen wir an, dass o € H? die Bedingung La = a erfiillt. Ist nun o®! die
in H(1,1) liegende Komponente von «, dann ist, nach (5.1) und o € H(1,3),
a! = 0. Daraus folgt unmittelbar mit Hilfe der anderen Abbildungen, dass

a=La=Lja+ Lpa € H(4,0)® H(2,2) ® H(0,4)

aber 0 # a € H(1,3) steht damit im Widerspruch. Also kann a nicht in LH(2)
liegen. O

Folgerung 5.2.1 Ist T = C x E und Xo = J x P, dann ist die Hodge-
Komponente von a' in

HO(T’ Q%) ® Hg(X’ Qko)prim
nicht trivial.
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5.3. Die Kohomologieklasse von a bleibt nicht trivial unter Einschrinkungen
zu offenen Mengen von C' X E

Beweis: Nach einer Betrachtung der Hodge-Typen folgt dies unmittelbar aus
dem folgenden Lemma. O

Lemma 5.2.1 Es gibt keine Hodgeklasse in H'(C) @ H(E).
Beweis: Nehmen wir an, es gebe Hodgeklassen in H'(C) @ H*(E). Dann

hitten wir einen nicht-trivialen Morphismus J(C') — J(£) und daher eine
Isogenie J(E) — J(C) x E' fiir eine gewisse elliptische Kurve E'. Es bezeichne
auch E das Bild von E unter der Verkniipfung

EC L JE)=J—=J(C)xE.
Genau wie am Anfang des Kapitels haben wir dann
0+ [E] e H'(J(C)) @ HY(E') ~ H'(C) ® H'(E").

Wenn wir jetzt zeigen, dass H'(E') = H'(E), dann haben wir einen Wider-
spruch, weil dann H'(C) ® H'(E) eine Hodgeklasse hitte (siche Voraussetzung
in Schnitt 4.2).

Da E generisch ist, haben wir dass es eine Isogenie J — PxE gibt (sie-
he den Beweis der Bemerkung (4.7) S. 228 aus [CvGTiB]), wobei P einfach
ist. Damit und weil auch .J isogen zu J(C) x E’ ist, erhalten wir eine Isogenie
J(C) x E' — P x E. Der nicht-triviale Morphismus

B JCO)xE —PxE—F

zeigt dann, dass E’ und F isogen sind. Daher gilt H'(E) = H'(E'). O

5.3 Die Kohomologieklasse von a bleibt nicht trivial

unter Einschrinkungen zu offenen Mengen von
CxFE

Wir wollen folgenden Satz anwenden:

Satz 5.3.1 Seien X und S glatte, algebraische Varietdten, f : X — S glatt
und eigentlich und a € H™(X,Q). Angenommen, es existiert eine Untervarietit
T C S mit der folgenden Eigenschaft:

Fiir jede nicht leere offene Menge U von T, i*(a) # 0, wobei i : f~Y(U) — X
die Inklusionsabbildung ist.

Dann gilt Folgendes fiir jede nicht leere offene Menge V von S:

§*(a) # 0, wobei j : f~HV) < X die Inklusionsabbildung ist.
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Kapitel 5. Die Kohomologieklasse von Y’

Beweis: Siche [Fk] Seite 111. O

Wir zeigen nun, dass fiir unsere Zykelklasse a die Voraussetzungen des Sat-

zes (5.3.1) gelten.

Dafiir sei U C C x E offen. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass

Z := C x E — U eine Untervarietéit der Kodimension 1 ist (also ein Primdi-

visor). Dies ist moglich, da diese Menge eine Basis der Topologie bilden.

Es bezeichnet T' die kompakte kéhlersche Mannigfaltigkeit C' x E. Weiter sei

7:T — T eine Aufblasung nach Sing(Z). N

U=T-Z2Z CT-Sing(Z) kann als offene Untermenge von 7" betrachtet werden.

Ist Z =T — U, dann haben wir folgende Gysin-Sequenz (siche [Ku] Seite 82):
HO(Z) —= BX(T) — = HA(V),

wobeii : U < T die Inklusionsabbildung bezeichnet und ¢ die Gysin-Abbildung

ist. Wir haben nun das folgende kommutative Diagramm:

HY(T) = H*(U) (5.2)

HY(C) @ H'(E)— HX(T) —= H*(U)

HO(Z)—~

wobei 7 : U — T die Inklusionsabbildung bezeichnet. Es ist bekannt, dass ¢
vom Typ (1,1) ist (siche [PS] Lemma 1.16, S. 18). Damit und mit Hilfe des
Lemmas (5.2.1) haben wir aus dem Diagramm (5.2), dass die Einschrinkung
von ¢* auf N
HY(C)® HYE) — H*(U)

injektiv ist. Hieraus folgt, dass die Abbildung

i*: HY(C) @ HY(E) @ H*(J x P) — H*(U) @ H*(J x P)
ebenso injektiv ist. Insbesondere haben wir, dass

0% i*(a) € HS ((c % E) x (J x P)yU) .

Also a erfiillt die Voraussetzungen des Satzes (5.3.1).

5.3.1 Der Satz iiber die Nicht-Trivialitit der Kohomologieklasse

Wir konnen jetzt die vorigen Ergebnisse zusammenfassen und damit erhalten
wir den

Satz 5.3.2 Der primitive Anteil der Kohomologieklasse von'Y in H?(S, R*f,Q)
(d.h. im Anteil H*(S,Py)) bleibt nicht trivial, wenn wir sie auf jede offene Teil-
menge von S einschrdanken.
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5.3. Die Kohomologieklasse von a bleibt nicht trivial unter Einschrinkungen
zu offenen Mengen von C' X E

Beweis: Die obige Betrachtung zeigt, dass [Y] € H?(S, R*f.Q) die Voraus-
setzungen des Satzes (5.3.1) erfiillt. O
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Kapitel

Ein nicht triviales Element in

Grif f32(A%)

Wir sind an der Komponente o in Ch‘Z’Z) (X/S) des Zyklen Y interessiert.

Wir werden in diesem Kapitel zeigen, dass « ein nicht-triviales Element in
Grif f32(A%) liefert. Dazu werden wir die Theorie von infinitesimalen Invarianten
aus [Ike] anwenden sowie unsere Ergebnisse iiber die Kohomologieklasse von «
(bzw. Y') aus den vorigen Kapiteln.

6.1 Uber Leray-Sequenzen von Garben und Zyklen

Fiir unsere Abbildung f : X — S bezeichnen wir mit f’ die Einschrinkung
von f auf Xp = f~4T) € X (T C S wie im Kapitel 4), also wir erhalten
folgendes kommutatives Diagramm

X <—)XT
! l J{f’
S<~——>T
Betrachten wir das folgende kommutative Diagramm

YXSX
;7 K
Y ¢ X
\ /

S

mit 7 : Y — S glatt und projektiv und Y eine glatte, projektive Varietdt der
relative Dimension d.
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6.1. Uber Leray-Sequenzen von Garben und Zyklen

Ist nun v ein Schnitt von R ¢, Q%’xs y» dann bezeichnen wir mit 7 sein Bild unter
R%®, Q’;XS x — RY¢, ngxs X/ Mit dieser Notation haben wir das folgende
Lemma:

Lemma 6.1.1 FEin Schnitt v von R“(b*Q’;/XSX liefert einen Morphismus von
Leray-Spektralsequenzen (d.h. dy o7, =7, ody auf der linken Seite):

EP(r,Y) RPt+ar, O

.| -

gPatid(p 4t — g, X) == Rp+atu—df qrii=d
wobei ¥, = 1gr ® (p2)«(pi(=) - 7) auf der linken Seite und v, = (p2)«(pi(—) - 7)
auf der rechten.

Beweis: Siche [Ike] Lemma 2.1. O

Beispiel: Ein Zykel I' € Ch" (Y xg X/S) liefert durch seine Zykelklasse
v=d(T) € H (S, R $.0%, . x)
einen Morphismus von Spektral-Sequenzen:
o EPU0,Y) — EPTT e 1 —d,Y).

Auf dieser Weise werden wir das Lemma (6.1.1) anwenden (siehe die Beweise
von Lemmata (6.3.1) und (6.3.3)).

Unser Schnitt L € H°(S, R?f,C) aus Abschnitt 1.4 (also die Polarisierung von
X) liefert einen weiteren Schnitt von R! f*Q}X /8 und dieser induziert Morphis-
men (fir r+¢ < 4)

w: €PN, X) = e RFILQR — Qb @ RrHatl f*Q"X—/g“ = P41, X).

Nach dem Hard-Lefschetz-Satz haben wir dann Isomorphismen

u477‘7 _r
EP(r, X) —"z—= " (4 - ¢, X).

Definition 6.1.1 Der primitive Anteil EV(r, X)prim von EV(r, X) (hier q +
r <5) ist durch

E(r, Xprim = Ker {uP 05 €0, X) — €077 (5 - 0. X) }

erklart.

Bemerkung: Da u = lor ® L gilt, wobei L wie im Abschnitt (5.2) ist, haben
wir

ELIr, X )prim = W @ (R f*Qgg/g)pMm . (6.1)
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Kapitel 6. Ein nicht triviales Element in Grif f32(A*)

6.2 Die infinitesimale Invariante 6, von «

Wir wissen bereits aus dem Satz (1.4.1), dass clg(c) in H%(S, R*f.C) liegt und
dass diese Klasse nicht Null ist (siehe Satz (5.3.2)). Diese Information hilft uns,
den folgenden Satz zu beweisen:

Lemma 6.2.1 FEs gilt 2(a) # 0. Dariber hinaus gilt
0 7& 52(a)’T € HO(Ta 512’1(37XT)p7’im)-

Beweis: Es ist klar, dass die erste Aussage aus der zweiten folgt, deshalb
beweisen wir nur die zweite.

Die zweite Aussage bendtigt jedoch eine Erklarung, da urspriinglich da(a) ein
Element in H°(S, £ (3, X)) ist und keine kanonische Liftung nach H°(S, £ (3, X))
hat. Auf T jedoch ist der Gaufl-Manin-Zusamenhang V trivial, weil die Familie

X7 — T trivial ist, und somit d; = V = 0 auf 7. Folglich ist

EXV(3, Xp) ~ £ (3, X7).

Wir haben das folgende kommutative Diagramm

Chy) (X/5)C FECH(X/S) ——2—= HO(S,Gri R*[.0%)
cle
H2(S,R*f.C) HO(S,€3(3,X))
res|T l'resT
H?*(T) ® H*(Xo,C) H(T, 3" (3, Xr))
proj (dy=V=0)
H(0%) ® H(Xo,Q,) == H°(T, 9% @ R*f/Q%, );7) == H°(T, &} (3, X1))

Die Zusammensetzung der Funktionen der linken Spalte bezeichnen wir mit
clr(3,1) und die Verkniipfung der Abbildungen der oberen Zeile mit denen aus
der rechten Spalte bezeichnen wir mit ds(+)|7. Aus dem Abschnitt (5.2) wissen
wir bereits, dass

0 # clr(3,1)(e) € H(QF) ® H*(Xo, Uk, )prim
= 1 (T, 9% @ (R*1.0%, 1)prim)
= HO(T, &7 (3, X1)prim)
Hieraus ist dann zu sehen, dass
0 # a(a)|r € HOT,EX (3, X 1) prim)- (6.2)
O

Diese Figenschaft wird von besonderer Wichtigkeit im néchsten Abschnitt.
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6.3. Uber die Griffiths-Gruppe

6.3 Uber die Griffiths-Gruppe

Hier mo6chten wir beweisen, dass unser Zykel « ein nicht triviales Element in

F2Ch3(X,)
e 03,2 - s
Crif I7Xs) = 86 (X)) + 20F2CIA(X,)

liefert, wobei s € S(C) generisch ist. Der Bequemlichkeit halber teilen wir dies in
ein paar Lemmata auf. Wir wissen schon (Satz (1.3.2)), dass a € F2Ch3(X/S)
und deswegen haben wir (siche Satz(1.2.1)), dass a5 € F2Ch3(Xj).

Lemma 6.3.1 as ¢ F3Ch3(Xj).

Beweis: Wir nehmen an, oy € F3Ch?(X). Dann haben wir aus Satz (1.2.1) ei-
ne étale Abbildung f': 8" — U C S mit U offene Menege und o/ := (f")*(«a) €
F3,Ch3(Xg/S") (hier ist X’ = $’' xg X). Dies bedeutet (siche Definition von
Fs/ in Abschnitt (1.2.1)), es gibt ein glattes und projektives Schema Y, flach
iiber S’ und von relativen Dimension d und

o =T.0

fiir einen Zykel 8 € F2Ch3~9+4(Y/S"), wobei I' € Ch4(Y x g X'/S') die Eigen-
schaft
I, (H2d—2q+4(}{9)> C (F2H4(X;))

besitzt. Wir bemerken, dass nach dem Satz (5.3.2) U = S angenommen werden
kann. Um die Notation zu vereinfachen werden wir S” mit S (bzw. X', o/ mit X,
a) mit der Hoffnung, dass keine Missversténdnis entstehen kann. Wegen dieser
Voraussetzung an I wissen wir, dass

— —q+d
[y R? q+df*(Q§//g*+ ) - R3f*(Q§(/S)

trivial ist. Daher ist sowohl die induzierte Abbildung von Spektralsequenzen

(12 )®T

EPTIME g+ d,Y) EX1(3, X)
als auch die induzierte Abbildung
ESNTITN 3 — g+ d,Y) £33, X)

die Null-Abbildung. Deshalb ist die durch [(19% y@r *} induzierte Abbildung

e+ HO(S, Gr%Rg_qudﬂ*Q?,_Hd) — HY(Gr? R3f.03%) auch trivial (hier be-

o2 2
nutzen wir £,°° = £x° = Gr?).
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Kapitel 6. Ein nicht triviales Element in Grif f32(A*)

Aus dem folgenden kommutativen Diagramm

I

F20R3-a+d(y/S) F2CR3(X/S)

52 52

7+=0

HO(S, Gr2 R3—a+dy O3-1t) HO(S,Gr3 R®£.03,)

und aus Lemma (6.2.1) folgt, dass 0 # da2(c) = 7402(3) = 0, also haben wir
einen Widerspruch. O

Bisher haben wir nur ds(«) # 0 benutzt, aber wir wissen dariiber hinaus, dass
0 7& 6(a)’T € HO(T7 51271(37X)p7’im)'

Nun mochten wir aus dieser Tatsache Nutzen ziehen. Doch zuerst wollen wir
Folgendes bemerken:

Lemma 6.3.2 Die Abbildung

Loy © 7 €25, X)prim — 04 & (2 © RL())
ist ein Isomorphismus.
Beweis: Wir zeigen, dass

Vi (BLOks) ke RO

prim

ein Isomorphismus ist. Dies zeigen wir faserweise. Dazu bezeichne w € H' (X, Qﬁ(s)
die Klasse der Polarisierung von X, und H' (X, Tx,)w = {n € H (X, Tx,) : n Aw = 0}.
Wir haben folgende exakte Sequenz

0—>H1(X87Q§( )pm'm —>H1(XS7Q§{S) A>H2(XS7Q§{S) —0

Nach Anwenden der Poincaré-Dualitét erhalten wir
00— H2(Xs’ ngs) e Hg(Xs’ Q}(S) - Hl(Xs’ Q?.;(S);rim —0
Damit sehen wir, dass in diesem Fall
HY (X5, Q% irim = H*(Xs, Qx )prim (6.3)
gilt. Aus dem Lemma (2.2) von [Ce| wissen wir, dass das Wedgeprodukt

HY (X, Tx,)w ® H (X, Q%) — H'(Xs, Q%) prim
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6.3. Uber die Griffiths-Gruppe

surjektiv ist. Also nach Dualisieren erhalten wir mit Hilfe von (6.3) eine Inklu-
sion

Hs(X& Q}(s);m"im — HI(X&TXs)::) ® H4(XS7 Q())(S) = Q}(s ® H4(XS7 Qg('s)a

wobei der rechte Isomorphismus durch die Kodaira-Spencer-Abbildung indu-
ziert ist. Nach einem Satz von Griffiths (siche [Vo] II Seite 136) ist diese Inklu-
sion genau V. Nun folgt die Aussage unmittelbar aus

dim H3( Xy, QX )prim = 10 = dim (Qg, ® H*(X,, Q%))
O

Aus der Zerlegung von Lefschetz fiir R? f*Qk /s haben wir, dass 512 ’1(3, X) wie
folgt geschrieben werden kann:

512’1 (37 X) = 81271(37 X)prim SP V
Mit dieser Notation haben wir nun:

Lemma 6.3.3 Ist a € ZoF?Ch3(X/S), dann ist 53(a) € HY(S, F), wobei
V Nker (d1 €213, X) — £X(3, X))

F = 1,1 3,1 ’
VN Im (dl M3, X) — &P (3,X)>

Hier ist dy wie im Satz (1.1.1).

Beweis: Nehmen wir an, dass (siehe Definition von Zy in Abschnitt (1.2.1))

a=1TI.0,

wobei 3 € F2Ch(Y/S), m : Y — S eine projektive, glatte Varietit der
relativen Dimension d ist, und I' € Ch3(Y xg¢ X/9).

Aus d = dim(Y/S) folgt unmittelbar, dass Rd+17r*(Q§l/ /g’) = 0 und deshalb folgt
aus dem kommutativen Diagramm

1,

2474, Y) = 03 & Rim,(@52) e o kys) = &3,

1o2 ®V 12 ®V
23 23

92 QI

0=0%® (04 @ RHIm, (@) 5 0% @ (2 © RUL(O )

dass

(1ozew) (1oz 2 T.) (6172 (@¥)) =0, (6.4)
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Kapitel 6. Ein nicht triviales Element in Grif f32(A*)

Wir setzen
Eprim(T) = { (1og ® 1) (E297(@, 7)) } 1 €21 (3, X)prim
Wegen Lemma (6.3.2) und Eppin (L) C 512’1(3,X)pm-m haben wir aus (6.4), dass
Eprim(I') = 0.
Deswegen gilt in der Kohomologie, dass das Bild von
[(19% ) ®V] L2124y ) — E21(3, X) (6.5)

in F enthalten ist. Ist nun v, die durch (6.5) definierte Abbildung, dann folgt
unsere Behauptung aus dem folgenden kommutativen Diagramm

I

F2Chi(Y/S) F2CR3(X/8)

. -

HO (5, £24-2(q, Y)) o (5, 52271(3,)())
O

Aus der Definition von F aus Lemma (6.3.3) und der Tatsache, dass auf T'
unser Morphismus d; die Null-Abbildung ist, kénnen wir leicht sehen, dass
Flr =V|r.

Diese Bemerkung ist fiir das Folgende sehr wichtig.

Lemma 6.3.4 FEs gilt a ¢ ZoF?Ch?(X/S).

Beweis: Angenommen die Aussage wére falsch. Dann hétten wir aus Lemma
(6.3.3), dass
da(e)|r € HY(T, Flr) = H(T, V)

und dies widerspricht Lemma (6.2.1). O

6.3.1 Die Nicht-Trivialitit von Grif f>?(A?)

Leichtere Anderungen an dem Beweis von Lemma (6.3.1) zeigen
Lemma 6.3.5 o ¢ FoCh?(X/S)

Dies und unsere bisherigen Ergebnisse (Lemmata (6.3.1) und (6.3.4)) lassen sich
wie folgt zusammenfassen:
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6.4. Weitere Fragen

Satz 6.3.1 Der Zykel
o a € Ch:()’z) (X/S) liefert ein nicht-triviales Element in Grif f3?(X/9),

o oy € Ch:()’z) (Xs) liefert ein nicht-triviales Element in Grif f32(Xs) fir
s € S generisch.

Wir konnen dieses Resultat verfeinern.

Theorem 6.3.1 Das Element o, € Ch‘é) (Xs) liefert ein nicht-triviales Ele-
ment in

Grif f>*(A%),
wobei A* die generische abelsche Varietit der Dimension 4 mit Polarisierung

vom Typ (1,2,2,2) ist.

Beweis: Da die Abbildung S — A4(1,2,2,2) dominant ist (siche Theorem
(3.3.1)), kann man X als die abelsche Varietiit A% realisieren. Nach Lemma
(6.3.1) und da ay € F2Ch3(X,), bleibt zu zeigen, dass o, ¢ ZoF?Ch3(X,).
Genau wie in Beweis von Lemma 6.3.1, da s € S generisch ist, konnen wir
nach Satz (1.2.2) annehmen, dass es eine offene Menge U C S und eine étale
Abbildung f : S — S mit o/ = f*(a) € ZyF*Ch3(X'/S’) gibt, wobei
X' = 8" xg X. Jetzt verfahren wir genau wie bei den Beweisen von Lem-
mata (6.3.3) und (6.3.4). O

6.4 Weitere Fragen

Wie bereits erwihnt, es ist erwartet, dass die Saito-Filtrierung die Bloch-Beilinson-
Vermutung 16st. Jedoch ist noch nicht bewiesen worden, dass diese im Allge-
meinen die folgende Eigenschaft besitzt:

FHCnr(X/S) = 0.
Frage 1 Kann man N = N(r) € N finden mit F*Ch" (A*) = 0 fiir allen > N ?
Oder noch allgemeiner

Frage 2 Kann man N := N(r,d) € N finden mit F§Ch"(X/S) = 0 fiir alle
n > N, wobei d die relative Dimension von X/S ist?

Dies ist eine tief liegende Frage. Wir haben auch bereits erwihnt (siehe Satz
1.2.3), dass fiir die Z-Filtrierung

ZoF'Ch™(X/S) = Ch"(X/S)aiy

gilt. Daher kénnen wir uns fragen:
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Kapitel 6. Ein nicht triviales Element in Grif f32(A*)

Frage 3 Konnen wir allgemein zeigen, dass
ZoFgChP(X/S) = FSChP(X/S) N ChP(X/8)ag?
Im Spezialfall S = Spec(C), X = A™?

Frage 4 Kénnen wir im Fall S = Spec(C), X = A" zeigen, dass es eine
Inklusion
Ch?s)(A”) C F5Ch"(A™)/F*T1Ch" (A™)

gibt?

Die letzten zwei Fragen versuchen klassische und hohere Griffiths-Gruppen zu
vergleichen. Setzen wir nun

 CH(X/S)hom N Chi, (X/S)
~ O (X/S)ag N Chi, (X/S)

Griff(’"s) :

Frage 5 Zu welcher Bezichung stehen die beide Gruppen Gm’ff(rs)(X/S) und
Grif f*(X/S)?

Natiirlich kénnen wir versuchen, in jeder Frage Sonderfille zu betrachten, z.B.
S = Spec(C), X = A™. Fahkruddin [Fk] hat nicht triviale Elemente in Gri f fé) (A)

und in Grif f(42)(A) konstruiert, wobei A die generische prinzipal polarisierte
abelsche Varietdat der Dimension 5 ist.

Frage 6 Licfern die Zyklen aus [Fk| fir i = 3,4 nicht triviale Elemente in
Grif fi2(A)?

Frage 7 Liefert unserer Zykel aus Satz (6.3.1) ein nicht triviales Element in
Griffé)(AA‘) ?

Wie vorher gesagt, alle diese Fragen versuchen die klassischen und die héheren
Griffiths-Gruppen zu vergleichen und bilden daher, nach meiner Meinung, ein
sehr gutes Forschungsprojekt.
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