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Sometimes the public says, “What’s in it for Numero Uno? Am I going to
get better television reception? Am I going to get better Internet reception?”
Well, in some sense, yeah. [...] But let me let you in on a secret: We physicists
are not driven to do this because of better color television. [...] That’s a
spin-off. We do this because we want to understand our role and our place in

the universe.

MicHio KAKU
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1. Einleitung

Symmetrie gehort zu den fundamentalen Prinzipien in der Physik und stellt ein méch-
tiges Konzept zur Beschreibung der Natur dar. So hat bereits Emmy Noether 1918
erkannt, dass jede globale kontinuierliche Symmetrie zu einer erhaltenen Ladung fithrt
[1, 2]. In der allgemeinen Relativitatstheorie, in Quantenfeldtheorien und in anderen
Eichtheorien treten durch den Ubergang zu lokalen Symmetrie auf natiirliche Weise
Wechselwirkungen auf, welche an diese Ladungen koppeln [3, 4]. Auch die spontane
Brechung einer solchen Symmetrie fithrt zu einer Vielzahl von Effekten, zu denen etwa
der Higgs-Mechanismus zahlt [5-7]. Neben den kontinuierlichen Symmetrien existieren
auch diskrete Symmetrien wie die CP7T-Symmetrie, welche bereits aus den grundlegenden
Axiomen der Quantenfeldtheorie folgt [8-11].

Vielen Bereichen der modernen Physik liegen Symmetrien zugrunde. Auch diese Arbeit
beschaftigt sich mit einer Symmetrie, der sogenannten P7T-Symmetrie. Diese bezeichnet
die Invarianz eines physikalischen Systems gegeniiber einer antiunitédren Raumzeitspiege-
lung, was zum Auftreten stationdrer Losungen mit vollkommen reellen Eigenwertspektren
fithren kann [12, 13]. Diese Eigenschaft erlaubt eine nicht-hermitesche P7T -symmetrische
Formulierung der Quantentheorie, welche nicht auf der mathematischen Forderung nach
hermitezitit sondern auf dem physikalischen Konzept der Symmetrie beruht. Es lésst
sich zeigen, dass eine solche Formulierung vollkommen aquivalent zur herkommlichen
Quantenmechanik ist [14, 15] und eine komplexe Erweiterung im Sinne einer pseudoher-
miteschen Quantenmechanik darstellt [16-19]. nicht-hermitesche Quanentheorien eignen
sich zur Beschreibung offener Quantensysteme [20] und Resonanzphédnomenen [21].

1.1. Motivation und Einfiihrung in das Thema

Aufgrund der Analogie zwischen der Schrodinger-Gleichung und der Wellengleichung,
konnte PT-Symmetrie in optischen Systemen beobachtet werden [22, 23]. Dartber
hinaus wurden P7T -symmetrische Systeme bereits in Form von Mikrowellenleitern [24]
und elektronischen Schaltkreisen [25] realisiert. Dennoch ist eine Realisierung in einem
echten Quantensystem bisher nicht gelungen. Nach einem Vorschlag von Klaiman et
al. [26] stellt ein Bose-Einstein-Kondensat (Bose-FEinstein Condensate, BEC) in einem
optischen Doppelmuldenpotential mit Balanced Gain and Loss (BGL) ein potentiell
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experimentell zugangliches PT -symmetrisches Quantensystem dar [27, 28]. Dazu miissen
Teilchen in einer Mulde hinzugefiigt und in der anderen Mulde entfernt werden.

Da die Bose-Einstein-Kondensation erst bei geringen Temperaturen auftritt, ldsst sich
ein BEC mit einer ausreichend groflen Anzahl an Bosonen im Mean-Field (MF) durch
die Gross-Pitaevskii-Gleichung ( Gross-Pitaevskii Equation, GPE) beschreiben [29, 30].
Die GPE stellt eine nichtlineare Gleichung dar, bei der sich alle Bosonen im selben
Einteilchenzustand befinden. Die Ein- und Auskopplung von Teilchen kann iiber ein
komplexes Potential beschrieben werden, welches fiir BGL einen symmetrischen Real-
und einen antisymmetrischen Imaginérteil besitzt [31]. Solche Systeme wurden bereits
ausfiihrlich untersucht [32-37]. Uber die MF-Né&herung hinaus lisst sich BGL durch
Lindblad-Gleichungen beschreiben [38-41].

Im Gegensatz zu diesen nicht-hermiteschen und effektiven Theorien ist das Ziel dieser
Arbeit, eine Realisierung von BGL im Rahmen einer hermiteschen Beschreibung zu
liefern. Es existieren bereits Vorschlége fiir eine konkrete Realisierung [42-46]. Single et al.
haben dazu Bedingungen an gebundene Wellenfunktionen hergeleitet, welche kohéarenter
Atomstrahlung entsprechen [43]. Es konnten so stabile PT-symmetrische Losungen
gefunden werden, jedoch stellt dies lediglich eine effektive und damit unvollstandige
Beschreibung des Systems dar. Gutohrlein et al. schlagen die Kopplung an ein zweites
Zweimodensystem vor, das als Reservoir dient, sodass ein abgeschlossenes System vorliegt
[45]. Die Kopplung zwischen den Zweimodensystemen entspricht dabei der Kopplung aus
[43] und beruht nicht auf einem tatséchlichen physikalischen Prozess.

Der in dieser Arbeit verfolgte Ansatz stammt von Kreibich et al., bei dem ein Zweimoden-
system in ein optisches Viermodenpotential eingebettet wird, sodass ein abgeschlossenes
hermitesches System vorliegt [42]. Die zusitzlichen Mulden dienen als Teilchenreservoirs
und die Kopplungen sind durch Tunnelprozesse zwischen den Mulden gegeben. Um P7T -
Symmetrie zu realisieren, werden Bedingungen an die Parameter des optischen Potentials
gestellt, sodass diese Groflen dynamisch angepasst werden konnen. Das erlaubt eine voll-
stdndige Beschreibung und Kontrolle der Ein- und Auskopplungen. Dabei konnen exakt
PT-symmetrische stationdre Losungen solange erzeugt werden, bis die Reservoirmulde,
aus der Teilchen entnommen werden, vollstandig entleert ist.

Die hier genannten Vorschldge beruhen alle auf der MF-Beschreibung eines BEC. Obwohl
bereits gezeigt wurde, dass die MF-Theorie eine gute Naherung des Vielteilchenpro-
blems darstellt [31, 47], so gilt diese nur im Grenzfall N — oo und 7" — 0 exakt. Die
experimentellen Bedingungen fiir die Anwendung der MF-Theorie liegen also bestenfalls
naherungsweise vor. Aus diesem Grund soll der Vorschlag von Kreibich et al. im Rahmen
dieser Arbeit bei einer vollen Vielteilchenbeschreibung untersucht werden. Ein BEC in
einem optischen Potential lasst sich durch das Bose-Hubbard-Modell (BHM) beschreiben.
Die Fragestellung, die dieser Arbeit zugrunde liegt, lautet: Gibt es zusétzliche Effekte
bei geringen Teilchenzahlen, wenn man tiber das MF hinausgeht, und lassen sich auch
hier PT-symmetrische stationare Zustidnde und BGL erreichen?
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1.2. Aufbau der Arbeit

In KAPITEL 2 sind wichtige Grundlagen zur Beschreibung von BECs und zur P7T-
Symmetrie kurz dargestellt. An dieser Stelle wird auch das P7T-symmetrische Zweimo-
denmodell im MF eingefiihrt, das es zu realisieren gilt.

KAPITEL 3 ist dem BHM gewidmet. Es werden notwendige Grundlagen zur Beschreibung
eines BEC in einem optischen Potential eingefiihrt. Da die Anwendung des BHM enorm
aufwendig ist, wird eine effiziente Behandlung im Rahmen einer lexikographischen Fock-
Darstellung diskutiert. Aulerdem werden Néherungen eingefithrt, zu denen die MF-
Néherung und die Bogoliubov-Backreaction (BBR)-Methode gehéren. Hierfir wird die
Schrodinger-Gleichung in der Form einer BBGKY-Hierarchie gebracht.

In KAPITEL 4 werden anschliefend die Bedingungen an die Kontrollparameter formu-
liert. Zu diesem Zweck wird zuerst die MF-Theorie betrachtet mit dem Ziel, moglichst
einfache dynamische Parameter aufzustellen. Es lassen sich hierbei auch analytische
Losungen fiir die Zustande und Parameter finden. Die Bedingungen aus dem MF werden
anschlieend in die Vielteilchenbeschreibung iibertragen. Dazu ist zuerst die Berechnung
der Vielteilchenanfangszustande notwendig. Daran anschliefend werden unterschiedliche
Moglichkeiten diskutiert, die Bedingungen zu formulieren, sowie ein adiabatischer Ein-
schaltvorgang fiir die Wechselwirkung vorgeschlagen. Zuletzt befasst sich dieses Kapitel
mit der Implementation des Vielteilchenproblems.

In KAPITEL 5 sind die numerischen Resultate dargestellt. Dabei werden zuerst grundle-
gende Figenschaften des BHM in einem konstanten optischen Gitter betrachtet, sowie
MF-Naherung, BBR-Methode und BHM miteinander verglichen. Im Anschluss werden
zeitabhingige Potentiale zur Realisierung von BGL im BHM untersucht. Dabei werden
unterschiedliche Bedingungen im Grenzfall geringer Teilchenzahlen verglichen. Im letzten
Teil des Kapitels wird der Ubergang zu hohen Teilchenzahlen sowie die Auswirkungen
einer Vielteilchenbeschreibung diskutiert.

Das KAPITEL 6 beinhaltet eine kurze Zusammenfassung dieser Arbeit und einen Ausblick.






2. Grundlagen

From a certain temperature on, the molecules ‘condense’ without attractive
forces; that is, they accumulate at zero velocity. The theory is pretty, but is
there some truth in it.

ALBERT EINSTEIN

2.1. Bose-Einstein-Kondensation

Die Kondensation eines idealen Bose-Gases bei tiefen Temperaturen und ohne attraktive
Krifte wurde bereits 1924/25 von Einstein [48, 49] basierend auf den Arbeiten von
Bose [50] vorhergesagt. Da Bosonen, im Gegensatz zu Fermionen, nicht dem Pauli-
Prinzip unterliegen, kann eine beliebige Anzahl denselben quantenmechanischen Zustand
besetzen. Bei der Bose-Einstein-Kondensation wird unterhalb einer kritischen Temperatur
der Grundzustand makroskopisch besetzt, was die Beobachtung von Quanteneffekten an
makroskopischen Objekten erlaubt. Die hierfiir notwendigen Temperaturen liegen jedoch
dicht am absoluten Nullpunkt und waren zu Einsteins Zeiten noch unzugénglich. Erst
durch Laserkithlung gelang es 1995 erstmals ein BEC zu realisieren [51-53], was im Jahr
2001 mit einem Nobelpreis ausgezeichnet wurde.

2.1.1. Kiriterium fiir Bose-Einstein-Kondensation

Ein Quantengas bestehend aus /N identischen Bosonen, die sich in einem Fallenpotential V'
befinden, wird bei Verwendung geeigneter Einheiten durch die dimensionslose Vielteilchen-
Schrodinger-Gleichung

N N

.0 1 1

l@@(Tl,...,’I‘N) :Z; _ZATn+V(rat>+sznt(rnarm) \D(rlv"'er) (21)
- m#n

beschrieben, wobei die Wechselwirkung aufgrund geringer Teilchendichten auf Zweikorper-
wechelwirkungen Vi, (7, ') beschrinkt werden kann. Alle in dieser Arbeit auftretenden
Gleichungen sind stets dimensionslos mit atomaren Hartree-Einheiten formuliert, also
grob gesagt mit der Konvention A =m = 1%.
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In einem nichtwechselwirkenden Bose-Gas kann ein BEC iiber die Besetzung des Ein-
teilchengrundzustandes beschrieben werden. Einteilchenenergiezustande sind jedoch in
Anwesenheit von Wechselwirkung nicht mehr definiert. Die gesamte Information iiber
die Einteilcheneigenschaften des Systems ist jedoch in der Einteilchen-Dichtematrix
(Single-Particle Density Matriz, SPDM)

oV(r,r') = @' (r)a(r)) (2.2)

enthalten, wobei &T(r) und a(r) die Erzeugung und Vernichtung eines Bosons am Ort r
beschreiben und die Eigenschaft

[a (), a(r)] = o(r — ) (2.3)

erfiillen. Fiir » = r' gibt die Dichtematrix (2.2) gerade die Teilchendichte n(r) am Ort r
wieder, sodass sich eine reduzierte SPDM
oW, 7

Tra(r ) = =7 (2.4a)

mit
N = /dra(l)(r,r) (2.4Db)

definieren lasst.

Mit der reduzierten SPDM (2.4a) kann ein allgemeines Kriterium fiir die Bose-Einstein-
Kondensation formuliert werden [54-57]. Da der Einteilchendichteoperator hermitesch
und positiv definit ist, sind alle Eigenwerte A der Dichtematrix reell und positiv,

red r, 7‘ Z)‘me m( )7 (25)

wobei x die zugehorigen Eigenfunktionen bezeichnet, also fiir ein nichtwechselwirkendes
Gas gerade die Einteilchenzusténde.

Fir T' = 0 befinden sich alle Bosonen im Grundzustand, fiir den entsprechenden Eigenwert
gilt dann Ay = 1 und alle anderen Eigenwerte verschwinden. Entsprechend deutet auch
fiir T' > 0 die Existenz eines groflen Eigenwertes der reduzierten SPDM auf ein BEC hin,
der zugehorige Zustand ist dann makroskopisch besetzt. Falls trotz tiefer Temperatur
mehrere Zustande makroskopische besetzt sind, so liegt ein fragmentiertes BEC vor
[58-60], was etwa mehreren rdumlich getrennten BECs entspricht.

2.1.2. Gross-Pitaevskii-Gleichung

Fiir sehr grofie Teilchenzahlen geht die Vielteilchen-Schrodinger-Gleichung (2.1) bei T' = 0
in die zeitabhéngige GPE

0Y(r,t)
o

= (~32+ V0 + gm0 o) (2.6)

12
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iiber [29, 30]. Die makroskopische Wellenfunktion ¢ € C, die dem Ordnungsparameter
beim Phasentibergang der Bose-Einstein-Kondensation entspricht, beschreibt den Pro-
duktzustand der identischen Einteilchengrundzustéinde und kann als mittleres klassisches
Feld aller Teilchen aufgefasst werden, wobei die Norm N = |[¢||* die Gesamtteilchenzahl
wiedergibt. Diese MF-Néherung gilt streng genommen nur fiir génzlich reine Kondensate,
also solche, bei denen sich alle Teilchen im Grundzustand befinden. Das wiederum ist
jedoch nur fir 7' = 0 der Fall, also gemaf} des dritten Hauptsatzes der Thermodynamik
unmoglich. Durch die makroskopische Besetzung des Grundzustandes fiir T — 0 ist eine
MF-Beschreibung fiir grofle Gesamtteilchenzahlen dennoch sinnvoll, was sich auch in den
Folgenden Kapiteln durch Vergleich mit der Vielteilchendynamik zeigen wird.

Bei der GPE (2.6) handelt es sich um eine nichtlineare Schrodinger-Gleichung, die Stérke
der Nichtlinearitat wird durch den Parameter g = NU, bestimmt, wobei U, = 4ma die
Starke der Kontaktwechselwirkung

Vit (7, 77) = Upd(r — 7') (2.7)

zwischen zwei Teilchen an den Orten 7 und 7’ beschreibt. Durch Streutheorie lisst sich
zeigen, dass die Gleichung (2.7) die effektive Wechselwirkung bei niedrigen Energien
darstellt und dass die Eigenschaften des Gases im Wesentlichen durch die s-Wellen
Streuldange a bestimmt werden [61]. Fiir eine ausfiithrlichere Behandlung und Diskussion
der GPE sei auf [62, 63] verwiesen.

2.2. PT-Symmetrie

Die Postulate der Quantenmechanik stellen sicher, dass physikalische Grofien, also die
Eigenwerte entsprechender Operatoren, stets reell sind. Dies kann durch Verwendung
hermitescher Operatoren mit der Eigenschaft O' = O erreicht werden, denn fiir die
zugehorigen Eigenwerte folgt dann unmittelbar O* = O. Bender und Boettcher zeigten
jedoch, dass auch nicht-hermitesche Operatoren reelle Eigenwerte besitzen konnen, falls
diese invariant gegeniiber einer Paritéts-Zeit-Umkehr sind [13]. Dies erlaubt eine PT-
symmetrische Formulierung der Quantenmechanik, welche als komplexe Erweiterung
der herkémmlichen hermiteschen Quantenmechanik zu verstehen ist. Mit einer unitiren
Zeitentwicklung [14] lisst sich die Aquivalenz beider Formulierungen zeigen [19].

2.2.1. PT-Operator

Die meisten Symmetrieoperationen sind unitdr und erhalten damit das Skalarprodukt
des Hilbert-Raums. Es lasst sich jedoch allgemein zeigen, dass jede Symmetrieoperation

13



2. Grundlagen

in der Quantenmeachanik entweder unitar, der zugehorige Operator U ist dann linear,
oder antiunitar, der zugehorige Operator A ist dann antilinear mit der Eigenschaft

Al + Biby) = o Ay + B7 Ay, (2.8)

sein muss [64]. Eine antiunitdre Symmetrieoperation A lésst sich dabei stets als Kombina-
tion einer unitdren Symmetrieopeartion &/ und einer komplexen Konjugation K : i — — 1

schreiben, A = UK [65].

Der Paritatsoperator P ist ein linearer Operator, der eine Rauminversion bewirkt. Im
Ortsraum entspricht das einer Spiegelung der Ortskoordinaten am Ursprung und der
Umkehr des Impulses,

P: r— —r, p— —p. (2.9)

Bei Zeitumkehr, also t — — ¢, hingegen laufen alle Bewegungen riickwarts ab, was
einer reinen Impulsumkehr entsprechen wiirde. Damit der Kommutator [, p] = i jedoch
unverdndert bleibt, muss der entsprechende Zeitumkehroperator 7 noch um eine komplexe
Konjugation IC erweitert werden und stellt somit einen antilinearen Operator dar,

T: p— —p, i— —1i. (2.10)

Die Notwendigkeit einer komplexen Konjugation bei Zeitumkehr ergibt sich dariiber
hinaus bereits sehr allgemein aus der unitaren Zeitentwicklung eines Zustandes, da
die alleinige Umkehr der Zeitkoordinate zu negativen Energien fiihren wiirde, was im
Grunde der Feynman-Stiickelberg-Interpretation der Dirac-Gleichung entspricht [66].
Bei der Zeitumkehr handelt es sich um die fundamentale antiunitdre Operation in der
Physik und diese ist direkt mit der komplexen Natur der Quantenmechanik verknipft
[67]. So lassen sich Interferenzphdnomene durch einen komplexen Formalismus mit
Phasenfaktoren erfassen, wobei Phasenfaktoren gerade die Eigenwerte eines antilinearen
Operators darstellen.

Die kombinierte Wirkung der Operatoren (2.9) und (2.10) entspricht einer ebenfalls
antiunitaren Raumzeitspiegelung,

PT: r— —r, i— —i. (2.11)

Durch zweimalige Anwendung einer derartigen Symmetrieoperation sollte der urspriingli-
che Zustand wiederhergestellt werden, was bedeutet, dass die Eigenwerte A\ des antilinearen
PT-Operators die Bedingung |/\|2 = 1 erfiillen missen und damit wie erwartet die Form
A = exp(ip) besitzen.

2.2.2. Komplexe Potentiale

Ein System wird als P7T-symmetrisch bezeichnet, wenn der Hamilton-Operator mit dem
PT-Operator vertauscht,
[PT,H]=0. (2.12)

14



2.2. PT-Symmetrie

Fir einen allgemeinen Hamilton-Operator der Form
1
H = _§Ar +V(r), (2.13)

wobei das Potential V' im Allgemeinen zeitabhingig sein kann, ergibt sich mit der
Definition (2.11) des PT-Operators
PT

[PT,H] = PT[—;AT +V(r)| - [—;Ar +V(r)

_ [—;AT V()| PT - {—;AT V)| PT
— (V¥ (=) = V(r))PT. (2.14)

Die Bedingung (2.12) an den Hamilton-Operator ist dann dquivalent zu der Bedingung
an das Potential, dass
V(ir)=V"(-r), (2.15)

was insbesondere fiir jedes symmetrische reelle Potential der Fall ist.

Wird die Forderung nach hermitezitat des Hamilton-Operators H, wonach nur reelle
Potentiale V' erlaubt sind, durch die schwéchere Forderung nach P7T-Symmetrie ersetzt,
so konnen auch nicht-hermitesche Hamilton-Operatoren mit komplexen Potentialen
V =V, 4+ iV; verwendet werden. Das Potential muss dann einen symmetrischen Realteil
und einen antisymmetrischen Imaginérteil beztiglich der Ortskoordinaten besitzen. Wie
lasst sich jedoch ein komplexes Potential interpretieren?

Um diese Frage zu beantworten, wird nun die Wahrscheinlichkeitsdichte p = ¥*) am Ort
r betrachtet. Die zeitliche Anderung der Norm eines Zustandes 1 ist durch

§t<w|w> = (Q|Y) + (YY) = L (HY) — i (| Hap) (2.16)

gegeben, wobei die dimensionslose Schrodinger-Gleichung i0,|¢) = H|v) verwendet
wurde. Fiir den Hamilton-Operator (2.13) ergibt sich dann im Ortsraum

dp(r) 1

ot 2i

(A" () (r) = 0" () Ap(r)] = iV () = V' (m))p(r). (217)
Durch die Definitionen der Wahrscheinlichkeitsstromdichte 7 = (¢*V — ¢V™)/2i und

des Imaginérteils V; = (V — V™) /2i kann die Gleichung (2.17) in der Form

dp(r)
ot

£V, () = 2Vi(r)(r) (2.18)

geschrieben werden. Fiir ein reelles Potential, also V; = 0, entspricht (2.18) einer Konti-
nuitatsgleichung und die Wahrscheinlichkeit ist erhalten. Ein komplexes Potential, also

15



2. Grundlagen

Vi # 0, fihrt zu Wahrscheinlichkeitsgellen und -senken, also je nach Vorzeichen des
Imaginérteils zu einer Zu- oder Abnahme der Wahrscheinlichkeitsdichte.

Die Erhaltung der Gesamtwahrscheinlichkeit ist eine fundamentale Eigenschaft der
hermiteschen Quantenmechanik und stellt einen grundlegenden Unterschied zur nicht-
hermiteschen, jedoch P7T-symmetrischen Quantenmechanik dar. In einem Teilchenbild
kann die Anderung der Gesamtwahrscheinlichkeit als Anderung der Gesamtteilchen-
zahl interpretiert werden. Die PT-symmetrische Quantenmechanik bietet daher die
Moglichkeit einer effektiven Beschreibung offener Quantensysteme.

2.3. P7T-symmetrisches Zweimodenmodell

Ein einfaches PT-symmetrisches Modell ergibt sich aus der GPE (2.6) mit einem Doppel-
muldenpotential [31, 36] und zeigt eine Reihe interessanter Phanomene [32-35]. Falls die
Mulden tief genug sind, dann ist die Wellenfunktion effektiv an den Mulden lokalisiert
und es kann ein Zweimodenmodell verwendet werden [37],

O (Y _ gl + iy —J ) <¢1>
"ot <¢2> B < —J glel” —iv) \ta) (2.19)

wobei J > 0 die Kopplung zwischen den beiden Mulden beschreibt und direkt mit der
Barrierenh6he zusammenhéngt. Um ein P7T-symmetrisches Modell zu erhalten, wurde
ein komplexes Potential mit antisymmetrischem Imaginarteil eingefiihrt, das mit der Rate
~ in der linken Mulde Teilchen ein- und in der rechten Mulde Teilchen auskoppelt, was in
Abbildung 2.1 dargestellt ist. Die Besetzungszahlen der beiden Mulden sind jeweils durch
n, = W1|2 und ny, = W2’2 gegeben. Wie sich leicht zeigen lésst, ist das Modell (2.19)
PT-symmetrisch fir n; = ny = n, wobei die Raumspiegelung hier der Vertauschung der
beiden Mulden entspricht, P : 1y <> 1),.

2.3.1. Stationare Zustande

Das nichtlineare Zweimodenmodell (2.19) besitzt PT-symmetrische stationdre Losungen
mit den komplexen Eigenwerten p, welche gerade der Definition des chemischen Potentials
fir das Gesamtsystem entsprechen. Fur |¢1\2 = |w2\2 = n lasst sich die zugehorige
stationare GPE schreiben als

(gn + iv)Yy — Jiby = iy, (2.20a)
(gn — iv)y — Jiby = iy, (2.20b)
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2.3. PT-symmetrisches Zweimodenmodell

ImV <0
ReV

0 -
Abbildung 2.1: Ein komplexes Zweimuldenpotential V' mit einem symmetrischen
Realteil und einem antisymmetrischen Imaginarteil, sodass in der linken Mulde
Teilchen ein- und in der rechten Mulde Teilchen ausgekoppelt werden. Wenn die

Mulden tief genug sind, so ist ¥ (z) nur bei den Mulden von Null verschieden, die
Teilchen sind also dort lokalisiert. Die Darstellung erfolgt nach [68].

wobei der zeitabhéngige Zustand dann im Allgemeinen durch (t) = exp (—iut)y
gegeben ist, mit den Eintrdgen der Wellenfunktion

U =Vne', (2.21a)
y =+/ne . (2.21b)

Ein wichtiger Aspekt der PT-symmetrischen Quantenmechanik ist die Existenz reeller
Eigenwerte, entsprechend ist es auch in diesem Modell moglich ein rein reelles Eigen-
wertspektrum zu erhalten. Durch freie Wahl der globalen Phase kénnen die Phasen der
Eintrage der Wellenfunktion stets antisymmetrisch wie in (2.21) gewdhlt werden. Die
Gleichungen (2.20) sind dann bis auf das chemische Potential gerade komplex konjugiert
zueinander, sodass

p=gn— Jcos(2¢) + iy + Jsin(2¢)] = p*, (2.22)

wobei die Euler-Formel genutzt wurde. Diese Gleichung ldsst sich nur fiir ein reelles
chemisches Potential konsistent 16sen. Es ist leicht zu erkennen, dass fiir

v = —Jsin(2p) (2.23)
der Imaginarteil des chemischen Potentials verschwindet und es gilt

= g — J cos(2¢p)

= g — J cos (arcsin(—}))
o (2.24)
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2. Grundlagen

Re

Abbildung 2.2: Real- und Imaginarteil des chemischen Potentials werden fiir
unterschiedliche Werte der Nichtlinearitétsstarke g und J = 1 entsprechend [45] als
Funktion von v dargestellt. g bezeichnet hierbei die PT-symmetrischen Losungen
(2.24) mit (2.21), u hingegen sind PT-gebrochene Losungen mit antisymmetrischen
Besetzungszahlen. Die analytische Fortsetzung der reellen Losungen sind gepunktet
dargestellt.

: : 2
wobei ausgenutzt wurde, dass cos(arcsinz) = £\/1 — z~.

Das chemische Potential (2.24) ist reell fir |y| < J, was dem PT-symmetrischen Zustand
entspricht. Bei |y| = J wird die PT-Symmetrie gebrochen, was zu einer Bifurkation im
Eigenwertspektrum fiihrt, bei der komplexe Energien auftreten. Dies ist in Abbildung 2.2
fiir unterschiedliche Nichtlinearitéitsstarken g mit der Bezeichnung ug fiir die symmetrische
Besetzung (2.21) dargestellt. Fir g > 0 existieren auch antisymmetrische Losungen,
welche die PT-Symmetrie bereits fiir || < J brechen, bei einer Nichtlinearitatsstarke
von g = 2J verschwindet der Bereich rein reeller Eigenwerte vollkommen. Grund hierfiir
ist die Nichtanalytizitdat der GPE [32, 37].

Eine Herleitung der symmetrischen und antisymmetrischen Losungen in Abbildung 2.2
ist im Anhang A zu finden.
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3. Bose-Hubbard-Modell

I remember that when someone had started to teach me about creation and
annihilation operators, that this operator creates an electron, I said, “how
do you create an electron? It disagrees with the conservation of charge”, and
in that way, I blocked my mind from learning a very practical scheme of
calculation.

RICHARD FEYNMAN

Das BHM wurde erstmals 1963 von Gersch und Knollman eingefithrt [69] in Analogie zum
fermionischen Hubbard-Modell [70]. Es wurde 1989 von Fisher et al. zur Untersuchung
der Suprafluiditét verwendet [71] und eignet sich zur Beschreibung ultrakalter Bosonen
in einem optischen Gitter [72, 73]. Das fermionische Hubbard-Modell hingegen spielt eine
grofie Rolle in der Festkorperphysik und kann entsprechend formuliert werden [74, 75].

3.1. Optische Potentiale

Optische Potentiale, erstmals 1968 vorgeschlagen [76], konnen sowohl zur Kiihlung als
auch zum Einfangen neutraler Atome verwendet werden [77-79] und stellen daher ein
wichtiges Werkzeug zur Untersuchung ultrakalter Gase und insbesondere von BECs
dar [80]. Eine optische Falle entsteht durch den dynamischen Stark-Effekt aufgrund
der Wechselwirkung der Teilchen mit dem elektrischen Feld E des Laserstrahls. In
Dipolndherung ist das Wechselwirkungspotential gegen durch

Vopt (1) = —p(r) - E(r), (3.1)

wobei p das elektrische Dipolmoment bezeichnet. Fir einen Einmodenlaser, dessen
Frequenz wy, gerade der Ubergangsfrequenz zwischen zwei Zustinden |g) und |e) entspricht,
lasst sich das optische Potential (3.1) durch eine Jaynes-Cummings-Wechselwirkung der
Form

. ~AoA A oAt
Vopt(1) = —ig(r)(64a1, — 6-a1) (3.2)
mit den atomaren An- und Abregeoperatoren 6, = |e)(g| und 6_ = |g)(e| des Zweini-

veausystems und den bosonischen Erzeugern und Vernichtern a;, und ay, fiir Photonen
des Lichtfeldes beschreiben [81]. Hierbei wurde die Drehwellennédherung (Rotating Wave
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3. Bose-Hubbard-Modell

Approzimation, RWA) zur Eliminierung dissipativer Anteile verwendet [82]. Die Kopp-
lungskonstante g der elektrischen Dipolwechselwirkung hingt vom Ubergangsdipolmoment
der Zustande (e|p|g) sowie der raumlichen Modenfunktion des Lasers ab.

Das Potential (3.2) beschreibt zwei Prozesse, die Anregung in den oberen Zustand unter
Absorption eines Photons, sowie die Emission eines Photons beim Ubergang in den
Grundzustand. Wird nun die Frequenz des Lasers stark gegeniiber der Ubergangsfrequenz
wo mit A = wy, — wy und jenseits der Linienbreite verstimmt, so sind praktisch keine
Anregungen |g) — |e) mehr méglich und die Energieverschiebung durch den dynamischen
Stark-Effekt ergibt sich aus Stérungstheorie zweiter Ordnung zu V(1) o< I(r)/A, wobei
I(7) die Intensitat des Lasers bezeichnet [83]. Auf das Atom wirkt dann eine Dipolkraft,

Faip(r) = =V V(7). (3.3)

Fiir einen blauverschobnen Laser mit A > 0 ist das Potential repulsiv, die Kraft auf
ein Teilchen bewegt dieses radial aus dem Fokus des Laserstrahls heraus, fiir einen
rotverschobenen Laser mit A < 0 hingegen ist das Potential attraktiv, daher kénnen
solche Dipolfallen als optische Pinzetten verwendet werden.

3.2. Fock-Darstellung

Im Folgenden soll eine kurze Einfithrung zur Fock-Darstellung kalter Bose-Gase in
optischen Gittern erfolgen. Eine ausfiihrliche Beschreibung optischer Gitter und eine
Herleitung des BHM sind in [61, 83-86] zu finden.

3.2.1. Bose-Hubbard-Modell in einem optischen Gitter

Durch Uberlagerung von Laserstrahlen lassen sich periodische optische Potentiale, soge-
nannte optische Gitter, erzeugen, welche den periodischen Potentialen in Festkorpern
entsprechen. In dieser Arbeit wird ein eindimensionales Gitter betrachtet, erzeugt durch
Uberlagerung zweier Laserstrahlen. Es lassen sich jedoch entsprechend auch Gitter mit
Dimensionen d = 2 und d = 3 durch Uberlagerung von 2d Laserstrahlen erzeugen.

Fiir den einfachen Fall, dass die Strahlen zweier identischer, gegeneinander entlang der
z-Achse ausgerichteter Laser mit Wellenldnge )\, iberlagert werden, ergibt sich eine
stehende Welle mit einem periodischen Potential der Form

Tz

Vo (2) = Vocos (%) (3.4)

wobei Vj die Tiefe des Potentials und d = A, /2 den Gitterabstand beschreiben, die
Polarisationsrichtungen werden als parallel angenommen [85, 86]. Hierbei sei angemerkt,
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3.2. Fock-Darstellung

Vo

pt

m—1 m m+1

Abbildung 3.1: In einem ausreichend tiefen optischen Potential der Form (3.4) sind
die Teilchen in den einzelnen Mulden lokalisiert und die Tunnelprozesse beschréanken
sich auf benachbarte Mulden mit Tunnelraten .J. Innerhalb einer Mulde m kommt es
zu Wechselwirkungen U,,, zwischen den Teilchen. Die Tunnelprozesse liefern Beitrége
zur kinetischen und die Wechselwirkungen Beitrége zur potentiellen Energie.

dass der Gitterabstand durch nichtparallele Strahlrichtungen vergrofiert werden kann
(87, 88.

Wie bereits in der Einleitung zu diesem Abschnitt erwdhnt, entspricht ein periodisches
optisches Potential (3.4) der Situation in einem Festkérper, entsprechend tritt auch hier
eine Bandstruktur auf. Fir BECs geniigt jedoch die Beschriankung auf das niedrigste
Bloch-Band, da alle Bosonen diesen Zustand einnehmen kénnen und die Anregungen in
hohere Bander bei tiefen Temperaturen vernachléssighar sind.

Falls die Mulden des Potentials (3.4) sehr tief sind, also |Vj| > 1, so sind die Teilchen
an einzelnen Mulden, den Gitterplitzen, lokalisiert. Der Uberlapp zwischen den Wellen-
funktionen benachbarter Mulden ist dann sehr gering und Tunnelprozesse daher sehr
unwahrscheinlich. Es lassen sich Operatoren &,Tn und a,,, zur Erzeugung und Vernichtung
von Bosonen in der Mulde m definieren. Ein Tunnelvorgang wird durch die Vernichtung
eines Bosons in einer Mulde m und die Erzeugung eines Bosons in einer anderen Mulde
m’ beschrieben, also durch einen Operator a,,’d,,, was einen Beitrag zur kinetischen
Energie liefert. Doch wie sieht der Hamilton-Operator eines solchen Systems aus?

In Abbildung 3.1 sind Bosonen in einem periodischen Potential der Form (3.4) dargestellt,
wobei Tunnelprozesse auf benachbarte Gitterplitze beschrankt sind. Der Beitrag einer
Mulde m zur kinetischen Energie ist durch

AT A AT
Hl(::) = —Jdmm—10m—10m — Jm,erlaerlam (35)

gegeben, wobei die Tunnelraten J die Wahrscheinlichkeit fiir den entsprechenden Vorgang

beschreiben und symmetrisch sind. Die Tunnelprozesse von den Gitterplatzen m + 1
werden entsprechend ’Hf{?jﬂ) zugeordnet.

Die potentielle Energie ist durch die Anzahl der Teilchen in einer Mulde bestimmt.
Wird ein Teilchen einer Mulde hinzugefiigt, so erhoht sich die potentielle Energie um
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3. Bose-Hubbard-Modell

die Gitterpunktenergie, welche damit gerade der Definition des chemischen Potentials
entspricht und mit g bezeichnet werden soll. Falls sich mehr als ein Teilchen in einer
Mulde befinden, dann treten Wechselwirkungen auf. Jedes der n Teilchen wechselwirkt
mit den restlichen (n — 1) Teilchen, was jeweils einen Beitrag von U/2 zur potentiellen
Energie liefern soll. Der Faktor 1/2 wurde eingefiihrt, damit U gerade die gesamte
Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen beschreibt. Zusammenfassend ist die potentielle
Energie der Mulde m durch
Un,

H = (= 1) + (3.6)

mit dem Teilchenzahloperator 7n,, gegeben.

Die Summe iiber die kinetischen Energien (3.5) und die potentiellen Energien (3.6) aller
Gitterplatze liefert den Hamilton-Operator

Hpn = — Z Jmm/djndm/ + ;Z Uy (g, — 1) + Zﬂmﬁn“ (3.7)

(m,m')

wobei (-,-) die Summe tiber alle benachbarten Gitterpldatze beschreibt. Die Parameter
konnen natiirlich im Allgemeinen auch zeitabhingig sein.

Ublicherweise wird das BHM ausgehend von der Vielteilchen-Schrodinger-Gleichung (2.1)
in zweiter Quantisierung hergeleitet. Dabei wird eine Basis aus stark an den Mulden
lokalisierten Wannier-Funktionen eingefiithrt, womit sich die Gleichung (3.7) ableiten
léasst. Eine Herleitung ausgehend von (2.1) ist in [89] zu finden.

3.2.2. Lexikographische Fock-Basis

Da die Teilchen in einem BEC ununterscheidbar sind, ist nur die Zahl der Teilchen
in einer Mulde relevant fiir die Beschreibung des Systems. Da sich alle Bosonen bei
ausreichend tiefer Temperatur im niedrigsten Bloch-Band befinden, gibt es pro Mulde
des Potentials genau einen Zustand. Ein System mit M Gitterplatzen ldsst sich dann mit
Fock-Zustanden |nq,...,n,) beschreiben, wobei n,, € Ny die Besetzungszahl der Mulde
m bezeichnet.

Die im vorhergehenden Kapitel eingefithrten Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
konnen dann wie iiblich definiert werden,

e e Y =N F 1] + 1, (3.8a)
ol s My ) =T |, — 1) (3.8b)

und erfilllen die bosonischen Kommutatorrelationen

>

j=)

[ &Zr] = Op - (3.8¢)
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3.2. Fock-Darstellung

Aus den Gleichungen (3.8a) und (3.8b) ist leicht ersichtlich, dass der Teilchenzahloperator
durch

~ AT A
Tl o Mony o ) = Q|- o s Moy - 2
&m\/nm|" 7nm_17 >
=Ny My - -4 (3.9)

gegeben ist. Die Gesamtteilchenzahl des Systems ist erhalten, da der Hamilton-Operator
(3.7) invariant unter einer globalen U(1) Transformation a,, — exp(iy)a,, ist und somit
mit dem Gesamtteilchenzahloperator

N = % P (3.10)

m=1
kommutiert.

Fir N Teilchen in M Mulden lasst sich nun eine Basis aus Fock-Zustinden finden,
welche die Bedingung =Y, n,, = N erfiillen. Jeder Fock-Zustand besteht dabei aus
(N+M —1) Elementen, welche die N Teilchen umfassen, die von (M —1) Potentialbarrieren
getrennt werden. Die Dimension einer derartigen Basis entspricht dann dem einfachen
kombinatorischen Problem die N Teilchen in einem Fock-Zustand mit (N + M — 1)
Elementen zu verteilen,

(3.11)

D<N’M):<N+M—1>'

N

Hierbei sei angemerkt, dass die Verteilung der (M — 1) Potentialbarrieren nattrlich eine
aquivalente Sichtweise darstellt und zum selben Ergebnis fiihrt.

Eine Fock-Basis lasst sich sehr effizient in lexikographischer Ordnung erzeugen [90, 91],

wobei fiir zwei Fock-Zustinde [¢) = |ny,...,ny) und |¢') = |nj,...,nhy) gilt, dass
[9") < 1), genau dann wenn ein Index 1 < m < M existiert, sodass Ny, = Npem
und nj, < ny,. Dies definiert eine totale Ordnung, wobei [N, 0, ...,0) den hochsten und

0,...,0, N) den niedrigsten Zustand darstellen.

3.2.3. Lexikographischer Index

Mit einer lexikographischen Fock-Basis kann nun der Hamilton-Operator (3.7) in Ma-
trixform geschrieben werden. Der potentielle Anteil bildet dabei die Diagonale, wie
leicht an den Gleichungen (3.6) und (3.9) zu erkennen ist. Der kinetische Anteil (3.5)
hingegen verdndert den Definitionen (3.8a) und (3.8b) entsprechend den Fock-Zustand.
Da die Fock-Zustande orthogonal zueinander sind, verschwinden bereits viele Neben-
diagonaleintréige, sodass die Matrix nur spéarlich besetzt ist. Daher gentigt es, nur die
nichtverschwindenden Nebendiagonaleintriage zu berechnen. Um deren Position innerhalb
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3. Bose-Hubbard-Modell

Tabelle 3.1: Beispiel fiir eine lexikographische Fock-Basis mit N = M = 3.
Innerhalb jeder Spalte nehmen die Besetzungszahlen n,,, fir n;,_,, fest, ab, was
eine totale Ordnung darstellt.

nq %) N3

e}
e}

S © 00 IO Tk W = | Y
OO OO K = DNDNW
O N WO DNDO -

W N~ ONRFRO~O

—_

der Matrix zu finden, wird eine Vorschrift benotigt, welche jedem Fock-Zustand seinen
lexikographischen Index zuweist.

Im Folgenden soll ein Fock-Zustand [¢)) = |ny,...,ny) mit 32 n,, = N betrachtet
werden, der Element einer lexikographischen Basis ist. In Tabelle 3.1 ist ein Beispiel einer
solchen Fock-Basis dargestellt, es ist leicht zu erkennen, dass die Besetzungszahlen n, in
der ersten Spalte stets abnehmen. Die Anzahl der Zustdnde mit einem bestimmten n;
entspricht der Anzahl der Moglichkeiten (N — ny) Teilchen auf (M — 1) Gitterplatze zu
verteilen und ist gerade durch D(N — ny, M — 1) aus Gleichung (3.11) gegeben. Jeder
Block mit festem n; beginnt daher beim Index

N—-n;—1

v(n) =1+ Y D(7,M—1). (3.12)

Der hochste Fock-Zustand mit ny = N soll aus der Summe ausgeschlossen sein und wird
durch v = 1 beriticksichtigt.

Ein Block mit einem bestimmten n; bildet einen Unterraum mit Teilchenzahl N’ =
(N —ny) und M’ = (M — 1) Gitterplétzen, die zugehorigen Fock-Zusténde sind |¢') =
|ng, ..., ny). Daher kann die soeben gezeigte Vorgehensweise iterativ angewandt werden,
was fiir m € [1, M] auf weitere Unterrdume mit (N — Y2, n) = N,, Teilchen auf
(M —m) = M, Gitterplatzen fihrt, wobei > ;- n; die Gesamtheit der auf den ersten
m Gitterplétzen verteilten Teilchen darstellt. Insgesamt ergibt sich der Index fiir einen
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3.2. Fock-Darstellung

beliebigen Zustand zu

M—-1N,,—1

v(n..oma) =1+ Y D(R, M,). (3.13)

m=1 n=0

Hierbei sollte bemerkt werden, dass die Summe nur tber die ersten (M — 1) Eintrage
des Fock-Zustandes lauft, da die Information iiber den letzten Eintrag bereits in der
Nebenbedingung M | n,, = N enthalten ist.

Mit dem lexikographischen Index (3.13) ist es prinzipiell moglich, die Matrixeintrige des
Hamilton-Operators (3.7) zu berechnen. Die Auswertung der geschachtelten Summen ist
jedoch aufwendig und stellt damit einen begrenzenden Faktor fiir die Implementation
dar. Dabei ist es gar nicht notwendig, den Index global auszuwerten, es gentigt die
Verschiebung des Indexes durch einen Sprungterm der Form &In/&m zu berechnen [89).
Fiir die Verschiebung s zwischen einem Zustand [¢) vor und [¢) nach dem Sprung eines
Teilchens zwischen den Gitterplitzen k& und [ > k gilt

Spar =V (oo ngy gy ) = (e Mgy My )
-1 | Ny, —1 N,,—1
m=k | #=0 7=0

wobei N}, = (N — 374, n},) und ausgenutzt wurde, dass 3, i, = >, N, sSowohl fiir
m < k als auch fir m > [ gilt.

Es gibt nun zwei Moglichkeiten fiir so einen Sprung;:

1. Das Teilchen springt vom Gitterplatz [ zum Gitterplatz k, sodass nj, = (n; + 1).
Dann lasst sich die obere Grenze der ersten Summe in (3.14) umschreiben zu
(N,, — 2) und tibrig bleibt ein Element der zweiten Summe,

-1
Sk<l = — Z _D(Nm — 1, Mm) y (3].5)
m=k

was einer Verschiebung hin zu einem kleineren Index entspricht.

2. Das Teilchen springt vom Gitterplatz k zum Gitterplatz [, sodass nj, = (n; — 1).
Dann lésst sich die obere Grenze der ersten Summe in (3.14) umschreiben zu N,,,
in diesem Fall bleibt ein Element der ersten Summe iibrig,

-1

Shar = Y D(N,,, M,,), (3.16)

m=k

was einer Verschiebung hin zu einem grofleren Index entspricht.
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3. Bose-Hubbard-Modell

Fiir k& > [ miissen lediglich die Indizes in den Gleichungen (3.15) und (3.16) vertauscht
werden, sodass sich mit m = min(k,!) und M = max(k, () allgemein die lexikographische
Sprungverschiebung

- Z D(N,, —1,M,)) nly > nn
Skl = m=m (317)

ZD(anMm) n;h <nﬁ1

ergibt. Da die Spriinge im kinetischen Anteil des BHM (3.7) nur zwischen benachbarten
Gitterplédtzen geschehen, reduzieren sich die Summen in Gleichung (3.17) auf nur einen
Binomialkoeffizienten der Form (3.11), sodass ein Sprung mit sehr wenig Aufwand
ausgewertet werden kann. Jedoch kénnen auch beliebige Spriinge, beschrieben durch
Operatoren, die immer paarweise Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren enthalten,
ausgewertet werden, was einer Folge sukzessiver Néachster-Nachbar-Spriinge entspricht.

3.3. Mean-Field

Die Auswertung des BHM ist trotz der Uberlegungen aus den vorhergehenden Abschnitten
sehr aufwendig und muss numerisch erfolgen. Mit den heutigen technischen Mitteln
sind aber dennoch nur geringe Gesamtteilchenzahlen zugéanglich, da die Dimension des
Hilbertraums schnell wéchst. Um das zu verdeutlichen, wird Gleichung (3.11) betrachtet,

(N+M—1)! (N+1)-(N+M—1)

DN, M) = NI(M -1 (M —1)! ' (3.18)

Im Zéhler stehen (M —1) Terme, sodass die Dimension ein Polynom der Ordnung (M —1)
in N darstellt. Fiir N — oo und N > M geniigt es, den fithrenden Term zu beachten,
was ein Potenzgesetz liefert,

NWM-1)

D(N,M)Nm.

(3.19)

Fir grofie Teilchenzahlen wéchst die Dimension also polynomial mit N und exponentiell
mit M. Es ist daher sinnvoll Naherungen fiir das BHM einzufithren, wobei es hierfir
vielfaltige Moglichkeiten gibt [92, 93].

Bei der MF-Néherung, oder auch Molekularfeldndherung, wird die Wechselwirkung
zwischen den Teilchen durch ein duferes Feld ersetzt, welches die mittlere Wirkung aller
Teilchen beschreibt, was effektiv einer Einteilchennaherung entspricht.
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Ein BEC in einem Potential mit M Gitterplétzen besitzt entsprechend M Zustinde, die
iiber alle Mulden delokalisiert sind. Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Teilchen
an den Gitterplatzen lassen sich in d1e Basis der Kondensatzustande, beschrieben durch
entpsprechende Operatoren bund b' , transformieren,

P A L
= Y cubl (3.20a)
1=0
M-1
dk = Cklbl s (320b)

mit ¢;; € C. Die Operatoren bund b besitzen wiederum die Eigenschaften (3.8), wobei
die zugehorigen Besetzungszahlen n’ nun die Kondensatzustinde beschreiben und die
Nummerierung bei 0, dem Grundzustand, beginnt.

Fiir sehr geringe Temperaturen kann angenommen werden, dass der Grundzustand, der
nicht entartet sein soll, sehr viel stiarker besetzt ist als die angeregten Zusténde,

/
7nM—1> .

Die SPDM o besitzt dann einen makroskopisch besetzten Eigenwert, der dem Grund-
zustand zugeordnet werden kann. Die angeregten Zustinde sind mit nj, = f,N fiir
k € [1, M — 1] besetzt, wobei f;, < 1 dann gerade die entsprechenden Eigenwerte der
reduzierten SPDM afic)i = oW /N beschreiben,

1= f

M-1

/ !/
N — anan27"'

k=1

|g) = (3.21)

J: (3.22)

fM—l

Die Anderung durch Erzeugung und Vernichtung von Teilchen im Grundzustand ist
aufgrund der grofien Besetzung vernachldssigbar, denn

ot M-1 M-1
k=1 k=1
M—1 M—
=~ N — Z n% Z nl, e M—1> s (323&)
k=1 k=1
= by )
R M—1 M—1
holg) = NV — S |V 1- Y nnnM> ~ bolg) (3.23)
k=1 k=1
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3. Bose-Hubbard-Modell

sodass dieAOperatAoren durch komplexe Zahlen ersetzt werden konnen und der Unterschied
zwischen b und b verschwindet. Mit den Gleichungen (3.20) ergeben sich

M-1

al = Crobo + Y bl = ap + s | (3.24a)
=1
M—-1 R

dk = Ck:ObO + Z Cklbl =ap + 5&k s (324b)

=1

wobei 64" und da die Quantenkorrekturen zu den komplexen Zahlen a* und a, welche als
Mittelwerte interpretiert werden konnen, darstellen.

Um nun fiir das BHM (3.7) eine entsprechende MF-Theorie zu formulieren, werden die
Heisenberg-Bewegungsgleichungen der Operatoren a aufgestellt,

igak = |y, Heu| = =T p-10r—1 — Ji o 18p1 + UplipQy, + iy, (3.25)

die entsprechenden Bewegungsgleichungen fiir den Erzeugungsoperator ergeben sich
durch Adjunktion. Fir sehr tiefe Temperaturen kann wiederum angenommen werden,
dass nur der Grundzustand besetzt ist und Anregungen in hohere Zustande sehr un-
wahrscheinlich sind, sodass |g) ~ |N,0,...) und ¢ < ¢ fiir 7 — 0. Dann kénnen die
Quantenkorrekturen in (3.24) vernachléssigt werden und es gilt d; ~ a;, = 1, und damit

.0
157% = —Jik—1Uk—1 — T 11 + Upng¥y + ity (3.26)

was der diskreten GPE entspricht, die aus der kontinuierlichen Gleichung (2.6) etwa
mit einem Ansatz aus gekoppelten Gauf-Funktionen folgt [31, 44, 94]. Der Vektor 1
beschreibt dabei die MF-Wellenfunktion.

Es sei bemerkt, dass die Gleichung (3.26) lediglich die niedrigste Ordnung der MF-
Néherung darstellt und Operatoreigenschaften in Form von Quantenkorrekturen génzlich
vernachlassigt werden. Es ist natiirlich moglich, eine MF-Néaherung hoherer Ordnung
zu formulieren, welche zusétzliche Anregungen beriicksichtigt, jedoch weisen solche
Theorien einige Probleme auf [92]. Da die Teilchenzahl in realistischen Kondensaten und
damit in den meisten Experimenten sehr grof3 ist und die Bose-Einstein-Kondensation
ohnehin erst bei sehr geringen Temperaturen auftritt, ist bereits die MF-Néaherung in
niedrigster Ordnung niitzlich und erlaubt tiberaus erfolgreich eine einfache Beschreibung
grundlegender Phénomene in diesem Gebiet.

3.4. Bogoliubov-Backreaction

Eine MF-Naherung beschreibt ein System bei hoher Teilchenzahl ausreichend gut, da in
diesem Bereich die Einteilchendynamik dominiert. Im Grenzfall geringer Teilchenzahlen
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3.4. Bogoliubov-Backreaction

werden jedoch die Quantenkorrekturen wichtig, die im MF vernachlassigt werden. In
diesem Abschnitt sollen eine alternative Sichtweise auf das Vielteilchenproblem und eine
Naherung vorgestellt werden, welche iiber das MF hinausgeht.

3.4.1. BBGKY-Hierarchie

Aus Abschnitt 3.2 ist bekannt, dass der Hamilton-Operator (3.7) die Dynamik eines BECs
in einem optischen Gitter zusammen mit der zeitabhangigen Schrodinger-Gleichung

i) = ) (3.27)

beschreibt. Die Schrodinger-Gleichung erfasst jedoch lediglich die Zeitentwicklung reiner
Zustéande, welche Elemente des Hilbert-Raumes sind. Im Allgemeinen miissen statistische
Operatoren p mit tr(p) = 1 zur Beschreibung eines Vielteilchensystems verwendet werden,
deren Erwartungswerte p = (p) als Dichtematrizen bezeichnet werden. Die Dynamik wird
dann von der Von-Neumann-Gleichung

@p

ioy = AL, (3.28)

dem quantenmechanischen Analogon der Liouville-Gleichung, beschrieben. Fiir reine
Zusténde |1¢) stellt die Dichtematrix einen Projektionsoperator p = |¢) (1| dar und die
Von-Neumann-Gleichung (3.28) geht in die Schrodinger-Gleichung (3.27) iiber.

Die Erwartungswerte beliebiger jedoch nicht explizit zeitabhéngiger Operatoren & und
deren Zeitableitungen lassen sich wie folgt darstellen,

q>

= tr(6p) (3.29a)

_ ( )—tr 7, 4]) = (6, H]p) = (8, M) (3.20D)

Q>

wobei hierbei die Gleichung (3.28) verwendet sowie die Linearitét der Spur und deren
Invarianz gegentiber zyklischer Permutationen ausgenutzt wurden. Das Ergebnis (3.29b)
stellt die Heisenberg-Bewegungsgleichung fiir eine nicht explizit zeitabhangige Matrix

= () dar.

Wie in Kapitel 2 bereits erwdahnt, sind die gesamten Einteilcheneigenschaften eines
Systems in der SPDM o) enthalten. Fiir das BHM sind die Eintrage der SPDM gerade
durch

1 A (1 AT A
o = (03 = () (3.30)
gegeben mit dem Einteilchendichteoperator 62) dlal, welcher den kinetischen Term

im BHM darstellt, und den Operatoren (3.8a) und (3.8b). Die Dynamik der SPDM
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3. Bose-Hubbard-Modell

hangt lediglich von den Kommutatoren [6,(:[), ’HBH} ab, die sich mithilfe des elementaren

Kommutators (3.8¢) leicht berechnen lassen. Dazu kann das BHM unter Verwendung der
Gleichungen (3.8¢) und (3.30) umgeschrieben werden zu

(m m
(2) AT AT

Dabei wurden die Zweiteilchendichteoperatoren &, =~ = a;a; a0, eingefithrt, welche
entsprechend die Zweiteilcheneigenschaften des Systems und damit die Kontaktwechsel-
wirkung beschreiben. Damit ergibt sich fiir den Kommutator
~(1 ~(1 (1 (1
64 Hon| = T kUz(c Do Tesiwbidg = Juadi

~(2 (1
Uk kkkl + Ulgkzz)z (e — ,ul)al(cl)

A (1)
-1 Jl,l+10k,z+1

(3.32)

und durch Bildung des Erwartungswertes auch die zeitliche Anderung der SPDM oW, Fiir
eine nichtverschwindende Kontaktwechselwirkungsstarke U ist die Dynamik der SPDM
an die der Zweiteilchendichtematrix gekoppelt, fiir die sich die Dynamik entsprechend
ergibt,

gtal(jzm - q klmn’HBHb <[Uk:l mnaHB b
- ({Ukl 7HBH} 622) + <al(d [ SLL,H b (3.33)

Hierbei taucht wiederum der Kommutator einer SPDM mit dem Hamilton-Operator (3.7)

auf. Es ist leicht zu sehen, dass dieser Term nun Dreiteilchenoperatoren afm)nms enthalt.

Die vollstandige Dynamik wird also durch eine Hierarchie gekoppelter Differentialglei-
chungen beschrieben,

.0 1 o o
la<0'](€l)> = f(<o'](€l)>7 <0‘§€127m>> , (334&)
L0 A R R
i Ghima) = F((OR), B3nn): Fhinra)) (3.34D)
L0 A R ) A
1§< ;(jznnrs) = f((ag)% <a,(jzm), <0-1(€?l)7)nnrs>7 (a,(ﬁimrsqp)) 7 (3.34¢)

Dies entspricht der BBGKY-Hierarchie (nach Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood und
Yvon) [95-99], die zur Losung der Liouville-Gleichung verwendet wird. Es handelt sich
dabei um einen Satz gekoppelter Differentialgleichungen, in der jede Ordnung an die
néchsthohere gekoppelt ist. Fiir ein Vielteilchensystem bricht diese Hierarchie beim
N-Teilchendichteoperator zusammen, da dieser alle N Teilchen des Systems bereits
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3.4. Bogoliubov-Backreaction

vernichtet und jeder Dichteoperator hoherer Ordnung damit verschwinden muss. Die
Teilchen sind hierbei natiirlich noch immer ununterscheidbar.

Wie im letzten Abschnitt gezeigt wurde, konnen Operatoren, welche Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren paarweise enthalten, besonders einfach und effizient ausgewertet
werden. Ebenso, wie die Gleichungen (3.7) und (3.31) das BHM vollkommen aquivalent
beschreiben, kann auch die BBGKY-Hierarchie mit derartigen Vielteilchenoperatoren
beschrieben werden. Mit U,(c )l = a0y, alTa und (3.8¢) ergibt sich fiir die Zweiteilchen-
dichteoperatoren die Beziehung

womit sich der Kommutator (3.32) umschreiben lésst. Fiir die ersten beiden Ordnungen
der entsprechenden Hierarchie folgt also

a 1 1 1 1 1
8t01(cl Jk—l,kggg—)l,l + Jr1 kU/(chu - Jz,l—101(c,z)f1 — Jl,l+1(7§c,l)+1 (3.36a)
2 1 2 1 1
- Uk(al(gk;)kl - Ul(cl)> + Ul(al(ell)l - Ul(cl)> — (e — Ml)Ul(cz) 5
;9

(2) (2)
8t a7 Oklmn = ‘]kfl,ka-k—l,lmn + Jk+17k0-k+l,lmn
(2 (2)
— 110 1 mn — T 141

+ ‘]mfl,mo-gj,)m—l,n + Jm+17mo-l(j,)m+l,n
—J, (2) _ (2) (3.36b)

n=10kimn—1 Jn,n+10kzm,n+1
(3) (2) (3) (2)
— U (‘7 kkktmn — Okimn ) T Ul Okitimn = O kimn

-U, (Uklmmmn Jl(clmn) +U, <‘7klmrmn al(jq)vm)

2
- (:uk — + Hom — ,un)OéZZnn )

wobei der Einfachheit halber auf die spezielle Kennzeichnung der Zweiteilchenoperatoren
o gegentiber der Vielteilchendichteoperatoren verzichtet wurde. Im Folgenden bezeichnet
o stets Operationen, die paarweise Teilchen vernichten und erzeugen.

3.4.2. BBR-Methode

Die bereits besprochene MF-Naherung ist nur fiir sehr grofle Teilchenzahlen N bei sehr
geringen Temperaturen 7" sinnvoll. Auch wenn diese Bedingungen in vielen Experimenten
vorliegen, ist die Ndherung dennoch enorm. Nach einem Vorschlag von Anglin und Vardi
[100, 101] wird in dieser Arbeit eine weitere Naherung der exakten Vielteilchendynamik
betrachtet, die BBR.

Hierbei werden die Uberlegungen aus dem Abschnitt 3.3 nochmals aufgegriffen, ausgehend
von den Gleichungen

az =ay, + (5ak , (3.24a)
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3. Bose-Hubbard-Modell

In Gleichung (3.23a) ist zu erkennen, dass a, € O(v/N ) und entsprechend aj, € O(V/N ).
Fiir die angeregten Zusténde gilt

BL...,nz,...>:\/nﬁc+1‘...,n§€—|—1,...>, (3.38a)
—_———
VEN+1€ OWfiN)

Bk...,nz,...>: nﬁc...,nﬁc—l,...>, (3.38b)
——

VIiN € OWfiN)
sodass da, € OW/fN) und da;, € OK/fN), wobei /f = maxy+/f;,. Hierbei wird

nochmals deutlich, warum die Quantenkorrekturen fiir sehr geringe Temperaturen, bei
denen f < 1 gilt, vernachlassigbar sind.

Die BBR Néherung setzt nun direkt an der BBGKY-Hierarchie (3.34) an. Hierfiir werden
mit (3.24) die Einteilchendichteoperatoren betrachtet,

o\ = ala, = afa, + ajday + saLa, + saksa, . (3.39)

€ O(N) e OW/fN) €O(fN)

Fir f < 1 gilt insbesondere f < +/f und der letzte Term in (3.39) kann vernachléssigt
werden, sodass
CAT]S) = 0O + 56kl (340)

ebenfalls durch eine komplexe Zahl ¢ € O(N) und eine Quantenkorrektur 56\ €
OL/f N) dargestellt werden kann. Wird die Quantenkorrektur vernachléssigt, was die
Einteilchendynamik in der BBGKY-Hierarchie entkoppelt, entspricht das der bereits
betrachteten MF-Naherung, fur die gilt, dass

Hierbei muss unbedingt zwischen der Einteilchendynamik o der BBGKY-Hierarchie
und der Einteilchendynamik o im MF unterschieden werden, wie sich nun zeigen wird.

Einteilchendynamik

Im Rahmen der BBR-Methode kann die Einteilchendynamik ebenfalls entkoppelt werden,
jedoch ohne die vollkommene Vernachlassigung der Quantenkorrekturen. Dazu soll
entsprechend @ durch eine Kombination der ¢V ersetzt werden, was eine back reaction
darstellt,

Thmn = £l Tl (3.42)
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3.4. Bogoliubov-Backreaction

Fiir die linke Seite dieser Gleichung gilt mit (3.40)

O-I(ij = <<O-kl + 56kl)(amn + 56mn)>

= OO mn + k100 mn) + (0041)Opun + (061108 1) - (3.42a)
———
€ O(N?) € O(JN?) € O(fN?)

Wie intuitiv bereits klar ist, kann auf der rechten Seite von Gleichung (3.42) nur das

triviale Produkt f (J,S), 0%%) = oza,(:l)a,(%zl mit a € R stehen, sodass

aoDo ) = a(oh + 66:) (0w + 56,mm)
= QOO kimn + WOk (00 mn) + (0041 O + a{041) (05,,1) - (3.42Db)

€ O(N?) € O(/fN?) € O(fN?)

Fir f < +/f kann wiederum der letzte Term auf beiden Seiten vernachlissigt werden
und es ergibt sich mit o = 1 die Naherung

Olimn = 00+ O(FN?), (3.43)

was jedoch formal der MF-Naherung (3.41) entspricht und die Quantenkorrekturen zum
Teil noch enthélt. Dieser scheinbare Widerspruch lédsst sich auflésen, indem man sich
bewusst macht, dass die Einteilchendynamik im MF durch o;; = aja; beschrieben wird
und nicht durch einen Operator. Dort verschwinden die Kommutatoren [d;, a;], welche
jedoch die gesamten Vielteilcheneigenschaften des Systems enthalten. Das bedeutet,
mit anderen Worten, dass die niedrigste Ordnung der BBGKY-Hierarchie bereits mehr
Informationen enthélt, als die niedrigste Ordnung der MF-Theorie.

Mehrteilchendynamik

Durch einen entsprechenden Ansatz wie in Gleichung (3.42) ist es moglich, auch die
Zweiteilchen-, Dreiteilchen- und im Allgemeinen eine Mehrteilchendynamik zu berticksich-
tigen. Die n-Teilchendynamik stellt dabei die Dynamik von n Teilchen unter kontaktarti-
gen Zweikorperwechselwirkungen dar. Mit jeder zusétzlichen Ordnung kommen weitere
Quantenkorrekturen hinzu. Dies ist bis hin zur N-Teilchendynamik moglich, was dann
der gesamten BBGKY-Hierarchie entspricht und damit die volle Vielteilchendynamik des
Systems beschreibt.

Um nun Zweiteilcheneffekte zu berticksichtigen, wird also ein Ansatz

O-gjzrmrs = 0610'211)0'571210'%) + OKQO-I({,‘:;)O-’SELBTT’S + 0530-7(“20-552rm + 0540-%210-1(37)"3 (344>

verwendet, wobei die Form des Ansatzes aus Gleichung (3.42a) ersichtlich ist. Auf
beiden Seiten dieser Gleichung treten unter Verwendung der Naherung (3.40) Terme der
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3. Bose-Hubbard-Modell

Ordnungen O(N?), O(/F N*), O(fN*) und O(f**N?) auf, sodass die Vernachlissigung
der Terme mit Ordnung O(f*?N?) bereits eine besser Niherung im Vergleich zu (3.43)
darstellt. Ein Koeffizientenvergleich in der Ordnung O(fN?) liefert dann a; = —2 und
ay = a3 = oy = 1, sodass

Ohhnrs = O Ol + O T + 0ok, = 20000l + O(f2N°). (3.45)

klmn

Entsprechend lassen sich stets Riickwirkungen in der Form
o) = (oD oMY L oY PN (3.46)

finden, welche die BBGKY-Hierarchie in der N'-Teilchendynamik entkoppeln und die
Ordnung der Niherung jeweils um einen Faktor v/f N verbessern. Jedoch steigt der
Aufwand, dieses gekoppelte Differentialgleichungssystem zu losen, exponentiell an.

3.4.3. Symmetrien in der BBGKY-Hierarchie

Aus der Definition der Einteilchendichteoperatoren &,%) = &L&l ist leicht ersichtlich, dass
fiir die entsprechenden Erwartungswerte gilt, dass

* At A % AT A
(01(5)> = (ara)” = (qag) = Ul(;i), (3.47)

sodass fir k,[ € [1, M] nur M (M + 1)/2 Eintrage unabhéngig sind. Auflerdem zeigt die
Gleichung (3.47), dass 0&)* = a&) = ny reell sein miissen, es existieren also nur M?
unabhéngige reelle Parameter. Auch in der Vielteilchendynamik lassen sich Symmetrien
finden und diese konnen genutzt werden, um den Satz gekoppelter Gleichung bei der

BBR-Methode zu reduzieren, was ausfiihrlich in [102] diskutiert wird.
In der BBR Naherung (3.45) wird neben der Einteilchen- auch noch die Zweiteilchendy-

namik betrachtet, fiir die ebenfalls direkt die Symmetrie

A

(Uffzim)* = (Ahdyind,)" = (@hanala) = o) (3.48)

folgt. Genauer gesagt, in jeder Ordnung der BBGKY-Hierarchie entspricht die komplexe
Konjugation einer Umkehr der Reihenfolge der Indizes, da sich durch hermitesche Kon-
jugation die Reihenfolge der Operatoren selbst umkehrt. Dariiber hinaus kénnen noch
weitere Symmetrien durch Vertauschung der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
mit (3.8¢) gefunden werden,

O-l(leZrm = O-gzgkn + UIE:In) 5ml - O-mn(skl ) (349&)
Ugle;rm = U;fn)ml + O-l(cln)(sml - O-kl(;mn ) (349b)
UElerm = Uﬁ;kl + Ul(jn)(sml - O-mlékn ) (349C)
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3.4. Bogoliubov-Backreaction

welche jeweils die Vertauschung der zu den Erzeugungsoperatoren und der zu den Ver-
nichtungsoperatoren gehorenden Indizes, sowie die Kombination beider Vertauschungen
beschreiben.

Durch Ausnutzung dieser Beziehungen lésst sich die Zahl der zu 16senden Gleichungen
stark reduzieren, jedoch sollte dabei beachtet werden, dass bei der BBR-Methode eine
Néherung gemacht wird, welche natirlich die Dynamik verdndert. Es ist ersichtlich,
dass die BBR Néherungen (3.43) und (3.45) entsprechend der Eigenschaften (3.47) und
(3.48) invariant gegeniiber einer komplexen Konjugation sind, nicht jedoch gegentiber der
Vertauschung der Indizes im Sinne von (3.49). Das kann so verstanden werden, dass eine
BBR Naherung einen direkten Einfluss auf die Bewegungsgleichungen einer bestimmten
Ordnung nimmt, sodass diese nicht mehr alle Symmetrien bei Vertauschung von Indizes
aufweist. Diese Ordnung wiederum koppelt an die nachstkleinere, deren Dynamik sich
entsprechend andert, welche wiederum an die néachstkleinere Ordnung koppelt. Auf diese
Weise pflanzt sich der durch das Abschneiden der BBGKY-Hierarchie gemachte Fehler
durch die Mehrteilchendynamik fort und bewirkt zunehmende Abweichungen von der
echten Vielteilchendynamik. Die Symmetrien (3.49) und deren Entsprechungen in héheren
Ordnungen gelten jedoch nur in der echten Vielteilchendynamik, die Reduktion mithilfe
dieser Beziehungen darf also formal nicht durchgefiithrt werden, da die entsprechenden
Groflen nun unabhéngig sind. Sie kann aber dennoch Vorteile bringen, da der Dynamik
somit Symmetrieeigenschaften aufgezwungen werden, welche durch die BBR Néherung
verloren gegangen sind.
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4. Realisierung von balanced gain and
loss

PT-Symmetrie wurde bereits in optischen Systemen beobachtet [22, 23], jedoch steht die
Realisierung in einem echten Quantensystem noch aus, wobei bereits einige Vorschlége zur
Realisierung von PT-Symmetrie in BECs existieren [42, 43, 45]. Diese Vorschliage beziehen
sich jedoch auf die MF-Theorie, wohingegen ein experimentelles System zwar nidherungs-
weise solche Bedingungen aufweisen kann, jedoch stets ein echtes Vielteilchenproblem
darstellt. Um eine entsprechende Vielteilchenbeschreibung zu dem P7T-symmetrischen
Zweimodenmodell aus Abschnitt 2.3 zu finden, liegt nahe, auch im BHM (3.7) ein komple-
xes Potential in Form imaginédrer Gitterpunktenergien einzufiithren. Es zeigt sich jedoch,
dass die MF-Néherung eines solchen Modells nicht der GPE (2.6) entspricht [31, 47, 103].
Die GPE ist vielmehr der Grenzfall einer Lindblad-Gleichung mit Gewinn und Verlust
[104], welche selbst ein aussichtsreicher Ansatz fir eine experimentelle Realisierung ist
[40, 41, 105].

4.1. PT-symmetrisches Viermodenmodell

Dieser Arbeit liegt die Intention zugrunde, eine Vielteilchenbeschreibung des offenen Zwei-
modensystems aus Abschnitt 2.3 durch Einbettung in ein grofleres abgeschlossenes System
zu liefern und damit P7-Symmetrie durch BGL zu erreichen. Der zugrundeliegende
Gedanke ist hierbei derselbe wie beim grofikanonischen Potential in der Thermodynamik,
das ebenfalls in ein viel grofleres kanonisches Ensemble eingebettet wird um Teilchen-
und Energieaustausch zu erlauben.

Die zusétzlichen Mulden des dufleren Systems dienen dabei als Reservoir fiir die in-
neren beiden Mulden des Zweimodensystems, welche im Folgenden als Reservoir- und
Systemmulden bezeichnet werden sollen. Die Erwartung an das Reservoir ist die, dass die
Kopplung, also der Teilchenaustausch mit den Systemmulden, das Reservoir selbst nicht
verandert. Das Reservoir darf also kein Gedéchtnis besitzen und sollte somit durch einen
Markov-Prozess beschrieben werden [106]. Dafiir sind im Allgemeinen groie Reservoirs mit
vielen Reservoirmulden notwendig, wie sie in [107, 108] untersucht wurden. Das einfachste
Reservoir in einem diskreten Modell hingegen besteht nur aus einer einzelnen Mulde.
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(a) Offenes Zweimodensystem (b) Abgeschlossenes Viermodensystem

Abbildung 4.1: Durch Einbettung in ein abgeschlossenes Viermodensystem lassen
sich die Kopplung eines offenen Zweimodensystems an ein Reservoir und das Re-
servoir selbst kausal beschreiben [68]. Die effektive Kopplung tiber ein komplexes
Potential (a) wird dann durch Tunnelprozesse (b) beschrieben, die durch die Parame-
ter des optischen Potentials der Reservoirmulden selbst bestimmt sind. Die Richtung
der Strome wird dabei durch die Phasenbeziehung zwischen den Wellenfunktionen
in den einzelnen Mulden bestimmt.

Damit Teilchenaustauschprozesse zwischen System und Reservoir die Reservoirmulde
selbst nicht beeinflussen, muss deren Besetzungszahl sehr grofl sein, wobei dann jedoch
die Wahrscheinlichkeit fiir Tunnelprozesse vom Reservoir ins System stark zunimmt.
Um dies zu kompensieren, sollten die Reservoirmulden gegeniiber den Systemmulden
energetisch deutlich tiefer liegen.

In der vorliegenden Arbeit soll nun dieser einfachste Fall untersucht werden, bei dem
ein Zweimoden- in ein Viermodensystem eingebettet wird, sodass jeweils eine Mulde
als Reservoir fiir die Einkopplung und eine Mulde als Reservoir fiir die Auskopplung
dient. Anhand dieses Modells sollen grundlegende Phdnomene und Eigenschaften studiert
werden. Dieser Ansatz wurde im MF bereits erfolgreich untersucht [42, 44, 46, 68]. Im
Gegensatz zu den eben genannten Arbeiten soll dies nun im Rahmen einer Vielteilchen-
theorie geschehen, wobei das Interesse insbesondere den Unterschieden zum MF gilt. Aus
Kapitel 3 ist bereits bekannt, dass die MF-Naherung lediglich die Einteilchendynamik
beschreibt und daher die Dynamik nur fiir sehr grofle Gesamtteilchenzahlen wiederge-
ben kann, sodass vor allem im Grenzfall weniger Teilchen starke Abweichungen vom
MF-Verhalten zu erwarten sind.

In Abbildung 4.1 ist die Einbettung eines Zweimodenmodells in ein Viermodenmodell
dargestellt. Ein offenes System wie das komplexe Zweimodenmodell (2.19) in Abbildung
4.1(a) erfasst nur die Wirkung der Kopplung mit einem Reservoir, was gerade die Ein-
und Auskopplung von Teilchen und damit entsprechend Abschnitt 2.2.2 eine effektive
Beschreibung darstellt. Durch die Einbettung in ein abgeschlossenes System wie in
Abbildung 4.1(b) lésst sich der Teilchenaustausch auf Tunnelprozesse zwischen den
Reservoir- und Systemmulden zuriickfithren, deren Ursache bekannt ist. Die explizite
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4.1. PT-symmetrisches Viermodenmodell

Berticksichtigung des Reservoirs erlaubt somit eine kausale Beschreibung der Kopplung.

Tunnelprozesse hangen stets mit der Potentialbarriere selbst zusammen, so bestimmt
etwa die Barrierenhohe direkt die Wahrscheinlichkeit fiir einen Tunnelprozess. In einem
optischen Potential ergibt sich die effektive Barrierenhohe aus dem Verhaltnis zwischen
der Tunnelrate J, welche mit der eigentlichen Hohe der Potentialbarriere zwischen den
Mulden zusammenhéangt, und der Gitterpunktenergie u, welche der Potentialhdhe der
Mulde selbst entspricht. Ob ein Tunnelprozess stattfindet hingt dartiber hinaus vom Beset-
zungsunterschied zwischen den Mulden und dem Verhaltnis der Wechselwirkungsstarken
U ab, falls sich diese unterscheiden. Da die Wechselwirkung jedoch eine Eigenschaft
der im Potential gefangenen Teilchen selbst darstellt, kann die Wechselwirkungsstérke
ohne zusétzliche Annahmen in allen Mulden als identisch angenommen werden. Fir ein
Viermodensystem mit jeweils einer Reservoirmulde lassen sich die Tunnelprozesse und
damit die Kopplung des eingebetteten Zweimodensystems tiber die Parameter J;, und J34
sowie p; und puy praktisch beliebig steuern. Ziel dieses Kapitels ist es also, Bedingungen
an die Parameter des optischen Potentials zu stellen, sodass PT-Symmetrie durch BGL
im eingebetteten Zweimodensystem beobachtet werden kann.

4.1.1. Zeitabhangige Potentiale

Die vollstandige Kontrolle der Tunnelprozesse und damit der Teilchenfliisse zwischen den
Reservoir- und Systemmulden geschieht iiber die Geometrie des optischen Potentials.
Dieses geht in das BHM gerade tiber die Kontrollparameter J und p ein und léasst sich
leicht iiber die erzeugenden Laser steuern, wohingegen der Systemparameter U eine
Eigenschaft der Teilchen selbst beschreibt. Wie in [108] gezeigt wurde, lasst sich jedoch
insbesondere der Einkopplungsvorgang in einem Vielteilchensystem nicht durch konstante
Parameter modellieren. Mit zeitabhéngigen Parametern J(¢) und u(t) hingegen ist eine
Beschreibung der Kopplung im Viermodensystem moglich [42], sodass die Parameter
in dieser Arbeit im Allgemeinen ebenfalls zeitabhdngig sein sollen. Prinzipiell lasst sich
auch die Wechselwirkungsstarke iiber Feshbach-Resonanzen beliebig wéhlen [109, 110],
was in Abschnitt 4.3.4 auch ausgenutzt wird. An dieser Stelle jedoch wird U als konstant
angenommen, sodass

1
M = — > J (b, +

(m,m’)

> Ui (A = 1) + > pyn (), - (3.7)

N |

Das Ziel ist nun, die Parameter Ji5(t) und J3,(t) sowie py(t) und py(t) des optischen
Potentials zu jedem Zeitpunkt ¢ so zu wéahlen, dass sich das eingebettete Zweimodensystem
effektiv PT-symmetrisch verhalt. Um dies auch fiir das Vielteilchensystem zu erreichen,
wird zunéchst die einfachere MF-Theorie betrachtet.
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4. Realisierung von balanced gain and loss

4.2. Kontrollparameter im Mean-Field

Wie zuvor erwahnt, wurde die Wahl der Kontrollparameter bereits im MF untersucht mit
dem Ergebnis, dass PT-Symmetrie bereits in einem Viermodensystem realisierbar ist
[42, 44, 46, 68]. Jedoch sind die Gleichungen fiir die Variation der Parameter dabei sehr
komplex und es tritt noch eine zuséatzliche Freiheit durch die Einschrankung auf SPDMs
auf, was im Anhang C ausfiihrlich diskutiert wird. Obgleich sich die Vorgehensweise
aus [46] prinzipiell auf ein Vielteilchenproblem iibertragen lassen, ergeben sich hierbei
Probleme aufgrund der Komplexitat der resultierenden Gleichungen. Aus diesem Grund
ist der vorliegende Abschnitt nochmals dem bereits untersuchten MF-System gewidmet
mit dem Ziel, unter Ausnutzung der Freiheiten eine moglichst einfache Beschreibung zur
Realisierung von P7T-Symmetrie zu finden. Eine Zusammenstellung der Ergebnisse dieser
Untersuchung ist in Abschnitt 4.2.4 zu finden.

4.2.1. Bedingungen an die MF-Wellenfunktion

Wie in Abschnitt 2.2.2 gezeigt wurde, muss ein komplexes Potential bestimmte Bedin-
gungen erfiillen, damit das System selbst eine PT-Symmetrie aufweist. Ein optisches
Gitter stellt durch eine entsprechende Wahl py = p3 = 0 bereits ein symmetrisches
reelles Potential fiir das eingebette System dar, wobei die Gitterpunktenergien dabei den
Energienullpunkt definieren.

Der Imaginarteil des Potentials, der die Ein- und Auskopplung von Teilchen beschreibt,
muss antisymmetrisch gewéhlt werden, was im Zweimodenmodell (2.19) durch die ima-
ginaren Energien +ivy geschieht. In einem Viermodensystem muss dies durch eine ent-
sprechende Wahl der Parameter des reellen optischen Potentials erreicht werden, die
Parameter des eingebetteten Systems sollen dabei noch immer beliebig wéhlbar sein.
Die benétigten Bedingungen ergeben sich aus einem Vergleich zwischen dem offenen
Zweimodensystem (2.19), beschrieben durch den Hamilton-Operator

92’1/)2|2 + 1y —Jos3 )
Hy = ), 41
2 ( —Jo3 93W3’2 -y (4.1)

und einem eingebetteten Zweimodensystem, wobei das Gesamtsystem im MF durch den
zeitabhdangigen Hamilton-Operator

91|¢1|2+N1(t) —J12(t2) 0 0
—J12(75) 92|¢2| —Jo3 0
H, = 4.2
4 0 —Jos 93\1/13\2 —{34(15) (42)
0 0 —J3a(t)  galtba|” + pa(t)

beschrieben wird, was der Gleichung (3.26) mit g, = NU,, entspricht. Der Klarheit halber
wurde hierbei die Benennung der Parameter des Zweimodensystems (4.1) bereits an
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4.2. Kontrollparameter im Mean-Field

das eingebettete Zweimodensystem angepasst. Des weiteren ist zu beachten, dass die
Zeitabhéngigkeit der Reservoirparameter unbedingt notwendig ist, wie in Abschnitt 4.1.1
beschrieben wurde, der Ubersichtlichkeit halber wird diese jedoch im Folgenden nicht
immer explizit gekennzeichnet.

Da die Hamilton-Matrix des Viermodensystems (4.2) keine entsprechende Blockstruktur
besitzt, koppelt die Dynamik der Systemmulden an die der Reservoirmulden, sodass
kein Hamilton-Operator zur Beschreibung des eingebetteten Systems existiert. Statt-
dessen muss ein Vergleich iiber die Dynamik selbst erfolgen, welche im MF durch die
makroskopische Wellenfunktion 4 fiir jede Mulde separat beschrieben wird. Es gilt

0

it = —Jiatn + galthal Vo — oty

= (galvnl® + i7) o2 — Josts, (4.3a)
5y = gt gl —

= —Jogthy + <g3|¢3|2 - i7>¢37 (4.3b)

wobei jeweils die erste Zeile das Viermoden- und die zweite Zeile das Zweimodensystem
darstellt. Der Vergleich liefert zwei komplexe Bedingungen,

Jio1 = —iv1g, (4.4a)
Jsathy = i3 (4-4b>

An dieser Stelle sei bemerkt, dass es sich hierbei um einen Spezialfall von [46] han-
delt, wie sich im weiteren Verlauf des Kapitels zeigen wird. Fiir eine Erlauterung der
Zusammenhénge sei auf Anhang C verwiesen.

Wird nun die Definition der MF-Wellenfunktion
Ui, = /g e (4.5)
verwendet, so gehen die Bedingungen (4.4) iiber in

J12\/7’L1 ei(pl = —i’y\/ o ei<p2 = YA/ Mo ei(%_ﬂ/m y (46&)
Jan/Tia €94 = iy /ng e =~y /ng o' $s/2) (4.6b)
Da beide Seiten dieser Gleichungen in Euler-Darstellung vorliegen, kénnen direkt reelle

Bedingungen an die Betrage und Phasen entnommen werden. Aus den Betrigen ergibt
sich die Wahl der zeitabhéngigen Tunnelraten,

Jiao(t) = (4.7a)
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4. Realisierung von balanced gain and loss

n3(t)
t) = 4.7h
J34( ) i n4(t) ) ( 7 )

fiir die Phasen folgt sodann
T
1o =g (4.7¢)
T

Pa— s =5 (4.7d)

Die Tunnelraten (4.7a) und (4.7b) héngen direkt vom Kopplungsparameter v und vom
Besetzungsverhaltnis zwischen System- und Reservoirmulde ab. Um einen stetigen Teil-
chenfluss zu ermoglichen, muss die Tunnelrate fiir einen Einkopplungsprozess mit der Zeit
zunehmen, da mit der Entleerung der Reservoirmulde die Wechselwirkungen zwischen den
Teilchen abnimmt und damit Tunnelprozesse in das Zweimodensystem hinein unwahr-
scheinlicher wiirden. Entsprechend muss die Tunnelrate fiir einen Auskopplungsprozess
zunehmen. Diese Bedingungen kompensieren die endliche Besetzungszahl der Reser-
voirmulden, sodass die Tunnelprozesse eine offene Kopplung an ein Markov-Reservoir
widerspiegeln. BGL wird dadurch erreicht, dass in beiden Gleichungen bereits die sel-
be Kopplungsrate v auftaucht. Im Allgemeinen wére ein Ansatz mit unterschiedlichen
Kopplungsraten ~, fir Gewinn und ~, fiir Verlust nattrlich moglich, jedoch folgt fiir ein
PT-symmetrisches Potential sofort v, = —;. Hierbei muss beachtet werden, dass diese
Antisymmetrie des Imaginérteils in den Phasen (4.7c) und (4.7d) enthalten ist und nicht
in den Tunnelraten (4.7a) und (4.7b), fir die J > 0 gilt.

An dieser Stelle verbleiben jedoch noch zwei Probleme: Zum einen sind die Gleichungen
in der Form (4.7) nicht direkt fiir die Verallgemeinerung auf ein Vielteilchenproblem
geeignet, da dort die Wellenfunktion nicht durch die 2M reellen Parameter beschreiben
werden kann, die hier auftreten. Zum anderen liefern diese Gleichungen nur Bedingungen
an die Tunnelraten J, nicht jedoch Bedingungen an die Gitterpunktenergien .

4.2.2. Bedingungen an die SPDMs

Fiir die spétere Ubertragung der Bedingungen auf ein Vielteilchenproblem ist es notwendig,
den zugrundeliegenden Formalismus zu andern, also von einer MF-Beschreibung iiber
eine vierkomponentige Wellenfunktion zu der entsprechenden Vielteilchenbeschreibung
iiberzugehen. Eine dquivalente Formulierung erlaubt hierbei die BBGKY-Hierarchie
(3.34), welche sich im MF auf die Einteilchendynamik der SPDMs oy, = 11, reduziert.
Der Imaginérteil dieser Grofe lasst sich zusammen mit der jeweiligen Tunnelrate gerade
als Strom von Mulde k& zu Mulde [ identifizieren,

Ju = —iJp(og — o) (4.8)
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4.2. Kontrollparameter im Mean-Field

wobei die Symmetrie der SPDMs beztiglich einer komplexen Konjugation ausgenutzt
wurde. Entsprechend sollen die Imaginarteile selbst als reduzierte Stromdichten j,
bezeichnet werden,

fkl = —i(oy — o) = 2Im(ow), (4.9a)
fir die im MF aulerdem gilt, dass

G = 2Im(¢ray) = 21m<\/”knl efi(%ﬂp’)) = =2/ sin(py, — @) - (4.9b)

Die Strome sind also direkt mit den Phasendifferenzen der jeweiligen Mulden verkniipft.
Hierbei sei noch erwéhnt, dass die Giiltigkeit dieser Definition nicht auf benachbarte
Mulden beschrankt ist. Es treten auch Nicht-nachste-Nachbarn-Strome auf, die als
effektiver Strom tiber mehrere Mulden hinweg interpretiert werden konnen.

Analog lasst sich eine Grofe fiir den Realteil definieren,
Crl = (Ukl + Ulk) =2 Re(akl) 3 (410&)
welche Korrelationen zwischen den Mulden & und [ beschreiben und fiir die entsprechend

e = 2Re(Yrhr) = 2y/mny cos(or — 1) - (4.10b)

gilt. Fir k = [ verschwindet der Strom erwartungsgeméf und die Korrelationen entspre-
chen dann den doppelten Besetzungszahlen, also j~ e = 0 und ¢, = 2ny,. Aufgrund der
Symmetrie der SPDMs beziiglich einer komplexen Konjugation sind die GroBen ¢ und 5
jeweils symmetrisch mit ¢;; = ¢;;, und antisymmetrisch mit f B = — j I

Die Dynamik dieser Groflen wird durch die dimensionslose Schrodinger-Gleichung be-
schrieben, sodass

.0 .0 0\ . .
lagkl = 1y, (l(%??l) - <1at¢k> Yy = ¢k(H¢)l - (H¢)k¢l- (4-11)
Fiir das Viermodensystem gilt dann
.0
la%z = _Jl—l,lUkJ—l + (glnl + Mz)Uk,l - Jl,z+10k,z+1

+ Jo1k0k—10 — (G + 1k) Tkt + Tk 10441,
= Zy — (1 — 1) ow (4.12a)

mit der Abkiirzung

21 = Se110k—10 + Jep 1600410 — J1i-10k0-1 — J11410k141

4.12b
- (gknk - glnl)akl . ( )
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4. Realisierung von balanced gain and loss

Entsprechend folgt mit die Definitionen (4.9a) und (4.10a)

0 ~ 0 .0

el 5(2 Imoy) = -2 Re<18t0kl> = — X + (e — )i (4.13a)
0 0 .0 ~

i a@ Reoy) = 21m<laz€0kl> = Vi — (e — ) J 1 » (4.13b)

mit
X =2ReZy = Jp_11Ck—1 + Jer1kChir10 — J1i—1Ck1—1 — J1141Ck 141
- (gk:nk - glnl)ckzl )
Vu=2ImZy = Jp_1kik—10+ Jer1kd k10 — Ji—1T ki—1 — Jiis1J kit

- (gknk - gznz)sz )

(4.13c)

(4.13d)

sodass Z; = (X + iVu)/2.

Mit diesen Definitionen ist nun eine Ubertragung der Bedingungen (4.7) moglich. Dazu
wird wiederum die Dynamik eines offenen Zweimodensystems mit der Dynamik des
Viermodensystems verglichen. Das eingebettete System wird dabei durch die vier reellen
Parameter ny, ns, joz und coy beschrieben. Fiir die Besetzungszahlen gilt also

Ng = J12]'~12 - J23jv23
L 2 . 2 .
= (92|"¢2| + W>022 — Jo3093 — <g2|¢2| - 17)022 + Jos3039
= 29ny — J23J'~23 ) (4.14a)

ot

8 g -~
7”3 = Jogjos — J347 34
1

= (93W3‘2 - i7)033 — Jo3039 — (93W3‘2 + i7)022 + Jo3093
= J23f23 — 2vyng, (4~14b)

wobei jeweils die erste Zeile das Viermodensystem entsprechend Gleichung (4.13b) be-
schreibt, welches mit dem offenen Zweimodensystem verglichen wird.

Wie zu erwarten, erhéhen in einem abgeschlossenen System lediglich die Tunnelstrome
in eine Mulde hinein deren Besetzungszahl, verringert wird diese entsprechend durch
die Tunnelstrome aus der Mulde heraus. In einem offenen System treten neben Tunnel-
prozessen zwischen den Systemmulden noch Kopplungen auf, welche die Teilchenstrome
beschreiben. Es ergibt sich also ein direkter Zusammenhang zwischen der Kopplung und
den Tunnelprozessen,

Ji2 = J12]'~12 = 29ny, (4.15a)
Jsa = J34Jz4 = 23 (4-15b)
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4.2. Kontrollparameter im Mean-Field

Diese Ergebnisse sind im MF vollkommen dquivalent zu den Gleichungen (4.7), da

(4.7¢

~ . )
Ji2 = —2y/ning sin(p; — @9) = 2y/niny (4.16a)
~ . (4.7d)
Jaa = —2/ngng sin(pz — pa) =" 2\/nzny . (4.16b)

Das gilt jedoch nur dann, wenn die Bedingungen (4.7c) und (4.7d) an die Phasendiffe-
renzen erfillt sind. Ist das der Fall, so folgen auflerdem die Beziehungen

(4.7¢)

Crg = 2\/nny cos(py — o) =0, (4.17a)
4.7d

C3q = 2v/n3ny cos(ps — py) 4y, (4.17b)

Falls diese Gleichungen zur Anfangszeit erfiillt sind, so lasst sich tiber das Verschwinden
der Ableitungen sicherstellen, dass die Bedingungen (4.7¢) und (4.7d) fur alle Zeiten gelten.
In Gleichung (4.13b) ist leicht zu erkennen, dass diese Ableitungen die zeitabhdngigen
Gitterpunktenergien i, (t) und g, (t) enthalten. Insgesamt ergeben sich also entsprechend
die Bedingungen

Tio(t) = Q}Z?S) , (4.182)
Taa(t) = 2};?3) , (4.18D)
(t) = 320 = —Jjg ~ (gm(®) — gmal®) (4150)
palt) = —3’((2 - —Jjgi ~ (gunalt) — goms(t)). (1154)

Diese Gleichungen beschreiben, wie das optische Potential der Reservoirmulden zu jedem
Zeitpunkt t zu wéhlen ist, sodass die Dynamik innerhalb der Systemmulden einem offenen
Quantensystem gleicht. Die Antisymmetrie der komplexen Kopplung ist hierbei wiederum
in den Bedingungen (4.18c) und (4.18d) an die Gitterpunktenergien enthalten. Zusammen
mit den Bedingungen (4.18a) und (4.18b) lassen sich diese Gleichungen direkt auf das
Vielteilchenproblem tibertragen, was Gegenstand des Abschnitts 4.3 sein soll.

4.2.3. Anfangsbedingungen und analytische Behandlung

Zur Anfangszeit wird die MF-Wellenfunktion so gewéahlt, dass insbesondere die Bedin-
gungen (4.7¢) und (4.7d) erfiillt sind. Um P7T-symmetrische stationdre Zusténde zu
beobachten, miissen zusétzliche Bedingungen an den Anfangszustand gestellt werden.
In dieser Arbeit werden nur die beziiglich der Besetzungszahl symmetrischen Lésungen
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4. Realisierung von balanced gain and loss

aus Abschnitt 2.3.1 betrachtet, die Vorgehensweise ist jedoch prinzipiell auch auf die
antisymmetrischen und damit P7-gebrochenen Losungen aus Anhang A tibertragbar.

Unter der Annahme gleicher Wechselwirkung g, = g3 = ¢ folgt fiir die Dynamik des
eingebetteten Zweimodensystems mit den Gleichungen (4.12) und (4.13)

0

TR J12 = J23 (4.19a)
0 : :

opts T Jas T s (4.19b)
J ~

E] 23 — _J12613 + ']34624 - 2:]23(”3 - n2) + g(n2 — n3)023 s (419C)

¢ = J12j13 = Jaaf 21 — g(na — n3)jas, (4.19d)

wobei j22 = j33 =0 und Coo = 2n2 sowie C33 = 2n3.

Mit den Gleichungen (4.7) ldsst sich leicht zeigen, dass

©1 —P3 =1 — P2+ Y2 — Y3

e P2 — Y3 — g
(4;d)902 — Y3t V3= Pa= P2 — Py (4.20)
und damit
Jige13 — J34Coq = /Mang [COS(‘Pl — (p3) — cos(ip1 — S02)} =0, (4.21a)
J12j~13 - J34f24 = W/nang {Sin(% — 3) —sin(p; — @2)] =0. (4.21b)

Hierbei sollte noch bemerkt werden, dass es sich bei den Gleichungen (4.15) und (4.21)
um die Ergebnisse aus [46] handelt. Dass diese Ergebnisse sehr einfach aus den Gleichun-
gen (4.7) folgen, der umgekehrte Weg jedoch enorm schwierig ist, zeigt nochmals die
Berechtigung der hier erfolgten Betrachtungen.

Die Dynamik der Systemgrofen jo und cyy lisst sich also mit dem Besetzungsungleich-
gewicht k = (ny — ng) darstellen als

0 ~

gr) 2= (23 + geaz)ke (4.19¢)
d ~
gpC2 = 9Tk (4.19d)

Fir k = 0 verschwinden diese Ableitungen, was wegen n, = ns die symmetrische
stationdre Losung des Zweimodenmodells aus Abschnitt 2.3 darstellt. Das bedeutet
insbesondere, dass sich ein stationarer Strom zwischen den Systemmulden einstellt, der
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4.2. Kontrollparameter im Mean-Field

jedoch nur erhalten bleibt, wenn die Besetzungszahlen ny(t) = ns(t) = n ebenfalls
stationdr sind. Dann folgt aus (4.19a) und (4.19b), dass jia(t) = Joz(t) = Jau(t).

Mit den Relationen (4.15) liefert dies die Anfangsbedingung fiir den Systemstrom

Joz = 2yn = —2nJy; Sin(% - 903) ) (4'22)

der iiber die Wahl der Phasen eingestellt werden kann. Wie in Abschnitt 2.3 bereits
eingefiithrt wurde, lassen sich die Phasen durch einen globalen Phasenfaktor stets antisym-
metrisch wihlen, sodass p, = —p3 = . Die Anfangsbedingungen fiir die symmetrischen
stationaren Zustande ergeben sich zu

1(0) = F oon/), (4.23a)
Un(0) = Ve (4.23b)
¥(0) = v/ne (4.23¢)
4(0) = F Sl (4.23d)

1
=3 arcsin < JZ?,) (4.23e)

Es ist bemerkenswert, dass neben der Besetzungszahl n, der Tunnelrate Jy3 und der
Kopplungsrate v, welche allesamt Systemgrofien darstellen, auch die Besetzungszahlen
n, und n, zur Anfangszeit frei gewahlt werden kénnen. Um ein realistisches Reservoir
zu beschreiben, sollten die Besetzungszahlen idealerweise sehr grof3 sein, sodass die
Entnahme oder Abgabe einzelner Teilchen die Besetzungszahl nicht merklich verdndert.

Analytische Losungen

Falls der Anfangszustand geméfl Gleichung (4.23) prapariert wird und die Bedingungen
(4.18) zu jeder Zeit erfiillt werden, so treten stationdre Losungen in dem eingebetteten
Zweimodensystem auf,

ny(t) =n, (4.24a)
n(t) =n, (4.24D)
Joz(t) = 2yn. (4.24c)

In den Reservoirmulden kann nur die Kopplung mit den Systemmulden die Besetzungszahl
andern, sodass

0

I (t) = —ji2(t) = —27n, (4.25a)
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0 .
am(t) = Jaa(t) = 2yn. (4.25b)
Da die Besetzungszahlen n der Systemmulden stationar sind, miissen die Kopplungsstrome
ebenfalls zeitlich konstant sein und die Besetzungszahlen im Reservoir andern sich linear
mit der Zeit,

ny(t) = ny(0) — 2ynt, (4.26a)
ny(t) = ny(0) + 2ynt, (4.26b)
Ja(t) = 2yn (4.26¢)
Jaa(t) = 2ym (4.26d)

Dieser Zustand, bei dem das eingebettete System in einem stationdren Zustand vorliegt,
dies jedoch aufgrund der Reservoirmulden nicht fiir das Gesamtsystem gilt, soll als
quasistationdr bezeichnet werden und ist in Abbildung 4.2 dargestellt. Diese Losungen
existieren solange, bis eine Reservoirmulde vollstandig entleert ist. In den Gleichungen
(4.7) ist direkt zu erkennen, dass dies zu einer Divergenz der jeweiligen Tunnelrate J
fithrt. Per Konstruktion kann dies hier nur bei der Reservoirmulde geschehen, aus der
Teilchen entnommen werden, sodass auch der Einkopplungsstrom zum erliegen kommt
und die P7T-Symmetrie zusammenbricht.

Die Bedingungen (4.18) hingen lediglich von den Besetzungszahlen und Stromen zwischen
den Mulden ab, welche durch die Gleichungen (4.24) und (4.26) nun analytisch vorliegen.
Fir die Tunnelraten kénnen daher sofort analytische Ausdriicke angegeben werden,

n

n1(0) — 2ynt
n

ny(0) + 2ynt

Jia(t) = (4.27a)

Jaa(t) = (4.27D)

Fir die Gitterpunktenergien ist dies ebenso moglich, dazu wird jeweils der erste Term in
den Gleichungen (4.18c) und (4.18d) mit den Relationen (4.9b) und n = ny = n3 sowie
(4.20) und ¢ = @y = —p5 umgeschrieben. Damit ergeben sich

p1(t) = Jogsin <2s0 - g) —g(ni(t) = n) = p— g (0) + 2ygnt, (4.27¢)
palt) = Jagsin(2 = 7 ) = glna(t) = m) = 1= gnal0) = 29gnt (4.27d)

mit dem chemischen Potential p fiir das gesamte eingebettete Zweimodensystem entspre-

chend Abschnitt 2.3.1,
w=gn—Ja — > . (4.27e)
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4.2. Kontrollparameter im Mean-Field

2,5 + B
m
g 2 Ny = N3
Ty
1,5 - B

05 | §

0 | | |
0 0,5 1 1,5 2

Abbildung 4.2: Analytische quasistationare Losungen fir ny = ny = n = 1
und n; = ny = 2 fiir v = 0,5. Das System bricht zusammen, wenn die linke
Reservoirmulde vollstindig entleert ist, da dies gemafl Gleichung (4.7a) zu einer
Divergenz der entsprechenden Tunnelrate fiihrt.

4.2.4. Zusammenfassung

Um eine PT-symmetrische Ankopplung des eingebetteten Zweimodensystems zu errei-
chen, wird das System fiir ¢ = 0 in einen Anfangszustand

P1(0) = \/n,(0) "7/ (4.23a)
a(0) = Vne', (4.23D)
P3(0) =v/ne ", (4.23¢)
¥4(0) = \/ny(0) e He7/2 (4.23d)
mit
Y= —; arcsin <ng> (4.23e)

prapariert, wobei n die Besetzungszahl und g die Wechselwirkung der Systemmulden
bezeichnet. Fiir alle Zeiten ¢t > 0 werden die Parameter des optischen Potentials der
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4. Realisierung von balanced gain and loss

Reservoirmulden dann gemaf

Tia(t) = 2}22? , (4.18a)
To(t) = Z}Q?E? , (4.18D)
lt) = 320 —Jiﬁii ~ (gm(6) — gama(t)). (1150)
palt) = —?’g; - —Jjéj; — (ganalt) — gans(0) (4.184)

angepasst. Damit stellt sich ein symmetrischer stationdrer Zustand im eingebetteten
System ein und die Besetzung in den Reservoirmulden dndert sich zeitlich linear, was
als quasistationarer Zustand bezeichnet wird. Im MF existieren analytische Losungen,
sodass auch die Wahl der Parameter analytisch erfolgen kann,

n

n
J34(t) =7 m ) (4-27b)
() = p— gny (0) + 2ygnt, (4.27¢)
pa(t) = o — gna(0) — 2ygnt (4.27d)

wobei
p=gn—Js -~ (4.27¢)

das chemische Potential fiir das gesamte Zweimodensystem darstellt.

4.3. Kontrollparameter im Vielteilchensystem

Im MF ist nun klar, wie das Potential zu wéhlen ist, sodass P7T -symmetrische stationire
Losungen beobachtet werden konnen. Diese Losungen konnen im MF analytisch ermittelt
werden, ebenso wie die Wahl der Parameter selbst. Diese Vorgehensweise soll nun auf
das Vielteilchenproblem tibertragen werden.

4.3.1. MF-artige Vielteilchenzustdande

Zu diesem Zweck muss das Vielteilchensystem in einem entsprechenden Anfangszustand
(4.23) prépariert werden. Daher wird in diesem Abschnitt zuerst die Beziehung zwischen
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4.3. Kontrollparameter im Vielteilchensystem

einem MF-Zustand und einem Vielteilchenzustand untersucht. Der MF-Zustand des n-ten
Teilchens ist dabei gegeben durch

M

) = 3 ¢ m)™

" (4.28)

wobei |m) den Zustand des n-ten Teilchens am Gitterplatz m mit n € [1, N| bezeichnet.
Die Gesamtwellenfunktion ist ein Produktzustand solcher identischer Einteilchenzustéinde,

= 1:[1 |1 ) (4.29)

Fock-Zustande lassen sich ebenfalls als symmetrisierte Produktzustédnde darstellen

Ny B
/nl ‘S H 1) n1 H |M>(7LM)’ (4.30)

ny=1 Ap=Npr_1

Iy, ... )

wobei NV, = >"jt, n, mit Ny, = N und
= > P, (4.31)
P
den Symmetrisierungsoperator mit den Permutationen P, beschreibt

Die MF-Wellenfunktion (4.29) lésst sich in der Fock-Basis (4.30) entwickeln

|¢>:Z’nla---vnM><n17-'-anM’w>a (4-32)

dabei wird tiber alle Zustdnde mit Gesamtteilchenzahl N summiert. Fur die Koeffizienten
ergibt sich
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4. Realisierung von balanced gain and loss

mit der Normierung
N!
c=—. (4.34)
ny!--nyy!
Der erste Term in eckigen Klammern gibt die Anzahl der symmetrisierten Zustéande
an, der zweite Term die Anzahl der Permutationen, welche diese Zustdnde unverandert
lassen. Insgesamt ergibt sich also fiir die Vielteilchenwellenfunktion

[0 = oy 1) (4.35a)

LS RREEUD.Y
Ny=N
mit den Koeffizienten
M 77Z)nm
Cnyynpy — V N! H L T (435b)
m=1 M

Fiir jeden beliebigen MF-Zustand lasst sich mit der Relation (4.35) der entsprechende Viel-
teilchenzustand berechnen. Dabei werden die Eintrige der normierten MF-Wellenfunktion
mit der jeweiligen Besetzungszahl potenziert und anschlieBend wieder entsprechend nor-
miert. Diese MF-artigen Vielteilchenzusténde sollen als Anfangszusténde im BHM dienen.

BBGKY-Hierarchie

Fiir die Verwendung der BBR-Néherung miissen die entsprechenden Startparameter
fiir das gekoppelte Differentialgleichunssystem der BBGKY-Hierarchie gefunden werden.
Hierzu wird zuerst die Wirkung des Vernichtungsoperators auf den Zustand (4.35a)
betrachtet,

&k|w> = Z Cnl,...,nMdk|n17 R L) TR 7nM>

Ty, ’nM
N]W
= E () el oo — 1,000 ngy)
n17 771]\{
]\47
Ny, 7nk’ 7 nl nk_l)
1\1_
¢ |n1> nk_1>"'7nM>
§ \/ nq nk+1
= ' 1 A ..
nlw ST nl nk M (436)
m;ﬁk—’—nk Nt ¢ ‘nla' n?m"‘?nM>7
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4.3. Kontrollparameter im Vielteilchensystem

wobei im letzten Schritt die Ersetzung nj, = n; — 1 mit Nty = Z%:l;ﬁk n,, gemacht
wurde. Wird nun eine Umbenennung nj, — n;, durchgefiihrt, so ergibt sich

Ny,

dk|¢>:m¢k2 [H M¢?nm]|”17-~anM>~ (4.37)

19T M

Der letzte Teil dieser Gleichung entspricht wiederum einer Vielteilchenwellenfunktion der
Form (4.35), jedoch mit der Gesamtteilchenzahl (N — 1). Wird die Gesamtteilchenzahl
explizit gekennzeichnet, so lasst sich die Gleichung (4.37) in der einfachen Form

alt, NY =V Ny |ip, N — 1) (4.37)

schreiben. Fiir die SPDM (3.30) folgt damit unmittelbar

o\ = (i, Nakay, Ny = (b, N — 1 Ny, N — 1) = Nopjiahy . (4.38)

Auf diese Weise lassen sich alle Operatoren behandeln, bei denen jeweils ein Erzeugungs-
operator nach links und ein Vernichtsoperator nach rechts wirken kann. Entsprechend
gilt fir die Zweiteilchendichteoperatoren

(0, N|ak) i, N) = Noppib, (0, N — 1|2 a|tp, N — 1)
= N (0, N = 21 (N — 1)ap, |9, N — 2)
— N(N = V)i ot - (4.39)
Wie in Kapitel 3 besprochen wurde, werden in dieser Arbeit jedoch Zweiteilchenoperatoren

2 At a AT n . .
der Form a,(clzm = (a;rcalainal) verwendet, da diese sehr effizient ausgewertet werden

kénnen. Mit Gleichung (3.32) lassen sich diese jedoch in die Zweiteilchendichteoperatoren
tiberfithren, sodass sich geméf Gleichung (3.35) die entsprechenden Startparameter der
Zweiteilchenoperatoren ergeben,

o = (b agin) + (ahal ) = N(N — Db, + Ny, (4.40)

Entsprechend lassen sich die Anfangswerte fiir die gesamte BBGKY-Hierarchie berechnen.
In der BBR-Methode (3.45) ist der Anfangszustand bereits durch die Gleichungen (4.38)
und (4.40) fiir beliebige MF-Zustande gegeben.

4.3.2. Bedingungen an die BBGKY-Hierarchie

Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 4.3.1 lésst sich ein Vielteilchensystem in einen
entsprechenden MF-Zustand (4.23) praparieren. Lassen sich die Gleichungen (4.18) oder
(4.27) nun direkt auf ein Vielteilchenproblem anwenden?
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4. Realisierung von balanced gain and loss

Die Antwort auf diese Frage ist nein, wie andere Untersuchungen bereits gezeigt haben
[111]. Hierbei wurde versucht, entsprechende Gleichungen zur Wahl der Parameter aus
[68] im Rahmen der BBR-Methode direkt anzuwenden um BGL zu erreichen. Ohne
Wechselwirkung zwischen den Teilchen ist dies zwar moglich, da hierbei effektiv eine
Einteilchenbeschreibung vorliegt. Bereits geringe Wechselwirkungsstérken fithren jedoch
insbesondere bei geringen Teilchenzahlen zu Instabilitdten und starken Abweichungen
von den quasistationidren Zustanden. Dieses Verhalten ist auch in den Abbildungen in
Anhang D zu sehen, bei denen die analytischen Gleichungen (4.27) verwendet werden.
Grund fiur die Abweichungen ist die Vernachlassigung aller Quantenkorrekturen und
damit aller Vielteilcheneigenschaften bei der Anpassung der Parameter mithilfe von
MF-Gleichungen, sodass sich bereits nach kurzer Zeit die Dynamik von dem gewtinschten
Verhalten stark unterscheidet. Ziel dieses Abschnittes ist nun, durch eine entsprechende
Wahl der Parameter unter Beriicksichtigung der Vielteilcheneigenschaften die Einteilchen-
dynamik so anzupassen, dass sich nach Moglichkeit ebenfalls die im MF beobachteten
PT-symmetrischen quasistationdren Zustiande durch BGL einstellen.

Ausgehend von den SPDMs aus Abschnitt 3.4.1 soll nun also die Vorgehensweise aus
dem MF auf das Vielteilchenproblem iibertragen werden. Fiir die in Abschnitt 4.2.2
eingefiithrte Notation ist dies durch Verwendung der BBGKY-Hierarchie moglich, sodass

;9 1
im0 = 2y = (= p)oy (4.41a)

mit

1 1 1 1
chlz) = Jk—l,kal(c—)l,l + Jk+1 ko_l(c—i)-ll - Jl,l—lgl(c,l)—l - Jz,l+101i,z)+1

4.41b
— Uy (Ul(fk)kl ok ) + U (Ukm 01(5)) : ( )

In Analogie zu den Defitionen (4.9a) und (4.10a) lassen sich die GroBen ¢ und j fiir den
zweifachen Real- und Imaginarteil entsprechend einfiihren,

0 ~

ik = =X+ (e = ey (4.422)
B, i

En o =V = G — )ik (4.42b)

mit

Xy = T, s Jk+1 kc,(jj” - JlJ—lcl(cl,l)fl - Jl,l+1cz(fl,z)+1

(4.42¢)
2 1
— Uy (Cék)kz Ckl ) +U (Cklll Cl(cl))
Y =g k] + Jpprnd o — - TN = T )
Kl 1 k 11 +1,kJ k41,1 1J k-1 A4+1J k141 (4_42(1)

- Uk(jgjc)kl ﬂglz)) + Uz(ﬂjz)z JNE))
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4.3. Kontrollparameter im Vielteilchensystem

Im Prinzip lasst sich die gesamte BBGKY-Hierarchie in dieser Form darstellen. Der
Ubersichtlichkeit halber geschieht dies dieser Stelle jedoch nur fiir die erste Ordnung, die
im Folgenden von Interesse ist.

Die Einteilchendynamik ist fiir £ = [ identisch mit der im MF, sodass die Gleichungen
(4.18a) und (4.18b) auch fur das Vielteilchenproblem gelten. Fiir k£ # [ hingegen koppelt
die Einteilchendynamik an die Zweiteilchendynamik, was bereits einen enormen Unter-
schied zum MF darstellt. Um die Unterschiede zwischen den Gleichungen (4.12b) und
(4.41b) besser zu verstehen, werden die Kovarianzen

Aklmn = Ulerm - ‘71%)07%21 (443>

eingeftihrt [40, 41, 105, 111], welche eine Verallgemeinerung der Definition der Varianz
darstellen. Damit ergibt sich

1 1 1 1
z\) = Jk—l,ko'z(c—)u + Jk+17k0-l(c—&)-1,l - Jl,l—l”/(ﬁ,z)q - Jl,l+10'1(<;,z)+1

4.44

— (Upny — Ulnl)ag) = Uy (Akkkl - U/S)) + U (Aklll - U;S)) . ( )
Fiir gleiche Wechselwirkungsstiarken U, = U, sind alle Vielteilcheneigenschaften allein
in den Kovarianzen enthalten, welche im MF-Grenzfall verschwinden, wie die Relation
(3.41) zeigt. Dadurch wird die Einteilchendynamik von der Mehrteilchendynamik fiir
beliebige Wechselwirkungsstiarken U entkoppelt. Kovarianzen hoherer Ordnung lassen
sich entsprechend definieren [111] und bieten den Vorteil, dass eine BBR-Nédherung dann
einfach der Vernachlassigung aller Kovarianzen in einer bestimmten Ordnung entspricht.

Phasen stellen charakteristische Grofien im MF dar, in einer Vielteilchenbeschreibung
hingegen sind diese im Allgemeinen gar nicht definiert. Daher lassen sich die Bedingungen
(4.7¢) und (4.7d) in einem Vielteilchenproblem nicht direkt umsetzen. Vielteilchenzusténde
konnen jedoch durchaus MF-Zusténden entsprechen, sodass die Gleichungen (4.17) auch
hier genutzt werden kénnen, um Bedingungen an die Gitterpunktenergien zu stellen.
Unter der Annahme, das System befinde sich zur Anfangszeit in einem MF-artigen
Zustand, lassen sich die Parameter wiederum entsprechend der Forderungen ¢;5 = 0 und
¢34 = 0 mit ¢15(0) = 0 und ¢34(0) = 0 wéhlen.

Die entsprechenden zeitabhangigen Vielteilchenparameter ergeben sich also zu

Tia(t) = 22 (4.450)

= (4.45b)

)
M@:y$®:_&ﬁﬂ0_mGﬂNLJ)+%€@NLJ» (.450)

~1 (1 ~1 ~(1
0 j12 (1) 0 0
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4. Realisierung von balanced gain and loss

o o HEONT HONE
paly = -2 Bl (D) g (Sl ) s
J3a (1) T34 () Ja4(t) Ja4(t)

Die Bedingungen (4.45¢) und (4.45d) sind jedoch nur solange giiltig, solange sich das
System in einem MF-artigen Zustand befindet. Da die Bedingungen (4.45) jedoch darauf
ausgerichtet sind, lediglich in dem eingebetteten Zweimodensystem eine MF-artige Kopp-
lung zu realisieren, ist zu erwarten, dass dieser Zustand bereits vor der vollstandigen
Entleerung einer Reservoirmulde verlorengeht.

4.3.3. Modifikationen der Bedingungen an die Kontrollparameter

Bisher wurde gezeigt, dass sich in einem Vielteilchensystem ebenfalls Bedingungen in
Analogie zum MF formulieren lassen. Wie sich in Kapitel 5 zeigt, stellen die Gleichungen
(4.45) bereits eine deutliche Verbesserung im Vergleich zu den MF-Gleichungen (4.18)
dar, wie sie in [111] und Anhang D dar. Da die Vielteilchendynamik jedoch bei weitem
mehr Freiheitsgrade beinhaltet als die einfache MF-Beschreibung, so treten zusatzliche
Effekte insbesondere bei geringen Teilchenzahlen auf. Diese fithren dazu, dass sich trotz
entsprechender Praparation des Anfangszustandes und der Anpassung der Parameter
keine PT-symmetrischen stationdren Losungen in den mittleren Mulden einstellen.

Bereits aus den Gleichungen (4.41) und (4.42) wird klar, dass es deutliche Unterschiede
zwischen MF und Vielteilchenbeschreibung gibt und dass im Allgemeinen keine analyti-
schen Losungen mehr gefunden werden konnen, abgesehen von dem Fall verschwindender
Wechselwirkung [41]. Einer dieser Unterschiede besteht darin, dass sich im Vielteilchen-
system fiir die Wahl n, = n3 kein stationdrer Strom j,3 zwischen den eingebetteten
Mulden einstellt, was direkt aus einem Vergleich der Gleichungen (4.42c) und (4.13c)
ersichtlich ist. Das ist bereits in der niedrigsten Ordnung der BBR Naherung der Fall,
da etwa in Gleichung (4.44) noch immer zusétzliche Terme auftauchen konnen, selbst
wenn die Kovarianzen vernachlassigt werden. Diese zusétzlichen Terme verschwinden
nur dann, wenn die Wechselwirkung in allen Mulden dieselbe ist und die Kovarianzen
damit sdmtliche Vielteilcheneigenschaften enthalten. Fiir eine hohere BBR Néaherung
jedoch treten in der Einteilchendynamik immer Abweichungen im Vergleich zum MF
auf. Dieselben Uberlegungen gelten natiirlich auch fiir die Korrelation cy3 zwischen den
mittleren Mulden.

Aus diesen Uberlegungen wird deutlich, dass die Wahl der Parameter in einem Vielteil-
chensystem nicht mehr eindeutig ist, in dem Sinne, dass eine entsprechende Wahl des
Anfangszustandes und der zeitabhidngigen Parameter fiir die Realisierung von BGL nicht
geniigen und damit keine PT-symmetrischen stationdren Losungen auftreten kénnen.
Vielmehr miissen hierfir zusitzliche Forderungen durch Modifikation der Gleichungen
(4.45) verwendet werden, die im MF &quivalent zu den Gleichungen (4.18) sind. Die For-
derungen nach P7T-symmetrischen stationdren Zustinden sind nun nicht mehr dquivalent
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4.3. Kontrollparameter im Vielteilchensystem

und koénnen zu vollkommen unterschiedlichen Ergebnissen fiihren. Im Folgenden werden
zwei mogliche Modifikationen der bisherigen Bedingungen diskutiert.

Stationarer Strom

Eine naheliegende Forderung stellt d%) = 0 dar, da sowohl j~ %) als auch c%) durch die
Wahl ny = nj keinen stationaren Groflen mehr entsprechen. Real- und Imaginérteil dieser
komplexen Gleichung entsprechen dann den Forderungen nach dem Verschwinden der
Ableitungen von c%) und ;! %) Da der Anfangszustand aus dem MF bereits eindeutig
bestimmt ist, konnen nur die vier Parameter Jy3, J34, p11 und g4 frei gewahlt werden, sodass
keine zusatzlichen Forderungen ohne Vernachlassigung anderer Bedingungen gestellt
werden kénnen. Wie jedoch zuvor besprochen sind die Bedingungen (4.7¢) und (4.7d) an
die Phasen in einem Vielteilchensystem nur solange sinnvoll, wie sich das Gesamtsystem
in einem MF-artigen Zustand befindet. Durch die Selbstwechselwirkung der Teilchen in
den einzelnen Mulden geht die Reinheit in einem Vielteilchensystem jedoch zwangsliufig
verloren [41, 112], sodass auch der Zusammenhang zwischen den Groéfien cl(j) und der
Phasenbeziehung zwischen den Mulden & und [ verschwindet und die Bedingungen (4.45¢)
und (4.45d) an Bedeutung verlieren. Die Bedingungen (4.45a) und (4.45b) hingegen
definieren sehr scharf die Beziehung zwischen Tunnel- und Kopplungsprozessen. Es
erscheint daher notwendig, die Bedingungen an die Gitterpunktenergien zu modifizieren.

Wie im Folgenden noch gezeigt wird, lasst sich die Forderung d%) = 0 in der Form

ap + Py = €2, (4.46)

mit «, 3,2 € C schreiben, wobei Real- und Imaginarteil jeweils Geraden im Parameter-
raum (py, 14) darstellen. Die Gitterpunktenergien ergeben sich dann als Losungen dieser
komplexen Gleichung, die in Anhang B zu finden sind. Hierbei muss jedoch beachtet
werden, dass Real- und Imaginarteil dieser Gleichungen im MF &quivalente Forderungen
darstellen und daher abhéngig sind. Obwohl diese Abhéangigkeit fiir einen beliebigen
Vielteilchenzustand im Allgemeinen nicht besteht, so wird das hier betrachtete System
jedoch in einem MF-artigen Vielteilchenzustand prapariert. Das bedeutet, dass die Lo-
sungsgeraden zur Anfangszeit identisch sind und fiir kurze Zeiten zumindest noch sehr
ahnlich verlaufen. Die Losung, die sich als Schnittpunkt dieser Geraden ergibt, kann also
praktisch eine beliebige Groflenordnung besitzen und stellt damit keine sinnvolle Wahl
dar. Aus diesem Grund kann nur eine der beiden reellen Forderungen verwendet werden,
sodass sich diese Bedingung auf eine reelle Gleichung mit «, 3,2 € R reduziert, welche
natiirlich wiederum eine Gerade im Parameterraum (pq, pt4) darstellt. Dies entspricht
einem Freiheitsgrad, der jedoch nur im MF tatsdchlich existiert, und bei einem Vielteil-
chenproblem daher nur eine Quasifreiheit darstellt. Da auf diese Weise nur eine Forderung
exakt erfiillt werden kann, soll die reelle Gleichung (4.46) der Erhaltung des Stroms 7! %)
entsprechen. Mit einem stationdren Strom zwischen den Systemmulden sollten sich mit
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(l (0) (0))

1175 My apy + By = Q

> [y

Abbildung 4.3: Eine zusatzliche Forderung der Form apu, + Sus = €2 stellt eine

Gerade im Parameterraum der chemischen Potentiale p; und py dar. Die modifizier-
(1) (1) ; . . .

ten Parameter py’ und py’ werden so gewéhlt, dass die urspriinglichen Losungen

,ugo) und #510) noch bestmoglich erfiillt sind.

dem entsprechenden Anfangszustand ebenfalls stationdre Besetzungszahlen n, und ns
einstellen, falls jio(t) = Jo3(t) = jau(t) fir alle Zeiten ¢ gilt.

Um eine zusatzliche reelle Bedingung exakt berticksichtigen zu kénnen, sollen die ur-
springlichen Bedingungen (4.45¢) und (4.45d) nun aufgeweicht werden. Das bedeutet,
dass anstatt einen beliebigen Punkt auf der Losungsgeraden unter Ausnutzung der Qua-

sifreiheit auszuwéhlen, die Losung (,ugl), ,uflo)) gesucht wird, welche wie in Abbildung 4.3

zu sehen der urspriinglichen Losungen (,ugo), uio)) am néchsten kommt. Die gesuchten

modifizierten Gitterpunktenergien ,ugl) und uil) entsprechen dann wie in Abbildung 4.3

dargestellt dem Schnittpunkt der Geraden (4.46) mit der Normalen, welche durch die
urspriingliche Losung verlduft. Die Normale ist durch

B — ") = ap — pf”) =0 (4.47)

gegeben. Die neue Losung lasst sich leicht berechnen und liefert

o a + 820" — apu

i PRz , (4.48a)
B8O+ a?uy” — appy”
ui) = T E (4.48b)

Die zusétzliche Forderung (4.46) kann also durch eine Korrektur der Parameter (4.45¢)
und (4.45d) berticksichtigt werden, sodass ,ugl/)4 = /A% + Apty /4, wobei die Korrektur aus

(4.48) folgt,

aQ — " — appf”
062 + /62 ?

Apy = (4.49a)
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4.3. Kontrollparameter im Vielteilchensystem

50— g2l — apul”

A, —
oy OZ2—|—52

(4.49b)

Nun miissen noch die Parameter «, § und 2 in Gleichung (4.46) bestimmt werden. Da
diese Bedingung zur Fixierung der Groflen j%) und c%) dienen soll, entspricht sie gerade

der Forderung dé? = —iZ%) = 0. Hierbei treten jedoch keine Gitterpunktenergien g,

und gy auf, daher wird wiederum die Idee aus Abschnitt 4.2.2 aufgegriffen. Falls zur

Anfangszeit gilt, dass Z%) = 0, so léasst sich dies durch die Forderung

5y 28 (1) =0 (4.50)

fur alle Zeiten ¢ sicherstellen.
Es gilt

.0 |0 10
152’5? =1 [8(]12] U%) —1 [E)JM] ng) + J23(233 - Zm)
1)

+ Jio (Zl3 - M10'13 ) J34<Zz4 + M4024)
— U (2522)23 B 223) + U3< 2333 Z%))

(4.51)

wobei ausgenutzt wurde, dass pu, = pu3 = 0. Die Tunnelraten Ji, und J34 sind durch
(4.45a) und (4.45b) gegeben, fiir die Ableitungen folgt

0 10 1 3 S Y oD
Ji2 = Jio| —ne — = 12 =J| 32+ = =5 | (4.52a)
o 1o 10, y o xl W
s = ey | — o GO = | 22 4+ 23 43| (4.52b)

Fiir stationare Zustande gilt ny, = y%) =0 und ng = yé? = 0, sodass die entsprechenden
Terme in (4.54c¢) verschwinden sollten und daher vernachlassigbar sind.

Werden (4.51) und (4.52) nun in die Forderung (4.50) eingesetzt, so ergibt sich wie
erwartet eine komplexe Gleichung der Form (4.46), die linear in p; und py ist. Die
Parameter lauten

0
J120'§3) (1 +1 S(l)) (453&)
j
W
3= Jyoll (1 ti Cfg)) (4.53b)
j
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B X(l) ) X(l)
1= 1J12<7§3) ~(12) 1(]340%11)%
J12

4.53¢
+Aﬁ@—@?”%%@$—%% (4530

_UZ( 2223 Z(l))+U3( 2333 Z%))

Wie zuvor diskutiert, sind Real- und Imaginérteil der Gleichung (4.46) im MF nicht
unabhéngig, sodass nur eine reelle Gleichung verbleibt. Hierzu sollen die Imaginértei-
le der Parameter (4.53) verwendet werden, da diese geméaf (4.42a) mit dem Strom

zusammenhéingen, denn X %) =2 Im(iZ%)). Damit gilt

ey
a=2Ima=Jp, (] 04 el N}Q)) : (4.54a)
J12
) &)
B=2Imp = Jy Jod +Cis % , (4.54b)
24
5 X(l) X(l)
1 1
Q= 2TmQ = Jipely S — Jyuc) 25
) Ju (4.54c)
+ TV = T8+ T (V) - V) '

— Up (Vs — VS5 ) + Us (Vighs — V53 ) -

Hierbei sei angemerkt, dass diese Groflen im Allgemeinen natiirlich zeitabhéngig sind,
was jedoch der Ubersichtlichkeit halber an dieser Stelle nicht explizit gekennzeichnet
wird.

Stationare Besetzungszahlen

Die Gleichungen (4.45) beschreiben die Kopplung eines eingebetteten Zweimodensystems
mit den Reservoirmulden fiir beliebige Kopplungsstérken, sodass die Forderung nach P7 -
symmetrischen stationaren Losungen lediglich iiber die Wahl von v und die Praparation
des Anfangszustandes umgesetzt wird. Eine andere Moglichkeit besteht nun darin, die
Erhaltung der Besetzungen in den Systemmulden explizit zu fordern, was zum Ausschluss
der PT-gebrochenen Losungen und der zugehorigen Werte fiir v fiihrt.

Eine solche Forderung lédsst sich nicht iiber die Gitterpunktenergien realisieren, wes-
halb stattdessen die Gleichungen (4.45a) und (4.45b) durch neue Bedingungen an die
Tunnelraten ersetzt werden miissen. Diese Bedingungen lauten

J12 = Jos (4.55a)
Jaa = Jo3 (4.55b)
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4.3. Kontrollparameter im Vielteilchensystem

was fur die Tunnelraten

J12( ) J23j23 Ei; ) (4'563)
Toat) = g 250 (4.56D)

=1

J :(34) (t)
liefert. Die Gleichungen (4.56) stimmen im MF mit den urspriinglichen Bedingungen
aufgrund der Anfangsbedingung (4.22) fiir stationdre Zustéande tiberein. Die Kopplungs-

konstante « geht nur noch iiber den Anfangszustand in das System ein, sodass wiederum
das zeitlich lineare Verhalten der Reservoirbesetzungen verloren geht.

Wie zuvor garantiert diese Parameterwahl keine stationdren Strome, sodass auch hier die
Gitterpunktenergien entsprechend modifiziert werden kénnen. Die Gleichungen (4.52)
sind nun nicht mehr giiltig, stattdessen miissen die Ableitungen von (4.56) verwendet
werden,

0 1 0~y 1 0+ x) o x D
—J1y = Jis (~1 [ P — ) = Jp (— 2 Tl 12 ) (4.57a)
ot M g¢” ( ot’ Jg; 952’ 35;
) 1 0~y 10 a8 xl) )
rdu = J34(~1 gg - = 34) = J3y (— ~213 + =7 t 31, (4.57Db)
ot M o’ >at j<23> jg4> jg4>

Diese unterschieden sich von den Ableitungen (4.52) jedoch lediglich um einen Term, der
hier wiederum vernachléassigt werden kann, da X’ %) = 0 dem Verschwinden der Ableitung
(4.42a) und damit wie gefordert einem stationdren Strom zwischen den Systemmulden
entspricht. Die Parameter (4.54) konnen daher ohne Abanderungen auch hier verwendet

werden.

4.3.4. Einschalten der Wechselwirkung

Die Anfangsbedingungen im Vielteilchensystem basieren auf dem Anfangszustand im MF,
der durch Gleichung (4.23) gegeben ist. Dieser Anfangszustand ist unabhéngig von der
Parameterwahl und gilt daher insbesondere auch im Fall verschwindender Wechselwirkung.
Ohne Wechselwirkung entkoppelt die BBGKY-Hierarchie und das Verhalten des Systems
lasst sich tiber die Einteilchendynamik charakterisieren. Das bedeutet, dass die Teilchen
einander nicht spliren und sich somit gleich verhalten. Diese Tatsache wird auch aus
einem Vergleich der Gleichungen (4.12b) und (4.41b) fiir U = 0 klar. Das bedeutet
wiederum, dass der Anfangszustand als Zustand des Systems ohne Wechselwirkung
angesehen werden kann. Wenn im ersten Zeitschritt nun eine Wechselwirkung auftaucht,
so verdndert dies die Figenschaften des Vielteilchensystems unmittelbar, was sich auf die
weitere Zeitentwicklung auswirkt.

61
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0 1)

Abbildung 4.4: Ein adiabatischer Einschaltvorgang der Wechselwirkung kann
durch Feschbach-Resonanzen erreicht werden. Die Wechselwirkung wird dabei stetig
auf den gewiinschten Wert U, zur Zeit t, erhoht, sodass ein sprunghafter Anstieg
vermieden wird.

Eine einfache Moglichkeit einen Sprung der Wechselwirkung zwischen dem Anfangs-
zustdnden und den weiteren Zustianden zu vermeiden ist in Abbildung 4.4 dargestellt.
Dazu wird in der Anfangsphase ein adiabatischer Einschalvorgang eingefiigt, in der die
Wechselwirkungsstarke U stetig auf den gewtinschten Wert U, bei der Zeit t, erhoht wird.
Uber Feshbach-Resonanzen ist die Wechselwirkung praktisch beliebig einstellbar [110],
sodass U nun ebenfalls zeitabhéngig sein soll. Als mogliche Einschaltfunktion wird in
dieser Arbeit

Uy(Lt — Lsin(2rt 0<t<t
U(t) — {U()(to 2m SlIl( ﬂ-to)) - =" (458)
0 to <t

verwendet, da diese Funktion stetig in den ersten beiden Ableitungen ist,

t
QU(t) —0 = Y <1 — cos (2%)) o =0, (4.59a)
ot t=tg tO t=tg
82 27TUO t
—U(t)|eg = in| 27— ||, =0. 4.59b
o’ Wiz =~ Sm( Wto> = (4.5b)

Da die Wechselwirkungsstarke nun zeitabhéngig ist, tauchen in der Gleichung (4.51) aus
Abschnitt 4.3.3 zusatzliche Terme auf, welche eine Korrektur zu € aus Gleichung (4.54c)
darstellen,

~, . a _ " 8
Al = —(J gz)zg - jg?,))aUQ + (] gg):,,g - jég))gUg. (4.60)
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4.3. Kontrollparameter im Vielteilchensystem

4.3.5. Reinheit

Wie in Abschnitt 4.3.1 diskutiert, werden MF-artige Anfangszustande fir die Vielteil-
chenbeschreibungen verwendet, was einem reinen Vielteilchenzustand entspricht. Fiir
die Verwendung der Gleichungen (4.45) ist ein reiner Zustand absolut notwendig. Durch
Kopplung der Einteilchendynamik an die Mehrteilchendynamik wird dieser Zustand
jedoch tiber kurz oder lang verloren gehen. Um diesen Prozess zu charakterisieren, lasst
sich eine Grofle fiir die Reinheit des Systems definieren [105]. Dazu wird das Kriterium
fiir Bose-Einstein-Kondensation aus Abschnitt 2.1.1 aufgegriffen.

Die reduzierte SPDM (2.5) besitzt fiir ein reines ideales BEC mit entsprechender Sortie-
rung der Basiszustande die Form

o =1 0 . (4.61)

Falls die SPDM mehr als einen von Null verschiedenen Eigenwert besitzt, so liegt bereits
kein reines BEC im eigentlichen Sinne vor. Der am unreinste Zustand in einem M-

Modenmodell besitzt eine reduzierte SPDM der Form
1

o= wm , (4.62)

was bei ausreichend hoher Teilchenzahl in jeder Mulde einem fraktionierten BEC ent-
spricht.

In einem M-Modenmodell ist die Grofie
M tr (0521 . Jg()i) -1
M—-1

Py = (4.63)
auf den Zahlenbereich [0, 1] beschrankt, und kann als Maf fiir die Reinheit verwendet
werden. Fiir ein reines Kondensat ist die reduzierte SPDM idempotent beziiglich der
Matrixmultiplikation, sodass P, = 1. Fiir ein ganzlich unreines Kondensat hingegen gilt

1

2

tr(agézl : 0521) =tr ﬁ = MW = (4.64)

sodass Py = 0.
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4.3.6. Zusammenfassung

Um BGL auch in einem Vielteilchensystem zu realisieren, muss der Anfangszustand aus
dem MF in die Vielteilchenbeschreibung iibertragen werden. Fiir das BHM geschieht dies
iiber die Vielteilchenwellenfunktion

) = Coproyg I 1) (4.352)

LRI V4
=
mit den Koeffizienten .
nm
Cny,omyy =V N! H 7;”‘ , (4.35b)
m=1 m:*

die Anfangsparameter der BBR-Methode ergeben sich entsprechend,

o) = Ny, (4.38)
Oonn = N(N = Vit + Ni8mthn, . (4.40)

Nun lassen sich wiederum entsprechende Bedingungen an die Kontrollparameter for-
mulieren, um eine MF-artige Kopplung des eingebetteten Zweimodensystems an die
Reservoirmulden zu realisieren. Diese lauten im Allgemeinen

2y (1
hw—;ﬁg, (1.452)
12
2 t
Tuult) = %ﬁﬁ;, (4.45)
34
y(l)(t) ]7(1)(0 ]7(2) (t) ]7(2) (t)
() =22 = g Jis ) gy (T g g (et g ) (4.45¢)
e TiRe iR o
0 (t) 755(t) 75 () Y0
pa(t) = =32 = —Jpg= 2L p U [SEBL 1| |22 1) (4.45d)
! 755 (1) IO iR

Die Wahl der Bedingungen ist hierbei nicht eindeutig, im Spezialfall stationérer Losungen
etwa konnen andere Bedingungen an die Tunnelraten gestellt werden,

m@—&%ﬁg, (4.561)
Jau(t) = J23]:23(t) - (4.56b)

Im Gegensatz zum MF sind diese Bedingungen jedoch in keinem Fall ausreichend, um
quasistationidre Losungen zu erhalten, da die Effektivitiat der Bedingungen stark von der
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Reinheit (4.63) des Vielteilchensystems abhéngt. Da die Reinheit durch Wechselwirkungen
zwangslaufig abnimmt, konnen die Gitterpunktenergien um

a — o Ml - 045#4
A , 4.49
H1 = o + 5 ( a)
5O — B/L” aBpt”
A , 4.49b
Mg = o2 +5 ( )

korrigiert werden, um einen stationdren Strom zu erzwingen, wobei

(1)
~ c
a=Jp (J %) + 653) ~g)) ; (4.54a)
12
-(1) O e
B= sl Jsd + e =y | - (4.54D)
J 24
W )
1 1
Q=17 12053) 7(112) - J34Cé4) .~(311§
12 34
4.54c
TV — TV 4 (VL) — V) (4.54c)

— Un (Vs — Vi) + Us(V3hs — V57) -

Der MF-Anfangszustand entspricht einem Zustand des Vielteilchensystems ohne Wech-
selwirkungen, also fiir U = 0. Fiir den Zustand verandern sich die Eigenschaften des
Systems dann sprunghaft fiir U # 0 zur Zeit t = 0. Um das System adiabatisch in einen
Zustand mit Wechselwirkung U, zu iiberfithren, wird die Wechselwirkung als zeitabhéngig
angenommen mit

¢ 1 ¢
U(t) = {UO(to ~sin(2r)) 0=t , (4.58)
UO to <t
wobel dann wiederum der Parameter €2 durch
AQ = —(j5hs — 7% ) =, O Uy + + (755 — J % )a U (4.60)
J 2223 — J23 ot 2 J 2333 323 PIAEE .

korrigiert werden muss.

4.4. Implementation

Der vorliegende Abschnitt soll kurz die grundlegende numerische Vorgehensweise darstel-
len, Aufbau und Ablauf des Programms sind schematisch in Abbildung 4.5 zu sehen.
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Abbildung 4.5: Aufbau und Ablauf des Programms sind prinzipiell fiir alle in
dieser Arbeit betrachteten Systeme gleich. Fiir das MF werden die Bewegungsglei-
chungen aus Abschnitt 3.3 und die Parameter aus Abschnitt 4.2.4 verwendet. Fir
das Vielteilchensystem sind die entsprechenden Parameter in Abschnitt 4.3.6 zu-
sammengefasst. Die vollstandige Vielteilchendynamik ist dann durch das BHM aus
Abschnitt 3.2 gegeben, fiir die BBR-Néherung hingegen werden die Bewegungsglei-
chungen aus Abschnitt 3.4 verwendet. Die Abbruchbedingungen sollten zusétzlich
noch Integrationsprobleme abfangen und sind daher im Allgemeinen abhéangig von
der verwendeten Integrationsmethode.

In jedem Zeitschritt der Integration miissen die Parameter des reellen optischen Potentials
angepasst werden. Die Anfangsbedingungen und die Wahl der Parameter wurden in
den Abschnitten 4.2 und 4.3 bereits ausfithrlich diskutiert, eine Zusammenfassung ist
jeweils fiir das MF unter Abschnitt 4.2.4 und fiir das Vielteilchensystem unter Abschnitt
4.3.6 zu finden. Die Integration umfasst jedoch neben der Wahl der Parameter auch
die Auswertung der jeweiligen Bewegungsgleichungen und bildet somit den Kern des
Programms.

4.4.1. Auswertung der Bewegungsgleichungen

Das BHM (3.7) kann entsprechend [91] behandelt werden. Dazu wird zuerst eine lexiko-
graphische Fock-Basis erzeugt, mit der sich dann die von Null verschiedenen Eintréage
der Hamilton-Matrix berechnen lassen. Hierbei wird jedoch keine Bisektion verwendet,
wie in [91] vorgeschlagen, sondern die lexikographische Sprungverschiebung (3.17) aus
Abschnitt 3.2.3. Da viele Eintrage der Hamilton-Matrix des BHM verschwinden, ist es
sinnvoll, die Matrixmultiplikation direkt auszufithren, ohne die Matrixeintrige explizit
zu speichern [89].
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Die Behandlung eines vollen Vielteilchenproblems ist dennoch enorm aufwendig und der
zugéngliche Teilchenzahlbereich ist dementsprechend gering. Jedoch ist dieses Problem
hochgradig parallelisierbar, denn der Hamilton-Operator lasst sich zeilenweise auswerten,
wobei jede Zeile unabhéngig von den anderen behandelt werden kann. Die Auswertung
des Hamilton-Operators lasst sich also auf D parallele Prozesse iibertragen, wobei die
Dimension durch (3.11) gegeben ist, sodass sich die Rechenzeit eines Integrationsschrittes
prinzipiell auf die Auswertung einer einzelnen Zeile der Hamilton-Matrix reduziert.

Eine zentrale Prozessoreinheit (Central Processing Unit, CPU) ist fir eine derartige
Aufgabe nur bedingt geeignet, da diese nur wenige Kerne besitzt, die jeweils jedoch
komplexe Aufgaben erledigen konnen. Eine Grafikprozessoreinheit (Graphics Processing
Unit, GPU) hingegen besitzt viele Kerne, die ihrerseits wiederum nur fir primitive
Aufgaben ausgelegt sind. GPUs spielen in der Numerik eine immer groiere Rolle, da sich
viele Probleme und Algorithmen parallelisieren lassen und moderne Grafikkarten eine
groBe Anzahl an Kernen und damit eine enorme Rechenleistung besitzen. Eine GPU lésst
sich iiber die von NVIDIA entwickelte Programmierschnittstelle CUDA ansteuern und
nutzen. Hierbei muss jedoch beachtet werden, dass GPUs eine von CPUs vollkommen
verschiedene Architektur aufweisen und daher andere Programmierkonzepte notwendig
sind, dies wurde bereits in [89] behandelt. Fiir Details zur Konzeption und Verwendung
von CUDA sei auf die Literatur [113, 114] und auf die CUDA-Dokumentation [115]
verwiesen.

Eine Parallelisierung des Vielteilchenproblems bringt starke Verbesserungen mit sich, es
lassen sich hiermit Teilchenzahlen bis N ~ 200 sinnvoll behandeln (NVIDIA Tesla C2075).
Um grofere Teilchenzahlen zu untersuchen wird die BBR-Néherung aus Abschnitt 3.4 in
Form des gekoppelten Differentialgleichungssystems (3.36) mit (3.46) verwendet. Obwohl
sich prinzipiell auch die Auswertung der BBR-Methode durch CUDA parallelisieren lasst,
ist der Aufwand bei einem Viermodensystem relativ gering und insbesondere unabhéngig
von der Gesamtteilchenzahl, da die Anzahl der Gleichungen selbst nur durch die Anzahl
der Potentialmulden bestimmt wird.

4.4.2. Integration der Bewegungsgleichungen

Durch die Zeitabhédngigkeit der Parameter stellt die Integration ein absolut nichttriviales
Problem dar. Hinzu kommt noch die hohe Dimensionalitat von Vielteilchenproblemen,
was insbesondere fiir das BHM gilt. Aus diesen Grund wird fiir die Integration ein
moglichst effizienter Algorithmus bendétigt.

Unter allen Verfahren zur Integration gewohnlicher Differentialgleichungen gehoren die
Runge-Kutta (RK)-Verfahren sicherlich zu den effizientesten. Das weithin bekannte
und viel genutzte klassische vierstufige RK-Verfahren liefert eine hohe Genauigkeit, bei
moglichst geringem Aufwand. Das RK4-Verfahren bendtigt genau vier Auswertungen der
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Bewegungsgleichungen, ebensoviele wie die Ordnung des Verfahrens. Bei hoheren Ordnun-
gen steigt die Zahl der Auswertungen stiarker an und damit auch der Aufwand. Mithilfe
eingebetteter RK-Formeln [116-119] lassen sich Algorithmen mit einer dynamischen
Schrittweite realisieren [120]. Eine Schrittweitensteuerung dient hierbei nicht nur der
Einhaltung von Fehlertoleranzen sondern kann auch die Integrationszeit stark reduzieren.
Viele Bibliotheken zur Integration gewohnlicher Differentialgleichungen wie die in dieser
Arbeit verwendete RKSUITE [121] stellen heutzutage RK-Verfahren mit Schrittweiten-
steuerung zur Verfiigung. Obwohl diese Implementationen hoch optimiert sind, weisen
diese in Verbindung mit CUDA einem enormen Nachteil auf. Um auf einer GPU zu
rechnen, muss entsprechender Speicherplatz auf der Grafikkarte verwendet werden. Ko-
piervorginge zwischen CPU- und GPU-Speicher sind jedoch aufwendig, insbesondere bei
groffen Datenmengen, und die Dimension der Fock-Basis bei der Auswertung des BHM
ist im Allgemeinen sehr grofi. Wenn die Auswertung nun auf einer GPU, die Integration
hingegen auf einer CPU geschieht, so sind pro Integrationsschritt zwei Kopiervorgéinge
notwendig.

Zu diesem Zeitpunkt existiert noch keine GPU Implementation eines solchen Algorithmus.
Der Grund hierfiir ist der, dass sich ein RK-Schritt nicht parallelisieren lésst und die einzel-
nen Rechenoperationen auf einer CPU im Vergleich zu einer GPU stets schneller ablaufen.
Durch eine CUDA-Implementation kénnten hohere Teilchen- oder auch Muldenzahlen
untersucht werden, was zur jetzigen Zeit durch enorm lange Rechenzeiten schlichtweg
unzweckmaéfig ist. Prinzipiell lassen sich eingebette RK-Verfahren jedoch problemlos mit
CUDA implementieren, etwa ein RK-Fehlberg-Verfahren der Ordnung O(5) [117] mit
Cash-Karp-Konstanten [122]. Jedoch eignet sich ein solcher Algorithmus nur fiir einfache
Probleme [120] und liefert nicht die benétigte Effizienz. Ein aussichtsreicher Kandidat
fiir eine entsprechende Implementierung stellt der Dormand-Prince-Algorithmus der Ord-
nung O(8) (DoPr853) dar [120], der jedoch bereits merklich komplexer und aufwendiger
zu implementieren ist. In dieser Arbeit wird daher, wie bereits erwdhnt, die RKSUITE
verwendet, welche dennoch eine sehr effiziente Auswertung der Bewegungsgleichungen
erlaubt.

4.4.3. Normierung und Skalierung der Kontaktwechselwirkung

Mit einer normierten Wellenfunktion im MF und im BHM oder normierten Parametern
in der BBR-Methode zu rechnen, bringt zwei Vorteile mit sich. Zum einen ist die
Grofle der Zahlen von der Gesamtteilchenzahl unabhéngig, sodass sich die Genauigkeit
leicht durch eine absolute Zahl an Dezimalstellen beschreiben léasst. Zum anderen bringt
insbesondere die Normierung auf Eins numerische Vorteile mit sich, da etwa Effekte
wie die Stellenausloschung in dieser Groflenordnung meist unproblematisch sind. Das ist
insbesondere wichtig in Verbindung mit einer Schrittweitensteuerung.

Die MF-Wellenfunktion skaliert mit /N und kann daher einfach normiert werden. Hierfiir

68



4.4. Implementation

lassen sich etwa normierte Besetzungszahlen

Ny

N

Ny = (4.65)
einfithren. Mit der Normierung der MF-Wellenfunktion ergibt sich mit den Gleichungen
(4.35) auch eine normierte Vielteilchenwellenfunktion. Im BHM lésst sich die Wellenfunkti-
on ebenfalls mit v/N normieren, dies gilt jedoch nicht fiir die gesamte BBGKY-Hierarchie.
Aus Abschnitt 3.4.2 ist bekannt, dass die Einteilchendynamik von der Ordnung O(N)
ist, die Zweiteilchendynamik hingegen besitzt die Ordnung O(N?). Da in der hier ver-
wendeten BBR-Naherung (3.45) keine weiteren Terme auftauchen, geniigt es, die ersten
beiden Ordnungen entsprechend zu normieren.

Hierbei muss jedoch unbedingt beachtet werden, dass all diese Bewegungsgleichungen
nichtlineare Wechselwirkungsterme enthalten, sodass jeweils die Wechselwirkungsstéarke
entsprechend angepasst werden muss. Eine Skalierung der Kontaktwechselwirkung ist
dariiber hinaus notwendig, um insbesondere die einzelnen Viermodensysteme mit dem
Zweimodensystem aus Abschnitt 2.3 vergleichen zu kénnen.

Das PT-symmetrische Zweimodensystem (2.19) wird in der Literatur stets fiir normierte
Besetzungszahlen n; = n, = 1/2 betrachtet, sodass die Gesamtteilchenzahl auf N = 1
normiert ist. Die Normierung lasst sich ohne Beschrankung der Allgemeinheit stets wéhlen,
da alle Groflen des Zweimodensystems entsprechend skalieren. Ein Viermodensystem hin-
gegen lésst sich zwar ebenso normieren, die Teilchenzahl des eingebetteten Systems jedoch
hangt nun mit der Teilchenzahl des gesamten Systems iiber den Besetzungsunterschied
zwischen System- und Reservoirmulden zusammen.

Um die Kontaktwechselwirkung fiir beliebige Besetzungszahlen der Systemmulden mit
dem Zweimodenmodell (2.19) vergleichen zu kénnen, muss

N
= 4.66

mit Ny = ny + ng gewahlt werden. Dabei bezeichnet ¢ die Nichtlinearitatsstarke des
normierten Zweimodenmodells. Der Faktor N, der wiederum bei der Definition der
Nichtlinearitétsstarke im MF auftritt, muss im Allgemeinen durch einen Faktor (N — 1)
ersetzt werden, also

g=(N-1U,. (4.67)

Dies rithrt daher, dass fiir den MF-Ubergang bereits eine sehr grofie Anzahl an Teilchen
benotigt wird, sodass (N — 1) ~ N fir N > 1. Anschaulich lésst sich dies auch so
verstehen, dass bei einem einzelnen Teilchen, also N = 1, keine Wechselwirkung auftreten
darf. Fir die Kontaktwechselwirkungsstéarke U im BHM gilt also insgesamt

9MF
— . 4.
v N -1 (4.68)
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Hier sei noch angemerkt, dass fiir eine effektive Beschreibung eigentlich nur die Gesamt-
teilchenzahl im eingebetteten System von Interesse ist, sodass g = (Ny — 1)U wie in
[40]. Das wiirde jedoch bedeuten, dass die Teilchen in den Reservoirmulden fiir Ny = 1
ebenfalls keine Wechselwirkung und somit wiederum nur eine Einteilchendynamik wie
im MF erfahren wiirden. Da dies nicht gewollt ist, wird stets die Gesamtteilchenzahl
verwendet.

Fiir die BBR-Naherung schliefllich muss beachtet werden, dass die Einteilchen- und
Zweiteilchenmatrizen jeweils unterschiedlich skaliert werden. Dies gilt jedoch sehr allge-
mein, so skaliert die nachsthéhere Ordnung in der BBGKY-Hierarchie stets mit einem
zusatzlichen Faktor N. Fiir die normierte Einteilchen- und Zweiteilchendynamik (3.36)
der BBGKY-Hierarchie folgt damit

.0 (1) (1) (1) )
L0 = kal,ko-k—l,l + Jk+1,k0k+1,l - Jl,lflo-k,l—l - Jl,l+1‘7k,z+1
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2 1 2 1

- (Mk - MZ)UE) )

_ (2) (2)
lao—klmn - Jk—l,kakfl,lmn + Jk-l-l,k’akJrl,lmn

(2) (2)
- Jl,l—lo—kjfl,mn - Jl,l+10-k,l+1,mn
(2) (2)
+ Jm—l,makl,mfl,n + Jm+1,m0kl,m+1,n
(2) (2)
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5. Ergebnisse und Diskussion

In diesem Kapitel werden die numerischen Resultate der Systeme aus Kapitel 3 mit
den Uberlegungen aus Kapitel 4 gezeigt und diskutiert. Dazu wird zuerst der Einfluss
der Kontrollparameter und das grundlegende Verhalten des BHM, sowie der MF und
BBR-Néherungen untersucht. In Abschnitt 5.2 werden dann die zeitabhéngigen Potentiale
aus Kapitel 4 zur Realisierung von BGL betrachtet.

5.1. Konstante Potentiale

Zuerst werden zeitlich konstante Potentiale betrachtet, um die grundlegenden Eigen-
schaften des Viermodenmodells zu verstehen. Zu diesem Zweck sollen im Folgenden
insbesondere die Tunnelraten J und die Wechselwirkung g naher untersucht werden.
Die Gitterpunktsenergie u; entspricht wie bereits erwdhnt der Definition des chemi-
schen Potentials der Mulde k. Falls sich die chemischen Potentiale benachbarter Mulden
unterscheiden, so werden Teilchen bevorzugt in die Mulde mit geringerem chemischen
Potential tunneln, sofern sich dort nicht bereits so viele Teilchen aufhalten, dass die
Selbstwechselwirkung den Energiegewinn tiberwiegt. In dem spéter betrachteten einge-
betteten Zweimodensystem diirfen sich die chemischen Potentiale der Systemmulden
aufgrund der Symmetrie des Potentials nicht unterscheiden und kénnen durch Verschie-
bung der Gesamtenergie stets auf Null gesetzt werden. Die chemischen Potentiale der
Reservoirmulden hingegen sind jeweils durch die Gleichungen aus den Abschnitten 4.2
und 4.3 festgelegt, sodass keine Freiheiten verbleiben. Daher ist es hier nicht nétig, das
chemische Potential weiter zu beachten.

5.1.1. Tunnelrate und Zeitskala

Die Tunnelraten Ji; charakterisieren den kinetischen Term des BHM (3.7). Fir den
trivialen Fall einer verschwindenden Tunnelrate J,; = 0 treten keine Tunnelprozesse
zwischen den Mulden k£ und [ auf, sodass deren Besetzungszahlen erhalten bleiben.
Interessanter ist natiirlich der Fall J,; # 0, bei dem die Tunnelrate jeweils die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen Tunnelprozess und damit die Geschwindigkeit des Teilchenflusses
zwischen zwei Mulden bezeichnet. Dabei sollte beachtet werden, dass es sich hierbei
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Abbildung 5.1: Besetzungszahlen fiir unterschiedliche Tunnelraten J im BHM
(links) und im MF (rechts) mit den Anfangswerten n,(0) = 2, ny(0) = n3(0) =
n4(0) = 0 sowie einer Wechselwirkungstirke g = 1 in allen Mulden. Mit steigen-
den Tunnelraten J = J;5 = Jos = J3s entleert sich die erste Mulde zunehmend
rascher und entsprechend lauft die gesamte Dynamik schneller ab. Eine quantitative
Anderung der Besetzungszahlen durch die Zunahme der kinetischen Energie sind
insbesondere im BHM, bei genauerer Betrachtung jedoch auch im MF zu erkennen.
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Abbildung 5.2: Besetzungszahlen im MF fiir unterschiedliche Tunnelraten J wie in
Abbildung 5.1, jedoch mit der Wechselwirkungsstiarke g = 0. Ohne Wechselwirkung
beschreibt die Einteilchendynamik das System bereits vollstandig, sodass auf die
Darstellung der Vielteilchendynamik verzichtet werden kann. Hierbei ist keine
quantitative Anderung der Besetzungszahlen zu erkennen, da sich die Gesamtenergie
auf den kinetischen Anteil reduziert. Mit steigenden Tunnelraten J reduziert sich
also lediglich die Zeitskala, auf der Teilchenaustauschprozesse geschehen.

nicht um die Geschwindigkeit des Tunnelprozesses selbst handelt, denn Tunnelprozesse
geschehen stets instantan, sondern um die Ubergangsrate von Teilchen. Daher bestimmt
die Tunnelrate die Zeitskala, auf der Teilchenaustauschprozesse und damit die gesamte
Dynamik ablaufen. In Abbildung 5.1 ist die Auskopplung von Teilchen aus einer gefiillten
Mulde mit n,(0) = 2 in ein ansonsten leeres System mit g = 1 fiir das BHM (links)
und dessen MF-Ndherung (rechts) dargestellt. Dabei erfolgt die Skalierung der Wech-
selwirkung auch hier gemafi Abschnitt 4.4.3, jedoch wird auf den Faktor N, verzichtet,
da im Falle eines konstanten Potentials nicht zwischen System- und Reservoirmulden
unterschieden werden soll. Ein Vergleich zeigt, dass die Einteilchendynamik bereits das
grundlegende Verhalten des Systems fiir kurze Zeiten wiedergibt. Neben der Zeitskala,
auf der die Tunnelprozesse ablaufen, treten jedoch auch quantitative Anderungen der
Besetzungszahlen bei unterschiedlichen Tunnelraten auf. Grund hierfiir ist die Zunahme
der kinetischen Energie, da die Dynamik durch die Summe aller Energiebeitriage und
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deren Verhaltnisse bestimmt wird. Dies wird in Abbildung 5.2 deutlich. Hier ist die
Konfiguration aus Abbildung 5.1 ohne Wechselwirkungen dargestellt, sodass u;, = g, = 0,
wobei k alle Mulden bezeichnet. Die Vielteilchendynamik reduziert sich dabei auf die
Einteilchendynamik, die vollstandig durch die MF-Naherung beschrieben wird. Es ist zu
erkennen, dass die Wahl der Tunnelraten nun lediglich die Zeitskala, nicht jedoch die
Besetzungszahlen selbst verédndert.

5.1.2. Wechselwirkung und MQST

Im Gegensatz zu den restlichen Parametern tritt die Wechselwirkungsstérke in Verbindung
mit einem nichtlinearen Term im BHM (3.7) und ebenso in der GPE (3.26) auf. In der
BBGKY-Hierarchie bestimmt sie die Kopplung zwischen den einzelnen Ordnungen, die
ebenfalls als nichtlinear interpretiert werden kann in Bezug auf die Bewegungsgleichungen,
in denen der jeweilige Kopplungsterm auftaucht. In Abbildung 5.3 ist die Dynamik
eines Viermodensystems in Anwesenheit unterschiedlicher Wechselwirkungsstéirken g
dargestellt. Auch hier stimmt die Vielteilchendynamik mit der MF-Dynamik fiir g = 0
iiberein. Fir g # 0 zeigen sich jedoch wie zuvor grofle Unterschiede, wobei die MF-
Néherung auch hier das Verhalten auf kurzen Zeitskalen qualitativ richtig beschreiben
kann. Mit zunehmender Wechselwirkungsstarke nimmt diese Zeit jedoch stark ab, was
insbesondere an der Besetzungszahl n, in Abbildung 5.3 zu sehen ist. Fur sehr starke
Wechselwirkungen stellt sich ein Zustand ein, bei dem sich die Besetzungszahlen in den
einzelnen Mulden nicht mehr stark dndern. Dieser Effekt wird als MQST bezeichnet
[123-126] und ist eine Konsequenz der nichtlinearen Natur der betrachteten Systeme
[127].

Die Kopplung zweier in benachbarten Mulden lokalisierter BECs weist grofie Ahnlichkeit
mit der Situation in einem Supraleiter auf, sodass auch hier Josephson-Effekte auftreten.
Im Gegensatz zu den harmonischen Josephson-Oszillationen in einem Supraleiter sind
in einem Vielteilchensystem jedoch auch anharmonische Josephson-Effekte zu finden
[123, 127]. MQST ist ein solcher nichtlinearer Josephson-Effekt, bei dem die Tunnelpro-
zesse ab einem kritischen Wert der Kontaktwechselwirkungsstarke g unterdriickt werden,
da die Selbstwechselwirkungsenergie der Bosonen die kinetische Energie tibersteigt. Das
System geht in einen isolierenden Zustand iiber und bildet damit einen Mott-Isolator
[71, 86]. Im Allgemeinen entscheidet das Verhéltnis ¢g/J dariiber, ob ein suprafluides
Bose-Gas, was einem tiber alle Mulden delokalisierten BEC entspricht, oder ein isolie-
rendes Bose-Glas vorliegt, bei dem in jeder Potentialmulde ein eigensténdiges BEC mit
ganzzahliger Gesamtteilchenzahl lokalisiert ist [61, 86]. Die SPDM fiir einen Mott-Isolator
besitzt dann M gleiche Eigenwerte und geméfl des Kriteriums aus Abschnitt 2.1.1 liegt
damit kein BEC fiir das Gesamtsystem vor. Hierbei muss noch angemerkt werden, dass
sich strenggenommen nur in ausreichend ausgedehnten Mulden mit makroskopischen
Besetzungszahlen eigensténdige BECs ausbilden konnen.
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Abbildung 5.3: Besetzungszahlen fiir unterschiedliche Wechselwirkungsstarken g
mit n,(0) = 4, ny(0) = n3(0) = 2 und n4(0) = 1, den Gitterpunktenergien p;, =0
und den Tunnelraten J = 1 zwischen allen Mulden. Der Vergleich zwischen BHM
(links) und MF (rechts) liefert wie erwartet eine vollkommene Ubereinstimmung fiir
g = 0. Filir g # 0 hingegen zeigen sich bereits auf einer kurzen Zeitskala deutliche
Unterschiede, wobei das qualitative Verhalten tibereinstimmt. Bei sehr starken
Wechselwirkungen kommt es zum makroskopischer Quanteneinschluss (Macroscopic
Quantum Self-Trapping, MQST), sodass Tunnelprozesse unterdriickt werden und
ein Mott-Isolator entsteht.
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Abbildung 5.4: MQST auf einer langeren Zeitskala fiir starke Wechselwirkungen.
Die Wahl der tibrigen Parameter und der Anfangszustand entsprechen der Abbildung
5.3. Auch fiir langere Zeitskalen weifit das BHM bereits bei einer Wechselwirkungs-
stiarke g = 10 MQST auf. Im MF hingegen sind deutlich starkere Wechselwirkungen
notwendig, damit sich ein isolierender Zustand einstellt.

Im Allgemeinen lasst sich dieses Verhalten so beschreiben, dass im Grenzfall g/J — 0
die Besetzungszahlen durch Tunnelprozesse variiert werden koénnen und eine perfekte
Phasenkorrelation zwischen Teilchen in unterschiedlichen Mulden herrscht. Fir J/g — 0
hingegen gibt es keine Tunnelprozesse mehr, sei dies aufgrund einer hohen Barriere
zwischen den Mulden oder aufgrund starker Selbstwechselwirkung der Fall, sodass die
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Besetzungszahlen fixiert sind und keine Phasenkorrelationen mehr zwischen den einzelnen
Mulden existieren. Im MF wird dieser Effekt, insbesondere im Zusammenhang mit Zwei-
modensystemen, als MQST bezeichnet, im BHM hingegen wird fiir Mehrmodensysteme
vom Mott-Isolator gesprochen.

In Abbildung 5.4 zeigt sich jedoch, dass auf lingerer Zeitskala insbesondere im MF
noch starkere Selbstwechselwirkungsenergien fiir MQST notwendig sind, wohingegen der
isolierende Zustand im BHM bereits bei geringeren Wechselwirkungen vorliegt. Dies ist
eine Konsequenz der Beschrinkung auf die Einteilchendynamik im MF, bei der lediglich
Zweiteilchenwechselwirkungen beachtet werden. In der Vielteilchendynamik kommen
jedoch weitere Wechselwirkungsprozesse zwischen mehreren Teilchen vor, wie in Abschnitt
3.4.2 bereits besprochen wurde. Sowohl im BHM, bei dem der Parameter U geméfl der
Beziehung (4.68) praktisch unabhéngig von N ist, als auch in der GPE, bei der gyp
durch die Beziehung (4.66) linear von N abhingt, wachst die Wechselwirkungsenergie
quadratisch mit der Gesamtteilchenzahl an, sodass MQST bereits bei geringeren Werten
des makroskopischen Parameters g auftritt. Bei ausreichend grofler Teilchenzahl miissen
beide Systeme iibereinstimmen, da dort das MF eine adequate Naherung darstellt. Nichts-
destotrotz zeigt sich hierbei, dass die MF-Beschreibung fiir endliche Gesamtteilchenzahlen
zwar dhnliche Ergebnisse liefert, jedoch im Grenzfall weniger Teilchen versagt, da dort die
Vielteilcheneigenschaften wichtig werden. Dies ist insbesondere fiir stark wechselwirkende
Teilchen der Fall, da diese die Kopplung von Einteilchen- und Mehrteilchendynamik
darstellt.

5.1.3. Vergleich zwischen BHM, BBR und MF

Der Abschnitt 5.1.2 hat neben dem grundlegenden Verhalten der Systeme bei verschiede-
ner Parameterwahl vor allem auch die Unterschiede zwischen der Einteilchenbeschreibung
im MF und der Vielteilchenbeschreibung im BHM aufgezeigt. Fiir spétere Zwecke sollen
daher nun alle verwendeten Methoden verglichen werden, also auch unter Einbeziehung der
BBR-Néherung bei der Beschreibung der Vielteilchendynamik. Ahnliche Untersuchungen
sind auch in [89, 111} zu finden.

Abbildung 5.5 zeigt die Besetzungszahlen fiir die Anfangswerte ny(0) = 40, ny(0) =
n3(0) = 20 und ny(0) = 10 im Bereich einer sehr schwachen Wechselwirkung g = 0,01,
bei der noch kein MQST auftritt. Dabei ist die Zeitentwicklung jeweils fiir das BHM, die
BBR-Methode und die MF-Naherung dargestellt, welche im gesamten Bereich bereits gut
iibereinstimmen. Bei genauerer Betrachtung ist zu erkennen, dass die BBR-Naherung
hier bereits zu jedem Zeitpunkt die exakte Vielteilchendynamik wiedergibt, wohingegen
die MF-Losung zunehmend Abweichungen zeigt. Ein Nachteil der BBR-Methode besteht
jedoch darin, dass die Gesamtenergie hierbei im Gegensatz zur MF-Naherung nicht
mehr erhalten ist. Dieses Verhalten wird insbesondere bei starkeren Wechselwirkungen
deutlich, wie in Abbildung 5.6 fiir ¢ = 0,1 zu sehen ist. Obwohl nach einiger Zeit
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Abbildung 5.5: Anharmonische Josephson-Oszillationen fiir n,(0) = 40, ny(0) =
n3(0) = 20 und ny(0) = 10 sowie den Tunnelraten J;, = Jo3 = J3y = 1 bei
einer schwachen Wechselwirkung g = 0,01. Dargestellt sind die Dynamik und
die Gesamtenergie im MF sowie fiir die volle Vielteilchendynamik und die BBR-
Néherung. Fiir letztere Systeme wird auBerdem die Reinheit (4.63) dargestellt. Es
tritt kein MQST auf und die Dynamik aller Mulden stimmt iiber die gesamte Dauer
gut iiberein. Es ist zu erkennen, dass die BBR-Néherung die Vielteilchendynamik
bereits sehr gut wiedergibt, wobei jedoch die Gesamtenergie nicht exakt erhalten
ist.

ny

n3

ny

Ny

keine der Naherungen das Vielteilchenproblem korrekt beschreiben kann, zeigt sich auch
hier, dass die BBR-Naherung die Vielteilchendynamik deutlich besser widerspiegelt und
Vielteilcheneffekte wie die zeitliche Abnahme der Maximalbesetzung in der ersten Mulde
in Abbildung 5.6 erfassen kann. Nach dieser Zeitdauer sind die Abweichungen fiir beide
Naherungen jedoch so grof3, dass kein sinnvoller Vergleich mit der exakten Dynamik mehr

moglich ist.

Grund fir die grofien Abweichungen zum MF ist wohl die von der Wechselwirkungsstérke
abhéngige Abnahme der Reinheit, da die MF-Theorie nur fiir ginzlich reine Kondensate
giiltig ist. Neben der Abnahme der Reinheit fallen in den Abbildungen 5.5 und 5.6 vor
allem die Reinheitsoszillationen auf, die bereits in Zweimodensystemen mit BGL beobach-
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Abbildung 5.6: Wie Abbildung 5.5 jedoch fiir eine starkere Wechselwirkung
g = 0,1. Die Teilchen sind noch immer beweglich, die Tunnelprozesse werden
jedoch zunehmend unterdriickt und die Dynamik stimmt mit den Naherungen nur
noch auf einer kurzen Zeitskala iiberein. Die BBR-Methode beschreibt die echte
Vielteilchendynamik hierbei wiederum deutlich langer als die MF-Naherung, auf
lange Sicht liefert jedoch keine N&herung quantitativ richtige Ergebnisse.

tet wurden [105]. Wahrend diese Reinheitsoszillationen in einem Zweimodensystem nur
bei Teilchenaustausch mit der Umgebung zustandekommen, so treten diese hier bereits
in einem abgeschlossenen Viermodensystem auf. Bei starken Wechselwirkungen sind
wiederum grofle Abweichungen zwischen der Reinheit des BHM und der BBR-Methode
festzustellen. Hierfiir ist wohl der mit der Wechselwirkungsstarke zunehmende Energie-
verlust bei der BBR-Néherung verantwortlich, da die BBR-Dynamik zunehmend von der
echten Vielteilchendynamik abweicht.

Des weiteren sollte noch beachtet werden, dass sowohl die BBR als auch die MF-Naherung
die Anderung der Besetzungszahlen fiir eine grofiere Muldenpopulation besser beschreiben,
das Verhalten ist hierbei eher harmonisch. Fiir eine geringe Muldenpopulation hingegen
ist die exakte Dynamik vollkommen anharmonisch. Dieses Verhalten ist der Tatsache
geschuldet, dass beide Naherungen fiir den Grenzfall grofler Gesamtteilchenzahlen einge-
fithrt wurden und fiir N = 90 daher eigentlich ungeeignet sind. Dies macht sich wiederum
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mit steigender Wechselwirkung bemerkbar, da die Vielteilcheneigenschaften in Form
anharmonischer Beitrage zunehmend wichtig werden.

Gesamtenergie

Wie die bisherige Diskussion gezeigt hat, stellt die Ubereinstimmung der Gesamtenergien
zumindest fiir die BBR-Methode ein Maf fiir die Zeitskalar dar, auf der diese Naherung
verwendet werden kann. Dartiber hinaus enthalten die Abbildungen 5.5 und 5.6 jedoch
noch weitere Informationen. So ist die anfingliche Ubereinstimmung aller Energien
eine Bestitigung der Uberlegungen zur Skalierung aus Abschnitt 4.4.3. Die MF- und
BHM-Energie sind in einem konstanten Potential erhalten und es kommt zu einer
Energieverschiebung aufgrund der starkeren Wechselwirkung. Die BBR-Methode hingegen
erhélt die Gesamtenergie nicht, sondern fallt oszillierend ab. Der Energieverlust ist
dabei wie bereits erwahnt umso grofler, je starker die Wechselwirkung gewahlt wird, die
Oszillationen werden dabei zunehmend anharmonisch. An dieser Stelle sollte noch erwéhnt
werden, dass die Gesamtenergie fiir zeitabhdngige Potentiale nicht mehr erhalten sein wird,
da die Anderung der Parameter des optischen Potentials mit einem Energieaustausch
verbunden ist.

Die Energie des BHM ergibt sich als Erwartungswert des Hamilton-Operators (3.7),

Egn = (Hpn) - (5.1)

Diese Energie lasst sich bei der Integration direkt durch eine Vektor-Vektor-Multiplikation
(Y|) = —iEgy berechnen. Fiir die BBR-Methode hingegen ist die Energie entsprechend
durch Einsetzen der Definition (3.7) gegeben, sodass

1
EBBR = - Z Jmm/o-fiin’ + 5 Z Um (No-gsznmm - O-’S)’IL’?TL) + Z ,um0-7(712n : (52)
(m m/> m m

An dieser Stelle sollte beachtet werden, dass sich diese Energie exakt im Rahmen der
BBR-Naherung (3.45) berechnen lésst. Exakt ist dabei so zu verstehen, dass keine
zusétzlichen Naherungen in (5.2) erforderlich sind, da ohnehin nur Einteilchen- und
Zweiteilchenmatrizen auftauchen.

Im MF ergibt sich die Energie schliellich durch die Naherungen djn = Uy, Gy, = 1y, und
(N —1) ~ N fir N> 1, sodass

. 1
<m,m/> m m

Hierbei ist wiederum zu beachten, dass sich die MF-Energie um einen Faktor 2 im
Wechselwirkungsanteil von der GPE (3.26) unterscheidet, deren Energieeigenwert das
chemische Potential darstellt.
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5.2. Zeitabhangige Potentiale zur Realisierung von BGL

Nachdem nun einige grundlegende Eigenschaften des Viermodensystems mit konstanten
Potentialen insbesondere im Rahmen der Vielteilchenbeschreibung diskutiert wurden,
sollen in diesem Abschnitt zeitabhédngige Potentiale zur Realisierung von BGL gemafl
Abschnitt 4.1.1 betrachtet werden. Es stellt sich nun die Frage, ob und wenn ja wie gut sich
BGL und im speziellen auch P7T-Symmetrie in einem Vielteilchensystem realisieren lassen.
Dabei ist beispielsweise die Zeitdauer von Interesse, tiber die sich so ein stabiler Zustand
aufrecht erhalten lasst, da Abweichungen gegeniiber der MF-Dynamik zu erwarten sind,
wobei an dieser Stelle noch vollkommen unklar ist, in welcher Form und Stérke diese
auftreten. Zudem existieren nun mehrere Moglichkeiten fiir die Parameterwahl, denen
ganzlich unterschiedliche Forderungen zugrundeliegen und die es zu untersuchen gilt.

5.2.1. Quasistationare Zustande

Um PT-symmetrische quasistationdre Zustande in einem Viermodensystem beobachten
zu konnen, miissen die Kontrollparameter dynamisch gewahlt werden. Im MF ist deren
Zeitabhangigkeit durch die Gleichungen (4.18) gegeben, fiir welche die analytischen
Losungen (4.27) existieren. Hierbei ist zu beachten, dass die Tunnelrate J,(¢) umgekehrt
proportional zur Besetzungszahl der ersten Reservoirmulde ist und im Grenzfall n,(¢) — 0
divergiert, sodass die Integration nach der Zeit

1 ny(0)
2v n

T = (5.4)
zusammenbricht. Die Zeit T', iiber die ein P77 -symmetrischer stationdrer Zustand aufrecht
erhalten werden kann hangt also vom Besetzungsverhéltnis zwischen der linken Reservoir-
und der linken Systemmulde sowie der Kopplungsrate  ab. Die Tunnelrate J34(¢) hingegen
nimmt tber diese Zeit hinweg stetig ab, da n,(t) per Konstruktion monoton anwéchst.

Wie aus Abschnitt 4.3 bereits hervorgeht, ist die Parameterwahl aus dem MF nicht direkt
auf ein Vielteilchenproblem anwendbar, selbst wenn derselbe Anfangszustand vorliegt.
Da im MF nur die Einteilchendynamik berticksichtigt wird, entspricht dies der Ignoranz
der Vielteilchennatur des Systems und fithrt im Grenzfall geringer Teilchenzahlen zu
grofien Abweichungen [111]. Eine &hnliche Untersuchung ist im Anhang D zu finden, wo
die Moglichkeit einer analytischen Parameterwahl bei einer experimentellen Realisierung
diskutiert wird. Wahrend sich die Zustédnde fiir grofie Teilchenzahlen erwartungsgemafl
den MF-Loésungen annahern, so zeigen sich bei geringen Teilchenzahlen wiederum die an-
gesprochenen Probleme. Die Zeit bis zum Zusammenbruch des Systems stimmt dabei mit
dem MF tberein, aufgrund der Divergenz von Ji5(t) bei t = T'. Es stellt sich nun die Frage,
ob sich durch Anpassung der Parameter unter Einbeziehung der Vielteilcheneigenschaften
eine Verbesserung fiir geringe Teilchenzahlen erzielen lasst.
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Abbildung 5.7: Dynamik fiir eine symmetrische Besetzung n,(0) = n3(0) = 0,5
und n,(0) = n4(0) = 9 mit der Kopplungsrate v = 0,5 und der Tunnelrate Jo3 = 1
bei einer schwachen Wechselwirkung g = 0,1. Fir das MF liegt im eingebetteten
Zweimodensystem ein vollkommen stationdrer Zustand vor (a). In einem Vielteil-
chensystem hingegen ist der Strom durch die Bedingungen (4.45) nicht erhalten (b),
sodass die zusétzliche Forderung (4.49) verwendet werden muss (c¢). Obwohl die
Zusténde nun denen im MF gleichen, bricht das System deutlich frither zusammen.
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Die folgenden Abbildungen zeigen den Weg zur Realisierung von BGL in einem Vielteil-
chensystem ausgehend vom MF. Jede Abbildung ist dabei in drei Abschnitte unterteilt,
damit Unterschiede und Verdnderungen leicht zu erkennen sind. Der Ubersichtlichkeit
halber wird der Aufbau dieser Abbildungen kurz erldutert.

(a) Dynamik und Parameter im MF dienen als Referenz fiir die Vielteilchenrechnungen.
Dabei wird das System bei ¢t = 0 in einen Anfangszustand (4.23) prapariert. Fir
t > 0 werden die Parameter dann entweder geméfl der dynamischen Gleichungen
(4.18) oder gemafl der analytischen Gleichungen (4.27) gewéhlt.

(b) Im BHM existieren entsprechende dynamische Gleichungen (4.45) fiir die Parameter.
Der MF-Anfangszustand lésst sich mit Gleichung (4.35) in die Vielteilchenbeschrei-
bung iibertragen. Dies geniigt jedoch nicht fiir eine Realisierung von BGL.

(¢) Um BGL zu erreichen wird der Strom im BHM durch die Korrekturen (4.49) zu
den Gitterpunktenergien festgehalten.

Um unerwiinschte Effekte durch die endliche Groéfle des Reservoirs nach Moglichkeit
zu vermeiden, wird ein grofler Besetzungsunterschied zwischen Reservoir und System
verwendet, sodass die Vielteilcheneigenschaften der Systemmulden im Vordergrund stehen.
Die symmetrische Anfangsbesetzung ist durch n,(0) = n3(0) = 0,5 und n,(0) = n4(0) =9
gegeben. Hierbei handelt es sich natiirlich um einen Extremfall, da sich lediglich ein
einzelnes Teilchen im System befindet, dessen Aufenthaltswahrscheinlichkeit gleichméfig
iiber beide Systemmulden verteilt ist, wobei sich dabei bereits die charakteristischen
Vielteilcheneffekte zeigen. Wahrend die Besetzungszahl im MF lediglich eine Norm
darstellen, so ist eine derartige Besetzung in einem Vielteilchensystem eher kontraintuitiv.
An dieser Stelle sollte jedoch beachtet werden, dass es sich bei den Observablen in
einem Vielteilchenproblem lediglich um Erwartungswerte und nicht um den tatsachlichen
Zustand des Systems handelt. Was das genau bedeutet und welche Folgen das nach
sich zieht wird anschlieflend in Abschnitt 5.2.2 diskutiert. Auflerdem soll lediglich der
Bereich schwacher Wechselwirkung mit g = 0,1 betrachtet werden, sodass kein MQST
auftritt. Hierbei sollte beachtet werden, dass die Wechselwirkungsstiarke nun mit der
Teilchenzahl N, der mittleren Mulden wie in Abschnitt 4.4.3 beschrieben skaliert wird,
sodass die Wechselwirkungsenergie pro Teilchen konstant ist. Da die Tunnelraten vor
allem die Zeitskala der Dynamik bestimmen, wird im Folgenden stets die Tunnelrate
Jos = 1 zwischen den mittleren Mulden betrachtet.

Abbildung 5.7 zeigt die Besetzungszahlen und Strome fiir die Kopplungsrate v = 0,5. Die
MF-Dynamik in Abbildung 5.7(a) stimmt mit den analytischen Losungen aus Abschnitt
4.2.3 und den Ergebnissen aus [68] tiberein. Das System bricht zusammen, wenn sich die
linke Reservoirmulde vollstdandig entleert hat. In einem Vielteilchensystem hingegen reicht
eine entsprechende Anpassung der Kontrollparameter mit den selben Anfangsbedingungen
nicht aus, um einen quasistationéren Zustand zu realisieren. Wie in Abbildung 5.7(b) zu
sehen ist, liegen weder stationdre Besetzungszahlen in dem mittleren Mulden vor noch
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Abbildung 5.8: Die Zeitentwicklung der Kontrollparameter Jy5(t), Ja34(t), 1q(t)
und p4(t) fiir die Zustande aus Abbildung 5.7. Im MF geschieht der Zusammenbruch
bei vollstandiger Entleerung der linken Reservoirmulde, was zu einer Divergenz
in Jy, fihrt (a). Im BHM hingegen tritt bereits deutlich frither eine Divergenz in
J34 (b). Das Festhalten des Stroms mit der Bedingung (4.49) fithrt schliefllich zur

Divergenz beider Tunnelraten (c).
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ist der Strom zwischen diesen Mulden erhalten. Nach vergleichsweise kurzer Zeit kommt
es sogar zu Divergenzen in den Stromen, was zu einem frithzeitigen Zusammenbruch
fithrt. Es ware nun zu erwarten, dass der Zusammenbruch der Vielteilchendynamik
vermieden oder zumindest verzogert werden kann, wenn der Strom j,3 festgehalten wird.
Wie in Abbildung 5.7(c) zu sehen ist fuhrt dies nicht nur zur Erhaltung aller Strome,
sondern stabilisiert durch ji5(t) = jo3(t) = Jjsa(t) geméaB Gleichungen (4.14) nun auch die
Besetzungszahlen ny(t) = ns(t). Obwohl die Vielteilchendynamik in Abbildung 5.7(c)
nun augenscheinlich der MF-Dynamik in Abbildung 5.7(a) gleicht, kommt es dennoch zu
einem Zusammenbruch. Bei genauer Betrachtung zeigt ein Vergleich mit der Abbildung
5.7(b), dass der Zusammenbruch durch die zusétzliche Forderung sogar frither eintritt.
Der Grund fiir den Abbruch ist hierbei jedoch noch nicht zu erkennen. Hierzu ist eine
Betrachtung der zeitabhangigen Kontrollparameter erforderlich.

Die zeitabhéngigen Kontrollparameter sind in Abbildung 5.8 dargestellt. Fiir das MF
in Abbildung 5.8(a) tritt nur eine Divergenz in .J;5 verursacht durch n,(t) — 0 auf. Im
Gegensatz dazu sind fiir das BHM bereits grole Unterschiede zu erkennen, wie eine
zusétzliche Divergenz in der Tunnelrate J3; und einem nichtlinearen Verlauf der Gitter-
punktenergien. Diese weisen dabei insbesondere bei der zusatzlichen Modifikation ein
komplexes Verhalten mit mehreren Umkehrpunkten auf. Die Divergenzen der Gitterpunk-
tenergien beim Zusammenbruch der Dynamik lassen sich iiber die Gleichungen (4.45¢)
und (4.45d) auf die Divergenzen der Tunnelraten zuriickfithren. Dabei ist bemerkenswert,
dass die Tunnelrate Js, in Abbildung 5.8(b) fiir den Zusammenbruch verantwortlich ist,
wohingegen ebendieser Parameter im MF monoton auf Null abféllt. Dieses Verhalten
andert sich auch durch das Festhalten des Stroms in Abbildung 5.8(c) nicht. In die-
sem Fall lasst sich jedoch ein rapider Anstieg der Tunnelrate J;5 verzeichnen. Da die
Strome in der Abbildung 5.7(c) erhalten sind, miissen die entsprechenden reduzierten
Stromdichten j~ 12 und j~ 34 also auf Null abfallen. Dies stellt jedoch keine Konsequenz
dar, sondern entspricht vielmehr der Ursache fiir die Divergenzen der Tunnelraten, da
diese den Gleichungen (4.45a) und (4.45b) entsprechend dynamisch an den Zustand des
Systems angepasst werden.

Die tibrigen Observablen, also die reduzierten Stromdichten j~ und die Korrelationen
¢, sind in Abbildung 5.9 dargestellt. Bereits im MF ist die Divergenz der Tunnelrate
J1o mit einem Abfall der Einkopplungsstromdichte j~ 12 auf Null verkniipft. Im BHM in
Abbildung 5.9(b) hingegen besitzt die Auskopplungsstromdichte 34 einen Umkehrpunkt
und fallt anschlieBend schnell auf Null ab, was zum frithzeitigen Zusammenbruch der
Dynamik fithrt. Ebenso wie die Besetzungszahlen n, und ny sind auch die GroBen j o3
und c¢y3 durch die Parameterwahl (4.45) nicht erhalten. Die Korrelationen ¢;5 und ¢34
hingegen verschwinden zu jedem Zeitpunkt wie gefordert. Durch die Modifikation dieser
Bedingungen weichen diese Korrelationen jedoch schnell von Null ab, wie Abbildung
5.9(c) zeigt. Zudem fallen nun beide Kopplungsstromdichten auf Null ab, was wiederum
die Divergenzen in beiden Tunnelraten verursacht. Die Stromdichte j~ o3 ist hingegen
erhalten entspricht fiir Jy3 = 1 gerade dem Strom jy3. Im Gegenzug ist jedoch cy3 nicht
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Abbildung 5.9: Die Zeitentwicklung der Observablen fiir die Zustidnde aus Ab-
bildung 5.7. Die Unterschiede zwischen MF und Vielteilchendynamik werden hier
insbesondere durch Betrachtung der Strome deutlich, da ein Abfall von js, auf
Null fiir den frithzeitigen Zusammenbruch des Vielteilchensystems verantwortlich
ist. Anhand der Grofie cy3 ist auBlerdem zu erkennen, dass sowohl in (b) als auch in

(¢) keine stationdren Losungen in den inneren Mulden vorliegen.
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erhalten, sodass auch hier kein PT-symmetrischer quasistationédrer Zustand vorliegt.
Vielmehr verstirkt das Festhalten des Stroms sogar die zeitliche Anderung von cos.
Nur fir kurze Zeiten stellt sich ein nahezu stationdrer Zustand fiir die eingebetteten
Mulden ein, der jedoch zunehmend verlorengeht. Der Strom j~ 34 fallt in den Abbildungen
5.9(b) und 5.9(c) gleichermafBen auf Null ab. In der Abbildung 5.9(c) ist das jedoch
zusatzlich fiir j~ 12 der Fall. Dieser schnelle Abfall fithrt zu einem geringefiigig fritheren
Zusammenbruch des Vielteilchensystems und stellt ein Artefakt der Korrektur (4.49)
dar, die sich insbesondere auch bei den Gitterpunktenergien selbst in Abbildung 5.8(c)
zeigt. Grund hierfiir ist wohl in erster Linie wieder der Abfall von js,. Dessen Ursache
bleibt jedoch ungeklart, da durch die Kopplungen der Ein- und Mehrteilchendynamik
keine analytischen Betrachtungen mehr moglich sind. Es handelt sich hierbei um ein
zutiefst vielteilchentheoretisches Phénomen, das nur bei einer nichtverschwindenden
Wechselwirkungsstarke auftritt.

Zusammenfassend lésst sich also sagen, dass sich die Vielteilchendynamik im Grenzfall
sehr geringer Systembesetzungszahlen stark von der MF-Dynamik unterscheidet, welche
das mittlere Verhalten aller Teilchen bei sehr hohen Besetzungszahlen darstellt. Da
keine stationdaren Zustdnde im eingebetteten Zweimodensystem beobachtet werden, liegt
auch keine exakte PT-Symmetrie vor. Dennoch lésst sich durch die Bedingungen (4.49)
BGL insofern realisieren, dass sich stationdre Besetzungen und ein konstanter Strom
in den mittleren Mulden einstellen, was eine natiirliche Definition von BGL darstellt.
Im Gegensatz zum MF sind also die Realisierung von BGL und das Auftreten von
PT-Symmetrie in einem Vielteilchensystem im Allgemeinen nicht mehr verkniipft. Dieser
Umstand léasst sich auf die Bedingungen an die Kontrollparameter zuriickfithren, die
zwar Vielteilcheneigenschaften in Form von Zweiteilchengroien in den Gleichungen (4.45)
berticksichtigen, jedoch lediglich aus Forderungen an die Einteilchendynamik gewonnen
wurden. Fir die Mehrteilchendynamik waren entsprechende Forderungen notwendig, die
sich in einem Viermodensystem jedoch aufgrund der begrenzten Anzahl an Parametern
nicht umsetzen lassen. Dass der in Abbildung 5.7(c) gezeigte Zustand mit BGL den PT-
symmetrischen stationaren Zustanden aus dem MF dennoch bereits sehr nahe kommen,
zeigt ein Vergleich mit Anhang E. Dort werden die Bedingungen (4.45) an die Tunnelraten
zur Realisierung von BGL durch die Bedingungen (4.56) fir stationdre Besetzungszahlen
ersetzt. Die Dynamik in Abbildung E.1 unterscheidet sich dann grundlegend von der
Dynamik in den Abbildungen 5.7(b), 5.8(b) und 5.9(b), wobei sich auch hier keine
stationdren Zustédnde einstellen. Um wiederum den Strom festzuhalten, lassen sich die
Gitterpunktenergien auch hier durch die Korrektur (4.49) ergénzen. Ein Vergleich der
Abbildung E.2 zeigt dann jedoch eine groe Ubereinstimmung mit den Abbildungen 5.7(c),
5.8(c) und 5.9(c). Die Tatsache, dass unterschiedliche Parameterwahlen zu dhnlichen
Ergebnissen fiihren, kann dahingehend interpretiert werden, dass dieser Zustand eine
Annéherung an den PT-symmetrischen MF-Zustand entspricht, der das gemeinsame
Ergebnis unterschiedlicher Parameterwahlen darstellt.

Obwohl sich also die Forderungen nach P7-symmetrischen Losungen an die Einteil-
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Abbildung 5.10: Fiir die Zusténde aus den Abbildungen 5.7(b) und 5.7(c) sind
jeweils die Energien (5.3) und (5.1) sowie die Reinheiten P fiir das Gesamtsystem
und P, fiir das eingebettete Zweimodensystem dargestellt. Die Zeitskala entspricht
der Zeit T bis zur Entleerung der linken Reservoirmulde im MF. Es ist gut zu
erkennen, wie sich das Vielteilchensystem durch Wechselwirkungen zunehmend von
einem reinen Zustand und damit vom MF entfernt.

chendynamik auch unter Berticksichtigung der Kopplung umsetzen lasst, so sind diese
Zusténde nicht stabil, was zu einem friithzeitigen Zusammenbruch fiihrt. Diese Instabilitét
ist eine Konsequenz der Entfernung von einem reinen Zustand, bei dem die Einteilchenei-
genschaften dominieren. Dieser Vorgang ist in Abbildung 5.10 in der Reinheit zu erkennen.
Waéhrend die Reinheit P, des Gesamtsystems schnell abnimmt, so bleibt die Reinheit
P, des eingebetteten Systems fiir eine gewisse Zeit erhalten und fallt dann exponentiell
ab. Dass die Reinheit in einem Vielteilchensystem mit Wechselwirkung zwangslaufig
abnehmen muss, lasst sich so verstehen, dass die kohérenten reinen Produktzusténde der
Einteilchendynamik durch Kopplung mit der Mehrteilchendynamik zerstort werden [112]
zugunsten der unreinen und nichtkoharenten Vielteilchenzustande, fiir die es bei weitem
mehr Realisierungsmoglichkeiten gibt. Mit dieser Dekohéarenz gehen auch die im MF
bestehenden Phasenbeziehungen verloren und die Bedingungen (4.7¢) und (4.7d) sind
nicht mehr mit den Korrelationen c¢;, und ¢34 verkniipft. So ist es selbst unter sorgfaltiger
Berticksichtigung der Vielteilcheneigenschaften in Form der Gleichungen (4.45) nicht
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moglich, die Reinheit des Systems im Grenzfall sehr weniger Teilchen zu erhalten und
somit stabile PT-symmetrische stationire Zustinde zu erzeugen. Grund hierfiir ist nicht
zuletzt, dass die Bedingungen nur auf die Erhaltung der Reinheit des eingebetteten
Systems abzielen und das Reservoir unbeachtet bleibt. Daher nimmt insbesondere die
Reinheit P; des Gesamtsystems in Abbildung 5.10 deutlich schneller ab als die Reinheit
P, der mittleren Mulden. Mit dem exponentiellen Abfall der Reinheit P, ist auch eine
exponentielle Abweichung der Energien im MF und im BHM zu verzeichnen.

5.2.2. Varianzen und adiabatisches Einschalten der
Kontaktwechselwirkung

In den letzten Abschnitten war die Teilchenzahl in den Systemmulden auf Eins normiert,
um einen Vergleich mit [68] zu ermdglichen. Das bedeutet jedoch, dass ein Teilchen
jeweils auf die inneren Mulden verteilt sein miisste, was in einem Vielteilchensystem auf
Schwierigkeiten bei der Interpretation fithrt. Hierbei muss beachtet werden, dass es sich
bei den Besetzungszahlen und bei allen anderen in der BBGKY-Hierarchie auftretenden
Groflen um Erwartungswerte handelt. So beschreibt ny, nicht die tatsédchliche Besetzung
der Mulde k, die natiirlich zu jedem Zeitpunkt ganzzahlig ist, sondern das Ergebnis der
Messung des Besetzungszahloperators ;. Diese Erwartungswerte besitzen eine gewisse
Unscharfe, die sich iiber die Varianz

Var((0)) = (0 — (0))*) = (0%) — (0)” (5.5)
beschreiben léasst.

Fir die Besetzungszahlen ergibt sich die Varianz direkt aus den Einteilchendichteopera-
toren, sodass

2 2
Var(i) = (i) — 0 = (01004 — (1) = o — (o00) - (5.6)
Ebenso lassen sich die Varianzen der tibrigen Observablen berechnen. Zu diesem Zweck

werden geméf} der Definitionen (4.10a) und (4.9a) nun der Strom- und der Korrelations-
operator eingefiihrt,

1 A1 (1

iw =—i(el) —el), (5.72)
A(1 (1) . A1

c,(d) = O'Ed) + al(k) . (5.7b)

Fir die zugehorigen Varianzen folgt entsprechend
el 1)) 2 1)\ 2
Var(j) = (1)) — GW)
~(1 1)\ 2 A 1)\2
= _<<Ol(ql) - Ul(k)) )+ (64 —ow)
= Dk + Diertr — Drare — Do » (5.8a)
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Abbildung 5.11: Dynamik im BHM mit der doppelten Anfangsbesetzung aus
Abbildung 5.7, der Kopplungsstérke v = 0,5 und der Tunnelrate J,3 = 1 bei einer
schwachen Wechselwirkung g = 0,1. Die Parameter werden geméafl der Gleichungen
(4.45) mit der Korrektur (4.49) gewéhlt. Wenn die Wechselwirkung U im Vielteil-
chensystem fiir ¢ < 5 adiabatisch eingeschaltet wird (durchgezogen), so ergeben sich
im Vergleich zu einer konstanten Wechselwirkungsstarke (gestrichelt) deutlich stabi-

lere Zustande. Fir die durchgezogenen Linien ist auflerdem zu jeder Observablen
die zugehorige Standardabweichung eingezeichnet.
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2
var(@') = () ) = ()’
” 1)) 2 o 1
= (6% + o)) — (60 + o)’
= ANpure + Ao + Dagr + Digare » (5.8b)

mit den Kovarianzen (4.43) aus Abschnitt 4.3.2.

Um die angesprochenen Interpretationsschwierigkeiten zu vermeiden, werden ganzzahlige
Vielfache der symmetrischen Anfangsbesetzung aus Abbildung 5.7 betrachtet. Aulerdem
soll die Wechselwirkung nun wie in Abschnitt 4.3.4 diskutiert adiabatisch eingeschaltet
werden. In Abbildung 5.11 ist ein System mit Gesamtteilchenzahl N = 38 fiir das
Parameterwahl aus Abbildung 5.7(c) mit den Gleichungen (4.45) und (4.49) verwendet
wird, da die so realisierten Zustdnde den gewtlinschten quasistationaren Zustdnden
sehr nahe kommen und durch unterschiedliche Parameterwahl erreicht werden kénnen.
Im Vergleich zu anderen Parameterwahlen bringen die Gleichungen (4.45) zudem den
Vorteil mit sich, dass sie lediglich zur Modellierung der Kopplung dienen, jedoch keine
Bedingungen an den Zustand selbst darstellen. Das bedeutet, dass mit ihrer Hilfe auch PT-
gebrochene Zustande durch eine entsprechende Wahl der Kopplungskonstente vy zuganglich
sein sollten. Fiir NV = 38 befindet sich also jeweils ein Teilchen in jeder Systemmulde und
deren Besetzungen bleiben indirekt iiber die Forderung nach Stationaritiat des Stromes
Jog erhalten. Neben den Observablen selbst ist in Abbildung 5.11 und den folgenden
Abbildungen stets noch die zugehorige Standardabweichung

ox =4/ Var(X) (5.9)

eingezeichnet, welche die Streuung der Messungen um den Erwartungswert beschreibt.

Da N = 38 noch immer dem Grenzfall geringer Teilchenzahlen zuzuordnen ist, unter-
scheiden sich die Observablen, Parameter und sonstige Groflen nicht merklich von der
Situation aus dem vorherigen Abschnitt. Jedoch ist festzustellen, dass ein adiabatischer
Einschaltvorgang eine deutliche Verbesserung gegeniiber einer konstanten Wechselwir-
kungsstarke U darstellt, welche ebenfalls in Abbildung 5.11 dargestellt ist. Dass BGL
iiber einen léngeren Zeitraum hinweg aufrecht erhalten werden kann, liegt dabei an der
fehlenden Kopplung zwischen der Einteilchendynamik und der Mehrteilchendynamik zu
Beginn, die dann langsam an Bedeutung gewinnt. Die einzigen Gréflen, welche direkt von
der Wechselwirkungsstarke abhédngen und sich dadurch qualitativ unterschieden, sind
die Gitterpunktenergien p; und pu,, was insbesondere aus den analytischen Losungen
(4.27) im MF ersichtlich ist. Interessant sind nun die Varianzen, welche zeigen, dass die
betrachteten Erwartungswerte eine grofle Unsicherheit beinhalten. Das gilt insbesondere
fiir die mit dem Reservoir verkniipften Groflen. Hierbei sollte erwahnt werden, dass die
Varianzen bereits zur Anfangszeit von Null verschieden sind.

Um das zu verstehen, konnen die Varianzen (5.6), (5.8a) und (5.8b) zur Anfangszeit mit
den Gleichungen (4.38) und (4.40) berechnet werden. Dazu genitigt es, die Kovarianzen
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Abbildung 5.12: System entsprechend Abbildung 5.11 mit N = 190 Teilchen
beschrieben durch das BHM, die Besetzung entspricht dabei dem Zehnfachen der
Besetzung aus Abbildung 5.7. Durch die gréflere Teilchenzahl verzogert sich der

Zeitpunkt des Zusammenbruchs und die Auswirkungen des abrupten Einschaltens
der Wechselwirkung nimmt ab.
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(4.43) auszuwerten,

2 1
Apimn = O-l(ﬂh)nn - Ul(cl)ggrngb

= N (Oum — Yitbm )

1
= ol (50— 50%). (5.10)
Mit einigen Umformungen folgen dann die Gleichungen
Var(iy) = ny, (1 - Zi’;) : (5.11a)
Var(J ;(d)) = (1 = 0py) (ng + 1) — N + N [(c,if) — (j ,(d)) } : (5.11b)
A 2 1 2 ~1\ 2
Var(c,(i)) = (14 ) (ng + 1) — N T 5 [(Cé?) — (j ,(Cll)) } , (5.11c)

wobei die hier auftretenden Besetzungszahlen nicht normiert sind. Fiir einen beliebigen
Anfangszustand verschwinden die Varianzen (5.11) offensichtlich nicht, die zugehorigen
Erwartungswerte sind also stets unscharf. Dieses Ergebnis steht in starkem Kontrast zur
MF-Néherung, bei der simtliche Varianzen aufgrund der Eigenschaft (3.41) verschwinden.
Damit entspricht also bereits der Anfangszustand in einem Vielteilchensystem nur im
Mittelwert vieler Realisierungen dem gewollten MF-Zustand.

Fiir eine groflere Gesamtteilchenzahl in Abbildung (5.12) ist zu erkennen, dass sich der
Zeitpunkt des Zusammenbruchs verzogert und der Unterschied zwischen den Systemen
mit konstanter Wechselwirkung und einem adiabatischen Einschaltvorgang abnimmt.
Auflerdem werden die relativen Varianzen kleiner, was insbesondere an den Besetzungs-
zahlen zu erkennen ist, da die Varianzen hier auf die Gesamtteilchenzahl N bezogen sind.
Gleichzeitig wachst die Varianz fiir die mit der rechten Reservoirmulde verbundenen
GroBen jos, Joz und oy stark an. Die reduzierte Stromdichte 74, ist jedoch gerade fiir
den Zusammenbruch des Vielteilchensystems verantwortlich, sodass ein Zusammenhang
mit dem starken Anstieg der Varianz naheliegt. Dieses Verhalten kann als eine Reak-
tion des Vielteilchensystems auf die Variation der Parameter gedeutet werden, durch
die dem System ein unnatiirliches Verhalten aufgezwungen werden soll. Dies zeigt sich
insbesondere beim Ubergang zu Systemen mit hohen Gesamtteilchenzahlen, wie sie in
den Abbildungen 5.13 und 5.14 dargestellt sind. Dartiber hinaus ist dieses Verhalten
insbesondere auch fiir die analytische Parameterwahl in Anhang D zu beobachten. Zur
Beschreibung solch hoher Teilchenzahlen kann nun die BBR-Methode verwendet werden,
welche die Vielteilchendynamik dann auf der relevanten Zeitskala fiir die verwendete
Wechselwirkung bereits akkurat beschreibt. Obwohl sich der realisierte Zustand zuneh-
mend einem quasistationdren Zustand im MF annahert, so nimmt auch die Reaktion
des Vielteilchensystems in Form der Varianzen o, und o,  zu. Der fiir geringe Teil-
chenzahlen charakteristische Abfall der Stromdichte s, auf Null tritt auch bei héheren
Teilchenzahln wie in Abbildung 5.13 noch auf, dieser wird jedoch durch das adiabatische
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5. Ergebnisse und Diskussion

Einschalten der Wechselwirkung verzégert. Im Ubergang zu sehr hohen Gesamtteilchen-
zahlen verschiebt sich der Umkehrpunkt iiber den Zeitpunkt 7" hinaus, bei dem bereits
die linke Reservoirmulde entleert ist, sodass die Dynamik bereits qualitativ mit dem
MF iibereinstimmt. Im MF besitzt j~ 34 fur die quasistationdren Losungen ebenfalls eine
negative Kriimmung und der Umkehrpunkt liegt immer jenseits von 7.

Hierbei sollten noch einige Bemerkungen gemacht werden. Zum einen zeigt sich in
Abbildung 5.14 sehr deutlich, dass der adiabatische Einschaltvorgang keinen Einfluss
auf den Endzustand nimmt, da die zeitabhingigen Gitterpunktenergien p; und g4 nach
Erreichen der Wechselwirkungsstarke U, zum Zeitpunkt ¢, vollkommen mit dem Fall
konstanter Wechselwirkungstéarke tibereinstimmt. Bei N = 19000 Teilchen stimmen auch
die tibrigen Groflen bereits sehr gut tiberein und die relativen Varianzen sind klein, was
insbesondere fiir die eingebetteten Systemgrofien gilt. Auflerdem ist zu erkennen, dass die
Reinheit des Systems bei hohen Teilchenzahlen nahezu erhalten ist. Dartiber hinaus zeigt
die Betrachtung der Reinheit, dass der adiabatische Einschaltvorgang noch immer einen
Einfluss auf die Entwicklung des Systems hat und zu stabileren Zustédnden fithrt. Obwohl
nun bereits ein sehr reines System vorliegt, sind noch immer starke Abweichungen der
Korrelationsgréfien ¢, und ¢34 von Null zu erkennen. Das bedeutet, dass sich fiir endliche
Teilchenzahlen nie quasistationare Zustande tiber den gesamten Zeitraum einstellen
werden. Die realisierten Zustédnde ndhern sich dabei mit steigender Teilchenzahl den
quasistationaren Zustédnden beliebig genau an.
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5.2. Zeitabhéangige Potentiale zur Realisierung von BGL
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Abbildung 5.13: System entsprechend Abbildung 5.11 mit N = 1900 Teilchen
beschrieben mithilfe der BBR-Methode, die Anfangsbesetzung entspricht dem
Einhundertfachen der symmetrischen Besetzung aus Abbildung (5.7).
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5. Ergebnisse und Diskussion
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Abbildung 5.14: System entsprechend Abbildung 5.11 mit N = 19000 Teilchen
beschrieben mithilfe der BBR-Methode, die Anfangsbesetzung entspricht dem
Eintausendfachen der symmetrischen Besetzung aus Abbildung (5.7).
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6. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde untersucht, ob sich ein P7T-symmetrisches Zweimodenmodell
durch Einbettung in ein BHM mit einem optischen Viermodenpotential beschreiben
lasst. Dazu miissen die Tunnelraten J;5 und J3, sowie die Gitterpunktenergien p; und g4
der auleren Mulden dynamisch so variiert werden, dass BGL in den mittleren Mulden
vorliegt.

Zu diesem Zweck wurde zuerst ein Viermodensystems in MF-Néherung betrachtet, fiir
das bereits gezeigt wurde, dass eine Einbettung moglich ist und die Realisierung ei-
nes PT-symmetrieschen Systems darstellt [42]. Die Gleichungen fir die dynamischen
Parameter sind jedoch kompliziert und lassen sich nur schwer in eine Vielteilchenbe-
schreibung iibertragen. In Abschnitt 4.2 wurden einfachere Bedingungen (4.18) durch
einen Vergleich der Zwei- und Viermodendynamik aufgestellt, die vollkommen &dquivalent
zu den Ergebnissen aus [42] sind. Dabei zeigt sich, dass nicht nur eine Variation der
Tunnelraten notwendig ist um die Ein- und Auskopplungsstrome zu steuern, sondern im
MF auch eine fest definierte Phasenbeziehung zwischen den inneren und dufleren Mulden
aufrecht erhalten werden muss. Dies konnte iiber die Gitterpunktenergien erfolgreich
umgesetzt werden. Mit diesen Bedingungen lassen sich analytische Gleichungen fir die
Kontrollparameter aufstellen, mit denen sich BGL und P7T-symmetrische stationére
Zustande in den inneren Mulden einstellen. Der Zustand bleibt solange stabil, bis die zur
Einkopplung verwendete Reservoirmulde vollstandig entleert ist, was dann zur Divergenz
einer Tunnelrate fiihrt.

Um entsprechende Gleichungen in einem Vielteilchensystem zu finden, wurde die Viel-
teilchen-Schrodinger-Gleichung in Form einer BBGKY-Hierarchie verwendet, welche
die Kopplung der Einteilchen an die Mehrteilchendynamik iiber die Wechselwirkung
beschreibt. Ein Vergleich der Einteilchendynamik der Zwei- und Viermodensysteme liefert
die Gleichungen (4.45). Es zeigt sich hierbei, dass die Tunnelraten dquivalent zum MF
gewahlt werden konnen. Fiir die Gitterpunktenergien ergeben sich dhnliche Gleichungen,
welche jedoch Korrekturen in Form von Zweiteilchengréfien enthalten. Ein MF-artiger
Anfangszustand lédsst sich durch Préaparation des BHM in einen reinen Produktzustand
realisieren. Durch dynamische Anpassung der Parameter stellen sich jedoch im Gegensatz
zum MF bei geringen Teilchenzahlen keine exakt stationdren Losungen ein. Auf diese
Weise lasst sich kein BGL erreichen, da weder die Besetzungszahlen der inneren Mulden
noch der Strom zwischen den Mulden erhalten bleibt. Durch numerische Rechnungen in
Kapitel 5 konnte gezeigt werden, dass diese Zustande nach kurzer Zeit zusammenbrechen.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Der Grund hierfiir ist ein Abfall der Einkopplungsstromdichte auf Null, was ebenfalls
zur Divergenz einer Tunnelrate fiihrt. Durch Wechselwirkungen zwischen den Bosonen
geht die Reinheit des eingebetteten Systems zunehmend verloren, was schliefSlich zum
Zusammenbruch fiihrt.

Um BGL zu realisieren wurde zuséatzlich die Erhaltung des Stroms zwischen den mittleren
Mulden gefordert. Da keine weiteren freien Kontrollparameter vorhanden sind, war es
notwendig, die Gitterpunktenergien zu modifizieren. Die Wahl der Gitterpunktenergien
dient der Erhaltung der Phasenbeziehung zwischen System und Reservoirmulden. In
einem Vielteilchensystem liegen im Allgemeinen jedoch keine koharenten Zusténde vor,
sodass sich Phasenbeziehungen zwischen den einzelnen Mulden nicht mehr definieren
lassen. Die Gitterpunktenergien wurden daher so angepasst, dass diese moglichst gut die
urspriingliche Bedingung erfiillen, jedoch exakt die Erhaltung des Stroms garantieren.
Die numerischen Resultate zeigen, dass sich damit BGL erreichen lasst, da sowohl die
Besetzungszahlen der mittleren Mulden als auch der Strom zwischen diesen Mulden
erhalten ist.

Zuletzt wurde noch untersucht, ob sich stabilere Zustédnde durch adiabatisches Einschalten
der Wechselwirkung erzeugen lassen, da der MF-artige Anfangszustand einem Zustand
des Systems ohne Wechselwirkungen entspricht. Dabei zeigt sich, dass der adiabati-
sche Einschaltvorgang die weitere Dynamik nicht verandert. Der Zusammenbruch des
Systems wird jedoch verzogert, sodass iiber einen ldngeren Zeitraum stabile Zusténde
mit BGL vorliegen. Da es sich bei den Observablen in einem Vielteilchensystem um
Erwartungswerte handelt, besitzen diese eine gewisse Varianz. Dabei hat sich gezeigt,
dass diese Varianzen bereits im Anfangszustand von Null verschieden und fiir geringe
Teilchenzahlen bereits relativ grofl sind. Um groflere Teilchenzahlen zu untersuchen,
wurde die BBR-Methode verwendet, welche im Gegensatz zur MF-Naherung auch die
Zweiteilchendynamik beinhaltet. Fiir steigende Gesamtteilchenzahlen nahert sich das
System dem Verhalten im MF an, sodass naherungsweise P7 -symmetrische Losungen
beobachtet werden. Die relativen Varianzen fiir die Observablen der mittleren Mulden
nehmen dabei deutlich ab. Fiir die mit der Auskopplunsmulde verkniipften Varianzen
hingegen ist ein starker Anstieg zu verzeichnen, der als Reaktion des Vielteilchensystems
auf die Variation der Parameter gedeutet werden kann. Diese Reaktion ist umso stérker,
je groBer die Teilchenzahl ist und umso besser die Reinheit erhalten bleibt.

Im Rahmen dieser Arbeit konnte noch nicht geklart werden, welche physikalische Bedeu-
tung der Abfall der Auskopplungsstromdichte bei der Realisierung von BGL besitzt. Da
dieser Effekt nur in Anwesenheit von Wechselwirkungen auftritt, liegen keine analytischen
Losungen fiir Observablen vor. Fiir ein tieferes Verstandnis ware daher eine stérungstheo-
retische Behandlung des Vielteilchenproblems sinnvoll. Dariiber hinaus wurden in dieser
Arbeit lediglich P7T-symmetrische stationare Losungen bei einem Kopplungsparameter
~v = 0,5 betrachtet. Die PT-gebrochenen Losungen aus dem MF sollten hier ebenfalls
zuganglich sein, sodass sich hier eine weitere Untersuchung anbietet. Um nicht nur die
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Einteilchendynamik beriicksichtigen zu kénnen, wére die Hinzunahme weiterer Mulden
notwendig, sodass weitere freie Kontrollparameter zur Verfiigung stehen. Untersuchungen
fiir groflere Systeme wurden bereits in [46] durchgefithrt, sodass auch hier wieder der
Grenzfall geringer Teilchenzahlen bei einer Vielteilchenbeschreibung von Interesse ist.
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A. Stationadre Losungen im
Zweimodensystem

Betrachtet wird das Zweimodensystem

gn* +iv  —=J )(m)_ (w)
( T gl —in) ) T (2.19)

aus Abschnitt 2.3 mit der normierten MF Wellenfunktion [|4||* = 1. Durch eine Energie-
verschiebung i = p — g/2 lasst sich die stationidre GPE in die Form

ck + 17y —J v\ ([t
( —J —(6%+iv)> (@bz) _“<¢2> (A1)

mit der Abkiirzung ¢ = ¢/2 und dem Besetzungsungleichgewicht & = (|¢|* — |1bs]?)
bringen, wobei ausgenutzt wurde, dass ¢/2 = ¢/2(|t > + |o]?).

Durch Multiplikation der ersten Zeile mit 1), *, der zweiten Zeile mit 5™ und anschliefSender
Addition, ldsst sich das chemische Potential berechnen,

Al + [ha|?) = (er + iv) — J (W1 "y + 110" . (A.2)

Mit dem Ansatz
= ! ; " e’ (A.3a)
T 5 Bete, (A.3b)

der fiir K = 0 dem symmetrischen MF Ansatz entspricht und fiir k # 0 antisymmetrisch
ist, folgt fiir das chemische Potential (A.2),

fi = (ck + i)k — JJ1 — K* cos(2¢p). (A4)

Es ist zu bemerken, dass die Phasen im Ansatz (A.3) durch die Freiheit der globalen
Phase stets antisymmetrisch gewahlt werden kénnen.
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A. Stationéare Lésungen im Zweimodensystem

Um die Losungen fiir £ und ¢ zu berechnen, wird der Ansatz (A.3) in die stationére
GPE (A.1) eingesetzt und p eleminiert,

. 1=K i, [L+ 5 o, .
(ck+1ivy)—J ¢ = T, © (ck +i7), (A.5)

sodass sich durch Aufspaltung in Real- und Imaginérteil und einigen Umformungen die
Gleichungen

ek 1 — K> + Jrcos(2p) =0, (A.6a)
W1 =k 4 Jsin(2p) =0, (A.6D)

ergeben.
Hierbei ist nun eine Fallunterscheidung notwendig;:

1. Fiir den symmetrischen Fall mit x = 0 verschwindet die Gleichung (A.6a) und
(A.6Db) liefert die Phase

1 (7
p=-3 arcsm(J) . (A7)

Mit der Gleichung (A.4) ergibt sich unter Beriicksichtigung der Energieverschiebung
zu Beginn das chemische Potential des Zweimodenmodells fiir den symmetrischen

Fall,
ps = % — Jcos(arcsin(})) = g +4/J? —~%, (A.8)

das fiir |y| < J reell ist.

2. Fir den antisymmetrischen Fall mit k£ # 0 darf die Gleichung (A.6a) durch &
dividiert werden, sodass die trigonometrischen Funktionen nun denselben Vorfaktor
besitzen. Durch Quadrierung und Addition dieser Terme lésst sich die Phase ¢
eleminieren,

J? (0082(24,0) + sin2(2g0)) = J? = (02 + 72) (1 - /12) . (A.9)

Fiir k folgen dann direkt die beiden Losungen

J2
k==2]1-— 5 - (A.10)
c+

Werden diese Losungen wiederum in die Gleichungen (A.6) eingesetzt, so ergeben
sich

sin(2p) = ————, (A.11a)
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C

cos(2p) = —————, (A.11Db)
\/ &+ 72
und eine Division liefert dann die zugehorige Phase,
L oret <7> (A.12)
= —arctan( — | . .
i 2 c

Mit den Ergebnissen (A.10) und (A.12) ergibt sich dann mit einigen Umformungen
das chemische Potential des Zweimodenmodells fiir den antisymmetrischen Fall,

4.J?

=g+ e —
“a g Y 92+472

das fiir || <y/J* — g*/4 reell ist.

Die symmetrischen und antisymmetrischen Losungen (A.8) und (A.13) sind in Abbildung
2.2 dargestellt.

1, (A.13)
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B. Losungen einer linearen komplexen
Gleichung

Gegeben sei eine lineare komplexe Gleichung der Form
azr + Py = (B.1)

mit «, 3,2 € C und z,y € R.

Diese Gleichung lésst sich als reelle Matrixgleichung schreiben,

Rea RepB) (x| [ReQ
<Ima Im B) <y> N (Im Q) ’ (B2)
sodass die Losungen direkt durch Inversion der Koeffizientenmatrix berechnet werden
konnen,
AN 1 Img —Ref) [Re (B.3)
y) Realmp—ImaRep \—Ima Ima ImQ )~ '
Da (Realmb —ImaReb) = Im(ab) ergeben sich fir die Losungen
Im(Q*5)
= B.4
¢ Im(a*B)’ (B.4a)
Im (2" «)
= B.4b
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C. Beschreibung der MF-Dynamik
iiber SPDMs

Die Einbettung eines Zweimodenmodells in ein abgeschlossenes Viermodensystem wurde
bereits im MF untersucht [42, 44, 46, 68]. Mit dem Ziel einer experimentellen Realisierung
wurden dort Bedingungen an das System lediglich unter Betrachtung von Observablen
gestellt. Dies stellt eine Einschrankung der zugrundeliegenden Beschreibung dar. Die
Konsequenzen und die Beziehungen zu den Ergebnissen der vorliegenden Arbeit werden
im Folgenden diskutiert.

Die Einteilchendynamik wird durch die SPDMs beschrieben, welche im MF durch o;,; =
i)y gegeben sind. Diese Grofien sind gerade die experimentell zugénglichen Observablen
und enthalten die Eintrdge der MF-Wellenfunktion immer paarweise, jeweils mit einer
komplexen Konjugation. Eine globaler Phasenfaktor exp(i®) entféllt also stets, denn

G = Uity = (e@@bk)*eiq)?/)l = e e’y = i = oy . (C.1)

Die SPDMs sind also invariant gegentiber einer beliebigen globalen Phase, insbesondere
kann diese auch zeitabhéngig sein, also ® = ®(t). Die Schrodinger-Gleichung ist ebenfalls
invariant beziiglich einer beliebigen Konstanten globalen Phase, fiir eine zeitabhédngige
Phase ®(t) gilt jedoch

i 5=y
& e’ (idy + ) = He'"y
& igtv,b = (H+®)yp. (C.2)

Fiir eine nichttriviale Zeitabhangigkeit der Phase besitzt etwa das stationdre Zweimo-
denmodell (2.20) einen zeitabhéngigen Energieeigenwert ji = (1 + ®), was keine echten
stationaren Zustidnde erlaubt. In einem Experiment wéare ein solcher Zustand zuerst
einmal ununterscheidbar von einem echten stationdren Zustand, dazu bedurfte es eines
Interferenzexperimentes. In [68] zeigt sich dies in Form eines zusatzlichen Freiheits-
grades, welcher eine direkte Konsequenz der Einschrénkung der MF-Beschreibung auf
physikalische Observablen der Form o; = ;1) darstellt.
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C. Beschreibung der MF-Dynamik tiiber SPDMs

Um die Zusammenhénge mit den Ergebnissen der vorliegenden Arbeit zu verstehen,
miussen die Abschnitte 4.2.2 und 4.2.3 betrachtet werden. Dort wird gezeigt, dass die
komplexen Gleichungen

Jiogy = —ivyy, (4.4a)
Jaathy = i (4.4D)

erfillt sein miissen, damit die Dynamik der eingebetteten Grofien ,(t) und 5(t) mit
dem Zweimodensystem (2.19) tbereinstimmen und P7-Symmetrie tiberhaupt realisiert
werden kann. Eine dquivalente Formulierung im Rahmen der SPDMs ist durch die
Gleichungen

J12j12 = 2913 , (4.15a)
Jsajsa = 2yn;, (4.15b)
Ji2¢13 = J34C24, (4.21a)
Jr2j13 = J3ajoa (4.21b)

gegeben. Im MF sind jedoch nur drei dieser Gleichungen unabhéngig [44], sodass die
zusatzliche Freiheit auftritt, die bereits oben beschrieben wurde. Diese Freiheit tritt in
den Gleichungen (4.4a) und (4.4b) nicht auf sondern lediglich bei der Beschrankung auf
die observablen SPDMs.

Um dieses unterbestimmte Gleichungssystem fiir die Kontrollparameter zu losen wird in
[46] eine beliebige zeitabhdngige Funktion

J1a(t)
Cou(t)
eingefithrt. Mit der Losung Ji, = 74/ny/n; aus Abschnitt 4.2.1 und der Definition

Coy = 2v/Ngny cos(pa—y4) aus Abschnitt 4.2.2 ergibt sich fir P7T-symmetrische stationére
Zustande

d(t) =

(C.3)

d(t) =

\/ 4(t) cos(py —
2\/n ) sin(2¢)

@) __ B (C.4)
2\/”1(t)n4(t)

Zum Schluss sei noch angemerkt, dass dieser Freiheitsgrad in der vorliegenden Arbeit
nicht auftaucht, da nicht die Vorgehensweise zur Bestimmung der Gleichungen (4.4a) und
(4.4b) auf ein Vielteilchenproblem dbertragen werden, was auf die Gleichungen (4.15a),
(4.15b), (4.21a) und (4.21b) fuhrt. Vielmehr werden die Bedingungen aus dem MF selbst
in Abschnitt 4.2 quasi tibersetzt unter der Voraussetzung, dass sich das Vielteilchensystem
stets in einem MF-artigen Zustand befindet.
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D. Analytische Parameterwahl

Fiir eine dynamische Parameterwahl, wie sie in der vorliegenden Arbeit untersucht wird,
muss der Zustand des Systems zu jedem Zeitpunkt bekannt sein. In einem realen Experi-
ment ist dies natiirlich nicht méglich, sodass der Zustand des Systems in regelméafligen
Zeitintervallen gemessen und die Parameter entsprechend angepasst werden miissen. Die
Intervalllinge hangt dabei nicht nur von der Dauer einer Messung selbst ab, sondern
auch von der Dauer der Auswertung dieser Messung.

Die experimentelle Realisierung eines PT-symmetrischen Viermodensystems ist also
absolut nichttrivial. Aus diesem Grund soll in diesem Abschnitt eine analytische Pa-
rameterwahl wie in Abschnitt 4.2.3 betrachtet werden, da hierfiir keine Kenntnis des
momentanen Zustandes erforderlich ist. Die Parameter sind hierbei gegeben durch

n

Jia(t) = m(0) — 2ymt (4.27a)
J3(t) = W72 (0) + 29t (4.27b)
() = 1 — gny(0) + 2ygnt (4.27¢)
pa(t) = pp = gna(0) — 2ygnt (4.27d)

mit

w=gn—1Ja —~>. (4.27e)
Diese analytischen Losungen gelten nur im MF-Grenzfall exakt und beriicksichtigen
keine Vielteilchenkorrekturen zur Einteilchendynamik, was in einem Vielteilchensystem
insbesondere bei sehr geringen Teilchenzahlen unzureichend ist [111]. Im Gegensatz zu
der eben genannten Arbeit sind die Parameter hier jedoch unabhéngig vom Zustand,
sodass sich Abweichungen und Fehler nicht durch die Parameterwahl verstérken. Dadurch
ist kein friithzeitiger Abbruch der Integration zu erwarten, sodass die Integrationszeit
stets der im MF entspricht.

Im Folgenden ist eine analytische Parameterwahl fiir unterschiedliche Gesamtteilchen-
zahlen dargestellt, die stets Vielfache der Anfangsbesetzung n,(0) = n4(0) = 9 und
n5(0) = n3(0) = 0,5 darstellen. Das System besitzt die Tunnelraten J = 1, eine konstante
schwache Wechselwirkung g = 0,1 und das Zweimodensystem ist iiber v = 0,5 an die
Reservoirmulden gekoppelt.

109



D. Analytische Parameterwahl
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Abbildung D.1: Analytische Parameterwahl fiir N = 38 im BHM fiir die Tun-
nelraten J = 1 fiir eine schwache Wechselwirkung g = 0,1 und der Kopplungsrate
v =0,5.
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Abbildung D.2: Analytische Parameterwahl wie in Abbildung D.1 fiir N = 190
im BHM.

111



D. Analytische Parameterwahl
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Abbildung D.3: Analytische Parameterwahl wie in Abbildung D.1 fiir N = 1900
in der BBR-Methode.
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E. Alternative Parameterwahl fur
stationare Besetzungen

Aus Kapitel 5 ist bereits hervorgegangen, dass die Wahl der Parameter in einem Viel-
teilchensystem zu ganzlich unterschiedlichen Zustanden fiihren konnen, wohingegen der
quasistationdre Zustand im MF eindeutig ist. Unter diesem Gesichtspunkt soll hier
noch eine alternative Parameterwahl fur die P7T-symmetrischen stationdren Zustdnde
untersucht werden, bei der die Tunnelraten (4.56) verwendet werden.

Eine Ubersicht der relevanten Gréflen des so realisierten Systems ist in Abbildung E.1 fiir
die in Abschnitt 5.2.1 zu finden. Ein Vergleich mit den Abbildungen dort zeigt sofort, dass
hierbei ein vollkommen unterschiedlicher Zustand vorliegt, bei dem die Besetzungszahlen
ny(t) = ns(t) erhalten sind. Die Strome ji5(t) = jos(t) = js4(t) hingegen stimmen zwar zu
jedem Zeitpunkt tiberein, sind dabei jedoch nicht fiir alle Zeiten erhalten. Im Gegensatz zu
der bisherigen Parameterwahl (4.45) ist die Anderung der Besetzungszahlen im Reservoir
nicht mehr linear, da dies nun keinen Teil der Forderungen mehr darstellt. Auch in diesem
Fall liegt nur zu Beginn ein quasistationdrer Zustand vor, von dem sich das System dann
zunehmend entfernt, was insbesondere an den Grofien j,3 und cy3 zu erkennen ist. Der
Abbruch wird wiederum durch einen Abfall der reduzierten Stromdichte js, auf Null
verursacht, was auch in der Gleichung (4.56b) zur Divergenz der Tunnelrate Js, fiihrt.
Der Zeitpunkt des Abbruchs tritt im Vergleich zur Abbildung 5.7 etwas spéter ein. Ein
genauerer Vergleich mit der Abbildung 5.8 zeigt, dass die Wahl der Parameter iiber einen
langeren Zeitraum hinweg recht gut mit dem Verhalten im MF iibereinstimmt, obwohl
die Reinheit dasselbe Verhalten wie zuvor aufweist.

Um fiir die gesamte Dauer stationédre Strome zu erzwingen, lassen sich auch hier die
Gitterpunktenergien geméfl der Gleichungen (4.49) modifizieren, was in Abbildung
E.2 dargestellt ist. Hierbei stellt sich wieder ein Zustand mit BGL ein, der sowohl
stationédre Besetzungszahlen ny(t) = nz(t) sowie stationdre Strome jio(t) = joz(t) = jaa(t)
aufweist, jedoch ein nichtstationédres Verhalten in c34. Durch einen Vergleich mit den
Abbildungen 5.7(c), 5.8(c), 5.9(c) und 5.10(c) zeigt sich eine grofie Ubereinstimmung
zu der Parameterwahl mit den Gleichungen (4.45a) und (4.45b), obwohl die Motivation
hinter den Forderungen an die Tunnelraten sehr unterschiedlich sind und entsprechend
ohne zusédtzliche Forderungen auch zu einer sehr unterschiedlichen Dynamik fithren.
Die Tatsache, dass unterschiedliche Parameterwahlen auch in einem Vielteilchensystem
zu einem sehr dhnlichen Ergebnis fithren, ist ein Zeichen dafiir, dass der so realisierte
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E. Alternative Parameterwahl fiir stationdre Besetzungen

Zustand dem gewitinschten P7T -symmetrischen stationdren Zusténden bereits sehr nahe
kommt und damit eine Realisierung von BGL darstellt. Jedoch ist dieser Zustand nicht
stabil und wird durch Wechselwirkungen der Teilchen untereinander schnell zerstort,
sodass der Zusammenbruch im Vergleich zur Abbildung E.1 wiederum frither geschieht.
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Abbildung E.1: Forderung nach stationéren Besetzungszahlen durch die Verwen-
dung der Bedingungen (4.56) an die Tunnelraten fiir die symmetrische Anfangs-
besetzung aus Abbildung 5.7 mit der Tunnelrate Jy3 = 1 bei einer schwachen
Wechselwirkung g = 0,1. Der Zusammenbruch des Systems erfolgt durch den Abfall
des Stroms 7,3 auf Null und der daraus folgenden Divergenz der Tunnelrate J,.
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Abbildung E.2: Das System aus Abbildung E.1 kann ebenfalls durch die Forderung
nach Erhaltung des Stroms jy3 erganzt werden. Die Losungen gleichen nun der
Losung aus 5.7(c), was sich insbesondere durch einen Vergleich der Kontrollparameter
in Abbildung 5.8(c) und der Observablen in Abbildung 5.9(c) offenbart.

118



Abkiurzungsverzeichnis

BBR  Bogoliubov-Backreaction

BEC  Bose-Einstein-Kondensat (Bose-FEinstein Condensate)
BGL Balanced Gain and Loss

BHM  Bose-Hubbard-Modell

CPU  zentrale Prozessoreinheit (Central Processing Unit)

GPE  Gross-Pitaevskii-Gleichung ( Gross-Pitaevskii Equation)
GPU  Grafikprozessoreinheit (Graphics Processing Unit)

MF Mean-Field
MQST makroskopischer Quanteneinschluss (Macroscopic Quantum Self-Trapping)

RK Runge-Kutta
RWA  Drehwellenndherung (Rotating Wave Approzimation)

SPDM Einteilchen-Dichtematrix (Single-Particle Density Matriz)
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Korrelationsgrofie

Energie

makroskopische Wechselwirkung
Kopplungsrate

Tunnelrate

Stromdichte

reduzierte Stromdichte

chemisches Potential

Gesamtteilchenzahl im Viermodensystem
Teilchenzahl des eingebetteten Zweimodensystems
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