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Vorbemerkung

Das Streitgespréich ,Mathematisierung der Natur” war in der Wissenschaftlichen Sitzung
der Versammlung der Berlin-Brandenburgischen Akademie der Wissenschaften am
10. Dezember 2004 begonnen worden und wurde am 27. Mai 2005 erneut aufgegriffen
und fortgesetzt.

Jochen Brining hatte beide Debatten federfGhrend vorbereitet. Er fihrte jeweils in

das Streitgespréich ein und leitete die Diskussion.



Mathematisierung der Natur

Teil |






Jochen Brining

Einleitung

1 Vorlaufige Begriffsklarung

Wir betrachten den Menschen und seinen Geist als Teil der Natur. Wie alle Lebewesen
nutzt der Mensch die Natur for sein Uberleben, aber nur er allein hat die Féhigkeit, plan-
voll handelnd in die Natur einzugreifen.

Ausgangspunkt der Erérterung ist die folgende Arbeitshypothese:

Eine Mathematisierung ist eine formale Beschreibung eines Phdnomens oder eines
Phénomenbereiches mit dem Ziel einer so konkreten Vorausberechnung, daf3 damit
Handlungen erméglicht werden.

Seit mindestens 3.000 Jahren ist Mathematisierung in diesem Sinne ein Hilfsmittel
der Erziehung, des Alltagslebens, der Welterklérung und der Weltveréinderung. Als eines
der Uberzeugendsten und einflureichsten Beispiele einer gelungenen Mathematisierung
gilt nach wie vor Isaac Newtons Beschreibung der Himmelsbewegungen. Zwei wichtige
Aspekte — beliebig genaue Berechenbarkeit der Kenngréfien und auflerordentliche Ein-
fachheit des formalen Systems — verbinden sich in diesem Fall in idealer Weise. Fir jeden,
der Newtons Theorie zum ersten Mal studiert, ist wohl der Eindruck des ‘Verstehens’ der
Natur unabweisbar.

Fir die Zwecke unserer Diskussion und im BewuBtsein vielféltiger Vergroberungen las-
sen sich zwei unterschiedliche Motivationen der menschlichen Begegnung mit der Natur
unterscheiden, némlich die in Erklérungs- und die in Nutzungsabsicht. Dem ersten Kom-
plex von Verhaltensformen ordnen wir die symbolischen, dem zweiten die instrumentellen
Kulturtechniken zu. Diese Trennung mag etwas kinstlich erscheinen, wenn man die bio-
logisch notwendige Integration von Denken und Handeln in Rechnung stellt; sie hat sich
aber spétestens mit der Differenzierung der arbeitsteiligen Gesellschaft durchgesetzt und
sollte fir unsere Diskussion nicht stérend sein. Im folgenden méchte ich die wesentlichen

Aspekte einer Mathematisierung im eben skizzierten Sinn kurz erértern.



NATURERKLARUNG NATUR NATURVERANDERUNG
Beobachtung Messung
Erklarungsabsicht F—————=>  GEGENSTANDSBEREICH +T———2 Nutzungsabsicht
(symbolische Kulturtechniken) [ (instrumentelle Kulturtechniken)
Modellierung . Modellierung l
Formales System _— PHANOMENE — Technisches System
qualitativ
Deduktion < J thersq/' I werung \ Praktische Erfahrung
Satze _ PHANOMENE «————  Handlungsanweisungen
Vorhersage quantitativ Verénderung

2 Voraussagen

Erklérungs- wie Nutzungsabsicht richten sich auf bestimmte Ausschnitte der Natur bzw.
auf die Phénomene, die diese Naturbereiche konstituieren. Die betreffenden Phdnomene
sollen méglichst genau vorausgesagt werden, um die beabsichtigte Nutzung zu optimie-
ren oder um eventuell drohenden Schaden abzuwenden. Stimmen Voraussage und Er-
gebnis Gberein, wird zudem die zugrundeliegende symbolische Basis gestitzt. Um etwa
die richtige Zeit fir die Saat zu erkennen, bedarf es einer zumindest elementaren Kenntnis
des Kalenders. Um aber zum Beispiel die Erntemenge — und damit die zu erhebende
Steuer — nach einer Niltberschwemmung abzuschétzen und den Landbesitz wiederherzu-
stellen, bedarf es bereits erheblich feinerer mathematischer und technischer Kenntnisse.
Allerdings ist die Qualitét der Voraussagen stark abhéngig von der Genauigkeit, mit der
die Phénomene beschrieben werden kénnen. Das erkennt man leicht an den Antworten
auf alle Fragen, die das menschliche Schicksal oder Entscheidungssituationen betreffen.
Prophezeiungen haben nach wie vor Konjunktur, und die Astrologie gibt sich immer noch
als eine mathematische Wissenschaft. Dies ist deshalb fir unser Thema wichtig, weil die
Astrologie von je her ihre Fehlerhaftigkeit unprézisen Mef3daten und ungenauen Rechen-
verfahren zuschreibt — daf3 sie dadurch die Entwicklung der Astronomie und der Mathe-
matik wesentlich vorangebracht hat, scheint allerdings kein Zufall zu sein.

Einerseits ist es ein bemerkenswertes kulturelles Phénomen, daf3 falsche Voraussagen
ihren Urhebern unter gewissen Umsténden nicht angerechnet werden, wie ja schon allein
die immerwéhrende Konjunktur der Astrologie lehrt; aber auch wissenschaftliche Schulen
liefern Beispiele fur dieses eigentimliche Verhalten. Andererseits kann eine Vorhersage
kaum vollsténdiger erfullt werden als durch die materielle Realisierung eines Planes, sei

es der Bau eines Bauernhauses oder des Suez-Kanals, sei es der motorisierte Flug oder
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die friedliche Nutzung der Atomenergie. Eine erfillte Voraussage wird deshalb letztlich
nur dann Uberzeugen, wenn sie ein fir alle sichtbares, leichtversténdliches und méglichst
Uberraschendes Ergebnis zeitigt. Ein mustergiltiges Beispiel ist die Voraussage, mit der
Carl Friedrich GauB} im Alter von 24 Jahren weltberihmt wurde: Aus den recht spérlichen
Beobachtungen des italienischen Astronomen Giuseppe Piazzi gelang es GauB3, den Zeit-
punkt und den Ort erneuter Sichtbarkeit des hinter der Sonne verschwundenen Klein-
planeten Ceres mit gréfter Prézision vorherzusagen — eine damals kaum vorstellbare

Leistung.

3 Phédnomene

Der urspringlich biologische Umgang mit den ‘Phénomenen’ der Natur bezieht sich
auf das Erkennen von Differenzen, die Handlungen notwendig machen, um sich einen
Uberlebensvorteil zu verschaffen oder um einer Gefahr zu entgehen. Die Aufgabe des
‘Erkennens’ liegt bei unseren Sinnesorganen, die so Gbermittelten Informationen werden
vom Gehirn verarbeitet und in Handlungsanweisungen ibersetzt. Daraus wird bereits
deutlich, daB ‘Phénomene’ grundsétzlich als eine (kausale) Folge von Ereignissen, also
insbesondere in zeitlicher Abfolge auftreten, und daf3 ihre Wahrnehmung durch den
Menschen den Charakter von Messungen hat, und zwar der Messung von Unterschieden.

Die damit auftretende Notwendigkeit des Erkennens von Zustandsénderungen fihrt auf
die wesentlichen instrumentellen Kulturtechniken des Messens (von Léngen), des Zéhlens
und des Wégens, die schon die Bibel hervorhebt. In der Folge werden vor allem solche
Phénomene Gegenstand der Mathematisierung, die einem wohldefinierten Mef3prozefl
zugénglich sind und deren Voraussagen sich auf ein kurz gefafites und leicht versténdli-
ches Ergebnis reduzieren lassen: am besten eine schlichte Zahl. Wenn wir hier von Kultur-
techniken sprechen, so meinen wir Techniken, die hinreichend weit verbreitet sind und sich
eingeschliffen haben, und die vor allem gelehrt werden kénnen. Deshalb missen die
Phénomene, auf die sie sich beziehen, mit hinreichender RegelméfBigkeit auftreten: was
nur einmal geschieht, entzieht sich der Beobachtung, gewinnt nicht den Status eines Phé-
nomens. Diese Grundtatsache spiegelt sich in der unabdingbaren Forderung nach Wie-
derholbarkeit aller Experimente oder Deduktionen, die als wissenschaftliches Ergebnis
verdffentlicht werden.

Die Entwicklung der Mefitechniken hat zu einer Koevolution von instrumentellen und
symbolischen Kulturtechniken gefthrt. Eine regelgerechte Messung ist nicht erst heute ein

ProzeB, in dem sich technische Abléufe und ihre symbolische Verarbeitung auf das engste
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verbinden. Aus dieser Verknipfung entsteht insofern ein neuer Zugriff auf die Abléufe der
Natur, als aus dem MeBprozefl die Méglichkeit zur autonomen Produktion neuer, ohne
den Menschen nicht denkbarer Phénomene erwdchst. An erster Stelle stehen die vom
Menschen ins Werk gesetzten Verénderungen der Natur, vom Ackerbau Gber Siedlungen
und befahrbare Wege bis hin zur Erzeugung von Substanzen und Lebensformen, die es
ohne menschliche Einwirkung auf unserer Erde nicht geben wiirde. Der Weg der kulturel-
len Evolution fihrt von der Messung zum Experiment, vielfdltig unterstitzt durch die er-
finderische Kraft des Zufalls. Mit dem Experiment entstehen die Naturwissenschaften als
diejenigen Kinste, die sich auf die systematische ‘Befragung’ der Natur durch Variation
der experimentellen Parameter verstehen. Ein instrukfives Beispiel fir diesen Prozef bietet
die Geschichte der Alchemie, die iber dem GeneralbaB der Kochkunst die Oberstimmen
der Pharmakologie und der Chemie entstehen 168t. Noch fir Newton tritt die Alchemie
als Arbeitsfeld mindestens gleichberechtigt neben seine Optik, Mathematik und Mechanik.

Die Techniken des Messens haben in den letzten zwei Jahrhunderten eine auflerordent-
liche Erweiterung und Verfeinerung erfahren und viele Phénomene ans Licht gebracht, die
unabhéngig vom MeBprozeB nicht mehr wahrgenommen werden kénnen. Die Formu-
lierung ,ans Licht bringen” ist hier sehr wortlich zu nehmen, denn die Phdnomene der
atomaren und subatomaren Physik wie der Kosmologie werden nur sichtbar durch spezifi-
sche Abbildungstechniken, die dem MeBprozef zugerechnet werden missen. Die soge-
nannte Kopenhagener Deutung der Quantenmechanik zieht angesichts der Dualitét von
Wellen- und Korpuskeleigenschaften daraus die Konsequenz, daf3 (physikalisch relevante)
Phénomene durch den MeBprozel Gberhaupt erst definiert werden. Diese Feststellung
beunruhigt nicht nur wegen der schwankenden Natur der Elementarteilchen, sondern
auch im Hinblick auf ganz andere Mefivorgénge, die beispielsweise das Phénomen des
~Wahlerwillens” beschreiben. Wir sehen uns also gezwungen, den MeBproze mit all
seinen Aspekten in die Definition der ‘mefibaren Phénomene’ aufzunehmen, Gber deren
ontologischen Status wir ansonsten zundéchst nichts aussagen.

Mit der notwendig zu fordernden Reproduzierbarkeit der durch Mef3prozesse definier-
ten Phénomene geht die Vorstellung einher, daf MeBfehler durch Mittelbildung ausgegli-
chen werden kénnen und daf3 gentgend viele und feine Messungen in aller Regel auch
beliebig genaue Ergebnisse — und damit beliebig genaue Voraussagen — erbringen wer-
den. Wéhrend dies tatséchlich auf alle Phénomene zutrifft, die sich nach dem Newton-
schen Paradigma beschreiben lassen, kennen wir doch inzwischen viele Systeme — wie
das Klima der Erde —, die ein ,chaotisches” Verhalten aufweisen und insbesondere einer

genauen Voraussage Uber ldngere Zeitrdume nicht zugdnglich sind. Der Grund dafir liegt
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in der ‘Instabilitét” der Gleichungen, mit denen das Klimasystem modelliert wird, die auch
kleinste MeBfehler in kurzer Zeit derart aufschaukeln, daf3 jedes Ergebnis maglich wird —
so der berihmte Schmetterlingsflug, der auf der anderen Seite der Erde einen Sturm
ausldst. Es handelt sich hier um eine Eigenschaft der Modellierung, also des ‘symbolisch-
formalen Systems’, das der Voraussage zugrunde liegt, die zunéichst nichts mit dem Mef-
prozef selbst zu tun hat. Es ist deshalb nicht ausgeschlossen, dafl andere KenngréBen —
die mit anderen Mefiprozessen zu erfassen wéren — und andere Modellierungen zu sehr
viel befriedigenderen Ergebnissen fihren kénnten. Ein interessantes Beispiel sind Kisten-
linien, die sich in dem Sinne als ,chaotisch” erweisen, daf sie einer sinnvollen Langen-
messung nicht mehr zugdnglich sind, weil sie auf jeder Langenskala die gleichen zer-
fransten Strukturen zeigen — ein als Selbstéhnlichkeit bezeichnetes Phéinomen. Statt einer
Lénge ordnet man ihnen deshalb eine ,fraktale Dimension” zu, die zwischen eins und
zwei liegt. Fir dieses scheinbar prinzipiell nicht berechenbare Phédnomen hat kirzlich
Bernard Sapoval ein auBerordentlich einfaches Computermodell entwickelt, daff auf
wohlbekannten geologischen und geochemischen Prozessen beruht und sehr ,lebens-
nahe” Kustenlinien produziert.

Tatséchlich wird an solchen Beispielen deutlich, daf3 die meisten physikalischen Vor-
géinge, die wir im Alllag beobachten kénnen, eine Beschreibung der Newtonschen Art
nicht zulassen; sie sind zu ,komplex”. Der Uberlebenserfolg einer Spezies héngt jedoch
entscheidend von einem sehr effektiven Umgang mit vielféltigen komplexen Systemen ab.
Es steht deshalb zu erwarten, daf3 die Mathematisierung der Lebensphénomene — wenn
sie denn gelingt — viele neue Einsichten und Vorhersagen mit sich bringen wird (und natir-
lich wohl auch eine neue Mathematik). Aus dieser Sicht besteht Newtons geniale Lei-
stung gerade darin, genau die Gruppe von Phédnomenen im Bewegungsgeschehen der
Himmelsk&rper isoliert zu haben, die einer vollstéindig exakten Beschreibung zugénglich

waren.

4 Formale Systeme

Nach dieser ersten Klérung der Begriffe ‘Phénomen’ und ‘Vorhersage’ wende ich mich
nunmehr den ‘formalen Systemen’ zu, deren Aufgabe innerhalb des Mathematisierungs-
prozesses darin besteht, die gewinschte Vorhersage auf der Basis der MeBdaten zu lie-
fern. Das oben erwdhnte Beispiel der von Gau3 wieder aufgefundenen Ceres zeigt exem-

plarisch, welche Schritte zu leisten sind: Das in Rede stehende Phénomen wird zunéchst



modelliert, das heif}t, in ein deduktives System Ubersetzt. Dieses System bestimmt dann aus
einer kleinen Zahl von a priori als wahr angenommenen Sétzen — den Axiomen — durch
logische Schlisse und rechnerisches Verarbeiten der Meflergebnisse die gewinschte Vor-
aussage. In diesem Fall ist das deduktive System die Newtonsche Mechanik, die uns die
Bahn der Ceres — bis auf sehr kleine und zunéchst vernachléssigbare Stérungen — als
eine Ellipse angibt, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht. Unter den unendlich
vielen denkbaren Ellipsen wird nun die wahre Bahn durch die Mefidaten bestimmt. Aller-
dings muB diese Bestimmung so explizit ausgefihrt werden, dafl der Ort des Asteroiden
zu einem beliebigen Zeitpunkt in der Zukunft méglichst genau vorausberechnet werden
kann. GauB} gibt zunéchst ein rechnerisches Verfahren an, um eine elliptische Bahn im
Raum aus vier gemessenen Bahnpunkten zu bestimmen. Dann entwickelt er die Algorith-
men, um diese Bahn rechnerisch beliebig genau zu bestimmen und fihrt die notwendigen
und sehr umfangreichen Rechnungen (mit Bleistift und Papier) aus. SchlieBlich verwertet
er die Daten Piazzis in einer geschickten Mittelbildung und erreicht sein Ziel.

Man sieht an diesem Beispiel, dafy das formale System der Newtonschen Mechanik
allein nicht ausreicht, um die gewinschte Voraussage zu erreichen; es muf} zusétzlich al-
gorithmisch ausgewertet werden. Wéhrend der Entwurf von Algorithmen der symbolischen
Seite zuzurechnen ist, also durch logische Deduktionen erfolgt, muf3 die Implementierung,
das heif3t die tatsdchliche Durchfihrung der Rechnung, eher auf der instrumentellen Seite
gesehen werden. Es scheint deshalb sinnvoll, in den Begriff des ‘formalen Systems’ fur die
Zwecke unserer Diskussion sowohl die ‘symbolischen formalen Systeme’, das heifit logisch
deduktive axiomatische Systeme, als auch automatisierte technisch-algorithmische Prozes-
se aufzunehmen, die ich zusammen mit ihrer Implementierung als ‘instrumentelle formale
Systeme’ bezeichnen méchte. In diesem Sinne leistet dann auch ein technisches System,
das algorithmisch arbeitet, eine Mathematisierung; diese Begriffserweiterung scheint des-
halb angemessen, weil sich, wie schon betont, in der Entwicklung solcher Systeme in aller
Regel symbolische und instrumentelle Kulturtechniken vielfach verschrénken und vielfach
gegenseitig beeinflussen.

Demzufolge ist ein ‘symbolisches formales System’ (oder eine Theorie) zunéchst einmal
ein axiomatisches System im Sinne des Hilbertschen Formalismus. Es stitzt sich auf eine
formale logische Sprache, in der die Grundtatsachen, die Axiome, sowie alle ,einschlégi-
gen”, das heifit grammatisch richtigen Sétze formuliert werden. Axiome bedirfen keines
Beweises, sie werden als fundamentale ,wahre” Sétze, als ,selbstevident” angenommen.
Zugleich aber wird erstens ihre Widerspruchsfreiheit gefordert, das heifit, aus allen nur

denkbaren logischen Operationen in diesem System darf sich niemals ergeben, daf ein
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einschlégiger Satz sowohl wahr als auch falsch ist. An diesem ,Tertium non datur” l&Bt
sich im Hinblick auf gewisse Bereiche der Realitét durchaus ernsthaft zweifeln. Problemati-
scher jedoch ist das Faktum, daf3 die Forderung der Widerspruchsfreiheit innerhalb des
Systems selbst nicht befriedigend entschieden werden kann: Sie verlangt eine axiomatische
Erweiterung der verwendeten logischen Werkzeuge. Zum zweiten wird — ungleich proble-
matischer — dem Axiomensystem Vollstdndigkeit abverlangt, das heifit, daf3 alle einschlé-
gigen Sétze entweder wahr oder falsch sind; es muB3 also entweder der Satz selbst oder
sein logisches Gegenteil beweisbar sein. Diese Forderung hat Kurt Gédel 1931 als de-
finitiv unerfllbar nachgewiesen, indem er zeigte, daf} in jedem hinreichend gehaltvollen
formalen System Sétze existieren, die nicht beweisbar oder widerlegbar sind und damit
selbst axiomatischen Charakter haben. Damit war zwar der Formalismus in Hilberts strik-
tem Sinn als wissenschaftliches Programm erledigt, die Praxis der Mathematik und der
Mathematisierungen jedoch wurde von Gédels ,Unvollsténdigkeitssatz” kaum berihr,
weder quantitativ noch qualitativ.

Die Praxis der Mathematik besteht in nichts anderem als in der ,Explikation der Axio-
me“, das heifdt im tatsdchlichen Beweis méglichst aller einschlégigen Sétze einer Theorie.
Dies ist einerseits eine etwas unbefriedigende Tétigkeit, da ja der logische Gehalt der
Theorie mit der Wahl der Axiome unabénderlich festgelegt ist; andererseits erweist es
sich héufig als auBerordentlich schwierig, zu einem beliebigen einschlégigen Satz einen
Beweis oder eine Widerlegung zu finden. Der Erfolg eines Mathematikers héngt deshalb
entscheidend von seiner Fahigkeit ab, in der unendlichen Mannigfaltigkeit einschlégiger
Sétze lésbare Probleme zu isolieren, also solche Aussagen, deren Beweis mittels bereits
bekannter Satze und bereits vorhandener, geeignet modifizierter oder gar ganz neuer
Methoden erreichbar ist. Wie Gédels Ergebnis zeigt, gibt es dafir kein automatisierbares
Verfahren. Allerdings kann eine spezifische Beweismethodik durchaus in quasi-mechani-
schem Vorgehen eine Fille von Ergebnissen zeitigen, die zunehmend komplizierter, aber
aufgrund der etablierten Methodik dann eben ,voraussagbar” sind.

Ob ein neuer Beweis allerdings ,interessant” ist, also von vielen Mathematikern auf-
merksam zur Kenntnis genommen wird, ist eine kollektive Entscheidung der Wissen-
schaftler, die sich mit der in Rede stehenden Theorie in irgendeiner Form beschéftigen.
Dafir mégen viele Faktoren, mitunter auch zuféllige, ausschlaggebend sein. Fir die
unmittelbare Wirkung aber ist sicher entscheidend, daf3 das vorgelegte Ergebnis weithin
sichtbar, leichtversténdlich und Gberraschend ist. Eine weitergehende Wirkung kann sich
dann ergeben, wenn der Beweis eine neue Verbindung zwischen verschiedenen axiomati-

schen Systemen herstellt und damit gleichsam die Fesseln der gegebenen Theorie sprengt.
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Um beide Effekte zu illustrieren, méchte ich nochmals die Wiederentdeckung von Ceres
anfihren, die exemplarisch alle Kriterien erfillte, die unmittelbare und weitreichende
Aufmerksamkeit sichern. Die Fesseln der Newtonschen Theorie sprengte diese Mathe-
matisierung jedoch keineswegs, im Gegenteil: Sie gehért zu den wenigen GauBschen
Leistungen, die schon bald durch wesentlich leistungsféhigere ersetzt wurden, so dafl
sein damals so spektakuldres Resultat heute nur noch historisches Interesse verdient.

Véllig anders verhdlt es sich mit einer Schrift, die GauB im Jahre 1800 publizierte.
Diese ,Disquisitiones arithmeticae” wurden zu einem der einflufreichsten Biicher auf dem
Gebiet der Zahlentheorie und sind noch heute sehr lesenswert. Im letzten Kapitel |6st
Gauf} ein berthmtes Problem der griechischen Antike: Er beantwortet die Frage, welche
in einen Kreis einbeschriebenen regelmaBigen n-Ecke mit Zirkel und Lineal konstruiert
werden kénnen. Die Griechen kannten die Konstruierbarkeit von Dreieck und Finfeck und
glaubten, dafB3 das Siebeneck nicht konstruierbar sei. Gauf} bestétigte dies und gab eine
eindeutige Antwort fir jede Zahl n; daraus ergab sich unter anderem, daf3 das regelméfi-
ge 17-Eck konstruierbar ist. Diese Anwendung der Arithmetik auf die Geometrie wurde
vom Publikum als Grenziiberschreitung und Loslésung der Arithmetik vom angestammten
Gegenstandsbereich empfunden. Der franzésische Mathematiker Louis Poinsot kommen-
tierte dies in seiner Rezension der ,Disquisitiones” 1807 mit den Worten: ,Mais dans les
sciences mathématiques toutes les verités se tiennent par une chaine nécessaire.”

Die Tatigkeit des Beweisens ist also mehr als ein tautologischer Vollzug. Sie ist immer
begleitet von der Suche nach neuen, méglicherweise stérkeren axiomatischen Strukturen,
die dann eine neue theoretische Entwicklung im Zuge ihrer Explikation einleiten. Jeder
Beweis ist ein Experiment mit dem Ziel, verborgene Strukturen aufzuspiren. Gauf’ Ent-
deckung markiert den Zeitpunkt der Konstituierung der ,Reinen Mathematik” als selb-
stdndige ,Strukturwissenschaft”. Zu ihrem Selbstversténdnis und zu ihrer Rechtfertigung
bedarf sie seitdem nicht mehr des Verbundes mit instrumentellen Techniken im Zuge des
Mathematisierungsprogramms.

Das bedeutet nicht das Ende des Mathematisierungsprogramms, im Gegenteil; aber
for die Mathematik war ihre Rolle in diesem Programm nicht mehr der ausschlieliche
Existenzgrund. Nachdem sie autonome, ,innere” Gesetze ihres Fortschreitens fr sich in
Anspruch nehmen konnte, folgte dann auch eine beispiellos erfolgreiche Entwicklung, die
bis in unsere Zeit andauert und sich woméglich noch verstérkt. Umso deutlicher stellt sich
die Frage nach der Bedeutung des Mathematisierungsprogramms fir die Entwicklung
der Mathematik (wie der Technik) insgesamt und nach den Faktoren, die seine Dynamik

bestimmt haben und bestimmen.
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Aus mindestens zwei Grinden dirfte die Entdeckung der Mathematisierbarkeit als
Méglichkeit der sicheren Voraussage von Ereignissen fir die Entwicklung der instrumen-
tellen, aber vor allem der symbolischen Kulturtechniken entscheidend gewesen sein. Zum
einen haben nur diese Erfolge den Mehrwert erwirtschaftet, der es erlaubte, einzelne bzw.
kleinere Gruppen von Stammesmitgliedern von der unmittelbaren Daseinsvorsorge zu
befreien, so daf sie sich der Entwicklung neuer, vor allem symbolischer Kulturtechniken
widmen konnten. Zum anderen hatten die symbolischen Techniken sicher die Existenz von
ausgefeilten instrumentellen Kulturtechniken, also von Kunstlehren, zur Voraussetzung,
deren Erlernen und Abstimmen in einer eng kooperierenden Gruppe den Rickhalt fir
Abstraktionen bildete. Aus diesen Abstraktionen entsprangen Vereinfachungen und Uber-
tragungen der Kunstlehren und damit die Grundlage fir weiterreichende, haufig vom
Zufall unterstitzte Techniken, so daf3 instrumentelles Handeln und symbolisches Verstehen
in ein Verhdlinis gegenseitiger Verstdrkung traten. In der hellenistischen Wissenschaft
von Euklid und Archimedes begegnen wir denn auch Mathematisierungen mit bereits
weitgehend ausbalancierten theoretischen und technischen Anteilen.

Die entscheidende Verknipfung zwischen dem symbolischen und dem instrumentellen
formalen System besteht in einer ‘Modellierungs’-Vorschrift, welche die Kenngréfien des
MefBprozesses im Rahmen des formalen symbolischen Systems interpretiert. Damit wer-
den dem betrachteten Bereich von Phédnomenen Begriffe und Relationen unterlegt — die
Hypothesen der Theorie —, die in aller Regel viel mehr an formalen Implikationen mit
sich bringen, als durch Messungen tatséchlich belegt werden kann. Nicht selten werden
Hypothesen konstatiert, die keiner direkten Messung zugéinglich sind. Die Architektur des
formalen symbolischen Systems ist deshalb nicht a priori zwingend, sie kann im besten
Falle ,die Phénomene retten”, ohne aber einen Wahrheitsanspruch geltend machen zu
kénnen; denn es kann nie ausgeschlossen werden, daf} eine andere Theorie zu noch
besseren Voraussagen fihrt. Dariber hinaus bedeutet die erfolgreiche Implementierung
einer Theorie eine reale Konsistenzprifung, einen nicht zu unterschétzenden Schutz ge-
gen innere logische Widerspriche. Des weiteren ergeben sich aus Zusammenhdngen
der Mefidaten héufig, wenn auch nur selten zwangsléufig, die ,richtigen” einschlégigen
Fragen an die Theorie. Durch solche Redlitétsprifungen wird die Spreu der unendlich
vielen gleichberechtigten formalen Sétze der Theorie vom Weizen der wichtigen getrennt
(und das Godelsche Gespenst auf Abstand gehalten). Von dieser Riickkoppelung hat die
Mathematik in ihrer Entwicklung auBerordentlich profitiert, und das wird auch weiterhin
so bleiben, obwohl dies manchmal nicht mit genigender Deutlichkeit gesehen wird.

Nicht zuletzt ist der allgegenwdértige Computer ein formales instrumentelles System, des-
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sen Wirkungsweise — nach erfolgreicher Gewshnung — kaum noch wahrgenommen
wird.

Ein vergleichbarer Effekt ist fir die Technik zu vermerken, die dazu neigt, die Erfolge
der Theorie durch Verkleidung als ,Hardware” unter ihrer Benutzeroberfléiche verschwin-
den zu lassen, wofir wiederum der Computer die schénsten Beispiele liefert, unter an-
derem in seiner Inkarnation als Navigationssystem. Tatsdchlich wird der ProzeB3 der
technischen Entwicklung vom Zwang zur optimierenden Automatisierung getrieben, und
jedesmal wenn ein gewisser Abschlu erreicht ist, |&Bt sich guten Gewissens die Unab-
héngigkeit von der Theorie behaupten. Das gilt Ubrigens auch fir die von der Quan-
tenmechanik inspirierten technischen Effekte, deren schlichte Wirksamkeit im Laser oder
im Halbleiter alle bohrenden Fragen nach grundsétzlichem Versténdnis scheinbar Gber-
flussig werden l&Bt. Allerdings schépft die technische Entwicklung auch aus anderen,
weniger leicht zu beschreibenden Quellen als der Theorie, die Teil ihrer urspriinglichen
Konstitution als instrumentelle, also handelnde Kunstlehre zu sein scheinen. Sie manife-
stieren sich nicht nur in optimierenden, sondern auch in spielerischen Antrieben, die dem
Fortschritt durch glickliche Zufélle die Turen 6ffnen. Der theoretische Anteil ist aber si-
cher in einem qualitativen Wachstum begriffen, so daf3 immer komplexere Systeme mit
immer gréferer Reichweite mathematisiert werden, deren Folgen immer globaler und

langfristiger — und damit immer schwerer abzuschétzen — sind.

5 Wissenschaft und Wissen

Bei aller Bedeutung, die den vielfdltigen Mathematisierungen in Vergangenheit und Ge-
genwart fir das Dasein des Menschen zukommt, muB3 man doch fragen, welche Aspekte
des Lebens durch diese Methoden erfafit werden kénnen und welche méglicherweise —
oder sogar sicher — nicht. Bis vor nicht allzu langer Zeit hétte man leicht Einversténdnis
dariber erzielen kénnen, daf} die geistig-moralische Sphére der menschlichen Existenz
keinesfalls angemessen mathematisiert werden kann, was nicht zuletzt die quantitativ
hachst unbefriedigenden Voraussagen der Wahlforscher wie der Wirtschaftsweisen, der
Politologen wie der Astrologen unbarmherzig bezeugen. Das unmittelbar sichtbare Hin-
dernis jeder Mathematisierung dieser Phénomene liegt in ihrer Komplexitét, die sich auch
nicht durch geeignete Experimente reduzieren l6Bt, weil letztere entweder nicht méglich
oder nicht zumutbar sind. Ich hatte jedoch schon darauf hingewiesen, daf3 allein das

Versagen der bekannten Methoden nichts Gber die prinzipielle Unméglichkeit einer Ma-
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thematisierung besagt, genauso wenig wie Erfolge auf anderen Feldern, und seien sie
noch so spektakulér. Die Wissenschaft kann sich durch solche Erwégungen — die sie
zweifellos beschaftigen missen, weil sie ein zentrales Problemfeld auch ihres Selbstver-
stéindnisses berhren — allerdings nicht davon abhalten lassen, die Grenzen des ,igno-
ramus” immer wieder auszuloten und, wo immer méglich, hinauszuschieben.
Schliefllich kénnte man fragen, wie aus der uniberschaubaren Zahl von Mathemati-
sierungen und eventuell weiteren wissenschaftlichen Leistungen ein Ganzes, ein Wissen
also, entsteht. Die vielfdltige Klage Uber die Fragmentierung des Wissens durch Speziali-
sierung dndert ja nichts am Zwang zur Synthese, schon allein deshalb nicht, weil lebens-
gerechtes Wissen, wie eingangs betont, zu Handlungsanweisungen fihren muf3. Das gilt
for den einzelnen Menschen genauso wie fir Organisationen und Institutionen, die alle
téglich den ‘executive summary’ produzieren, auf dessen Grundlage sie entscheiden. Wie
Entscheider wirklich zu ihren Entscheidungen kommen, scheint im einzelnen kaum be-
kannt zu sein, aber wir dirfen wohl annehmen, da3 Mathematisierungen, auch wenn
sie ausdricklich ins Feld gefuhrt werden, dabei die geringste Rolle spielen. Aufgabe der
Wissenschaft insgesamt muf es deshalb sein, neben allem Streben nach weiteren ge-
lungenen Mathematisierungen (oder andersartigen problemlésenden Strategien) auch den
Zusammenhang und die Verfigbarkeit des verléBlichen Wissens zu férdern, wobei die
Frage, wie das am besten zu geschehen hétte, sicherlich eine eigene Diskussion wert

wdre.
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Klaus Lucas

Zur Rolle der Mathematik in den Technikwissenschaften

Mathematik und Technikwissenschaften verbindet ein kompliziertes, vielféltiges Bezie-
hungsgeflecht. Sie treiben sich gegenseitig an, bedingen sich in vielen Féllen, hassen und
verachten sich aber auch gelegentlich und kommen doch nicht voneinander los. So wie
der Begriff der Technikwissenschaften eine Vielzahl unterschiedlicher, teilweise gegensétz-
lich gearteter Gebiete umfafit, so ist auch die Rolle der Mathematik in den Technikwissen-
schaften facettenreich. Jede allgemeine Erdrterung hat daher notwendig etwas Grobes,
Undifferenziertes, vielleicht sogar Anmafendes an sich und fordert Widerspruch heraus.
Das durchaus respektierte Einzelne soll hier jedoch zugunsten des Verbindenden zuriick-
treten.

Grundsétzlich und allgemein gilt, daf3 die Technikwissenschaften Artefakte in die Welt
setzen. lhre Aufgabe ist es nicht priméir, die Natur zu verstehen, zu erkléren oder gar zu
mathematisieren. Sie nutzen vielmehr die Naturgesetze — ob mathematisch formuliert oder
nicht — zum Aufbau dieser Artefakte und, sehr wichtig, zum Erkennen der Grenzen des
Méglichen. Dabei sind die Technikwissenschaften aus historischer Perspektive empirische
Wissenschaften — etwas abwertend formuliert, regelrechte Probierwissenschaften. Sicher-
lich waren sie keine mathematisierten Wissenschaften nach heutigem Versténdnis. Wenn
etwas funktionierte, war es nicht das primére Interesse der Technikwissenschaften, den
Grund dafir herauszufinden oder es gar mathematisch zu beschreiben. Man war mit
der Funktionalitdt zunéchst einmal zufrieden; der Fortschritt entwickelte sich empirisch.
Charakteristisch fur viele Jahrhunderte technikwissenschaftlicher Aktivitéten war insbeson-
dere ein entspanntes Verhdlinis zum Verbrauch von Ressourcen menschlicher Arbeitskraft,
Raum und Zeit. Die historische Textilbleiche zum Beispiel, ohne Zweifel ein bedeutender
chemotechnischer Grundprozef3, hatte einen enormen und nach heutigen Vorstellungen
ganz unangemessenen Verbrauch an menschlichen und natirlichen Ressourcen. Die vor-
industriellen Transportsysteme, also die Mobilitét auf der Grundlage von Pferdewagen
und Schiff, verbrauchten die Ressource Zeit in heute nicht mehr tolerierbarem Mafle und
waren durch erhebliche Stéranfélligkeiten, das heifit Unsicherheiten, gekennzeichnet.
Grundsétzliche Neuerung brachte, historisch gesehen, erst eine besondere technische

Erfindung, die Dampfmaschine. Sie verdankt ihre Existenz nicht vorrangig der angewand-
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ten Mathematik, sondern systematischer empirischer Forschung. Die Dampfmaschine
ermdglichte die zur industriellen Revolution grundlegende Konzentration von nutzbarer
Energie, die nicht nur eine neue Form der Mobilitét, sondern auch viele neuartige
Technologien hervorbrachte.

Kurzum, die Bedeutung der Mathematik in den Technikwissenschaften, die sich heute
zu einer Uberragenden Dimension entwickelt hat, verfigt Uber keine tiefen historischen
Wurzeln, sondern ist eine Folge moderner Anspriiche. Blicken wir auf unsere heutigen
technischen Artefakte, so sehen wir nicht nur éuBerlich einen Wandel — eine Eisenbahn
muB nicht nur fahren, ein chemischer Prozef} nicht nur funktionieren. Unsere Anspriiche
gehen dariber hinaus: Wir wiinschen optimale Lésungen in bezug auf Prdzision, Schnel-
ligkeit, Sicherheit, Wirtschaftlichkeit, Umweltvertraglichkeit etc. All dies I&ft sich in einem
Begriff zusammenfassen: Wir wiinschen Berechenbarkeit. Damit steht die Mathematik
plétzlich verbal bereits im Zentrum der Technikwissenschaften, nicht im Sinne der Be-
deutung in den Naturwissenschaften, méglicherweise aber als Quelle von Neuem, von
Uberraschungen. In den technischen Artefakten wiinscht man sich keine Uberraschungen,
weder gute noch schlechte. In den Technikwissenschaften hat die Mathematik ganz Gber-
wiegend eine dienende Funktion. Sie soll das, was im Grunde bekannt ist und funktioniert,
quantifizieren und optimieren, auch hier von Sonderféllen abgesehen.

Blicken wir zur lllustration auf einen speziellen technischen Prozef3: die Stromerzeugung
im Wérmekraftwerk. Hier gibt uns die Naturwissenschaft, insbesondere die Physik, mit
dem Carnot-Wirkungsgrad eine obere Grenze des Méglichen in bezug auf die Strom-
ausbeute pro Energieinhalt des eingesetzten Brennstoffs vor. Sie ist durch eine einfache
mathematische Beziehung quantifiziert. Diese Grenze kann kein Technikwissenschaftler —
und sei er noch so genial — bei der Gestaltung eines Kraftwerkes mit oder ohne Ma-
thematik Gberbieten. Die Aufgabe der Technikwissenschaften ist es vielmehr, sich dieser
Grenze unter vielerlei Randbedingungen, insbesondere der Wirtschaftlichkeit, durch ge-
eignete technische Strukturen anzunéhern. Dabei muB3 man erkennen, daf3 eine techni-
sche Struktur wie ein Kraftwerk eine Zusammenfassung vieler Einzelteile ist, die zielge-
richtet zusammenwirken missen. Der Dampferzeuger muf3 nicht nur Dampf generieren,
sondern dies auch mit gleichbleibender Qualitét von Temperatur und Druck tun, damit
die nachgeschaltete Dampfturbine daraus auf optimale Weise Strom gewinnen kann. Am
Ende des Prozesses muf3 eine bei méglichst tiefer Temperatur gestaltete Kihlung die aus
naturgesetzlichen Grinden erforderliche Wéarmeabfuhr sicherstellen. Ein solches Zusam-
menspiel von technischen Komponenten ist ohne Mathematik nicht zu optimieren. Es

wird daher ein mathematisches Simulationsmodell aufgestellt, welches die Wirkungsweise
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der Komponenten soweit abbildet, daf3 ihr Zusammenspiel bei variierenden ProzeBbedin-
gungen rechnerisch verfolgt werden kann. Ein solches Modell kann mathematisch noch
relativ einfach sein, da das Zusammenwirken der Komponenten durch eine grobe Mo-
dellbildung auf thermodynamischer Grundlage ausreichend genau beschrieben wird. Es
besteht im wesentlichen aus linearen Beziehungen zwischen den relevanten Gréfien des
Prozesses, die durch die Naturgesetze der Masseerhaltung, der Energieerhaltung und der
Entropiebilanz vorgegeben sind. Wegen seiner Linearitét und der Stetigkeit seiner funktio-
nalen Zusammenhénge ist die Lésung aus solchen Gleichungssystemen mathematisch
trivial. Es gibt Computercodes, die fir jedermann handhabbar sind. Als Ergebnis erhélt
man fir unterschiedliche Prozeparameter und unterschiedliche Verschaltungen Zahlen-
werte fir den elekirischen Wirkungsgrad, anhand derer optimale ProzeSbedingungen
herausgefunden werden kénnen. Solche Anwendungen der Mathematik auf technische
Prozesse sind heute Standard, nicht nur in der Kraftwerkstechnik.

Deutlich anspruchsvollere mathematische Methoden werden erforderlich, wenn die
einzelnen Komponenten des Kraftwerksprozesses im Detail einer optimalen Gestaltung
zugefthrt werden sollen. Ein Dampferzeuger in einem Kraftwerk kann erhebliche Ausmafie
annehmen. Er hat ganz offenbar eine spezielle geometrische Struktur, die keineswegs
belanglos, sondern mafBgeblich fir die gewinschte optimale Funktion ist. Es ist zum Bei-
spiel von Bedeutung, an welcher Stelle und mit welchem Impuls die Luftzufuhr und die
Brennstoffzufuhr gestaltet werden, damit ein méglichst weitgehender Ausbrand mit gerin-
ger Schadstoffemmission erfolgt. Die Optimierung dieses Vorgangs wird heute nicht mehr
durch reines Probieren erreicht. Man konstruiert vielmehr ein defailliertes mathematisches
Simulationsmodell auf der Basis von Feldgleichungen — also Differentialgleichungen fir
Impuls, Masse und Energie — in Kombination mit chemischen Reaktionsgleichungen.
Solch ein mathematisches Modell ist im Grunde nichts anderes als eine differentielle For-
mulierung der bereits im trivialen Kraftwerksmodell benutzten naturgesetzlichen Bedingun-
gen der Masse- und Energieerhaltung, hier noch ergénzt durch die Newtonsche Impuls-
erhaltung und die Bilanz fir die Masse einer Komponente. Auf der Grundlage eines
solchen mathematischen Modells lassen sich die detaillierten Feldgréfen von Temperatur,
Zusammensetzung und Geschwindigkeit an jedem Ort und zu jeder Zeit im Dampferzeu-
ger bestimmen. Diese Informationen wiederum erlauben Rickschlisse auf seine Wir-
kungsweise sowie seine Optimierung unter gegebenen Randbedingungen. Auf derselben
Grundlage werden auch alle anderen Maschinen und Apparate des Kraftwerksprozesses
beschrieben, beispielsweise die Turbinen. Das nédmliche gilt im Grundsatz fur alle tech-

nischen Strukturen, deren Wirkung durch die Bilanzgleichungen von Masse, Impuls und
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Energie bestimmt werden. Man muf3 &rtliche und zeitliche Randbedingungen vorgeben,
auBBerdem bendtigt man sogenannte konstitutive Gleichungen, in denen Systemgréfien —
von Viskositdten bis hin zu chemischen Reaktionsgeschwindigkeiten — auftreten, die das
Gesamtgeschehen mafigeblich beeinflussen. Auch fur die Lésung eines solchen Systems
von Differentialgleichungen gibt es heute Computercodes. lhre Anwendung ist naturge-
maB viel schwieriger als die des trivialen Modells. Analoge Modellbildungen, allerdings
auf der Basis anderer Gleichungssysteme, sind in anderen Bereichen der Technikwissen-
schaft Ublich, so im Bauingenieurwesen, im Maschinen- und Apparatebau.

Der Stand der Mathematisierung der Technikwissenschaften ist demgeméf hoch. Wir
kénnen komplexe technische Strukturen im mathematischen Modell studieren und daraus
Ruckschlisse auf die reale Funktionalitét ziehen. Und dennoch gibt es auch Grenzen,
und Fragen werfen sich auf: Wie detailliert und umfassend dirfen unsere Fragestellungen
sein? Geben unsere mathematischen Modelle wirklich die gewiinschten Antworten auf die
gestellten Fragen, oder tun sie das nur im groben, statistischen oder auch eingeschrénk-
ten, das heift nicht eigentlich belastbaren Sinn?

Einige ungeldste Probleme sollen hier dargestellt werden:

Was heifit eigentlich Optimalitéite Ist es das, was Kurt Tucholsky mit ,Das Ideal” be-
schreibt? Sollen unterschiedliche Teilziele gewichtet werden, und wenn ja, wie? Wenn
schon die Villa im Grinen nicht an der Friedrichstrafle liegen kann, wo ist der Kom-
promifi2 Ganz analog sind die Anspriiche, die an technische Artefakte gestellt werden.
Betrachten wir wieder das Kraftwerk. Schon bei der eigentlich simplen Frage der Wirt-
schaftlichkeit steht man vor dem Problem, daf3 diese durch Investitionskosten und Be-
triebskosten bestimmt wird. Beide sind bekanntlich konfliktionédr, das heifit sie kénnen
nicht gleichzeitig minimiert werden. Wenn man in ausgefeilte Technik investiert, kann man
Betriebskosten sparen und umgekehrt. Da man beide Kostenarten nicht sinnvoll zu-
sammenfassen kann, wird man versuchen, die Paretomenge aller optimalen Lé&sungen
auf die Weise zu bestimmen, daf} eine Verbesserung in einem Kriterium ein anderes
verschlechtert. Es ist nicht einfach, solche Lésungen zu finden, und die Mathematik hat
dazu bisher keine allgemeingiltigen Algorithmen beizutragen. Das gilt insbesondere im
vorliegenden Fall, wenn Investitionskosten der einzelnen Komponenten unstetig variieren,
zum Beispiel in Abhédngigkeit von Baugréfien. Klassische mathematische Lésungsansétze
versagen noch vor dieser Aufgabe. Dies gilt umso mehr, wenn weitere Teilziele, wie Ener-
gieverbrauch, Standortbedingungen etc. mit einbezogen werden.

Eine weitere Frage ist, ob ein mathematisches Gleichungssystem — und sei es noch so

ausgefeilt — Uberhaupt die Realitét wiedergibte Wenn wir Mathematik in den Technik-
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wissenschaften anwenden, dann postulieren wir zundchst ein abstraktes physikalisches
Modell und beschreiben dies mathematisch, nicht mehr und nicht weniger. Kennen wir
wirklich die Geometrien unserer Artefakte so genau, wie wir es fir die detaillierte ma-
thematische Behandlung im Modell unterstellen? Die Antwort ist nein. Kennen wir die
Materialeigenschaften, die die Prozesse und die Strukturen bestimmen, genau genug, so
dafB wir von den Ergebnissen des Modells zuverlassig auf die Realitét schlieBen kénnen?
Die Antwort ist wieder nein. Die Ergebnisse unserer mathematischen Modellierungen, so
wertvoll sie auch sind, stehen bei der Vorhersage der Redlitéit grundsétzlich unter schwer-
wiegenden Vorbehalten. Wie beriicksichtigen wir diese Informationsdefizite, wie gehen wir
mit Nichtwissen um? Hier gibt es unterschiedliche Ansétze: Der mathematisch gestitzte
Weg besteht in der EinfGhrung stochastischer Elemente in die mathematische Modellie-
rung. Ein Beispiel aus dem Bauingenieurwesen ist die stochastische Versagensanalyse von
Gebdudekonstruktionen. Etwa die Frage, wie die Tragwerke einer Halle gestaltet sein
missen, um bestimmte Sicherheiten bei Versagen aufgrund nur unscharf bekannter Bela-
stungen, zum Beispiel Windstarken, angeben zu kénnen. Fazit solcher mathematischer
Modellierung ist, daf} im Einzelfall Gberhaupt keine Sicherheiten méglich sind, sondern
nur noch statistisch scharfe Aussagen der Art: Bei vielen gleichen Tragwerken und plau-
siblen Belastungsszenarien wird eine bestimmte Anzahl 100 Jahre halten und sich in
Abhéngigkeit von der Gestaltung auf diese oder jene Weise veréindern. Man kann dann
eine Gestaltung auswdhlen, die mit einer bestimmten statistischen Wahrscheinlichkeit
eine vorgegebene Lebensdauer erreicht.

Gerade bei der Behandlung von unscharfem Wissen in den Technikwissenschaften
wird der Blick aber auch auf die Grenzen der Mathematik und auf die Erkenntnisse ande-
rer Fachgebiete als der Mathematik gelenkt. Wenn die Anzahl unscharfer Parameter und
ihre gegenseitige Abhéngigkeit eine gewisse Grenze Gbertrifft, dann ist die Mathematik
keine reale Hilfe mehr bei der Gestaltung und Bewertung technischer Strukturen. Dann
gelangt man in Bereiche, wo nicht-mathematisches Grundwissen letztlich der mathema-
tischen Modellierung Uberlegen ist. In den Sozialwissenschaften ist fir diesen Denkansatz
der Begriff der ‘Begrenzten Rationalitét' eingefihrt worden. Die Technikwissenschaften
werden zu Uberprifen haben, inwieweit und unter welchen Umsténden dieser Denkansatz
in die Gestaltung technischer Artefakte einflieBen kann, zum Beispiel in Form von einfa-

chen Expertensystembeziehungen.
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Zusammenfassend |&Bt sich feststellen:

Zu Beginn ihrer Entwicklung waren die Technikwissenschaften empirische, durch Pro-
bieren gekennzeichnete Ansétze.

Heute stehen wir bei der mathematischen Modellierung auf hohem Niveau und kén-
nen grofie Fortschritte bei der Gestaltung der Artefakte und der Prognose ihrer Funktion
machen.

Bei zunehmender Bericksichtigung von Details der realen Welt in unseren Modellen
beginnt die mathematische Modellierung an ihre Grenzen zu stofen und es gibt Anséitze,

sich von ihr abzuheben zugunsten einfacher Heuristiken.

28



Gerhard Huisken

Mathematisierung der Gravitation:
Die Schwarzschildlésung der Einsteingleichungen als
Grundmodell vieler Phdnomene der Gravitation

Als Beispiel for ein mathematisches Modell in der theoretischen Physik habe ich die
Schwarzschildldsung der Einsteinschen Feldgleichungen in der allgemeinen Relativitéits-
theorie ausgewdhlt. Fir die Auswahl dieses speziellen Modells gibt es mehrere Grinde:
Zum einen handelt es sich um ein grundlegendes Modell, das eine entscheidende Rolle
in der allgemeinen Relativitétstheorie spielt, die als sehr erfolgreiches Modell der Gravi-
tation in der theoretischen Physik bekannt ist. Das Modell erlaubt eine besonders deutli-
che Darstellung der engen Beziehungen zwischen verschiedenen Gebieten des Wissens,
insbesondere zwischen Analysis, Geometrie und theoretischer Physik. Dartber hinaus
kann man zeigen, dafl das Modell in einer historischen Kontinuitét von mathematischen
und physikalischen Konzepten steht; das Modell ist nicht auf einmal vom Himmel gefallen,
sondern baut auf bekanntem Wissen auf, insbesondere den Keplerschen Planetenbahnen
und der Newtonschen Gravitationstheorie. Schlielich habe ich das Modell ausgewdhlt,
weil es fir einen Mathematiker, der sich mit diesem Gebiet beschaftigt, ein dsthetisch
besonders schénes Modell ist, das auf sehr elegante Weise vorher ganz unerwartete Be-
ziehungen herstellt zwischen Konzepten der Physik und grundlegenden Strukturen der
theoretischen Geometrie. Zu guter Letzt weckt es noch Verwunderung: Warum gibt es
Uberhaupt ein mathematisches Modell, das so natirlich eine grundlegende Rolle in
Geometrie und Analysis spielt und gleichzeitig qualitativ und quantitativ so genau auf
eine Vielzahl von Gravitationsphénomen pafite

Um das Modell einzufihren, méchte ich mit einem Rickblick auf die Newtonsche
Gravitationstheorie beginnen, und zwar den statischen Fall ohne Dynamik: Fir einen
rotationssymmetrischen Zentralkérper weil man, dafl man das aus dem Zentralkérper
herrihrende Gravitationsfeld im Vakuum durch ein rotationssymmetrisches Potential U

beschreiben kann, das berthmte Newtonsche Potential

U = M/r,
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wobei M die Masse des Kérpers und r den Abstand vom Zentrum des Kérpers bezeich-
net. Ein Testteilchen der Masse m erféhrt dann eine Kraft proportional zu m und zum
Gradienten des Potentials, in diesem Fall zu mM/r? in Richtung des stdrksten Anstiegs
des Potentials U (Newtonsches Kraftgesetz).

Grundlegende Eigenschaft eines solchen Potentials (im Vakuum) ist die Differential-
gleichung, die es erfillt: Die Spur der Matrix der zweiten Ableitungen von U verschwindet
(AU = 0). In gewisser Weise befinden sich solche sogenannten harmonischen Funktionen
U in einem perfekten, sie charakterisierenden Gleichgewicht: Der Mittelwert ihrer (reinen)
zweiten Ableitungen ist Null und die Funktionswerte von U selbst stimmen an jeder Stelle
des Raumes genau mit dem Mittelwert von U in allen kleinen umgebenden Kugeln der
betrachteten Stelle Gberein. Da die Differentialgleichung fir U linear ist, gilt in der New-
tonschen Theorie zudem ein Superpositionsprinzip: Das Potential U eines allgemeinen
gravitierenden Kérpers 168t sich durch geeignete lineare Superposition von rotations-
symmetrischen Potentialen des Typs M/r zusammensetzen, und die Gravitationswirkung
ausgedehnter Kérper aufeinander I&Bt sich durch die Betrachtung geeigneter Punktmassen
in den Massenzentren der Kérper vereinfacht beschreiben.

Was entspricht dem grundlegenden Newtonschen Potential U=M/r nun in der allge-
meinen Relativitdtstheorie?

Wenn man zur allgemeinen Relativitétstheorie Gbergeht, dann mufl man den euklidi-
schen Raum, also die gewohnten kartesischen Koordinaten x, vy, z, durch ein Raum-Zeit-
Kontinuum ersetzen, das Raum- und Zeitkoordinaten miteinander verquickt. Einsteins
zentrale Idee war, daf3 dieses Raum-Zeit-Kontinuum kein euklidischer Raum mehr sein
muB mit all seinen Symmetrien, die ihn an jeder Stelle in jeder Richtung gleich aussehen
lassen, sondern daf3 die Raumzeit durch die darin enthaltene Materie nach einem ganz
bestimmten Gesetz gekrimmt wird. In einem gekrimmten Raum-Zeit-Kontinuum kann
man genauso mit Koordinaten rechnen wie man auf der gekrimmten Erdoberfléche mit
Hilfe der Karten eines Atlanten in Koordinaten rechnen kann — und eine von Einsteins
grundlegenden Forderungen lautet, daf} alle physikalischen Gesetze unabhéngig sein
mUssen von den speziellen Karten, die man gerade zum Rechnen verwendet.

Um die neuen Differentialgleichungen formulieren zu kénnen, ist das Potential U, das
wir in der Newtonschen Theorie diskutiert hatten, durch eine andere Struktur zu ersetzen,
die die Abweichung vom (leeren) euklidischen Raum beschreiben kann. Es stellt sich her-
aus, daf die geeignete Struktur eine Metrik ist, das ist eine Vorschrift, die an jedem
Punkt des Raum-Zeit-Kontinuums angibt, wie an diesem Punkt Winkel, Léngen und Uhr-

zeiten gemessen werden, — anders ausgedrickt, liefert eine Metrik an jedem Punkt des
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Raumes eine Vorschrift, die einem sagt, auf welche Weise das Gesetz des Pythagoras
an diesem Punkt der Raumzeit vom euklidischen Fall abweicht.

Um unter den vielen maglichen Metriken die physikalisch sinnvollen zu finden, braucht
man fir die Metrik eine Differentialgleichung, die zu der Gleichung fir das Newtonsche
Potential (A U =0) analog ist. In der allgemeinen Relativitétstheorie, im einfachsten Fall
des Vakuums, ist die von Einstein vorgeschlagene Gleichung eine Mittelwerteigenschaft
for die Krimmungen der Raum-Zeit-Metrik: So wie in der Newtonschen Theorie der Mit-
telwert der zweiten Ableitungen des Potentials U Uberall verschwindet, so muf3 bei Einstein
der Mittelwert der Krimmungen der Metrik an jeder Stelle der Raumzeit Null sein.

Der Begriff der Krimmung fir einen vierdimensionalen Raum ist kompliziert, 1&8t sich
aber nach B. Riemann auf die urspriingliche Formulierung von Gauf fir zweidimensiona-
le Fléchen zurickfohren. Man kann das im Sinne von Abweichungen der Winkelsumme
im Dreieck formulieren: GauB hat einen Krimmungsbegriff — Gaufische Krimmung — fir
Metriken auf zweidimensionalen Fléchen entwickelt, der mifit, wie sehr die Winkelsumme
in einem geoddtischen Dreieck auf der Flache von 180 Grad abweicht. In einem vier-
dimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum gibt es viele zweidimensionale Flachen mit zuge-
hérigen Gaufischen Krimmungen, — hieraus kann fir jede gegebene Richtung an einer
Stelle der Raumzeit auf sinnvolle Weise der Mittelwert der Gaufischen Krimmungen in
den (infinitesimalen) zweidimensionalen Fléchen berechnet werden, die die gegebene
Richtung an einer Stelle enthalten. Die Einsteinschen Gleichungen im Fall des Vakuums
sagen gerade, daf} alle diese Mittelwerte der Gaufischen Krimmungen fur alle Richtun-
gen an allen Stellen der Raumzeit gleich Null sind.

Wenn man bedenkt, daf3 die so definierte Krimmung einer Metrik durch einen Diffe-
rentialoperator zweiter Ordnung beschrieben wird, dessen analytische Struktur der des
Operators A in der Newtonschen Potentialgleichung &hnlich ist, so ergibt sich bereits
hier eine enge strukturelle Verwandtschaft der beiden Gleichungen aus dem Sichtwinkel
der Analysis. Die gravierenden Unterschiede der beiden Theorien haben ihren Ursprung
vor allem darin, daf} die Gleichungen der allgemeinen Relativitéistheorie nichtlinear sind
und kein Superpositionsprinzip erlauben. Betrachtet man ein Testteilchen in solch einem
Raum-Zeit-Vakuum mit einer Metrik, die die Einsteinschen Gleichungen fir die Krimmung
erfillt, so lautet die Regel fir das Teilchen nun, daB es sich auf Geodéten bewegen muf,
das heifit auf Kurven extremaler Lénge.

Hat man dieses Grundgerist der allgemeinen Relativitdtstheorie etabliert, so beginnen
erst die konkreten Aufgaben: Es gibt eine Unzahl von Lésungen der Einsteinschen Glei-

chungen, das heifit von vierdimensionalen Geometrien mit der beschriebenen Mittelwert-
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eigenschaft der Krimmung. Um ein konkretes Phénomen in der Natur zu beschreiben,
missen angemessene Lésungen ausgewdhlt werden, die etwas mit den Phénomenen zu
tun haben. Wir betrachten daher nun das versprochene grundlegende Modell, also die
Schwarzschildldsung der Einsteinschen Gleichungen, die Hauptgegenstand des Vortrags
ist.

Die Schwarzschildldsung ist eigentlich ein vierdimensionales Raum-Zeit-Kontinuum fir
die Beschreibung eines isolierten, statischen, rotationssymmetrischen schwarzen Loches;
um die Darstellung aber so einfach wie méglich zu halten, werden wir die Zeitrichtung
ignorieren und nur einen dreidimensionalen Schnitt durch diese vierdimensionale Raum-
zeit betrachten. Es handelt sich dann um einen unendlichen dreidimensionalen gekrimm-
ten Raum, der in einem endlichen Bereich stark gekrimmt ist und asymptotisch in grofier
Entfernung wie der bekannte dreidimensionale euklidische Raum aussieht. Diesen spe-
ziellen Raum kann man ganz explizit mit einer Formel beschreiben: Wir lassen in dem
dreidimensionalen Raum alle Winkel gleich und multiplizieren alle Absténde mit dem
Faktor

(1 + M/2r?,

wobei die Radialkkoordinate r>0 wie bisher nach Pythagoras aus den alten kartesischen
Koordinaten ausgerechnet wird. Man nennt die so entstandene neue Metrik wegen der
Winkelerhaltung eine konforme Metrik, die sich nur in der Lédngenskala an jeder Stelle
vom euklidischen Raum unterscheidet. Der Versuch, sich diesen Abstandsbegriff zu ver-
bildlichen — natirlich kann man etwas Dreidimensionales nicht malen, aber durchaus
versuchen, sich vorzustellen, was dieser Raum fir eine Geometrie hat —, fihrt zu einem
intuitiven Bild zweier Ubereinanderliegender, leicht gegeneinander gewdlbter Ebenen, die
an ihrem jeweiligen Ursprung durch einen ,Trichter” oder ,Schlund” miteinander verbun-
den sind. Wenn der Radius r nach unendlich geht, tendiert der Faktor gegen 1 und man
erhalt asymptotisch den Ublichen euklidischen Raum auf der ersten der beiden Ebenen.
Wenn der Radius r aber gegen O geht, dann ist M/2r sehr grof3 und somit werden alle
Absténde sehr grof3, die vorher klein waren. Der urspriingliche flache Raum in der Néhe
des Ursprungs wird dadurch im Ursprung ,aufgestochen” und aus der ersten Ebene ,her-
ausgestilpt” zu einer zweiten Ebene, die jenseits des entstandenen Trichters eine identi-
schen Kopie der ersten Ebene ist.

Physikalisch interessant ist die obere Halfte des so enstandenen gekrimmten Raumes,
jenseits des engsten Querschnitts des , Trichters”, der zweidimensionalen Sphére gege-

ben durch den Koordinatenradius r=M/2. Es handelt sich um den dreidimensionalen
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radumlichen Querschnitt durch das mathematische Modell fir ein statisches, rotations-
symmetrisches schwarzes Loch der Masse M, mit seinem Horizont bei der zweidimen-
sionalen Sphére mit Radius r=M/2. In gewisser Weise ist es ein Wunder, daf3 es diese
spezielle dreidimensionale Geometrie gibt, denn sie kann immens viele Dinge gleichzeitig
leisten: Wenn man in der zugehérigen Raumzeit die Geodéten fur ein Testteilchen be-
rechnet, so erhdlt man asymptotisch im Bereich grofler Absténde die Keplerbahnen um
einen Zentralkdrper der Masse M — und zusétzlich die Korrekturen, die man astronomisch
beobachtet hat. Das bedeutet insbesondere, dafl das Newtonsche Gesetz, das die Kep-
lerbahnen ja impliziert, in unserem neuen geometrischen Modell mit enthalten ist. Man
sieht an diesem Beispiel exemplarisch, daf} es sich bei der allgemeinen Relativitéistheorie
nicht um einen vélligen Umsturz des alten Wissens, sondern um eine Erweiterung in neuer
Formulierung handelt, in der die Erkenntnisse von Newton und Kepler eingebettet und
in ihren Begrenzungen verstanden sind. Die historische Kontinuitét der mathematischen
Modelle fir die Gravitation wird an diesem Beispiel auch noch in anderer, eher kurioser
Weise deutlich, etwa wenn man sich klar macht, daf} die beschriebene dreidimensionale
Geometrie auch durch die Rotation eines zweidimensionalen Paraboloids um eine Achse
des vierdimensionalen euklidischen Raumes erzeugt werden kann — also mit Hilfe eines
Kegelschnittes, der schon Apollonius und Archimedes bekannt war.

Auch in der modernen konformen Geometrie spielt unser Modell eine ganz besondere
Rolle, es ist ein fundamentales Beispiel der Theorie: Mit stereographischer Projektion bil-
det man unseren Raum ab auf die $%, die dreidimensionale Sphdre — eines der Hauptbei-
spiele der dreidimensionalen Geometrie. Man kann sowohl in der Geometrie als auch in
der Analysis auf verschiedenste Weise beschreiben, warum die S* und damit auch unsere
Modellgeometrie eine Sonderrolle in der dreidimensionalen Geometrie spielt. Anderer-
seits kann man in der allgemeinen Relativitétstheorie beweisen, dafl die Schwarzschild-
Metrik dort ein Grundmodell ist: Andere Modelle eines statischen, isolierten, gravitie-
renden Objektes missen in einem prdzisen quantitativen Sinne mehr Energie enthalten
als die Schwarzschild-Metrik. Es ist also physikalisch gesehen ein Grundzustand der allge-
meinen Relativitétstheorie, genauso wie es aus geometrischer Sicht einen Grundzustand
darstellt. Aus &sthetischer Sicht ist das eine wunderschéne und faszinierende Korrespon-
denz. Daf} es ein solches Obijekt Uberhaupt gibt, das in der Geometrie, Analysis und in
der Physik gleichzeitig diese Gberragende Rolle spielt, ist fir mich bei allem technischen
Versténdnis dieser Tatsache immer wieder faszinierend.

Hiermit nicht genug, unser Modell stellt nicht einen Endpunkt der Theorie dar — man

kann es erweitern: Es zeigt sich zum Beispiel, daf3 mit Hilfe dieses Modells nicht nur ein
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statisches schwarzes Loch richtig modelliert wird, sondern auch das AuBengebiet eines
statischen Sternes. Damit wird unsere Geometrie auch zum Startpunkt fir das Studium
zum Beispiel von Sternen mit verschiedenen Materiearten.

SchlieBlich stellte sich heraus, daf} die Schwarzschildldsung nur die einfachste exakte
Lésung der Einsteingleichung aus einer ganzen Familie solcher Lésungen ist. Es gibt die
Kerrldsungen, die 50 Jahre spdter von R. Kerr gefunden wurden; sie kénnen zusétzlich
ein Drehmoment modellieren und somit rotierende schwarze Lécher. Aus physikalischer
Sicht ist klar, dafl man solche Modelle zur Verfiigung haben méchte — schlielich sind
praktisch alle Sterne oder schwarzen Lécher nicht statisch, sondern drehen sich. Aber es
ist keineswegs selbstversténdlich, dafl in der Geometrie auch solche miteinander mathe-
matisch und physikalisch konsistente Modelle mit den richtigen Eigenschaften zu finden
sind! Kerrs Familie von Lésungen mit Drehmoment, mit genau der richtigen Anzahl freier
Parameter, ist heute Grundlage nahezu aller Vorhersagen fir das Verhalten rotierender
schwarzer Lécher. Aus tiefliegenden geometrischen Eindeutigkeitsséitzen folgt, daf3 es
keine weiteren geometrischen Modelle mit den fraglichen Drehsymmetrien gibt, — mit
anderen Worten, es gibt genau so viele geometrische Obijekte mit den geforderten Eigen-
schaften, wie man in der Physik braucht.

Uber die rotierenden Locher oder Sterne hinaus, die ihre Gestalt nicht veréndern, kann
man das Schwarzschildmodell auch noch um Dynamik erweitern: Man kann etwa Objekte
betrachten, die nicht ganz rotationssymmetrisch sind, man kann Bindrsysteme betrachten
oder zwei Obijekte, die auf Kollisionskurs sind. Bei diesen Problemen, zu denen man keine
exakten, durch Formeln gegebenen Lésungen erwarten kann, untersucht man zunéchst
Stérungen der oben diskutierten exakten Modelle und versucht, das Stabilitétsverhalten
von Lésungen der Einsteingleichungen zu verstehen. In vielen Féllen kann man bereits
zeigen, dafB dann die Lésungen der Einsteingleichungen Eigenschaften haben, die sowohl
mit den mathematischen Eigenschaften statischer schwarzer Locher als auch mit den Er-
wartungen der Physik Gbereinstimmen. Insbesondere sagen solche Untersuchungen die
Existenz und die Eigenschaften von Gravitationswellen voraus, die man zur Zeit fieberhaft
experimentell zu beobachten sucht. Die direkte Beobachtung von Gravitationswellen,
deren Form zundchst auf der Basis von Stérungen der Schwarzschild- und Kerrlésungen
vorhergesagt wurde, wére ein weiterer Erfolg dieser geometrischen Modelle, der — wie
die Vorhersage schwarzer Lécher vor mehr als 50 Jahren — weit Gber die Newtonsche

Theorie hinausgeht.
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Zusammenfassend bleibt festzuhalten:
Die Schwarzschildlésung hat als Modell mehrere grundlegende Eigenschaften, die es

zu einem besonders erfolgreichen Beispiel der Mathematisierung der Natur machen:

Die Keplerschen Gesetze der dlteren Newtonschen Theorie werden als Grenzfall vom

Modell erfafit, Abweichungen davon werden quantitativ genau vorhergesagt.

Das Modell ist erweiterbar auf rotierende schwarze Lécher und andere physikalische

Phénomene, mit genau der richtigen Anzahl freier Parameter.

Die Eigenschaften des Modells sind stabil unter kleinen Stérungen und erlauben eine

Erweiterung auf dynamische Fragestellungen.

Das Modell stellt eine tiefe Beziehung her zu grundlegenden geometrischen Konzepten
von Raum und Zeit und bildet eine Schnittstelle zwischen grundlegenden Objekten

der Geometrie, Analysis und der Physik.

Zum SchluB eine etwas provozierende These: Die Geometrie der Schwarzschildlésung
als ein Modell fir schwarze Lécher wird fir immer in unserem Wissen verankert bleiben,
solange wir Gber Geometrie und Gravitationsph&nomene nachdenken — genauso wie
die Kegelschnitte des Apollonius, die Keplerbahnen und das Newton-Potential. Auch in
neuen, fortgeschrittenen Modellen der Gravitation wird die Schwarzschildgeometrie ihren
Platz finden, so wie die Keplerbahnen ihren Platz in der allgemeinen Relativitétstheorie

haben: Es handelt sich um Wissen, das nicht mehr verlorengeht.

35



Gerd Gigerenzer

Einfache Heuristiken fir komplexe Entscheidungen

Meine Damen und Herren, wie treffen Sie Entscheidungen? Wenn Sie ein Lehrbuch tber
rationales Urteilen, Denken oder Verhalten 6ffnen, werden Sie wahrscheinlich folgendes
lesen: Gute Entscheidungen folgen den Regeln der Logik, den Gesetzen der Wahrschein-
lichkeitstheorie oder der Maximierung des erwarteten Nutzens. Wenn lhr Denken davon
abweicht, stehen Sie im Verdacht, irrational zu urteilen. Diese und verwandte Ideale
préigen das Bild vom verninftigen Menschen in Bereichen der Okonomie, Philosophie,
Risikoforschung, kognitiven Psychologie, Politikwissenschaft — bis hin zu utilitaristischen
Moraltheorien.

Wirkliche Menschen scheinen nicht diesen idealen Bildern zu gleichen, in denen man
von méglichst vollsténdigem Wissen, perfektem Gedéchtnis und rechnerischen Féhig-
keiten ausgeht. Nebenbei bemerkt, selbst unsere heutigen Computer kénnen diesem
Anspruch nicht immer gerecht werden. Menschen folgen oft Gewohnheiten, Daumen-
regeln oder verlassen sich auf das Urteil anderer.

Nun, wie treffen Sie Entscheidungen? Sehen Sie sich jede Alternative genau an, den-
ken Sie Uber alle méglichen Konsequenzen nach und schétzen Sie deren Wahrschein-
lichkeiten und Nutzen sorgféltig ab? Beispielsweise haben Okonomen beméngelt, daf
viele von uns bei besonders wichtigen Entscheidungen — wie einen Ehepartner zu finden —
nach besonders wenig Information suchen. Nach den vorliegenden Statistiken haben etwa
75 % aller heute 50- bis 60jéhrigen Amerikaner die erste () Frau ihres Lebens geheiratet.
Bei den 40- bis 50jéhrigen sind es immer noch 50 % und bei den 30- bis 40jahrigen
33 %. Wéire es denn rational, mehr potentielle Partner zu testen? So viele wie méglich?
Der Astronom Johannes Kepler — so wird berichtet — soll rational in diesem Sinne vor-
gegangen sein, als er nach einer ungliicklichen ersten Ehe eine zweite Frau suchte. Er
hat sich ein bis zwei Jahre Zeit genommen, um etwa ein Dutzend Frauen genauer zu
studieren. Freunde haben ihm geraten, Nummer vier zu heiraten, aber er folgte dem
Rat nicht, da er der Ansicht war, mehr Informationen zu benétigen. Die Legende sagt, daf3
der rationale Umgang Keplers mit zwischenmenschlichen Beziehungen von dieser Dame
als unwirdig und verletzend empfunden wurde und sie sich daher aus seinem ,choice

set” verabschiedet habe. Trotzdem scheint Kepler eine glickliche zweite Ehe gefihrt zu
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haben. Der Punkt ist: Was als rationales Verhalten erscheint — mehr ist immer besser —,
kann mit moralischen Werten unvertréglich sein.

Fir das andere Extrem steht die frihere Présidentengattin Barbara Bush. Sie erklérte
einmal: ,| married the first man | ever kissed”. Ist weniger Suche, weniger Information
besser, und falls ja, in welchen Situationen? Ist der deutsche Wald von Steuergesetzen
besser als ein einfaches, transparentes System, wie bis heute vergeblich vorgeschlagen?
Hier kénnte durch Einfachheit Transparenz erzeugt werden und damit wiederum das Ver-
trauen der Birger. Sollte man auf komplexe Probleme besser mit komplexen Lésungs-
versuchen reagieren, oder sind einfache genauso gut, und kénnen diese auch besser
sein? Diese Fragen sind Teil der Forschung zur ,begrenzten Rationalitét”. Ich werde
heute anhand von Beispielen in diese Forschung einfihren, wobei ich mich auf einfache
Heuristiken beschrénke. Diese Forschung entwickelt die Arbeiten der beiden Nobelpreis-
tréger Herbert A. Simon und Reinhard Selten weiter und kann in mehr formaler Fassung
und Detail bei Gigerenzer und Selten' nachgelesen werden. Heute kann ich lhnen nur

eine kleine Einfuhrung in Form von zwei Thesen geben.

Einfache Heuristiken

Die erste These lautet: Einfache Heuristiken kénnen Probleme oft schneller und besser
|6sen als komplexe Strategien.

Beginnen wir mit Sport. Wie féngt man einen Ball2 Einen Ball, der hoch hereinkommt —
wie einen ,flyball” im Baseball oder Kricket. Wie machen Sie das?¢ Wenn man Spieler
befragt, kénnen diese es meist nicht erkléren und antworten, sie tun dies intuitiv und ohne
nachzudenken. Aber wie? In seinem Buch ,The Selfish Gene” gibt Richard Dawkins eine
Antwort?:

When a man throws a ball high in the air and catches it again, he behaves as if he
had solved a set of differential equations. In predicting the trajectory of the ball,
at some subconscious level something functionally equivalent to the mathematical

calculation is going on.

' Vgl. Gigerenzer, G. & R. Selten: Bounded Rationality: The Adaptive Toolbox, Cambridge MA
2001; Gigerenzer, G. et al.: Simple heuristics that make us smart, New York 1999.
2 Dawkins, R.: The Selfish Gene, Oxford 1976, S. 96.
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Dawkins fohrt dies als ein Beispiel fir ein so genanntes ‘Als-Ob-Modell” (‘as-if-model’)
an. Ein solches Modell hat nicht den Anspruch, den Proze der Problemldsung zu model-
lieren, sondern nur das resultierende Verhalten. Der Spieler verhélt sich so, als ob er die
Flugbahn berechnen wiirde. Wir haben viele Als-Ob-Theorien in den Sozialwissenschaften
und als Konsequenz in diesen Féllen relativ wenig Interesse an den psychologischen Pro-
zessen. Mich interessiert, was diese kognitiven, motorischen oder sozialen Prozesse sind.
Wie fangt man einen Ball2 Eine Reihe von experimentellen Studien weist darauf hin, daf3
Menschen die Flugbahn nicht berechnen, weder bewuBt noch unbewuft. Das technische
Problem dabei ist nicht nur die Berechnung der komplexen Bahn, sondern zuallererst die
Schétzung der relevanten Variablen in der Kirze der Zeit. Theoretisch hat die Flugbahn
die Form einer Parabel. Um diese Parabel zu berechnen, mifiten Sie die urspringliche
Distanz zu dem Punkt, von dem aus der Ball geschossen oder geworfen worden ist,
schétzen, dann den urspriinglichen Winkel und die urspringliche Geschwindigkeit. Aber
in der wirklichen Welt folgt die Flugbahn nicht einer Parabel. Da gibt es Luftwiderstand
und Wind. Also mifiten Sie sensorische Instrumente haben, welche die Richtung des Win-
des und die Geschwindigkeit zu jedem Punkt der Flugbahn abschétzen. Das reicht aber
auch noch nicht, denn es gibt Spin und andere Variablen, welche die Bahn beeinflussen.
Kurz, wir kennen keine Intelligenz — natirlich oder kinstlich —, welche die Flugbahn so
schnell berechnen kann, daf3 Zeit zum Handeln bleibt. Nochmals: Was machen Men-
schen, wenn sie solche Berechnungen nicht durchfihren kénnen?

Gibt es eine einfache Heuristik, die das Problem 18st2 Eine Heuristik ist eine Strategie,
welche mit nur wenig Information arbeitet und den Rest ignoriert. Eine Méglichkeit, Heuri-
stiken zu entdecken, besteht darin, erfahrene Spieler zu beobachten. Experimentelle Stu-
dien haben gezeigt, daf} Spieler eine Reihe solcher Heuristiken anwenden. Hier ist die
einfachste, die aber nur funktioniert, wenn der Ball bereits hoch in der Luft ist, die ‘Blick-
heuristik’:

Fixiere den Ball, beginne zu laufen und passe die Laufgeschwindigkeit so an, daf3 der
Blickwinkel konstant bleibt.

Der Blickwinkel ist der Winkel zwischen Auge und Ball im Verhéltnis zum Boden. Ein
Spieler, der diese Heuristik nutzt, braucht weder Wind, Luftwiderstand und Spin noch die
anderen Gréflen zu messen. Er kann alle kausalen Variablen ignorieren, die man zur
Berechnung der Flugbahn bréuchte. Alles was notwendig ist, ist in einer einzigen Varia-

blen enthalten: dem Blickwinkel. Beachten Sie, daf3 ein Spieler den Punkt, an dem der
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Ball landen wird, mit dieser Heuristik nicht berechnen kann. Aber sie wird ihn dorthin
bringen, wo der Ball landet.

Die Blickheuristik ist eine schnelle und sparsame Heuristik (,fast and frugal heuristic”).
Sie ist schnell, weil sie das Problem innerhalb weniger Sekunden l6sen kann, und sie ist
sparsam, weil sie mit minimaler Information auskommt. Sie illustriert, wie das Gehimn ein
komplexes Problem mit einer einfachen Strategie zu I6sen versucht statt mit einer kom-
plexen Flugbahn-Berechnung.

Eine Heuristik kann man als Regel formulieren, die folgende drei Eigenschaften auf-
weist. Die ersten beiden erkléren, warum und wann einfache Strategien erfolgreich sind:

1. Heuristiken nutzen erworbene Fahigkeiten. Eine Heuristik ist einfach, weil sie die im
Laufe der Evolution erworbenen und individuell erlernten Féhigkeiten eines Organismus
einsetzt. So ist es fir Menschen einfach, mit den Augen Obijekte zu verfolgen, die sich
vor einem diffusen Hintergrund bewegen; dazu sind bereits wenige Monate alte Babys in
der Lage.* Roboter haben dagegen Mihe, Objekte in Bewegung zu verfolgen. Bis heute
gibt es kein Computerprogramm, das dieses Problem genauso gut wie das menschliche
Gehirn bewdltigen kann. Ebenso kénnen Menschen — im Unterschied zu Robotern —
laufen. Diese komplexen Féhigkeiten, die weitgehend automatisch ablaufen, machen die
Blickheuristik for Menschen einfach; ihre Abwesenheit impliziert, daf dies nicht fur heu-
tige Roboter gilt. Heuristiken nutzen also intuitive oder erlernte kognitive bzw. motorische
Prozesse. Die mathematische Berechnung der Flugbahn dagegen ignoriert diese Féhig-
keiten — wie auch die klassische Entscheidungstheorie —, was alternative und schnellere
Lésungen nicht sichtbar werden l&ft.

2. Heuristiken nutzen Umweltstrukturen. Die Rationalitét von Heuristiken ist nicht lo-
gisch, sondern kologisch. Okologische Rationalitét impliziert, daB eine Heuristik nicht
an sich gut oder schlecht, rational oder irrational ist, sondern nur in bezug auf eine be-
stimmte Umwelt. Sie kann sich bestimmte Strukturen einer Umwelt zunutze machen oder
eine Umwelt veréndern. So transformiert die Blickheuristik etwa die komplexe Flugbahn,
die der Ball in der Umwelt beschreibt, in eine gerade Linie. Alle Heuristiken sind zu einem
gewissen Grad bereichsspezifisch; sie sind darauf ausgerichtet, eine spezifische Klasse

von Problemen zu |6sen. Die Blickheuristik kann Probleme |&sen, die mit der Kollision

Gigerenzer, G.: Fast and frugal heuristics: The tools of bonded rationality. In: Koehler, D. J. &
N. Harvey (Hg.), Blackwell handbook of judgement and decision making, Oxford UK: Blackwell,
2004, S. 62-88, hier S. 63.

Vgl. Rosander, K. & C. von Hofsten: Development of gaze tracking of small and large objects.
In: Experimental Brain Research 146 (2002), S. 157-264.
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von sich bewegenden Obijekten zu tun haben. Wenn Sie Flugstunden nehmen, werden
Sie eine Variante der Blickheuristik kennenlernen: Nahert sich ein anderes Flugzeug und
furchten Sie einen Zusammenstof3, so schauen Sie auf einen Kratzer in lhrer Windschutz-
scheibe und kontrollieren, ob das andere Flugzeug sich relativ zu diesem Kratzer bewegt.
Ist das nicht der Fall, dann nichts wie abtauchen! Das Ziel des Piloten ist es, eine Kollision
zu vermeiden, wdhrend der Baseballspieler ein Zusammentreffen herbeifihren will. Aber
die Natur der Heuristik ist die gleiche. Kurz: Im Lauf der Evolution entstandene und indivi-
duell gelernte Féhigkeiten machen eine Heuristik einfach, Umweltstrukturen kénnen sie
intelligent machen. Eine Heuristik ist also sowohl im menschlichen Gehirn als auch in
der Umwelt verankert.

3. Heuristiken kénnen anderes Verhalten vorhersagen als ‘Als-Ob-Modelle’. Die Blick-
heuristik veranschaulicht, daf} sich die Logik einer Heuristik in erstaunlichem Mafe von
Als-Ob-Modellen unterscheiden kann. Das bietet einen Vorteil. Mit einem guten heuristi-
schen Modell kann man Vorhersagen ableiten, die Als-Ob nicht gestattet. Beispielsweise
mifBte man annehmen, daf Personen, die sich so verhalten, als ob sie die Flugbahn
berechneten, so schnell wie méglich zu dem Punkt laufen wirden, wo der Ball aufschla-
gen wird, um gegebenenfalls die Position noch etwas zu korrigieren. Die Blickheuristik
sagt dagegen voraus, daf die Spieler den Ball im Laufen fangen. Dies ergibt sich aus
der Tatsache, daf} sie sich bewegen missen, um den Blickwinkel konstant zu halten.
Dariber hinaus diktiert die Heuristik die Geschwindigkeit, mit der ein Spieler l&uft, sowie
den Wechsel der Geschwindigkeit. Aus verwandten Heuristiken kann man Situationen
voraussagen, in denen ein Spieler einen leichten Bogen laufen wird, wie man es auch
tatsdchlich bei Baseballspielern beobachten kann. Das gleiche Phénomen kann man

auch bei Hunden, die einen Frisbee fangen, beobachten.®

Eine gesunde Portion Ignoranz kann nitzlich sein

Hier nun meine zweite These: Ignoranz kann nitzlich sein.
Genau genommen spreche ich, wie wir sehen werden, von partieller Ignoranz. Theo-
rien der Rationalitét halten wenig von Ignoranz. Man unferstellt, je mehr Wissen, desto

besser, oder zumindest: mehr Wissen kann nicht schaden, wenn es nichts kostet. Wirkliche

5 Vgl. Shaffer, D. M. & M. K. McBeath: Baseball outfielders maintain a linear optical trajectory

when tracking uncatchable fly balls. In: Journal of Experimental Psychology: Human Perception
and Performance 28 (2002), S. 335-348.
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Menschen sind dagegen sténdig mit ihrer partiellen Ignoranz konfrontiert, und wir unter-
suchen, wie Menschen aus dieser Ignoranz nitzliche Information extrahieren.

Stellen Sie sich vor, Sie wéren Kandidat in einer Fernsehshow und stinden vor der
1.000.000-Euro-Frage:

Welche Stadt hat mehr Einwohner: San Diego oder San Antonio?

Was antworten Sie? Wenn Sie Amerikaner sind, haben Sie gute Chancen, die richtige
Antwort — San Diego — zu geben. Daniel Goldstein und ich befragten Studierende an der
University of Chicago, und etwa zwei Drittel von ihnen gaben die richtige Antwort.® Wenn
Sie aber Deutscher sind, scheinen lhre Chancen schlecht, denn die meisten Deutschen
wissen wenig Uber San Diego, und von San Antonio haben viele noch nie gehort. Welcher
Prozentsatz der Deutschen, die wir befragten, beantwortete die Frage richtig¢ 100 % —
obwohl sie so wenig wufiten. Wie kann dies sein? Die Antwort ist, daf3 die Deutschen
eine schnelle Heuristik, die Rekognitionsheuristik benutzten: Wenn man von einer Stadt
gehért hat, von der anderen aber nicht, dann wird die erste Stadt wahrscheinlich die
groBere Einwohnerzahl haben.

Beachten Sie, daf} die amerikanischen Studenten diese Heuristik nicht anwenden konn-
ten, da sie beide Stédte kannten. Sie wufiten zu viel. Man braucht partielle Ignoranz,
um die Rekognitionsheuristik anwenden zu kénnen. Wie alle Heuristiken ist sie nicht in
allen Situationen nitzlich; sie ist es dann, wenn eine starke Korrelation zwischen Wie-
dererkennen und Kriterium besteht. Der Einfachheit halber nehmen wir an, daf} diese
Korrelation positiv ist. Fir Probleme, bei denen man zwischen zwei Alternativen wéhlen

kann (Paarvergleiche), l&Bt sich die Rekognitionsheuristik folgendermafien formulieren:

Wenn der Name eines von zwei Objekten erkannt wird, der andere aber nicht,
dann schlieBBe daraus, dafl das erste Objekt den héheren Wert im Kriterium hat.

In Wettbewerbssituationen kann Namenserkennung erfolgreich sein. Wenn Sie die
Wahl zwischen der University of Michigan und der University of West Alabama haben,
dann wissen Sie, wohin Sie gehen. Der Umstand, daf3 viele Menschen jene Produkte
lieber kaufen, deren Namen sie kennen, wird von der Werbeindustrie aufgegriffen, und
es gibt Werbung, die lhnen keine Information Gber das Produkt gibt, sondern nur darum

bemht ist, den Namen des Produks tief im Gedéchtnis der Bevélkerung zu verankern.

¢ Vgl. Goldstein, D. G. & G. Gigerenzer: Models of ecological rationality: The recognition heuristic.

In: Psychological Review 109 (2002), S. 75-90.
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Eine Reihe von Studien haben die Bedingungen untersucht, unter denen partielle Igno-
ranz, kombiniert mit der Rekognitionsheuristik, mit dem besten Expertenwissen konkur-
rieren kann. Bei der Vorhersage der Ergebnisse der Herren-Einzelspiele in Wimbledon
2003 erreichten die Ranglisten der Association of Tennis Professionals (ATP) und jene der
Wimbledon-Experten bis zu 69 % korrekte Vorhersagen. Deutsche Amateur-Tennisspieler,
die von vielen der Teilnehmer noch nie gehért hatten, konnten mit Hilfe der Rekognitions-
heuristik jedoch bis zu 72 % korrekte Vorhersagen machen.” In einer anderen Studie
wurden Laien in Deutschland und den USA danach befragt, von welchen von insgesamt
798 Aktien sie schon einmal gehért hatten. Die Aktien mit der héchsten Namenserken-
nung durch partiell ignorante Laien schnitten genauso gut und besser ab als der Markt
(Dow und Dax), zufdllig gewdhlte Aktien und Blue-Chip Fonds.®

Die Bedingungen, unter denen die Rekognitionsheuristik zu richtigen Entscheidungen

fohrt und zu welchem Anteil, sind zum Teil bekannt und formalisiert.”

Weniger kann mehr sein

Damit beende ich meine kurze, illustrative EinfGhrung in die Forschung zu einfachen,
schnellen Heuristiken. Diese Forschung beschéftigt sich mit drei Fragen: Die erste ist de-
skriptiv und versucht, die Heuristiken, welche Menschen verwenden, durch Modelle wie
die Rekognitionsheuristik abzubilden. Ihr Ziel ist, den Inhalt und die Entwicklung der
‘adaptive toolbox’ zu dokumentieren. Die zweite Frage ist normativ: In welchen Umwelt-
strukturen wird eine bestimmte Heuristik erfolgreich sein? Dies ist die Frage nach der
‘ecological rationality’ einer Heuristik. Rationalitét wird nicht logisch (durch interne Regeln
der Konsistenz), sondern als eine Adaptation von Heuristik und Umwelt verstanden, also

eine zweistellige, interne-externe Relation. Die dritte Fragestellung betrifft die Anwendung

7 Vgl. Serwe, S. & C. Frings: Wer gewinnt Wimbledon 20032 Ein Test der &kologischen Rationalitét
der recognition heuristic. Poster auf der 46. Tagung der experimentell arbeitenden Psychologen,
Gieflen, 5.—7. April 2004.

8 Vgl. Borges, B., Goldstein, D. G., Ortmann, A. & G. Gigerenzer: Can ignorance beat the stock

market? In: Gigerenzer, G., Todd, P. M. & the ABC Research Group (Hg.), Simple heuristics

that make us smart, New York: Oxford University Press 1999, S. 59-72.

Vgl. Goldstein, D. G. & G. Gigerenzer: Models of ecological rationality: The recognition heuristic.

In: Psychological Review 109 (2002), S. 75-90.
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dieser Erkenntnisse zur Entwicklung von ,kinstlichen Systemen” wie etwa Diagnosesyste-
men im medizinischen Bereich. Einfache Heuristiken haben gegeniber klassischen Exper-
tensystemen den Vorteil der Transparenz, Robustheit und héheren Akzeptanz durch Arzte

und andere Experten.'®

1% Vgl. Elwyn, G. J. et al.: Decision analysis in patient care. In: The Lancet 358 (2001), S. 571-574;
Green, L. A. & D. R. Mehr: What alters physicians’ decisions to admit to the coronary care
unit? In: The Journal of Family Practice 45 (1997), S. 219-226.
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Manfred Bierwisch

Linguistik und die Mglichkeit der
Mathematisierung des Geistes

1 Geist als Aspekt der Natur

Das Rahmenthema ,Mathematisierung der Natur” betrifft die Geisteswissenschaften
selbstversténdlich nur, wenn und insoweit der Geist als etwas angesehen wird, das der
Natur angehért. Das will ich hier voraussetzen.

Natirlich hétte man Uber Geist und Mathematik auch dann zu reden, wenn der Geist
gerade nicht als Teil der Natur, sondern als der separate Bereich der res cogitans an-
zusehen wdre, der im Sinn der Cartesianer der res extensa gegenibersteht. Denn die
Mathematik ist in jedem Fall eine Sache des Geistes. Dann ginge es allerdings nicht um
die Mathematisierung des Geistes, sondern um Geist als Mathematik oder Mathematik
als Form des Geistes. Das ist zweifellos ein faszinierendes Thema, das aber gerade nicht
die Frage betrifft, ob und in welchem Sinn die Mathematik der Natur — unter Einschluf3
des Geistes — inhdrent ist oder auf sie projiziert wird.

Direkter hat mit unserem Thema eine Bemerkung von Nils Bohr Gber das Verhdltnis
von Physik und Linguistik zu tun, die Roman Jakobson kolportiert: Die Linguisten haben
es gut, meint Niels Bohr, weil ihr Gegenstand von Hause aus diskret und abstrakt ist,
wdhrend die Physiker ihre Gegensténde erst abstrakt und diskret machen missen.

Auch mit der Voraussetzung, daf3 der Geist zur Natur gehért, fragt sich aber, ob Ma-
thematisierung, wenn man sie nicht als blof3 methodisches Instrumentarium auffaf}t, son-
dern als Zugang zur Struktur der Sache, in den Geisteswissenschaften wirklich etwas zu
suchen hat.

Daf3 und in welcher Weise diese Frage zu bejahen ist, soll hier vor allem am Beispiel
der Sprache erértert werden. Dabei darf es als ein von alters her gegebener Konsens
gelten, daf3 die Sprache nicht nur ein zufélliger, woméglich epiphdnomenaler Sonder-
bereich des Geistes ist, der allenfalls ginstig fir die Argumentation erscheint, sondern
eine zentrale und konstitutive Rolle fir weite Bereiche des Geistigen spielt — selbst dann,
wenn man die Sprache nicht als conditio sine qua non des Geistes ansieht und eine

nonverbale Intelligenz fir denkbar hdalt.
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2 Grundzige der natirlichen Sprache

Als erster, notwendiger Schritt zur Charakterisierung des damit angedeuteten Bereichs
der Natur ist zundchst die Feststellung zu machen, daf3 eine natirliche Sprache wie das
Franzésische oder Japanische ein Kenntnissystem ist, das jeweils bestimmten Signalen
festgelegte Bedeutungen zuordnet. Diese Zuordnung hat mehrere Schritte oder Ebenen,

die sich in erster N&herung so schematisieren lassen:

(1) Signal <=====> AS ¢— BS <=====>  Umwelt

Sprache

Mentale Systeme

Signale sind bei gesprochener Sprache akustische Ereignisse eines bestimmten Fre-
quenzbereichs, mit Umwelt ist der gesamte GuBere und innere Erfahrungsbereich gemeint,
Uber den in einer natirlichen Sprache geredet werden kann. Signale werden vom Spre-
cher erzeugt und vom Hérer identifiziert durch das artikulatorisch-auditive System AS,
die Verarbeitung und Beeinflussung der Umwelt leistet das begrifflich-intentionale System
BS. Sowohl AS wie BS sind in Wahrheit Komplexe von interagierenden mentalen Systemen
oder Modulen, die die verschiedenen Sinnesmodalitéten und Verhaltensbereiche kontrol-
lieren. Die Sprache stellt nun zwischen diesen beiden Komplexen, genauer, zwischen den
durch sie erméglichten internen Représentationen eine systematische Beziehung her. Das
heifit, die Kenntnis einer Sprache S determiniert Ausdricke (o, B) mit o aus AS und B aus
BS, vereinfacht: Paare aus Laut und Bedeutung.

Dieses Grundschema ist durch zwei Feststellungen zu ergénzen:

Erstens ist festzustellen, daf3 AS und BS Représentationssysteme mit essentiell ver-
schiedenen formalen Eigenschaften sind. Représentationen von AS sind primér linear
entsprechend der Zeitachse organisiert, eine Bedingung, die auch in allen optischen Rea-
lisierungen natrlicher Sprachen (Schriftsysteme, Gebdrdensprache) eingehalten wird und
die vermutlich zu den Grundbedingungen der menschlichen Sprachféhigkeit gehort.
Reprdsentationen in BS sind dagegen auf keine bestimmte Dimensionalitéit festgelegt,
die Représentationen sind hierarchisch und nicht linear organisiert. Das heifit, daf} die
Ausdriicke (o, B) nicht auf Analogie oder Ahnlichkeit zwischen o und B beruhen kénnen.
Die Ausdricke natirlicher Sprachen sind daher notwendigerweise symbolischer, nicht
ikonischer Natur.

Zweitens besteht ein entscheidendes Charakteristikum der natirlichen Sprache des

Menschen darin, daf3 diese Zuordnung — im Unterschied zu allen anderen Signal- oder
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Zeichensystemen — fir eine offene, potentiell unendliche Menge von Paaren aus Laut und
Bedeutung gilt. Das ist die Basis dafir, daff jede natirliche Sprache S im Prinzip voll-

sténdig ist in folgendem Sinn:

(2) Wenn B und B’ voneinander verschiedene Reprdsentationen in BS sind und in S
gibt es einen Ausdruck (a, B) mit einer Représentation a in AS, dann gibt es

in S auch einen Ausdruck (o, B’), wobei o’ verschieden ist von a.

Mit anderen Worten, es kénnen alle konzeptuell méglichen Unterschiede sprachlich
wiedergegeben werden. Damit kann S keine abgeschlossene, endliche Menge von Aus-
driicken sein, sondern muf3 die Zuordnung von AS und BS Gber einen offenen, potentiell
unendlichen Bereich bestimmen. Das heifit aber, daf3 natirliche Sprachen Erzeugungs-
systeme sein missen, die Uber ein generatives Verfahren verfigen, das neue Ausdriicke
kombinatorisch zu berechnen gestattet.

Aus diesen beiden Gegebenheiten — der Strukturverschiedenheit von Laut und Bedeu-
tung und der kombinatorischen Struktur der Ausdricke — 168t sich der oben erwdhnte
diskrete Charakter der Sprache im strikten Sinne ableiten: Die systematische Kombination
von symbolischen Einheiten, deren Laut- und Bedeutungseigenschaften sich aus denen
ihrer Teile ergeben missen, ist nur méglich, wenn sie auf Grundeinheiten mit diskretem
Charakter beruhen, die algebraischen Operationen zugédnglich sind.

Uberdies sind offensichtlich die Signaleigenschaften weitgehend und die begrifflich
zu représentierenden Umweltgegebenheiten in unbestimmtem Maf3e kontinuierlicher und
nicht diskreter Natur. Folglich missen die Représentationen, auf die sich die Sprache
und ihre Kombinatorik beziehen, abstraktere Strukturen sein, Schnittstellen, die die Signal-
und Begriffsstrukturen der sprachlichen Berechnungsstruktur anpassen. Wenn man diese
Verarbeitungsstufe mit AF for das System der Artikulatorischen Form und SF fir die Se-

mantische Form der Bedeutungen abkirzt, dann ist das Schema (1) so zu ergénzen:

===> Umwelt

(3)  Signal <====> ASSAF ¢« SF&BS <

Sprache

Mentale Systeme

Die Laut-Bedeutungs-Paare sind damit Einheiten der Schnitistellensysteme AF und SF,
die die Abstraktion von den kontinuierlichen Signal- und Umweltbedingungen voraus-

setzen.
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3 Kellerautomaten und Turingmaschinen

Auf diesem Hintergrund ist nach den Eigenschaften der Algebra zu fragen, auf der die
Symbolkombinatorik beruht. Grundbedingung ist die Méglichkeit rekursiver Operationen,

die hierarchische Strukturen folgender Art erméglichen:

WS

A A

ich  denke daBB der Vortrag in  einer Stunde an féngt

Die grammatischen Kategorien — abgekirzt durch S (fur Satz), V (fur Verb) etc. — re-
prdsentieren kombinatorische Bedingungen, die hier nicht betrachtet werden missen.
Entscheidend ist, daf3 Strukturen dieses Typs mindestens die Eigenschaften von Keller-
automaten oder &quivalenten Systemen aufweisen missen. Systeme dieser Art sind im
Rahmen der mathematischen Linguistik ausfihrlich untersucht worden. Einen représenta-
tiven Uberblick gibt Chomsky.! Zwei Bedingungen sind in bezug auf die oben skizzierte
Grundstruktur natirlicher Sprachen wesentlich: Systeme dieser Art sind rekursiv, erzeugen
potentiell unbegrenzte Mengen von Ausdricken und determinieren Abhéngigkeiten, die
lineare zu hierarchischen Strukturen in Beziehung setzen kénnen, wie es das vereinfachte
Beispiel (4) andeutet.

Uber die lineare Struktur mit hierarchischen Abhdngigkeiten hinaus weisen die Aus-

driicke natirlicher Sprachen aber elementare Eigenschaften auf, die in diesem Rahmen

' Vgl. Chomsky, N.: Formal Properties of Grammars. In: Luce, R. D., Bush, R. R. & E. Galanter

(eds.), Handbook of Mathematical Psychology, Vol. Il, New York: Willey and Sons, 1963, S. 323—
418.
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nicht zu erfassen sind. Am Beispiel (4) 168t sich das zeigen, indem man die Konjunktion
daf3 weglaft, die den Nebensatzcharakter des untergeordneten Satzes bedingt. Der Satz
(4), in dem die durch den Kellerautomaten definierte Hierarchie durch Klammerungen

anstelle der Baumstruktur angegeben ist, veréindert sich dann wie folgt:

(5) [lch denke [ daf3 [ [ der Vortrag | [[in[einer Stunde ] ] [an féngt]]]]]
(6) [Ichdenke|[ @ [[derVortrag] [féngt [in [ einer Stunde]][an 11111
L |

Die Licke, die die weggelassene Konjunktion hinterlaBt, ist durch @ angedeutet. Der
dadurch entstehende untergeordnete Hauptsatz verlangt nun eine fir das Deutsche
charakteristische Umstellung des Verbs, genauer, des finiten Teils. Dadurch wird das Verb
anféngt aufgespalten in die grammatisch separat funktionierenden Teile an und fangt,
die aber nur zusammen die Bedeutung von beginnt haben. Der Verbstamm féngt wird
gewissermafien an zwei Positionen wirksam, die in (6) miteinander verbunden sind. Solche
Umstellungen sind eine typische Struktureigenschaft natirlicher Sprachen, im Beispiel (7b)
treten zwei solcher ‘Versetzungen’ in einem einfachen Satz auf, wie man im Vergleich zu
(7a) sieht:

(7) (a) [wenn [ihr [ihn [einstellt]]]]
(b) [wen [stellt [ihr [ [ein 11111

[ | |
|

Die Eigenschaften solcher Konstruktionen beruhen auf Transformationsoperationen, fir
die Chomsky einen systematischen Rahmen entwickelt hat.? lhre formalen Eigenschaften
fohren Gber die Kapazitét von Kellerautomaten wesentlich hinaus, sie entsprechen univer-
sellen Turing-Maschinen und ihren Aquivalenten. Die damit verbundene Frage ist nun,
welche formale Kapazitét mindestens und héchstens notwendig ist, um die Berechnungs-
struktur natirlicher Sprachen zu erfassen, mit anderen Worten die Frage, welche Art alge-

braischer Kapazitét Basis der menschlichen Sprachféhigkeit ist.

2 Vgl. Chomsky, N.: The Logical Structure of Linguistic Theory, New York: Plenum Press, 1975.
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4 Lernbarkeit

Diese Frage ist aus verschiedenen Griinden von Interesse. Zentral ist das Problem der for-
malen Bedingungen des Spracherwerbs, das heifit der Ausbildung eines Kenntnissystems
mit den oben schematisierten Eigenschaften auf der Basis begrenzter und unvollsténdiger

Eingabeinformationen. Schematisch geht es dabei um folgenden Zusammenhang:
(8) Daten ====> [AD ====> Sprache

Mit LAD (Language Acquisition Device) ist dabei der systeminterne, biologisch fixierte
Verarbeitungsmechanismus abgekirzt, aufgrund dessen jedes normale Individuum der
Sperzies in einem begrenzten Zeitraum aufgrund mehr oder weniger zufélliger Daten
seine Muttersprache erwirbt. Das Problem des Spracherwerbs kann dann so formuliert

werden:

(9) Welche formalen Charakteristika muBB LAD aufweisen, um aufgrund einer
Menge D von Daten das D zugrundeliegende Erzeugungssystem S zu identifi-
zieren, wobei reale Bedingungen fur die in D verfigbaren Informationen gelten

sollen?

Formal léuft diese Frage auf Probleme der Lernbarkeitstheorie hinaus, die die Még-
lichkeit der Systemidentifizierung bei jeweils gegebenen Eingabeinformationen untersucht.
Dieses Problem kann eingegrenzt werden, einerseits in bezug auf die Eigenschaften, die
LAD fir die Klasse méglicher Sprachsysteme zuléfit, und andererseits hinsichtlich der Eigen-
schaften, die in D gegeben sein missen. Dabei gilt offensichtlich: Je stérker beschrénkt
die Klasse méglicher Sprachen ist, desto eher ist bei gegebenem Input D die Identifizie-
rung von S, also der Erwerb der zu D gehérenden Sprache, méglich. Das sogenannte
logische Problem des Spracherwerbs, das mit der Frage (9) formuliert ist, betrifft also
sowohl die formalen Eigenschaften sprachlicher Erzeugungssysteme als auch die Klgrung
der empirischen Gegebenheiten, denen normale Eingabeinformationen unterliegen. Einen
Uberblick tber die beiden Aspekte des Problems findet man bei Baker und McCarthy.3

Das weder friviale noch unumstrittene Ergebnis bisheriger Analysen lautet: Natirliche
Sprachen sind nur lernbar, wenn und weil die Ausstattung des Organismus eine hinrei-

chend starke Anfangsstruktur aufweist. Der genaue Inhalt dieser Anfangsstruktur, auf die

3 Vgl. Baker, C. L. & J. J. McCarthy (eds.): The Logical Problem of Language Acquisition, Cam-
bridge, Mass.: MIT Press, 1981.
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mit dem Titel Universalgrammatik UG Bezug genommen wird, ist Gegenstand empirischer
Untersuchungen unter der Annahme, daf3 UG zur genetisch fixierten Ausstattung des Or-
ganismus gehort.

Die Mathematik der natirlichen Sprache stellt sich damit als eine Komponente der

Bedingungen dar, die die biologische Grundlage des Geistes ausmachen.

5 Optimalitét und Evolution

Eine weitergehende, spekulative, aber mit Blick auf andere Wissenschaften durchaus sinn-

volle Frage, die auf dieser Basis gestellt werden kann, lautet:
(10) Wieso hat UG die Eigenschaften, die wir offenbar konstatieren missen?

Diese Frage wird inhaltlich und formal sinnvoll, wenn Phénomene, wie die in den Bei-
spielen (6) und (7) illustrierten Positionsketten, neben oder zusammen mit anderen Kom-
ponenten des Berechnungssystems, insbesondere grammatischen Kennzeichnungen wie
Kasus, Genus, Numerus usw. bei der sprachlich determinierten Korrespondenz zwischen
AF und SF eine Rolle spielen. Wenn UG mehrere Lésungen fur das Problem der Korre-
spondenz zwischen Lautstruktur und semantischer Struktur erméglicht, ist dann der damit
gegebene Spielraum Uberschissig, oder ist er optimal im Hinblick auf die wechselnden
Randbedingungen, zwischen denen einzelsprachliche Systeme wéhlen kénnen? Das fihrt

zu der etwas modifizierten Frage:

(11) Wie weit weichen die aufgrund von UG méglichen Abbildungen von SF auf

AF von der optimalen Lésung ab?

Diese Frage kénnte Bedingungen der Phylogenese identifizieren, die sich auf adaptive
Selektion nicht wirklich zuriickfohren lassen, vorausgesetzt, nicht nur die Mathematik von
UG, sondern auch die Charakteristik der Randbedingungen ist formulierbar. Daf3 das
moglich ist, wird damit nicht unterstellt, sondern nur der Ort des Problems angegeben.

Ob und wieweit adaptive Selektion die Entstehung der Sprachféhigkeit und die Struktur
von UG erkléren kann, ist umstritten. Wéhrend etwa Pinker* die Sprachféhigkeit als Er-

gebnis einer Folge von im Prinzip adaptiven Evolutionsschritten ansieht, legen Uberlegun-

4 Vgl. Pinker, S.: The Language Instinct, New York: William Morrow, 1994,
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gen von Chomsky® die Annahme nahe, daf} im wesentlichen ein Schritt die evolutionére
Basis der Sprachféhigkeit bildet. Kern dieses Schrittes ist die Entstehung der Méglichkeit
rekursiver Operationen Uber Symbolen. Dieser Schritt kénnte adaptiv sein hinsichtlich der
symbolischen Reprasentation der Umwelterfahrung, die mit einem Vorteil in der Verhal-
tensorganisation verbunden wére. Im Gegensatz zu verbreiteten Auffassungen wdre er
aber nicht adaptiv im Hinblick auf die Kommunikation. Die Wirkung der symbolvermittel-
ten Kommunikation wirde ja die Existenz eines Symbolsystems bereits voraussetzen, das
aber nur aufgrund der erst entstehenden Fahigkeit maglich ist. Mit anderen Worten: In
bezug auf die Kommunikation ist die Entstehung der Sprachféhigkeit nicht adaptiv, son-
dern exaptiv. Adaptiv kénnte sich dagegen die Maglichkeit kognitiver Operationen aus-
wirken.

In einer entscheidenden Hinsicht ist aber auch fir die Kognition eine eher exaptive,
nachtrdglich entstehende Funktionalitét anzunehmen. Das bezieht sich auf die Tatsache,
dafl zum Gesamtbereich BS im Prinzip auch die Existenz und Verwendung von Symbolen
gehort. Das heifit, mit dem Prinzip der Vollstandigkeit natirlicher Sprachen ist auch die
Méglichkeit der Metasprache und insgesamt der Reflexion, das heifit der mentalen Re-
prasentation mentaler Inhalte, gegeben. Diese Maglichkeit wird funktional wirksam in
dem Mafle, in dem symbolische Représentationen existieren, die aber erst auf der Basis

von Erfahrung und Konvention entstehen.

6 Sprachfahigkeit und Kreativitét

Die formalen Eigenschaften von UG und den darauf beruhenden Einzelsprachen dirfen
nicht einfach als die Mathematik des Geistes ausgegeben werden. Wenn man die freie,
kreative, situationsgeméiBBe, aber nicht situationsdeterminierte Ausibung der Sprachféhig-
keit als eine konkrete Form des Geistes versteht, dann ist die Sprache im bisher diskutier-
ten Sinne zwar unabdingbare Voraussetzung dafir — es wére aber eine Verwechslung,
deren formale Charakterisierung bereits als die abgeschlossene Mathematisierung des
Geistes zu verstehen. Ob und auf welche Weise letzteres ein verstehbares und &sbares
Problem ist, liegt jenseits der Grenze, die hier mit dem Titel ,Mathematisierung des
Geistes” angedeutet werden sollte. Es soll also auch nicht unterstellt werden, daf3 der

Rahmen, in dem die Sprache als Berechnungsstruktur verstanden werden kann, im Prinzip

5 Vgl. Chomsky, N.: On Nature and Language, Cambridge: Cambridge University Press, 2002.
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auch die Erklérung der freien, kreativen Sprachausibung erméglicht. Der Charakter die-
ses Problems entspricht vom Typ her vielmehr der Kontroverse ber die Méglichkeit freier
Willensentscheidung.

Die gleiche Unterscheidung zwischen der rekursiven Struktur von Kenntnissystemen, die
offene Méglichkeiten erzeugen, und ihrer kreativen Nutzung oder auch Erweiterung ist
entsprechend auch fir die im folgenden noch betrachteten Bereiche geistiger Phdnomene

zu machen.

7 Sprechen und Zahlen

In der formalen Struktur der natirlichen Sprache als System der rekursiven Symbolkombi-
nation ist nicht nur die Méglichkeit der Metasprache und damit der Reflexion verankert,
sondern auch die Fahigkeit des Z&hlens und damit die Basis der Arithmetik. Es liegt daher
nahe, zusammen mit der Mathematisierung der Sprache auch die Mathematisierung der
Mathematik als einer geistigen Fahigkeit ins Auge zu fassen. Zumindest die Arithmetik
ist insofern an die gleichen Grundlagen gebunden wie die Sprache, als zwei Systeme —
Zahlennamen als Signale und Zahlen als begriffliche Gréfien — aufeinander abzubilden
sind. Drei Varianten, die gleiche Zahl in einem System von Zahlsymbolen zu représentie-

ren, machen das deutlich:

(12) sechshundertfinfundsiebzig tausend (und) einundzwanzig
sixhundred seventyfive thousend (and) twenty one

675 021

Die natirlichen Zahlen und alle davon abgeleiteten Systeme beruhen auf zwei Bedin-
gungen. Die erste, grundlegende Bedingung ist die Rekursivitdt der Nachfolgeroperation,
die zweite, gleichermafien unabdingbar, ist die Verfigung Gber Symbole, die Zahlen re-
prasentieren. Der minimale Symbolvorrat ist demnach ein Grundelement und die iterative
Verknipfung das zweite. Nicht zuféllig aber gehéren Grundzahlwérter, die die Symbolisie-
rung effektiver machen, zum zentralen lexikalischen Bestand aller natirlichen Sprachen.
Die Beispiele in (12) zeigen dariber hinaus, dafl die Kombinatorik der Symbole weit
komplexere und einzelsprachlich unterschiedliche Operationen einschlieft als die blof3
lineare Verknipfung. Sprache und Arithmetik beruhen damit gleichermafien auf rekursiver
Symbolkombinatorik, sind insoweit durch die gleichen formalen Randbedingungen ge-
kennzeichnet und méglicherweise auch Ergebnis des gleichen phylogenetischen Entwick-

lungssprungs. Zugleich ist aber erkennbar, daf8 das generative System der Zahlennamen
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von Bedingungen Gebrauch macht, die erst durch die Erzeugung von Zahlen méglich
werden. Dazu gehéren vorab Addition und Multiplikation, die in die Bedeutung von
Zahlennamen wie dreizehn vs. dreiflig eingehen. Insofern muf3 die formale Charakterisie-
rung der Zahlfahigkeit auch einer tiefgreifenden Verschiedenheit in der Implementierung
der gleichen Operationen in der Sprache und in der Mathematik Rechnung tragen, wie
etwa Wiese zeigt.® Im Gbrigen sind die Bedingungen der weiteren Elaborierung der Zah-
lentheorie natirlich nicht auf die Erzeugung der Zahlennamen zu reduzieren. Die Mathe-
matikfahigkeit als Gattungseigenschaft des Menschen und ihre formalen Charakteristika

sind insofern ein eigenes Thema.

8 Mathematik der Musik

SchlieBlich hat die Mathematisierung des Geistes noch ein ganz anderes Terrain im Be-
reich der Musik in Betracht zu ziehen. Deren Struktur ist vereinfacht und etwas fragwirdig
als Mathematik der Emotionen bezeichnet worden. Um diese griffige Formulierung ver-
tretbar zu machen, ist zundchst folgendes zu kléren:

Sprache und Arithmetik und Ubrigens auch die Grundlagen der Logik haben die glei-
che Basis: die rekursive Kombinatorik von Symbolen. Fir die Musik dagegen ist zundchst
festzuhalten, dafB die unzweifelhaft kombinatorische Struktur mit Iteration und Komplexbil-
dung sich nicht auf Symbole bezieht. Es ist in der Musiktheorie heftig gestritten worden,
ob, und wenn ja, in welchem Sinn, Musik eine Bedeutung hat. Abgesehen von sekundé-
ren Epiphénomenen, wie Signalen der Jagd oder des Militérs, ist so viel unstrittig: Musika-
lische Strukturen haben keine symbolische Bedeutung, weder in bezug auf Grundelemen-
te, wie Themen oder Motive, die insofern gerade nicht Wértern oder Phrasen der Sprache
entsprechen, noch in deren Kombinatorik oder Abwandlung. Was die Musik — gegeniber
sinn- oder bedeutungslosen Schallereignissen — vermitteln kann und soll, sind Einstellun-
gen, Emotionen, Affekte. Dabei ist entscheidend, daf} die Signalstrukturen — etwa zeitliche
Gliederung, Tempo, Intensitdt, Repetition — mit Bedeutung verbunden sind durch Ana-
logie, das heifit durch strukturelle Ahnlichkeit. Sofern bei musikalischen Strukturen von
Bedeutung die Rede sein kann, geht es um ikonische, nicht um symbolische Zeichen. Im

Kontrast zur semantischen Form sprachlicher Bedeutung habe ich daher vorgeschlagen’,

¢ Vgl. Wiese, H.: Zahl und Numerale, Berlin: Akademie Verlag, 1997.
7 Vgl. Bierwisch, M.: Musik und Sprache. In: Jahrbuch Peters, Aufsétze zu Musik, Leipzig: Peters,
1980, S. 9-102.
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von gestischer Form als Bedeutung der Musik zu sprechen. Die Konsequenzen sind man-
nigfacher Natur und hier nicht zu verfolgen. Zwei Hinweise machen die Differenz der
Musik zu symbolischen Systemen deutlich. Zum einen ist die Negation — also eine Ope-
ration, durch die etwa es schneit zu es schneit nicht wird — musikalisch unméglich. Wie
immer ein Thema veréndert oder erweitert wird, es kann nicht negiert werden, auch nicht
durch Verstummen. Zum anderen ist in der Musik jede Kombination von Signalen — etwa
die Wiederholung von Themen oder Motiven — notwendig mit der gleichartigen Kombina-
tion des Gemeinten verbunden. Die unterschiedliche Kombination in Laut und Bedeutung,
die den Unterschied von hundertfinf gegeniber finfhundert ausmacht, ist in der Musik
nicht méglich. Die Umkehrung eines Themas oder Intervalls ist seine Umkehrung, nichts
sonst.

Nach dieser Klarstellung ist nun aber zu sagen, daf3 die Musik aufgrund ihres ikoni-
schen Charakters und ihrer ebenfalls kombinatorischen, algebraischen Struktur zwar auf
anderem Wege, aber deshalb nicht weniger ein konstitutives Moment des Geistes ist.
SchlieBlich wird man einer Bachschen Fuge oder einem Streichquartett von Schénberg
nicht weniger spirituelle Bedeutsamkeit zusprechen wollen als einer Hymne von Halderlin
oder dem Gédelschen Unvollsténdigkeitssatz. Fir die Mathematisierung der Musik sind
nun zwei ganz unterschiedliche Aspekte zu unterscheiden, die hier wenigstens skizziert
werden sollen.

Der erste betrifft die akustische Struktur des Signals und hat keine vergleichbare Paral-
lele in der Sprache. Die Beschéftigung mit diesem Aspekt hat eine grofie Tradition, die in
die Antike bis zu den Pythagoreern zuriickreicht. Die Mathematik der musikalischen Inter-
valle, der Oktav-, Quint-, Terzverhdlinisse und der instrumentellen Mittel, sie zu erzeugen,
hat lange als zentrales Moment der musikalischen Struktur gegolten. Die Metapher von
der Sphérenmusik und der harmonia mundi orientiert sich an der in den Tonskalen mani-
festen Mathematik. Daf3 einfache Zahlenverhélinisse mit positiver Bewertung der auditiven
Verarbeitungsresultate korrelieren, ist zweifellos eine nicht triviale, musikasthetische Tat-
sache.

Die Mathematik dieses Aspekts hat mit der des zweiten nur insofern zu tun, als sie
Grundbedingungen und Eckpunkte der Signalstruktur auszeichnet, Tonartverhélinisse etwa
oder den Stellenwert von Tonika, Dominante etc. in der Abfolge von Themengruppen
und Strukturkomplexen. Der eigentliche Bereich des zweiten Aspekts ist die Kombinatorik
im sequentiellen Aufbau musikalischer Strukturen, die zundchst vergleichbar ist mit der
Kombinatorik in der Signalstruktur sprachlicher Zeichen, also dem, was in Schema (3)

als Artikulatorische Form AF angegeben ist. Auch AF beruht auf der linearen, an der
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Zeitachse orientierten Kombination von Elementen und Einheiten, die fir die Musik konsti-
tutiv ist. Auch in AF gibt es Gruppierungen — Silben, Wérter, Infonationsgruppen — und
die Méglichkeit der Repetition, im Vergleich zur Musik allerdings extrem begrenzt. Die
damit angedeutete Parallelitét wird unmittelbar wirksam in der gesungenen Sprache, im
Lied oder in der Arie. Im Gesang werden musikalische und sprachliche Lautstruktur auf-
einander abgebildet und jede bringt ihre spezielle Art der Bedeutung mit.

Wéhrend aber die artikulatorische Form der Sprache der grammatisch organisierten
Bedeutung zugeordnet ist, gibt es diesen Aspekt aus den genannten Griinden in der Musik
nicht. Rekursivitét erzeugt daher in der Musik nur Strukturen, die in der Signalform selbst
etablierte Einheiten betreffen. Hauptmoment dieser Form der Rekursivitét ist daher die
lineare Reihung von Elementen oder von gréferen Komplexen, prinzipiell also die Wie-
derholung. Dabei kann die Repetition selbst das Moment sein, das als solches Bedeutung
vermittelt.

Neben der damit angedeuteten Einschrénkung der musikalischen gegeniber der
sprachlichen Kombinatorik gibt es aber essentiell andere, zusétzliche Méglichkeiten, die in
der Musik, aber nicht in der Sprache méglich sind. Abwandlung von Motiven, Wiederho-
lung unter Transposition, Umkehrung von Themen sind Méglichkeiten, fir die die Laut-
struktur natirlicher Sprachen keinen Platz hat. Ein weiteres, fur die musikalische Struk-
turbildung entscheidendes und in sehr unterschiedlicher Weise genutztes Moment ist die
Parallelitét von Strukturen, also die Gleichzeitigkeit mehrerer, jeweils in sich zusammenhdn-
gender Strukturen. Auf dieser Méglichkeit beruht die Mehrstimmigkeit, die Kontrapunktik
und ein grofler Bereich musikalischer Komplexbildung. Diese Form der Kombinatorik ist in
der Sprache grundsétzlich ausgeschlossen, Gbrigens auch dann, wenn sie — etwa in der
Schrift oder in der Gebardensprache der Gehérlosen — im Prinzip méglich wdre.

Alle diese Einschrénkungen und zusétzlichen Méglichkeiten beruhen auf algebraisch
charakterisierbaren Operationen. Das bedeutet, daf3 die Mathematik der Musik sich in
interessanter Weise von der der Sprache unterscheidet. Lehrdal und Jackendoff haben
diesen Aspekt der Musik analysiert und interessante Prinzipien seiner Struktur formuliert.
Man darf erwarten, daf} die Differenz und die Gemeinsamkeiten von Musik und Sprache
wie auch von anderen Bereichen des Geistes durch die Klérung ihrer jeweiligen Mathe-
matik besser, auf jeden Fall aber praziser verstdndlich werden als durch hermeneutische

Paraphrasen.

8 Vgl. Lerdahl, F. & R. Jackendoff: A Generative Theory of Tonal Music, Cambridge, Mass.: MIT
Press, 1983.
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Diskussion |

Jochen Briining, der die Debatte leitet, erdffnet die Diskussion:

Angela Friederici: Ich wirde gern das, was Manfred Bierwisch gesagt hat, ergénzen
und vielleicht eine Bricke schlagen wollen zu dem, was Herr Gigerenzer gesagt hat.
Mathematik und Sprache sind beide Produkte des Geistes. Ich denke, Sprache ist deshalb
auch — oder vielleicht gerade deshalb — sehr gut mathematisch abbildbar und viceversa.
Die These, daf} die menschliche Fahigkeit eine ganz besondere ist, ist ja vor einiger Zeit
wieder diskutiert worden, und man hat versucht, zu beanspruchen, daf3 diese menschliche
Fahigkeit eigentlich zurickzufthren ist auf die Féhigkeit, rekursive Strukturen zu verarbei-
ten. Und solche rekursiven Strukturen finden wir natirlich in der Sprache, in der Mathe-
matik, evil. sogar in der Musik. Das kreative Handeln aber, denke ich, kann natirlich
nicht durch dieses Regelsystem beschrieben werden, also in mathematischen Termini. Ich
glaube, beim kreativen Handeln kénnte es sein, daf3 Heuristiken ins Spiel kommen, die es
erlauben vorauszusagen, wann und unter welchen Bedingungen bestimmte AuBerungen

getdtigt werden.

Heinz Duddeck: Wenn ich ein bifichen naiv fragen darf: Eigentlich, dachte ich, werden
wir erfahren, ob die Mathematik in der Natur steckt oder ob die Mathematiker sie erst in
die Welt hineinbrachten. Vor mehr als hundert Jahren (1883) stritten die Mathematiker,
u. a. Cantor, Hilbert und Kronecker dariber, was Gott gemacht und was die Mathematik
hinzugetan hatte. Und Kronecker hétte gesagt: ,Gott schuf nur die ganzen Zahlen, alles
andere ist Menschenwerk.” Selbst die Zahl 7 sei Efindung der Mathematiker. Schon
Galilei prégte so wunderschéne Sétze wie: ,Mathematik, das ist die Grammatik des von
Gott verfaBiten Buches der Natur.” Meine Frage: Findet man die Mathematik als Teil
der Natur vor — also gefunden — oder ist sie erfunden? Ich will gar nicht weiterfragen:
Warum eigentlich ist Naturverhalten mathematisierbar? In naiver Diktion also: War es
Gotte Steckt es in der Physik? Oder interpretiert der Mensch Mathematik in etwas hinein,

was im Grunde gar nicht mathematisch ist2
Reinhold Kliegl: Ich wollte ein kurze Anmerkung oder Ergénzung zu Herrn Gigerenzer

machen. Man sollte sein Beispiel Uber das Fangen des Balls ja nicht so verstehen, daf3 wir

nicht in der Lage wéren, die Parabel eines Aufschlagpunktes eines Balles zu berechnen. In
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der Tat gibt es hierzu sehr erstaunliche Beispiele. Versetzen Sie sich in die Rolle eines
Kricketspielers, der einen Ball treffen méchte, der auf ihn zugeworfen wird. Der Ball trifft
bereits zwei, drei Meter vor dem Schléger auf den Boden und springt von dort auf den
Schldger zu. Um den Ball zu treffen, muf3 er den Ball beim Abwurf fir ganz kurze Zeit mit
den Augen verfolgen, dann aber sehr schnell mit den Augen auf den antizipierten Auf-
treffpunkt gehen, weil er nur so genigend Zeit bekommt, den Schldger so auszurichten,
daf} der Ball getroffen werden kann. Und jefzt kann man vermuten: Ja, solche Leistungen
sind uns angeboren. Es ist aber leider komplizierter, denn man kann zeigen, daf} die
Geschwindigkeit, mit der Sie den Blick von der Trajektorie des Balls auf den antizipierten
Aufschlagpunkt bringen, abhéngt von Threm Kénnen im Kricketspielen. Das heifit, dafB3 die
Experten-Kricketspieler ihren Blick sehr viel schneller auf diesen antizipierten Aufschlag-
punkt wenden und dadurch mehr Zeit zur Verfigung haben, den Schléger in die richtige
Stellung zu bringen. Das bedeutet, daf} es auch darauf ankommt herauszufinden, unter
welchen Bedingungen welche Heuristiken angemessen sind. Das ist nur eine Ergénzung,

nicht ein Widerspruch zu dem, was Herr Gigerenzer vorgetragen hat.

Peter Deuflhard: Ich habe Mihe, kein Gegenreferat zu dem Referat von Herrn Lucas zu
halten, werde mich aber kurz fassen und im Vorbeigehen lhre Frage beantworten: Was
war denn nun zuerst, die Natur (und ihre modellhafte Beschreibung) oder die Mathema-
tike Wenn Sie mich fragen, ich denke mir Mathematik — wie alles, was Menschenwerk
ist — als historisch gewachsenes Gebilde. Ich kann lhnen Beispiele an den Fingern jeder
Hand aufzéhlen, wo die Mathematik vor der physikalischen Beschreibung der Natur da
war — und genauso viele, wo es umgekehrt war. Nehmen Sie das Beispiel von Herrn
Huisken: Da war zundchst Riemann mit seiner Geometrie; erst anschliefend hat Einstein
uns die Physik dazu gelehrt. Allerdings sollte man auch nicht vergessen, daf3 Einstein in
Princeton zwei Mathematik-Assistenten hatte, die ihm regelméBig die mathematischen
Fehler herausgezogen haben. Im Fall der Relativitétstheorie ging sicher die Mathematik
der Physik voraus. Nehmen Sie ein anderes Beispiel fir die Umkehrung: Dirac-Impulse.
Der Physiker Dirac hat Spekiren untersucht und hat dabei intuitiv etwas entwickelt, was
wir heute Dirac-Maf3e nennen, oder auch Dirac-Distributionen. Da kamen die Mathema-
tiker erst nachher, weil sie festgestellt haben, das ist ein interessantes, reiches Feld, und
heute kann man dieses Objekt mathematisch sicher beherrschen. Ich will diese Linie
jetzt nicht weiter fihren, sondern meine These, dal Mathematik ein historisches Gebilde
ist, mit einem dritten Beispiel veranschaulichen. Die wunderbare Graphik, die uns Herr

Briining am Anfang gezeigt hat, deckt trotz ihres Detailreichtums nur einen ganz kleinen
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Teil ab. Zur Erléuterung meines Arguments lassen Sie mich jetzt mal einen Hut als Chine-
se aufsetzen: Als Chinese fihle ich mich nicht als ein individuelles Gegeniber der Natur,
die Natur als Objekt betrachtend. Vielmehr ist die ganze Sprache, in der ich denke und
in der ich spreche, in der ich nicht zuletzt schreibe, eine untrennbare Verknipfung von
mir und der Natur. In dieser gewdhlten Sichtweise habe ich gréfite Schwierigkeiten, die
Natur als Objekt zu betrachten. Und deswegen finde ich mich dann in dieser wunder-
schénen und an sich schon so reichen Graphik trotzdem nirgends wieder. Ich glaube,
wir haben ein Beispiel dazu in dem Vortrag von Herrn Gigerenzer gehort: Da kamen wir
genau an diese Schwelle heran, wo plétzlich das Individuum als Teil der Natur erscheint
— es ist kein Wunder, daf} wir bei den Beispielen zur Partnerwahl alle gelacht haben.
Hierzu hétte ich noch eine weitere mathematisch interessante Heuristik von meinem Vater
beizutragen. Er hat mir einmal gesagt: Wenn du heiratest, dann schau dir die Frau gut an
und Uberleg’s dir gut; aber wenn du dir das im konkreten Fall erst gut Gberlegen muft,
dann laf3 es lieber. Sie sehen, wir kommen ins Paradox, und zwar in dem Moment, wo
wir gezwungen sind, die gewohnte Trennung von Subjekt und Obijekt aufzuheben und
anfangen, in einer Sprachwelt zu denken, die diese Trennung nicht enthélt. Zur Rolle der
Mathematik in den Technikwissenschaften kénnte ich mich umfangreicher GuBBern, was
jedoch in diesem engen Diskussionsrahmen nicht geht. Ich fasse mich also kurz: Ich habe
schon in sehr, sehr vielen Disziplinen der Technik als Mathematiker gearbeitet und dort
immer wieder die Efahrung gemacht, dafl am Anfang der Untersuchung zu einem inge-
nieurwissenschaftlichen Problem die bewundernswerte Intuition des Ingenieurs steht; sie
fhrt zum Fortschritt, aber dann hapert es im Detail. Allerdings kann das Detail auch
ziemlich zentral sein. Nehmen Sie als Beispiel dieses grofie Kraftwerk, das uns Herr Lucas
gezeigt hat, mit allen technischen Bausteinen, mit allen Simulationsmodulen. Auch hier
geht es nicht ohne Systematisierung, ohne sehr, sehr saubere mathematische Modellie-
rung. Dazu wirde ich am liebsten sehr viel mehr sagen, weil ich auf diesem Gebiet inten-
siv Uber viele Jahre gearbeitet habe. Aber bevor ich nun doch noch in ein Korreferat

verfalle, mache ich erstmal an dieser Stelle SchluB.

Martin Quack: Ja, die Beispiele von Herrn Gigerenzer sind sehr anregend, aber sie
sind eigentlich genau das Gegenteil von dem, was wir besprechen, denn einen Ball fan-
gen oder auch ein Stiick Fleisch, das ihm zugeworfen wird, kann ein Hund auch. Dazu
braucht man kein Mensch zu sein, auch keinen menschlichen Geist zu haben. Ein Stick
Brot wird von einer Méwe sehr erfolgreich in der Luft gefangen — offenbar kénnen die

das. Ehepartnerwahl gibt es auch im Tierreich, das gehért wahrscheinlich auch in diese
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Klasse von Vorgéngen, die mit Mathematik nichts zu tun haben, wie wahrscheinlich auch
Aktienkursschatzungen. Jetzt zur Frage: Wie kommt es, daf3 die Menschen einen Weg
gefunden haben — den die Tiere eben nicht gefunden haben —, die Natur mathematisch
zu beschreiben. Das ist etwas, das finden wir nur im menschlichen Bereich und nicht bei
den Tieren. Und die Mathematik kann natirlich etwas, was richtige Lésungen bringt.
Denn die Fragen iber San Antonio und San Diego, die hatten natirlich eine richtige
Lésung: Ich gehe zum Lexikon und schaue nach. Ein rationaler Mensch wirde sich gar
nicht auf das Schétzen einlassen. Wenn er es nicht wei3, sagt er: Ich weif3 es nicht. Und
wenn ich es wissen will, dann schau ich es nach, ich prife es nach. Die Mathematik er-
laubt uns, Raketen auf den Mond zu schicken. Da wird nicht geschétzt, auf jeden Fall
sollte man nicht versuchen, sich dem dann anzuvertrauen. Und jetzt kommt die Frage:
Wie kommt es zu diesem besonderen Verhdlinis des Menschen zur Natur mit der Mathe-
matik? Ich denke, die Mathematik ist eine besondere Sprache, eine besondere Abbildung
der Natur. Dies betrifft alle Bereiche — die Tiere und die Menschen, die versuchen die
Natur irgendwie abzubilden, um mit dieser Methode der Abbildung etwas zu machen,
letztlich: zu Uberleben. Und die Menschen haben eine Abbildung gefunden in der Mathe-
matik, eine abstrakte Abbildung sehr hoher Prézision, die uns erlaubt, die Natur so abzu-
bilden, daf} das, was herauskommt, erstaunlich richtig ist. Das ist vielleicht das Bemer-
kenswerte. Und dann kommt man zur Frage: Was heifit das? Ist das jetzt eine Erfindung
des menschlichen Geistes? Haben wir einen Weg gefunden? — Eigentlich ist das gar keine
Trennung. Ich glaube, wenn wir das finden, dieses Bild als etwas von uns ,Erfundenes”
und nicht ,Entdecktes”, was schon vorher in der Natur vorhanden ist, dann missen wir
bedenken: das Bild ist immer gleichzeitig auch etwas, was ein Teil der Realitét selbst ist.
Ich glaube nicht, da3 man wirklich sagen kann, ob man etwas entdeckt, wenn man ma-
thematisiert oder ob man es erfindet. Ich glaube, die beiden gehéren zusammen, nicht?
Die abstrakte Abbildung ist ja selbst wieder ein Teil der Realitéit.

Eberhard Heinrich Knobloch: Ich méchte erst einmal auf Herrn Duddecks Frage ant-
worten, und zwar mit der Antwort eines berGhmten Mitgliedes dieser Akademie: Albert
Einstein. Er hat 1921 Uber Geometrie und Erfahrung gesprochen und gesagt: Insofern
sich die Satze der Mathematik auf die Wirklichkeit beziehen, sind sie nicht sicher, und so-
fern sie sicher sind, beziehen sie sich nicht auf die Wirklichkeit. Ich denke, an der Stelle
haben wir doch keine Zweifel mehr, daf} die Mathematik ein Erzeugnis des menschlichen
Geistes ist. Ich wirde gern, Herr Brining, auf lhre einleitenden Worte kurz mit vier Aspek-

ten zu sprechen kommen, némlich erstens: Mathematisierungen kénnen auf verschiedene
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Weisen vorgenommen werden. Ich finde, es ist ein sehr wichtiger Aspekt, wer oder was,
welche Kriterien denn die Mathematisierung steuern? Das sind eben durchaus aufler-
mathematische Kriterien. Wenn wir in der Antike bleiben, die Sie ja herangezogen haben,
da war man der Meinung, daf} die erkennbar sich bewegenden Wandelsterne géttliche
Kérper sein missen. Das wiederum bedeutet, daf} ihnen nur géttliche Eigenschaften zu-
kommen. Ungleichférmigkeit kann ihnen also zum Beispiel nicht zukommen. Demnach
war klar, daB3 man nur kreisférmige Bahnen annehmen kann. Mit anderen Worten: Man
hat von vornherein eine Einschrénkung der mathematischen Méglichkeiten. Dies betrifft
auch den grofien Einstein, der sich bekanntlich mit der Stochastik der Quantenmechanik
nie anfreunden konnte, so daf3 er an dieser Stelle hoffnungslos hinter der Entwicklung der
modernen Physik zurickgeblieben ist. Und mit diesen steuernden Kriterien héngt zweitens
zusammen, was sie ,Rettung der Phdnomene” nannten. Ich méchte lediglich daran erin-
nern, daf3 es vielleicht besser ist, zunéchst einmal von Wiedergabe — ‘apodidonai’ steht
ja bei Aristoteles — zu sprechen und nicht von Retten. Retten ist erst nétig, wenn der em-
pirische Befund von der Erwartung offensichtlich abweicht. Die Planeten halten an, sie
bewegen sich unterschiedlich schnell — da mufl man also etwas machen. Und drittens
hangt damit natirlich das Verhdlinis zwischen Wirklichkeit und Modell zusammen. Die
Frage ist also: Was leistet denn die Mathematik? Wenn wir verschiedene Modelle haben,
dann sagen sie nicht unmittelbar etwas Uber die Natur aus. Das soll bedeuten: die Ma-
thematik ist das eine, die kosmologische Aussage ist das andere. Und dies wurde auch
sauber getrennt. In der Wirklichkeit kann nur eine Méglichkeit realisiert sein. Wenn wir
verschiedene mathematische Modelle haben, dann heifit das eben nur, daf sie dquivalent
sind oder verschiedene Vorziige untereinander haben. Eine solche Situation ist fir Kepler
nicht denkbar, der hier zu Recht genannt wurde. Ubrigens hat er seine zweite Ehe sehr
erfolgreich durchgefihrt. Dies ist eine Erfolgsgeschichte, nicht?2 Man darf also auch etwas
wissen, und siehe da: Er war beliebig glicklich mit der zweiten Frau. Kepler ist also derje-
nige, der die Mathematik und Physik verschmolzen hat: Sein Modell bildet die Wirklichkeit
ab. Viertens gibt es die Frage der Vereinfachung. Wir hatten das ja schon einmal ange-
sprochen. Folgendes bezieht sich auf Herrn Gigerenzer: Was unmittelbar einleuchtet, ist,
daf Ignoranz schépferisch sein kann. Erst in der Beschrénkung zeigt sich der Meister. Wir
missen vereinfachen, weil die Natur um ein unendliches zu kompliziert ist. Das fohrt zur
Frage, wo wir vereinfachen und was das Wesentliche ist, was wir beibehalten missen.
Darin zeigt sich das gute Modell: Es behalt das Entscheidende bei und I&Bt alle méglichen

nebensdchlichen Dinge beiseite.
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Manfred Bierwisch: Ich méchte auch noch einmal auf die Frage von Herrn Duddeck
zurickkommen. Sie ist ja die Grundfrage unserer ganzen Diskussion: Finden wir die
Mathematik in der Natur vor oder tragen wir sie in die Natur hinein? Ich denke, daf} es
mit der Mathematik éhnlich ist wie mit vielen anderen Bereichen der Umwelterfahrung,
etwa den Farben: Wir wissen ja, daf3 in der Natur keine Farben sind, daf3 elektromagneti-
sche Wellen erst im visuellen System des Organismus zu den Farben werden, die wir auf
die Natur projizieren. Und das ist méglich, weil in der Natur das gegeben ist, woraus
der Organismus die Farben macht. In &hnlichem Sinn &8t sich sagen, daf3 wir in der
Natur mathematische Strukturen entdecken, weil wir die Fahigkeit haben, solche Struktu-
ren mental zu erzeugen und auf die Natur zu projizieren. Zwischen der Flugbahn eines
Balles und der Differenzialgleichung, die diese Bahn beschreibt, besteht eine Beziehung,
die der zwischen einem bestimmten Ausschnitt des elekiromagnetischen Spektrums und
der Farbwahrnehmung analog ist. Fir die Mathematik kommt zu diesem Verhdlinis aller-
dings etwas Entscheidendes hinzu. Was der Organismus aus der Féhigkeit der Farbwahr-
nehmung machen kann, ist mit dieser Fahigkeit selbst weitgehend festgelegt. Die Farben
liefert gewissermafien die Biologie. Nicht so im Fall der Mathematik. Aus den Grundope-
rationen des Zéhlens und Vergleichens entstehen — neben den raffiniert vereinfachenden
,Berechnungen”, die Herr Gigerenzer uns als direkte Basis der Verhaltenssteuerung be-
schrieben hat, — komplexere, eigenstéindige algebraische und geometrische Kenntnissy-
steme. Was wir aus der Féhigkeit zur rekursiven Strukturbildung und Deduktion machen,
ist damit sowohl fir das Individuum wie fir die Gruppe und die gesamte Spezies, anders
als bei den Farben, eine Sache des Lernens und der Tradition. Mathematische Theorien
sind folglich in anderer Weise mentale Gebilde als Farbsysteme. Das fihrt zu einem in
dieser Art fir Farben oder fir Téne nicht bestehenden Unterschied zwischen den Gege-
benheiten in der Umwelt einerseits und den mentalen Systemen, die ihnen mehr oder
weniger genau entsprechen, andererseits. Mathematische Theorien sind, wie hier mehr-
fach gesagt wurde, Kulturprodukte. Sie sind lernabhédngig, aber sie beruhen auf der im
Menschen verankerten Fahigkeit zum Umgang mit solchen Systemen, und sind auch auf
verschiedene Weise in die Verhaltenssteuerung einbezogen. Das Spektakuldre und Er-
staunliche ist aber, dafl mit diesen Kenntnissystemen auch da, wo sie ganz unabhéngig
von direkter Umwelterfahrung sind, doch Gegebenheiten der Natur erfaf3t werden kén-
nen. Die Struktur unserer Farbwahrnehmung ist erfolgreich, weil ihr ein bestimmter Aspekt
der Umwelt entspricht. Offenbar gilt das nun auch for mathematische Strukturen. Wir
kénnen sie erfinden, weil die Biologie uns dazu beféhigt, und zwar weit Gber die unmit-

telbare Erfahrung hinaus. Daf sie aber der Redlitét entsprechen, ist nur méglich, soweit
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die von diesen Strukturen erfafiten Zusammenhdnge in der Realitét gegeben sind. Als
besonderes Problem kommt schlieBlich der Umstand hinzu, daf3 die Méglichkeit von
Kenntnissystemen selbst ein Phédnomen der Natur ist. Das fihrt dann zu der weiteren intri-
katen Frage, in welcher Weise mathematische Theorien ihre eigene Grundlage darstellen

kdnnen.

Jurgen Ehlers: Ich méchte gern auf eine Frage hinweisen, die vielleicht bei einer Fort-
sefzung diskutiert werden kénnte, namlich: Wie kommt die Abbildung des symbolisch-
mathematischen Teils einer Theorie auf das zustande, was wir die Wirklichkeit nennen.
In der Art, wie man eine Wissenschaft lernt, geschieht das sozusagen durch eine Art Dif-
fusionsprozeB. Man macht sich nie explizit klar, wieweit diese Zuordnung eigentlich auf
Begriffe gebracht werden kann. Soweit ich das verfolgt habe, gibt es nur wenige Versuche
von Physikern, den Begriff der Theorie so zu beschreiben, daf3 die Referenz, also der
Wirklichkeitsbezug, ausdricklich mitproblematisiert wird. Es gibt auch Versuche von Seiten
der Wissenschaftstheorie, zum Beispiel von Reichenbach, Putnam, Stegmiller, Mihlhslzer
u. a., aber alle diese Versuche bleiben im Vagen stecken. Ich wirde gern erfahren, ob es
in diesem Kreis Kollegen gibt, die eine genauere Fassung kennen, oder ob wir uns damit
abfinden missen, daf} die Beziehung des Symbolischen zu dem sogenannten Wirklichen

immer in einem erheblichen Umfang vage bleibt.

Hermann Libbe: Ich wirde gerne an Herrn Gigerenzer die Frage stellen, ob das,
was er uns vorgetragen hat, nicht genutzt werden kénnte zur Erklérung des in der Tat
auffalligen politischen Faktums, daf3 in allen hoch entwickelten Gesellschaften der Anteil
der politischen Entscheidungen zunimmt, die gerade nicht auf der Basis des den politi-
schen Entscheidungsinstanzen zugelieferten wissenschaftlichen Fachwissens, also auf der
Grundlage der Arbeit wissenschaftlicher Politikberater, getroffen werden, sondern durch
Volksabstimmungen. Das funktioniert ja tatséchlich, und es funktioniert von Kalifornien

bis hin nach Zirich ausgezeichnet.

Mitchell Ash: Zwei Punkte hétte ich ganz kurz und knapp — hoffentlich nicht allzu sehr
im Telegrammstil — geltend zu machen. Der erste betrifft die allererste Frage, die gestellt
wurde, die als naive Frage designiert wurde: Ob die Mathematik in der Natur schon
stecke oder erst vom Menschen gefunden werde. Die Antwort darauf, die von einem
Kollegen aus derselben Klasse gekommen war, oder aus der naturwissenschaftlichen

Klasse, teile ich: daf3 es sich némlich um Kulturleistungen handelt, die allesamt histori-
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schen Charakter haben. Aber das ist nicht der Punkt, den ich jetzt geltend machen will,
vielmehr méchte ich sagen: Wenn man diese Antwort ernst nimmt — und ich tue dies
gern —, dann hat das Folgen fir die erste Fragestellung. Es ergibt sich daraus nédmlich
nicht ihre Sinnlosigkeit, aber vielleicht ihre Gegenstandslosigkeit in einem gewissen Sinn.
Was meine ich damit? Ich meine, daf} jede neue Mathematisierung der Natur auf ihre
Giltigkeit hin Gberprift werden kann, aber immer nach den gegenwéirtigen Gesichtspunk-
ten dessen, was jeweils eine giltige Antwort ist. Wenn man das konsequent historisiert,
dann muf3 man dies so betrachten. Wenn die Sache so ist, dann ist die erste Frage ja
nicht gegenstandslos geworden; es gibt natirlich eine Aulenwelt, es gibt natirlich eine
Natur, auf die diese Antworten sich immer richten. Aber das, was fir Natur gehalten wird,
andert sich auch, so daf} es praktisch unméglich wird, die Frage zu beantworten, die Sie
gestellt haben, weil die Antworten, die vor 1.000 Jahren existiert haben, nach anderen
Kriterien Gberprift und fur richtig befunden worden sind. Wenn man also konsequent
historisiert, ergibt sich auch eine Historisierung des Gegenstands, auf den diese Antworten
gerichtet werden. Das wére der erste Punkt. Der zweite richtet sich auf das Wort Abbild,
das von Herrn Quack gewdhlt wurde. Ich wiirde eher dafir pléadieren, den Titel ,Mathe-
matisierung” ernst zu nehmen. Das bezieht sich wieder auf den ersten Punkt: Es handelt
sich um einen Prozef3. Und da mifite man dann fragen: Was heifit denn hier Abbild? Ist
es nicht eher so, daf3 das, was Abbild heifit, sich im Laufe der Zeit auch gewandelt hat?
Wenn ich zum Beispiel Herrn Huiskens Ausfihrungen in Betracht ziehe, dann wirde ich
gern fragen, welche Teile der Modelle, die er vorgetragen hat, jeweils als Abbild zu sehen
sind und welche nicht. Ich denke hierbei an Hilbert und seine berthmten Ausfihrungen
um die Jahrhundertwende, in denen er sich ganz bewuft vom Ideal der Abbildfunktion
mathematischer Theoriebildungen verabschieden wollte, und sagte: Man kann ein Modell

in Bezug setzen zur Natur, aber das ist etwas anderes, als diese abzubilden.

Bernd Hillemeier: Ich habe mich extra sehr spat gemeldet, weil ich die Diskussion nicht
unterbrechen wollte, aber Herr Briining, Sie haben ganz zu Anfang etwas gesagt, was so
nicht unwidersprochen stehen bleiben soll. Sie meinten: ,Wer ein Haus baut, der braucht
keine Mathematik”. Sie implizieren damit, daf} die gebauten Strukturen so robust sind,
daf sie keiner mathematischen Behandlung bediirfen. Die Dome und die Kathedralen,
die wir heute noch bewundern kénnen, sind nur die, die nicht zusammengestirzt sind.
Und Konrad Zuse, ein Bauingenieur, hat erkannt und hat darunter gelitten, daf3 wir noch
sehr viel mehr rechnen missen. Er hat im Grunde die Mathematik des Mathematikers

GauBl zum Leben erweckt: die Matrizenrechnung, und hat damit fir die vielen statisch
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Unbekannten durch die Erfindung des Computers das Lésen grofier Gleichungssysteme
ermdglicht. Heute kénnen Flugzeuge in Wolkenkratzer rasen, und diese kippen dabei
nicht um. Wir Bauingenieure rechnen weiter, damit die Bauwerke auch noch die Brénde

aushalten.

Jochen Brining: Ja, ich gebe es zu, jedenfalls wenn der Bereich natirlicher Kunstlehren

verlassen wird.

Kurt-Victor Selge: Ich wollte nur eine Frage zu einer Randbemerkung am Schluf} von
Herrn Bierwischs Beitrag stellen. Wann beginnt Musik mathematisiert zu werden? Ist das
erst ein hoheres Produkt, oder wiirden Sie sagen, dafl Wolfsgeheul in der Nacht oder das
Hundegeheul, das sich am Mundharmonikaspiel entzindet, nicht schon etwas mit Musik
zu tun haben. Es hat doch den Charakter des Gesanges oder der Lautbildung. Meinen
Sie, daf} da ein Zusammenhang besteht mit Dingen, die schon mathematisierbar sind?
Sie sind in der Wirklichkeit sozusagen einer Natur, die vorsprachlich ist, aber nicht un-

ghnlich der Sprache.

Angela Friederici: Wenn Sie die Frage direkt ansprechen, inwieweit Sprache und Musik
zusammenhéngen, sollte ich etwas dazu sagen: Ich kann das natirlich nur von einem
neurophysiologischen Standpunkt aus ein bifichen erhellen. Wir haben Untersuchungen
gemacht, bei denen wir uns Hirnakfivitéten anschauen, wenn Personen Sprache verstehen
oder Musik héren. Hierbei haben wir festgestellt, daf3 die Hirnareale, die bei diesen bei-
den Funktionen aktiv sind, zum gréfiten Teil Gberlappen. Interessant ist dabei, dafl auch
sogenannte Nichtexperten, also keine ausgebildeten Musiker, diese Aktivierungen zeigen.
Die Tatsache, daf3 wir ganz bestimmte Musikstrukturen schon erkennen kénnen, ohne
Experten zu sein, deutet wiederum darauf hin, daf3 Teile dieser Féhigkeit vielleicht auch

angeboren sind.

Gerd Gigerenzer: Ich wollte zwei Punkte anmerken, den ersten zu Herrn Bierwisch. Ich
denke, daf} bestimmte heuristische Prinzipien auch bei der Sprachentwicklung eine Rolle
spielen, beispielsweise Prinzipien von Einfachheit der Information und der Begrenzung
des Geddchtnisses. Es gibt hierzu Experimente und Simulationen, zum Beispiel von Jeff
Elman. Er versucht zu zeigen — mit Computern, die Sprache lemen —, wenn ein Kind eine
Sprache lernen muB, dann ist es wichtig, daB3 dieses Gehirn ein kleines Geddchtnis hat

und nicht ein voll entwickeltes Geddéchtnis, und zweitens, daf3 die Information von einfa-
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cher Form ist. Das ist, was wir instinkfiv tun, nédmlich Baby-Talk. Denn sonst, so argumen-
tiert er, kann sich eine Sprache nicht entwickeln. Das heifit, wenn Sie Ihrem Kleinkind
Habermas vorlesen, dann werden Sie vielleicht die Sprachentwicklung hemmen. Das ist
kein Argument gegen Habermas. All diese Prinzipien sind ja héchst domain-spezifisch.
Man muB3 lernen, wo man was anwendet. Es gibt éhnliche Prinzipien in der Biologie —
Herr Menzel kénnte wahrscheinlich etwas dazu sagen —, es gibt zum Beispiel Experimen-
te, bei denen man Kicken, die sich noch im Ei befinden, zu viele Informationen gibt,
was dazu fohrt, daf} sie sich nicht richtig entwickeln.

Nun zur Frage Uber Politik. Ich habe lhre Frage so verstanden, wie kann man in idealer
Weise eine informierte Politik schaffen, die versucht — genau wie wir es in der Medizin
jetzt versuchen — Entscheidungen aufgrund der Evidenz zu treffen, anstatt aufgrund an-
derer Strategien: zum Beispiel danach, wen man kennt und in welcher Partei man ist. Ein
Beispiel méchte ich nennen: Ab 2005 wird in unserer Republik ein flachendeckendes
Mammographiescreening eingefihrt. Die Bevélkerung hat bis heute kaum versténdliche
Informationen von unserer Regierung erhalten, was die Vor- und die Nachteile sind. Die —
ich fasse es nur kurz zusammen — medizinische Forschung tber Mammographiescreening
hat bis heute etwa 500.000 Frauen in sogenannten randomisierten Experimenten unter-
sucht. Das Ergebnis ist ziemlich klar: von je 1.000 Frauen, die am Screening teilnehmen,
sterben etwa drei in zehn Jahren an Brustkrebs, und von 1.000, die nicht teilnehmen,
sind es vier. Also eine in Tausend stirbt weniger an Brustkrebs. Zugleich wird kein Leben
gerettet, da in beiden Gruppen gleich viele sterben (an allen Todesursachen). Das wurde
von unserer Bundesregierung als eine 25 %ige Sterblichkeitsreduktion an die Offentlich-
keit weitergegeben, so zum Beispiel in Pressemitteilungen. 25 % — das kling gut, oder?
Von vier nach drei in Tausend, aber es ist lediglich 1 in 1.000. Zugleich gibt es auch nur
begrenzt Informationen Gber die Nachteile, die ich jetzt nicht erwdhnen kann. Ich habe
einen Staatssekretdr gefragt, wie diese Entscheidung denn zustande kam, soviel Geld in
eine Sache zu investieren, von der man nur einen minimalen Nutzen — wenn Uberhaupt —
erwarten kann, aber eine Kostenexplosion aufgrund mangelnder Information. Die Antwort
war: Eine Ministerin hatte gerade eine Brustkrebs-Diagnose bekommen, weitere kannten
Falle in ihrem Bekanntenkreis, und dann entstand eine emotionale Stimmung, welche die
wissenschaftliche Evidenz einfach Gberrollte und man Millionen nicht in nitzliche Medizin
investiert, sondern dort, wo man kaum oder keinen Erfolg hat. Mangels klarer Informatio-
nen glauben viele, ihr Leben sei gerettet worden. Hier kénnte der Stand der medizinischen

Forschung, wenn er Arzten wie Patienten bekannt ware, viel Leid und Kosten ersparen.
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Jochen Brining: Zu diesem Punkt darf ich vielleicht ergéinzen, daf3 in Japan die Kon-
zerne dezidiert die Mathematik nicht unterstitzen, weil sie sagen: Fir die Entscheidungen,

die wir zu féllen haben, brauchen wir keine Mathematik. Das ist einfach eine Feststellung.

Horst Bredekamp: Ich kann direkt an diesen Einwurf anschlieBen. Ich habe die Diskus-
sion in der Schroffheit der gegeneinander stehenden Positionen einerseits als auflerordent-
lich beeindruckend empfunden. Die Frage, die entscheidende Frage: Holt die Mathematik
etwas aus der Natur, was sich in der Natur befindet, oder konstruiert sie diese hinein —
diese beiden Positionen wurden seit der Antike von unterschiedlichen Seiten privilegiert,
und es ist keine Versdhnung in Sicht. Genau diese Frage wird von der Kunsttheorie und
der Musiktheorie seit 2.500 Jahren diskutiert und in genau dieser Polarisierung hin- und
heroszilliert. Die Pythagoréer haben argumentiert, ein Wunder liege darin, daf3 man Mu-
sikténe in Langenverhdltnissen beschreiben kann, also in Zahlen. Dies sei das Wunder
des Kosmos. Die Skeptiker dagegen haben gesagt: Nein, diese GewiBheit ist in die Natur
hineinproijiziert. Es gibt Architektendarstellungen, die genau diese beiden Positionen be-
stimmen. Der geniale Bramante stellt sich dar mit dem Zirkel, der in den Himmel gerichtet
ist: Ich hole meine Harmonien vom Himmel, aus der Natur, aus der Schépfung; Gott ist
der Baumeister. Der nicht weniger geniale Vignola zeigt sich als Handwerker; der Zirkel
geht nach unten, auf die Erde. Diese beiden Bestimmungen oszillieren, wie gesagt, durch
die gesamte Kunst- und Musiktheorie — unentschieden. Und vielleicht soll man dieses
akzeptieren und eine andere Frage stellen, die im 17. Jahrhundert geduBBert wurde. In
jener Phase, in der die Mathesis universalis durchgesetzt wurde, entschied Ludwig XIV.:
Hinter diesem Bild, daf3 die Natur selbst Regeln besitzt, die herausgeholt werden sollen,
verbirgt sich ein unerhdrter Machtanspruch der Mathematiker, den es zu begrenzen gilt.
Und aus diesem Grund hat Ludwig XIV. den Perspektiviker Abraham Bosse aus der Aka-
demie entlassen, Berufsverbot quasi, weil dieser verlangte, daf3 jede Darstellung perspek-
tivisch zu gestalten sei. Ludwig XIV. hat entschieden: Ich selber, als absolute Macht, bin
nicht mathematisch darzustellen, weil ich Gber der Mathematik stehe. Dieses Beispiel zeigt,
daf in der Frage, ob die Mathematik in der Natur steckt, oder ob der Mensch qua Souve-
ranitat die Mathematik selbst konstruiert, nicht allein Probleme der Natur, sondern sozialer
und istitutioneller Anspriiche mitschwingen. Damit stellt sich die Frage, welche Metaphori-
ken sich hinfer der einen oder der anderen Position verbergen? Zeigen sich hier erkennt-

nistheoretische oder — wie Ludwig XIV. argumentierte — machtbezogene Anspriiche?

Jochen Briining: Auch das wird offen bleiben.

67



Gerhard Huisken: Ich méchte gerne die Frage beantworten, die mir gestellt wurde,
wie die Abbildung zwischen dem Modell und der Wirklichkeit aussieht. Wenn ich hére,
welcher Machtanspruch den Mathematikern hier unterstellt wird, méchte ich gern eine
ganz bescheidene und pragmatische Antwort aus meiner Sicht geben: Man orientiert sich
ganz pragmatisch an den Problemen und an den Phdnomenen, die man beschreiben
méchte. Und das héngt dann natirlich mit dem historischen Kontext zusammen. Wenn ich
beispielsweise innerhalb des GPS-Systems Ortsbestimmungen auf zwei oder drei Meter
genau vornehmen méchte, muB ich die allgemeine Relativitétstheorie mit in Betracht zie-
hen, aber dann reicht das Schwarzschildmodell aus. Das Modell, das ich Ihnen gezeigt
habe, ist in der Lage, diese Abweichungen von dem normalen Gravitationsfeld der Erde
zu bestimmen. Ich wirde also dieses sehr einfache Modell nehmen und kein komplizierte-
res Modell der allgemeinen Relativitdtstheorie. Wenn ich Gravitationswellen finden will,
dann reicht das Schwarzschildmodell nicht mehr aus, dann brauche ich sehr viel kom-
pliziertere, nichtlineare Lésungen der Einsteingleichungen, und nur dann habe ich eine
Chance, Gravitationswellen zu modellieren. Das heifit, mein Zugang ist sehr pragmatisch.
Das nimmt aber den Charakter des ,Wunders” aus diesem Modell nicht heraus; daf} es
Uberhaupt méglich ist, mit solch hoher Genavigkeit mit diesem geometrischen Modell
eine noch hdhere Genauigkeit in der Vorhersage zu erreichen, zum Beispiel bei Gravi-

tationswellen, das bleibt rétselhaft.

Mitchell Ash: Sie haben in gewissem Sinne die Frage mit dem Wort ‘Vorhersage' schon
beantwortet. Eine Vorhersage ist kein Abbild. Ich habe nur fragen wollen, welche dieser
Gleichungsreihen, die Sie angefihrt haben, ein Abbild wovon sind. Das war also eine
andere Frage. Eine Vorhersage ist eine In-Beziehung-Setzung zur Natur, muf3 aber kein
Abbild davon sein. Das war mein Punkt. Ganz konkret also: Die Partialdifferentialglei-
chungen, mit denen man jetzt bevorzugt Newton darstellt, obwohl er sie selber so in sei-
nen Bichern nicht verwendet hat — sind das Abbilder? Sind die Gleichungen, die Sie jetzt

im Schwarzschildmodell verwenden, Abbilder?

Gerhard Huisken: Gleich direkt dazu. Ich will mich nicht auf das Wort ‘Abbildung'
festlegen. Vielleicht ein anderes Wort: Es sind Rezepte, wie ich gewisse Effekte in der

Natur vorhersagen und dann Uberprifen kann, ob meine Vorhersage stimmt.

Jochen Brining: Es ist vor allen Dingen auch eine Frage des Mefiprozesses. Den kon-
nen Sie variieren, aber Sie miUssen ihn festlegen, ehe Sie eine Voraussage Gberhaupt

formulieren kénnen.
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Mitchell Ash: Also sind es funktionale Wege zu einem Ergebnis, aber keine Abbilder.

Martin Quack: Da besteht doch noch ein MiBversténdnis. Es gibt ja gar keinen Zweifel,
dafB unsere Art, die Natur mathematisch zu beschreiben, historisch gewachsen und ein
kulturelles Phénomen ist. Alles, was wir als Menschen tun, erschaffen, beschreiben, ist
eine menschliche Eigenschaft, aber die Frage war ja: Warum ist diese prézise Art — ich
wirde immer noch sagen: der Abbildung oder der Beschreibung der Natur — warum ist
sie so erfolgreich? Und dann kommt eben diese Frage: Steckt das in der Natur schon
drin, also die Schrédingergleichung, mit der ich eine Spekirallinie berechne, mit der ich
die Atomuhr bauen kann, die auf 10' genau funktioniert, oder ist das nur etwas, was wir
hinein erfinden? Und ich glaube, diese Frage ist eigentlich eine Scheinfrage. Machen
wir eine Photographie von einem Obijekt, und die Photographie von dem Objekt bildet
die Langenverhéltnisse méglichst genau ab. Dann stelle ich die Frage: Sind diese Lén-
genverhdéltnisse eine Eigenschaft der Photographie oder des Objektes? Natirlich von
beidem. Wenn die Photographie, wenn das Abbild ein treues Abbild ist, dann ist das, was
es abbildet, auch schon in dem Obijekt drin gewesen. Und in diesem Sinne meine ich, ist
die Mathematik natirlich auch in der Natur drin. Das ist gar keine Frage. Deshalb ist sie
so erfolgreich. Und das zweite MiBBversténdnis: Wir haben zwei ganz verschiedene Dinge
besprochen hier. Dieser zweite Aspekt gehért tatsdchlich zur Frage unseres Themas. Der
andere, erste Aspekt, wie wir intuitive Entscheidungen féllen, und ob wir diese richtig féllen
oder falsch, ob wir sie demokratisch oder undemokratisch féllen — das hat eigentlich mit
Mathematik gar nichts zu tun. Da gehen ganz andere Dinge hinein. Ich wirde sagen: Das
Bemerkenswerte an dieser Art von Entscheidungen ist ja, wie unsicher sie sind. Auch die
besten Schatzungen, die Herr Gigerenzer vorgestellt hat, sind extrem unsicher. Und ich
wirde mich in kein Flugzeug setzen, das mit 80 %iger Wahrscheinlichkeit durchkommt
und mit 20 %iger Wahrscheinlichkeit abstirzt. Das ist eine sehr schlechte Sache.

Ob des Zeitplanes wird die Diskussion an dieser Stelle beendet.

Aufgrund des Ubergrofien Interesses an der Thematik, des Wunsches nach Vertiefung
des Diskussionsstandes und angesichts des sichtbar gewordenen Bedarfs an notwendiger
Begriffskléirung, beschlieft die Versammlung auf Vorschlag des Prasidenten, Dieter Simon,
die Fortsetzung der Debatte zur Mathematisierung der Natur in der Dezembersitzung der

Versammlung.
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Jochen Brining

Einleitung

Ich méchte einleitend an den ersten Teil unserer Debatte erinnern, an den wir heute an-
knipfen wollen. Um die Diskussion zu strukturieren, hatte ich als Arbeitshypothese einen
Mathematisierungsbegriff vorgeschlagen, der in kurzer Zusammenfassung etwa wie folgt
wiedergegeben werden kann: Eine Mathematisierung ist die Verbindung eines formalen
Systems mit einem technischen System durch einen Modellierungsprozef3 mit dem Ziel,
Phénomene der realen Welt in ihrer zeitlichen Entwicklung vorauszusagen; damit sollen
Uberlebensvorteile gesichert oder Uberlebensnachteile abgewendet werden. Die formalen
Systeme habe ich im wesentlichen als mathematische Theorien beschrieben, wéhrend das
technische System gedacht werden sollte als ein algorithmisch definierter technischer Ab-
lauf. Schwieriger zu definieren ist der Modellierungsvorgang, dem eine vorausgegangene
Debatte gewidmet war, so daf3 zu hoffen wiére, dafl diese Debatte auch fir die heutige
Diskussion fruchtbar gemacht werden kann, um den hier betrachteten spezielleren Model-
lierungsbegriff genauver zu fassen. Die Phédnomene schlieBlich sind die Ergebnisse von
MeBprozessen, durch die sie letztendlich definiert werden, was insbesondere nur solche
Ereignisse zur Konkurrenz zuléfBt, die gesetzmdBiges Verhalten zeigen. Als Kernprobleme

for unsere Diskussion hatte ich folgende Fragen apostrophiert:

— Welches Wissen und welche Wissenschaften sind dem Mathematisierungsprozef zu-
ganglich, und fur welche Phénomene ist das unter Umsténden aus fundamentalen
Grinden nicht der Fall?

— Welche Weiterentwicklungen des Mathematisierungsprozesses oder seiner Komponen-
ten erscheinen wiinschenswert oder aussichtsreich, um seine Leistungsféhigkeit zu er-

weitern oder zu verbessern?

Im ersten Teil unserer Diskussion bestand breiter Konsens in der Feststellung, daf3 Ma-
thematisierung im oben beschriebenen Sinne das Ergebnis eines historischen Prozesses
ist, der sich im Rahmen der kulturellen Evolution vollzieht. Die funktionale Natur meiner
Definition provozierte offenbar die vieldiskutierte Frage nach dem Wesen, insbesondere

der ,Naturlichkeit” der Mathematik, woran sich zwangsléufig die Frage anschlieBt, warum
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Mathematisierungen Uberhaupt gelingen kénnen. Die Debatte hat wohl gezeigt, daff da-
fur bislang keine Gberzeugende Erkldrung gegeben werden kann.

Die Debatte berihrte auch das Wesen der Modellierung, allerdings zumeist eher als
Frage denn als Antwort, weil ein grofier Teil der Diskussionsbeitrége — offenbar angeregt
durch den Vortrag von Herrn Gigerenzer — der Frage gewidmet war, wie sich ,natirli-
ches” Handeln, das auf Heuristiken beruht und deshalb mit héchst unvollsténdiger In-
formation arbeiten muB, zu dem beschriebenen Proze3 der Mathematisierung verhalt.
Insbesondere wurde betont, dafl Fihrungshandeln unter heutigen Bedingungen als eher
irrational einzustufen ist, das heifit Regeln folgt, die mit der durch Mathematisierungs-
prozesse erzielten Rationalitdt kaum in Einklang zu bringen sind.

Diese sehr breit angelegte und, wie ich meine, hochinteressante Diskussion hat aller-
dings die spezifischer gemeinte Fragestellung der Debatte etwas in den Hintergrund treten
lassen. Sie hat aber andererseits eine ganze Reihe neuer Statements angeregt, quer durch
alle Klassen, die sich Gberwiegend dem Nutzen der Mathematisierung fir die einzelnen
Wissenschaftsfelder widmen werden. Ich freue mich sehr darauf und méchte nun Herrn

Diederich bitten, mit dem ersten Beitrag zu beginnen.
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Francois Diederich

Gibt es Phdnomenbereiche, die mit grof3er
Wahrscheinlichkeit nicht in der skizzierten
Weise mathematisiert werden kénnen?

Mein Klassensekretar Joachim Sauer bat mich, die organische Synthese aus dem Licht der
Fragestellung dieser Auseinandersetzung zu beleuchten, weil er sich davon auch erwartet
hat, daf sie ein Beispiel fir das Nichtgelingen der Mathematisierung liefert. Das hat mich
dazu gefihrt, lhnen drei Beispiele zu schildern, wovon eines effektiv aus dem heutigen
Sichtwinkel auf eine Nichtmathematisierbarkeit, wegen mangelnder Effizienz im Vergleich
zur intuitiv-chemischen Handlungsweise, hinfihrt. Der EinfluB der Mathematisierung auf
die chemische Synthese unterscheidet sich mit deren Zielsetzung, wie die drei aufgefihrten
Beispiele zeigen werden.

Das ist erstens die Totalsynthese von komplexen Naturstoffen, die hier am Beispiel von
Brevetoxin gezeigt wird. Dieser Stoff weist neun annelierte Ringe auf. Diese Verbindung
hat durchaus eine Bedeutung; von Zeit zu Zeit kommt es im Golf von Mexiko, aber auch
in Kalifornien — Baja California —, wenn das Meer ruht, zur roten Algenflut. Sie sollten
dann besser drauBen bleiben und vor allem auch keine Muscheln und Meerestiere essen,
denn was Sie hier sehen, ist das Toxin — Brevetoxin — der roten Algenflut. Nach ein paar
Tagen oder auch manchmal Wochen verschwindet die rote Algenflut wieder. Dieses Toxin
wurde von der Gruppe von Professor K. C. Nicolaou am Scripps Research Institute synthe-
tisiert. Die Synthese geht Gber 60 Stufen. Wie féingt man an, ein solches Molekil ausein-
anderzunehmen? An welchem Ring féngt man an? — Fir die Einzelschritte gibt es Daten-
banken. Man kann heutzutage auf die ganze Literatur zuriickgreifen. Welche Bedingungen
man fir einen Einzelschritt beim Aufbau dieser Synthese verwendet, wird heute stark von
informatikgestitzter Information geprégt. Aber hinsichtlich der Idee, wie man das ganze
Molekil zusammenbringt, retrosynthetisch, ob man finf der Ringe mit vier der anderen
oder drei und drei und drei verknipft — in diesem Punkt haben mathematische Modelle,
die auch durchaus entwickelt wurden, bisher versagt, oder sie sind nicht zu einem aus-
reichenden Niveau hin entwickelt worden. Es gab und gibt weiterhin Versuche in den

Gruppen von Professor Elias J. Corey in Harvard oder Professor William Jorgensen in
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Yale; sie haben mathematische Programme fir die sogenannte Retrosynthese entwik-
kelt, wie man ein solches Molekil in Bausteine unterteilen kann. Diese Programme haben
jedoch keine Akzeptanz gefunden. Die Entwicklung war am stérksten in den 70er und
80er Jahren, als diese Programme rasch vorangetrieben wurden. Die Akzeptanz der
chemischen Gemeinde ist jedoch bei Null geblieben. Somit hat sich eine mathematisierte
Voraussage gegeniber dem intuitiv-chemischen Denken in diesem Teil der Synthese, der
organischen Totalsynthese komplexer Naturstoffe, nicht bewahrheitet.

Es gibt aber in der organischen Synthese auch andere Themen. Ein grofies Thema ist
die sogenannte ,target”-orientierte Synthese, das heifit, wo man eine Fusion von Syn-
these mit einer angestrebten Funktion herstellt. Hier méchte ich ein Beispiel aus unserer
Gruppe anfihren, bei dem zumindest die Funktionen und auch die Struktur des Molekdls,
das man herstellen will, mittels mathematik-gestitzter Methoden vorausgesagt werden.
Wenn ich in einem Forschungsantrag die Herstellung eines Molekils vorschlagen will,
das ich zwischen zwei, bistabilen Zustdnden mit lateralen Abmessungen von sieben
Angstrém und 70 Angstrém (sieben Nanometer) schalten méchte, ist es wirklich so, daf3
ich die Gutachter schon allein davon iberzeugen muf3, daf} diese Struktur existieren kann,
Uberhaupt synthetisierbar ist und diese Schaltung auch strukturell erméglichen kann.
Wenn ich diesen SchaltprozeB noch mit einem Fluoreszenz-Energietransfer von einem
Chromophor zu einem anderen nachweisen soll, dann muf3 ich den Gutachter auch da-
von Uberzeugen, daf3 der Konformationsraum, der Beweglichkeitsraum dieses Molekils,
sehr eingeschrénkt ist — ist er das nicht, dann klappt es nicht. Hier benutzt der organische
Synthetiker ganz klar die Mathematik und das in recht fortgeschrittenem Sinne. Die Mole-
kilstruktur wird vorberechnet in den beiden Zusténden. Weiterhin erlaubt es die Férster-
Theorie vorauszusagen, wie wir dieses System aufbauen sollen, damit ein wirksamer
Unterschied im Energietransfer zwischen den beiden Zusténden auftreten wird.

Das dritte und letzte Beispiel bezieht sich auf das Gebiet, auf dem sich die Mathemati-
sierung und die Synthese wohl am besten treffen, und zwar in der Medizinalchemie und
dort vor allem im rationellen Wirkstoff, in der rationellen Wirkstoffentwicklung. Letztere
beruht darauf, da3 man die Strukturinformationen eines aktiven Zentrums — hier die Serin-
proteinase Faktor 10a aus der Blutgerinnungskaskade — kennt und Molekile entwickelt,
zum Teil durch Programme mit Docking-Funktionen, aber auch durch die chemische
Strukturintuition (die Intuition, ob ein Molekil ein guter Hemmer sein wird oder nicht) und
diese dann synthetisiert. Die Voraussage beruht auf der Réntgenstruktur oder NMR-Struk-
tur, Docking-Programmen, zunehmend auch auf Berechnungen und Datenbankanalysen.

Wenn man dann das Molekil erhalten hat — das heifit man [8st die Réntgenstrukturana-
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lyse — und spezifische Wechselwirkungen sieht, in diesem Fall eine Kation-Pi-Wechsel-
wirkung, die recht unerforscht ist, dann kann man in einem weiteren Optimierungszyklus
einem anwendbaren Wirkstoff rasch néher kommen. Hier wird sich noch einiges in néch-
ster Zukunft tun, dank erh&hter Schnelligkeit und héherer Speicherkapazitdt der Compu-
ter. Freie Energieberechnungen in voll solvatisierter Umgebung (iber 1.000 Wassermo-
lekile) fur den Wechsel von einem Zustand A (freie Bindungspartner) nach B (Komplex)
werden somit zunehmend zugénglich. Damit wird sich Bindungsféhigkeit nicht nur akkurat
modellieren und voraussagen lassen, sondern auch das Versténdnis von Wechselwirkun-
gen, wie die zwischen einem Kation und einem pi-System, stark verbessert.

Ich glaube, daB ich Ihnen anhand der drei Beispiele den unterschiedlichen Stand der
Mathematisierung in der Organischen Synthese gezeigt habe — ausgehend vom ersten
Beispiel, bei dem ein sehr geringer Anteil der Mathematisierung besteht, Gber ein zweites,
bei dem Vorhersage von Struktur und Funktion betrieben wird, bis hin zu einem dritten
Komplex, in dem es, getrieben durch die vielen Gelder, die in die pharmazeutische For-
schung hineinflieBen, am meisten Fortschritt bei der Anwendung mathematisierter Metho-

den geben wird.
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Stefan Miller

Mathematik und Materialwissenschaften

Multiskalenprobleme und die Suche nach dem Wesentlichen

Wir haben bei der letzten, sehr anregenden Diskussion schon gesehen, daf3 die Mathe-
matik und die Physik eng miteinander verwoben sind und sich schon lange gegenseitig
befruchtet haben. Der Beitrag von Herrn Huisken zur allgemeinen Relativitétstheorie hat
dies eindrucksvoll illustriert. Niemand wirde heute ernsthaft eine grofie neue physikalische
Theorie vertreten, die nicht mathematisch formuliert ist.

Wir haben aber auch gehért — und wir sehen das auch téglich —, daf3 die Mathematik
zunehmend auch in andere Natur- und Ingenieurwissenschaften eindringt. Welche Rolle
kann sie dabei spielen? Wenn wir jetzt 50 Jahre weiter denken: Wird dann die Mathema-
tik in der Chemie, in der Biologie oder in den Materialwissenschaften die gleiche zentrale
Rolle spielen, die sie heute in der Physik einnimmt, oder sind diese Naturwissenschaften
— von den Sozial- und Geisteswissenschaften will ich gar nicht reden — schon so anders,
dafB es im Grunde keine tiefe Interaktion mit der Mathematik geben wird, sondern nur
Hilfestellung fur viele konkrete Fragen2 Zu diesem grofien Komplex méchte ich nur einige
kleine, persénliche Bemerkungen machen, sozusagen aus Sicht eines Mathematikers mit
einem gewissen Interesse an den Materialwissenschaften. Einige Gedanken sind mégli-
cherweise auch relevant fir die Interaktion von Mathematik und Biologie, aber da werden
wir von Herrn Reich in seinem Vortrag ,Mathematisierung des Lebens”' im Rahmen der
Akademievorlesung eine viel ausfihrlichere und tiefgrindigere Darstellung héren.

Ein genereller Trend in allen Naturwissenschaften ist, daf3 wir die elementaren Prozesse
immer besser verstehen und auflésen kénnen. In der Biologie werden immer mehr Ge-
nome komplett erschlossen und — was vielleicht noch wichtiger ist — immer mehr Signal-
ketten. Wir kénnen zum Teil die Funktion einzelner Biomolekiile quasi mechanisch nach-
vollziehen. In den Materialwissenschaften 168t sich inzwischen Materie auf der Ebene

einzelner Atome manipulieren. Es gibt auch zunehmend bessere theoretische Modelle,

' Vgl. Berlin-Brandenburgische Akademie der Wissenschaften (Hg.), Berichte und Abhandlungen,

Band 11, Berlin: Akademie Verlag (in Vorbereitung).
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die das Verhalten einzelner Atome oder kleinerer Gruppen von Atomen schon mit hoher
Prézision vorhersagen kénnen. Wenn man das im Hinterkopf hat, kénnte man sich viel-

leicht zunéchst zu zwei radikalen Thesen hingerissen fihlen:

These 1: Wenn die elementaren Prozesse verstanden sind, ist die Erklarung komple-
xen Materialverhaltens im Prinzip nur ein Frage mathematischer Deduktion.
These 2: Wenn die elementaren Prozesse verstanden sind, braucht man gar keine

Mathematik mehr, sondern nur einen hinreichend groBen Computer.

Ich denke, beide Thesen haben einen gewissen Charme, aber persénlich halte ich sie
for vollig falsch. Was die erste These betrifft, so ist das entscheidende Wort ,,im Prinzip”.
Schon ein einfacher Gegenstand des alltéglichen Lebens, wie beispielsweise die Kaffee-
tasse vor lhnen, enthdlt gréBenordnungsmaBig die enorme Zahl von 102 Atomen. Das
Verhalten jedes einzelnen Atoms zu verstehen, ist nicht nur quantitativ véllig unméglich,
es ist auch gar nicht erstrebenswert, da wir in einem Datenmill ertrinken wirden.

Historisch war es auch ganz anders. Wir haben ein sehr gutes Versténdnis des elasti-
schen Verhaltens von Materialien gehabt, lange bevor Gberhaupt die atomare Theorie be-
wiesen war. Dieses Verstéindnis begann mit einer mathematischen Fiktion, dem Kontinu-
um. Reale Materie ist sicherlich nicht kontinuierlich, aber sehr viele Prozesse und Fragen
der praktischen Ingenieurwissenschaften lielen sich mit der Kontinuumsvorstellung her-
vorragend verstehen, und auch viele fundamentale, strukturelle Erkenntnisse sind damit
moglich geworden, weil die méchtigen Methoden der Infinitesimalrechnung auf kontinu-
ierliche Systeme angewendet werden kénnen. Leonhard Euler, der ja mit dieser Akademie
aufs engste verbunden ist, war hier ein Pionier.

Jetzt kénnten Sie einwenden, daf} es zumindest fir die numerische Berechnung, die
heute zunehmend an Bedeutung gewinnt, gut wére, von einem diskreten Modell auszuge-
hen. Dieses Modell ist zwar méglicherweise sehr grof3, aber zumindest endlich. Auch das
halte ich fir falsch, denn hier ist ebenfalls héufig das Kontinuum der bessere Ausgangs-
punkt. Wenn ich mich némlich von der urspringlichen diskreten atomaren Vorstellung
einmal geldst habe, dann steht mir wieder véllig frei, wie ich dieses Kontinuum durch die
endliche Zahl von Freiheitsgraden, die ich zur Verfiigung habe, beschreiben kann. Herr
Deuflhard kann sicherlich viele Beispiele nennen, bei denen es viel besser ist, eine kinstli-
che Approximation des Systems zu betrachten, die Uber ein unendlichdimensionales Mo-
dell als Zwischenschritt geht, anstatt mit einem scheinbar natirlichen endlichdimensiona-
len Modell zu beginnen. Dieser Umweg Gber ein idealisiertes unendlichdimensionales

Modell ist oft Gberhaupt erst der Schlissel zur effizienten Berechnung.
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Das Kontinuum reicht aber letztlich nicht. Wenn Sie |hre Kaffeetasse fallen lassen, dann
wird sie zersplittern. Ein Stahlbecher dagegen wird vielleicht eine kleine Beule davontra-
gen, aber nicht zersplittern. Dieser Unterschied |&Bt sich in der rein elastischen, idealen
Kontinuumswelt nicht mehr so einfach verstehen. Wir kénnten das Modell durch weitere
Parameter erweitern, aber der entscheidende Punkt ist, dafy Keramiken anders sind als
Metalle. Wenn man das etwas genauer studiert, zeigt sich, dal neben der kleinsten Skala
der einzelnen Atome und der ganz groflen Skala, auf der wir beobachten, intermediére
Skalen eine entscheidende Rolle spielen. Es gibt Versetzungen, es gibt Einschlisse, Korn-
grenzen, Phasengrenzen usw. Dies fihrt zu einer Hierarchie von Skalen, auf denen inter-

essante Phéinomene passieren.
These 3: Die grofie Herausforderung ist, solche Multiskalenprobleme zu verstehen.

Hier hat Ubrigens Einstein einen wesentlichen Beitrag geleistet — eine der drei grofien
Arbeiten, die wir dieses Jahr feiern, ist die Arbeit zur Brownschen Bewegung. Dabei geht
es genau darum, wie die winzigen thermischen Bewegungen sehr vieler kleiner Teilchen
die Bewegung eines viel gréfieren Testteilchens beeinflussen. Diese Bewegung ist schein-
bar erratisch, aber in ihrem statistischen Verhalten sehr prazise vorhersagbar.

Bis jetzt habe ich hauptséchlich von grofien Systemen gesprochen — Systemen mit sehr
vielen Komponenten —, aber wir wissen durch Poincarés Arbeiten zur Himmelsmechanik
und durch das, was man heute Chaostheorie nennt, daf3 selbst schon sehr kleine Systeme
ein sehr komplexes und in einem wohldefinierten Sinne chaotisches Verhalten zeigen.
Das heif3t, auch von diesen Systemen kénnen wir Gberhaupt nicht erwarten, daf} sie eine

vollstéindige Vorhersage zulassen. Das bringt mich zu meiner letzten These.

These 4: Eine zentrale Rolle der Mathematik ist es, zu identifizieren, welche Phéno-

mene robust vorhersagbar sind.

In diesem Sinne beschréinkt sich die Mathematik nicht auf die Erklérung von Beobach-
tungen, sondern sie hilft uns zu erkennen, was sich sinnvoll beobachten und vorhersagen
l&Bt. Ein Beispiel mag dies verdeutlichen. Heutzutage kann man leicht groBe Computer-
simulationen durchfihren und entsprechend komplizierte Bilder erzeugen. Die Frage ist:
Was an dem Bild ist eine interessante Vorhersage und was ein rein zufélliger Teil, der
sich unter kleinsten Verénderungen der Parameter oder der Berechnungsmethode véllig
verdndert und den man gar nicht mit der Realitét vergleichen sollte. Die Mathematik hat
schon wichtige Beitrdge in dieser Richtung geleistet, zum Beispiel mit dem lto-Kalkol for

zuféllige Prozesse, der unter anderem Grundlage der Berechnung von Derivaten an den
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Finanzmarkten ist. Die meiste Arbeit liegt aber sicher noch vor uns, und mathematische
Strukturen, die uns bei komplexen Problemen die relevante Information, das Wesentliche

extrahieren, sind zum groBen Teil erst noch zu schaffen.
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Olaf Déssel

Mathematische Modelle vom Herzen

Wir beschéftigen uns in meinem Institut mit innovativer Medizintechnik, und zwar insbe-
sondere mit neuen Techniken, mit denen wir Herzkranken vielleicht in Zukunft besser
helfen kénnen. Bei unseren Arbeiten sind wir auf ein neues Fachgebiet gestolen: Es ist
die Mathematische Physiologie, Mathematical Physiology. Momentan spriefien auf diesem
Gebiet an vielen Stellen auf der Welt bunte neue Blumen. Letztlich wollen wir mit ma-
thematischen Methoden den Menschen — insbesondere den Patienten — vorhersagbar
machen. Wir wollen die Therapie der Herzkrankheiten in Zukunft mit Methoden der
Mathematik besser planbar machen.

Fur die Anwendungen der mathematischen Modellierung in der Kardiologie missen
wir verstehen, was beim Schlagen des Herzens genau passiert, wie das EKG und die
Kontraktion des Herzmuskels entstehen. Wenn wir diese Vorgénge quantitativ beschreiben
wollen, dann stoflen wir auf Systeme von gekoppelten Differentialgleichungen, die ziem-
lich komplex sind und — wie die Mathematiker seit langem wissen — auch vielféltige L5-
sungen haben: stabile Lésungen, instabile Lésungen, oszillierende Lésungen. Wir sind
also in einem faszinierenden Bereich der Mathematik gelandet. Wir kénnen tatséchlich
mit Differentialgleichungen alle Vorgénge im Herzen schon sehr genau beschreiben: bei
den lonenkanélen, also bei den Proteinen angefangen, Gber einzelne Herzmuskelzellen,
die aufgrund einer elekirischen Depolarisation kontrahieren, bis hin zum Gesamtorgan
und zum gesamten Kreislauf.

Wir haben es hier auch mit einem Multiskalensystem zu tun, so wie es Herr Miller im
vorigen Beitrag vorgestellt hat. Wir missen versuchen, mit neuen mathematischen Metho-
den diese vielen Skalen zu Gberwinden: von dem Protein im Nanometerbereich Gber die
Zelle im Mikrometerbereich bis hin zum Organ im Zentimeterbereich und zum ganzen
Kérper im Meterbereich. Bei jedem Schritt zu einer gréBeren Skala mussen wir Grofien
zusammenfassen und neue Parameter wahlen, mit denen die Vorgénge beschrieben wer-
den kénnen. Diesen Weg missen wir gemeinsam mit Mathematikern gehen, die heute
systematische Methoden zur Uberbriickung stark unterschiedlicher Skalen entwickeln.

Die komplexen gekoppelten Differentialgleichungen und die Multiskalen-Problematik

fohren dazu, daf3 viele Dinge nicht mehr exakt vorhersagbar sind. Wir stolen auf Pro-
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bleme der Chaos-Theorie. Das Schlagen eines Schmetterlingsfliigels in der Karibik kann
das Wetter in Europa beeinflussen. Auch bei der mathematischen Beschreibung des Her-
zens ergeben sich Systeme, bei denen eine minimale Verdnderung in den Parametern
einiger Herzmuskelzellen plétzlich zu ganz anderen Lésungen, zum Beispiel zu Arrhyth-
mien fohrt. Wir kommen also in Bereiche, in denen wir mit unsicherem Wissen umgehen
missen, wo mit Wahrscheinlichkeiten gerechnet werden muB.

Ich hatte beim Lesen anderer Beitréige zu diesem Thema manchmal den Eindruck, daf3
in dem Moment, wo wir es nicht mehr mit klassischer Logik, sondern mit ,Fuzzy Logic”
zu tun haben, und in dem Moment, wo wir es nicht mehr mit exaktem Wissen, sondern
mit Wahrscheinlichkeiten zu tun haben, der eine oder andere denkt, das wére dann keine
Mathematik mehr. Ich glaube, ich spreche den Mathematikern aus der Seele, wenn ich
sage, daB gerade ,Fuzzy Logic” und der Umgang mit unsicherem Wissen ein wesentlicher
Bereich der zukinftigen Mathematik ist, wo gerade heute ganz neue und faszinierende
Erkenntnisse zu erwarten sind.

Wenn wir uns also das ganze System ,Herz” am Ende anschauen, dann sehen wir,
dafB das Herz durch die Evolution so und nicht anders entstanden sein muf3. Letztlich
haben wir es ja mit einem Baukasten aus Proteinen zu tun, deren Mischung die Eigen-
schaften von Zellen bestimmt. Und wenn wir versuchen, aus diesem Baukastensystem eine
bestmégliche Blut-Pumpe zu bauen, dann kommt man beim Herzen heraus. Der Weg
der Evolution wird nachvollziehbar mit Hilfe der mathematischen Ansétze, zum Beispiel
der Differentialgleichungen. Damit ist fir mich die mathematische Beschreibung am Ende
nicht etwas, was die Ratio des Menschen dem Herzen aufgedriickt hat, sondern etwas,
was die Natur inhérent eingebaut hat. Wenn wir also Gberhaupt an die Wirklichkeit dieser
Natur glauben, dann ist an dieser Stelle die Mathematik einfach unauflésbar verzahnt
mit der Evolution und dem Suchen nach der bestméglichen Lésung.

Wenn ich das Herz mathematisiere, wird vielleicht der eine oder andere, beispielsweise
ein Geisteswissenschaftler, aufschreien und sagen: Hier wird ein Organ, welches in der
Literatur ja eine ganz herausragende Rolle fur die Seele und den Sitz der Emotion spielt,
mathematisiert — ist das nicht schrecklich! Ich kann lhnen versichern, daf3 ich natirlich
diese seelische Komponente aus dem Herzen nicht herausnehmen méchte, sie fasziniert
mich auch. Und sie ist im Grunde darauf zuriickzufihren, daf3 es sich um ein so kom-
plexes System handelt, welches wir selbst nicht rational steuern kénnen. Es fasziniert
auch mich immer noch, wie sich unser Herzschlag beschleunigt, wenn wir in Aufregung

geraten.
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Am Ende sehen wir aber: Die Mathematisierung ist keine Entzauberung dieses Organs,
sondern sie ist eine Offenbarung. Sie ist eine Offenbarung der Schénheit der Natur und
der faszinierenden Arbeit, die die Evolution Uber viele Jahre geleistet hat. Sie ist eine

Einsicht, die mit Hilfe der Mathematik erst méglich wird.

85



Hans-Gunther Wagemann

Die Schrédinger-Gleichung als Wegweiser
zum besseren Halbleiter-Werkstoff

Ich méchte etwas sagen zur physikalischen Modellbildung in der Technik mit den Argu-
menten der Mathematik und Gber ihre Handhabung zum Zwecke der Verédnderung und
der technischen Nutzung von Werkstoffen.

Dazu werde ich lhnen ein Beispiel nennen, das aus dem Kern der theoretischen Fest-
kérperphysik stammt, bis heute die Technik immer wieder unterstitzt und neue technische
Produkte auf den Weg bringt. Dabei werden einige Begriffe verwendet, die vielleicht
zum Teil aufgrund der kurzen verfigbaren Zeit unerklért bleiben.

Die moderne Festkdrperphysik fangt mit der Schrédinger-Gleichung und ihrer Lésung
for Kristallgitter an. Jeder Physikstudent lernt, daf3 ihre geschlossenen Lésungen beim
eindimensionalen Kristallgitter aufhéren. Sowie es dreidimensional wird, gibt es lediglich
numerische Lésungen. In den frihen 30er Jahren bereits haben Forscher festgestellt: Es
passiert Unerwartetes, wenn man bei den theoretischen Betrachtungen Uber unendlich
ausgedehnte Kristalle auf begrenzte Gitter Ubergeht. Es existieren dann ,energetische
Oberflachenzusténde” der unabgesdttigten Elektronen-Valenzen in der obersten Atom-
lage, die verhindern, dafl an den Oberflachen Gberhaupt Ladungstransport stattfinden
kann.

Als man zum ersten Mal experimentell testete, ob das stimmt, stellte man fest: Es gibt
den Voraussagen zum Trotz doch Ladungstransport an den Kristalloberfléchen. Zunéchst
wufite man aber nicht wie; die Rechnungen waren eindeutig. Durch weitere Experimente
stellte man fest: Fremdstoffe lagern sich an die obersten Atome an und schirmen die
Oberfléchenzusténde ab. Die Schrédinger-Gleichung mit ihrer Lésung bleibt giltig. Man
muf3 ihre Anséitze nur etwas modifizieren. Man wufite zunéichst nicht, welche Fremdstoffe
dabei eine Rolle spielen. Experimentell ergab sich: Es sind vorwiegend Wasserstoff und
Saverstoff, die sich anlagern und den Ladungstransport lédngs der Oberflache ermégli-
chen. Mit dieser Erkenntnis wurden in den é0er Jahren die MOS-Bauelemente entwickelt
(MOS = metal oxide semiconductor). Das Silizium wird dazu oxidiert; dies fihrt zu einer
dinnen dielektrischen SiO,-Schicht. Darunter wird Ladungstransport an der Oberfléche

des Siliziums méglich, wenn alle Elekironen der Silizium-Atome durch Sauverstoff-Atome
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terminiert sind und die Oberfléchenzusténde sich nicht auswirken. Die Technologen
verstanden, da3 man zu diesem Zweck das Siliziumdioxid sehr sauber herstellen muf.
Dann wird der Ladungstransport nicht beeintrdchtigt. Alle Computer-Schaltkreise werden
heute in dieser MOS-Technologie erfolgreich hergestellt.

Die Wissenschaftler, die dann als erste terrestrische Solarzellen aus multikristallinem
Silizium in den 70er Jahren beschrieben haben, sagten: die MOS-Technologie pafit doch
auch genau auf unsere Probleme: Wir haben kleine Kristallite aus Silizium, die in die
Matrix eines multikristallinen Kristalls eingelagert sind und deren Oberfléchen ,innen”
liegen. Auf die inneren Oberfléchen angewendet, lieferte die Schradinger-Gleichung das
bekannte Ergebnis. Aber nun kannte man schon die Vorgehensweise. In diesem Falle
stabilisiert eine Wasserstoff-Behandlung die inneren Oberfléchen der Kristallite. Inzwi-
schen werden mehr als 90 % aller Solarzellen aus multikristallinem Silizium gefertigt.

Auf dieser Basis ging es weiter. Wenn man den Halbleiter ganz ungeordnet vor sich
hat als diinne Schicht aus amorphem Silizium, dann gibt es sozusagen nur noch unab-
geschlossene Oberfléchen. Und die Schrédinger-Gleichung ergab auch hier wieder
bekannte Lésungen. Man erfaBte dabei ganz neue Wechselwirkungen zwischen den irre-
gulér aufgebauten Mikro-Netzwerken aus Silizium und eingelagerten Fremdatomen wie
Wasserstoff. Experimentell hat es dann noch léngere Zeit gedauert, ehe man in der Lage
war, die Wasserstoff-Atome an die Stellen zu bringen, wo es fir den Ladungstransport
kritisch wird. Aber auch dieses Problem ist erfolgreich gelést worden.

Die Schrédinger-Gleichung sagt dabei voraus, daf3 Silizium in dieser amorphen Phase
nicht mehr so bindungsstark gegeniber dem Wasserstoff ist wie in der kristallinen oder in
der multikristallinen Phase. Und prompt beobachtet man bei den Solarzellen aus amor-
phem Silizium, was die Theoretiker erwartet hatten und den Praktikern Kopfzerbrechen
bereitete. Kaum setzt man diese Solarzellen dem Sonnenlicht aus, reicht dessen Energie,
den atomar gebundenen Wasserstoff wieder freizusetzen aus der Bindung ans Silizium.
Es verbinden sich anschlieBend zwei Wasserstoffatome und diffundieren als H,-Molekil
langsam heraus. Und der Wirkungsgrad der Solarzelle aus amorphem Silizium wird dabei
immer schlechter. Die Theoretiker wissen zwar Rat und sagen: lhr mifit da noch etwas
zusétzlich hineinbringen, was den Wasserstoff noch besser bindet. Leider hat man die
perfekte Lésung bis heute nicht gefunden.

Ich betrachte hier die technische Handhabbarkeit des Halbleiter-Werkstoffes auf der
Basis mathematisch-physikalischer Erwégungen. Die Aufgabe der kinftigen Jahre wird
sein — wenn ich diese Linie weiterverfolge —, dafl man fir die Verbesserung von Solarzellen

Mischphasen bildet, die im Silizium nicht nur den Wasserstoff als Mittel zur Passivierung
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der inneren Oberfléchen festhalten, sondern mit noch anderen Fremdstoffen inhomogene
Mischphasen von neuen Halbleiter-Werkstoffen bilden, die in ihren Absorptionseigen-
schaften dem Sonnenlicht noch besser entsprechen als Silizium. Dafir gibt es wieder klare
Erwartungen der Theorie, den gegenwirtig recht geringen Wirkungsgrad der allerbesten
Solarzellen zum Beispiel aus lll/V-Halbleitern wie AIGaAsP von 30 % auf 60 %, ja auf
70 % zu steigern. Die Theoretiker sagen sogar: Entsprechend dem Carnot-Wirkungsgrad
n liegt die Grenze der photovoltaischen Energiewandlung bein = 96 % |

Ich fasse meine These zusammen: Die technische Handhabbarkeit von Halbleiter-
Werkstoffen gelingt seit langem erfolgreich unter den Gesichtspunkten der immer neu

angepaBten Modellbildung der Festkdrpertheorie.
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Jens Reich

Die Rolle der Mathematik in der Biologie
des genomischen Zeitalters

Ich habe mir zu der Frage Gedanken gemacht, ob Biologie mathematisierbar ist. Rein
empirisch denke ich sofort: Nein! Vor allem, wenn mir einféllt, daf3 ein Drittel der Abitu-
rienten in die Biologie oder Medizin geht, weil sie fir den Rest ihres Lebens genug von
Mathematik haben und hoffen, damit nicht weiter behelligt zu werden. Wenn man sich die
Grundlagen dieser beiden Fécher ndher ansieht, sind doch Begriffswelt, Denkweise und
Gesetzlichkeit fundamental verschieden. Die Axiomatik und Deduktivitét der Mathematik,
ihr reduktionistischer, ja minimalistischer Ansatz, die véllig verschiedenen Charaktere von
Beweisbegriff und Beweisstruktur zwischen diesen beiden Féchern — nein, eigentlich sind
sie inkompatibel. Das ist meine These. Aber andererseits habe ich nun auch schon viele
Jahre, sogar Jahrzehnte Spaf gehabt, als Biomediziner immer wieder einmal auf Mathe-
matik zu stoflen. Hierzu muflte ich eine Reihe von Gebieten der Mathematik erlernen,
die strategische Bedeutung in unserem Fach, in unserer Forschung wie in unserer Praxis
hatten. Also vor allem selbstverstéindlich die mathematische Statistik, ihre Basis: die Pro-
babilistik und die Stochastik — das sind Gebiete der Mathematik, deren Entwicklung zum
Teil von der Biologie direkt bestellt worden ist. Denken Sie nur an die Varianzanalyse
als mathematische Disziplin, die ausdricklich fir biologische Sachverhalte erfunden wor-
den ist. Oder denken Sie an die Koaleszenztheorie, mit der man heute versucht, den
gegenwdartigen Zustand von genetischen Populationen zurickzuverfolgen, um unter ge-
wissen, wiederum minimalistischen Grundannahmen den wahrscheinlichen Verlauf der
Evolution zu rekonstruieren. Oder an die Theorie dynamischer Systeme, die rdumlichen
und zeitlichen hierarchischen Systeme, die man mit ihr erzeugen und analysieren kann,
einschlieBlich Multistabilitét und Chaotik. Hinzu kommt alles, was mit Systemtheorie von
Wechselwirkungen zu tun hat, Graphentheorie, Netzwerktheorie, Steuerungstheorien und
dann schlieBlich die ganzen Entwirfe, die Systemtheorie des Zellstoffwechsels oder die Ki-
netik und Thermodynamik biochemischer Reaktionen. Das alles muB3 man lernen, wenn
man theoretisch in der Biologie und Medizin arbeitet. Es ist ganz erstaunlich, in welchem
Mafle die Rolle der Mathematik sich in den Jahrzehnten, die ich Uberblicke, von einem

mehr oder weniger freundlich akzeptierten Status als Hilfsdienst, als Magd der biologi-
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schen oder medizinischen Forschungspraxis zur Inhaberin einer strategischen Position ge-
mausert hat. Die moderne Genomforschung etwa ist nicht nur vom Einsatz von Compu-
tern, sondern auch vom Einsatz mathematischer Begriffe und Sétze und von Methoden
abhéngig. Nur ein Beispiel: Alle Welt, die in der Genomforschung arbeitet, kennt das
Verb ,Blasten”. Das ist ein Suchverfahren, mit dem man in einer unibersehbaren Menge
von DNS oder Eiweiistrukturen homologe, das heif3t ihrer Herkunft nach verwandte
Strukturen herausfindet. Die Methode, mit der das méglich ist, ist im Grunde genommen
eine erweiterte Form eines ganz primitiven, wahrscheinlichkeitstheoretischen Problems,
né&mlich: Wenn ich sehr oft eine Minze hochwerfe und Kopf und Zahl registriere — wie
héufig ist es da, oder wann ist es zu erwarten, oder wie Uberraschend ist es, wenn eine
ununterbrochene Folge von Képfen herauskommt. Zehn oder finfzehn Mal ist wohl das
auBBerste, wenn die Minze nicht einseitig beklebt ist oder irgendwie sonst unfair geworfen
wird. Und die ganze Theorie, die dazu gehér, ist von Erdés und Renyi in dieser einfachen
Form ausgearbeitet worden und von Samuel Karlin erweitert worden fir Gensequenzen,
von denen wir ja Millionen und bald auch Milliarden haben und immer mehr bekommen.
Dann hat der US-amerikanische Mathematiker Karlin eine Theorie zufélliger Sequenzéhn-
lichkeit entwickelt, schlielich noch ein Tool, mit dem heute Sequenzanalyse auf dem
Computer durchgefihrt wird, und das fir die Zuverl@ssigkeit und Genauigkeit und den
heuristische Wert solcher Analysen unabdingbar, von strategischer Bedeutung ist. Dabei
ist interessant, daf3 der Ansatz nicht aus einer Reduktion des Lebendigen folgt, aus einer
physikochemischen Theorie der Evolution, sondern ein rein heuristischer Ansatz ist, bei
dem die Probabilistik direkt ein Modell liefert, wie man einen in zahllosen Daten versteck-
ten Sachverhalt aufkléren kann.

Die These ist also, dafl Mathematik und Biologie gar nicht vereinbar sind, obwohl sie
praktisch unabdingbar miteinander strategisch verbunden sind. Ein zweites Paradoxon:
Die meisten mathematischen Anwendungen, die ich in unserem Fach sehe, sind eigentlich
physikalisch-chemische Modelle — zum Beispiel eine Nervenzelle mit ihren ionen-elekiri-
schen Zustdnden, oder in einem chemischem System etwa die Belousov-Zhabotinsky-
Reaktion. Und dort trifft man dann natirlich soviel Mathematik, wie in Physik und Chemie
bereits als Grundlage vorhanden sind. Ahnlich ist es mit der Kristallographie von Protei-
nen. Aber erheblich zugenommen hat ein anderer Zugang, némlich die direkte Heuristik,
die Uber Simulation grofier Systeme erfolgt. Simulationsmodelle kénnen ganz phénome-
nologisch aufgebaut sein, was nicht unbedingt auf irgendwelche fundamentalen Glei-
chungen zuriickfohrbar sein muf3. Auch das sogenannte dafa mining in groBen Daten-

banken gehért hierher. Das sind mathematische Methoden, um aus einer riesigen Zahl
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von Literaturstellen die passenden herauszusortieren, ohne dafd die wichtige Information
in einem Mullberg von irrelevanten Treffern versinkt. Auch die diskrete Mathematik und
speziell Kombinatorik gehen ohne Umweg tber Physikochemie in die Analyse genetischer
Systeme von Populationen ein. Ich habe den Eindruck, daf3 diese direkte Ehe zwischen

angewandten mathematischen Disziplinen und der Biologie stark zunimmt.
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Gerhard Roth

Ist das menschliche Gehirn mathematisierbare

Wir Menschen sind besonders stolz auf die Gréfe unseres Gehirns. Héufig heifdt es, der
Mensch habe das gréfite und komplizierteste Gehirn. Ob es das komplizierteste ist, das
wissen wir nicht — das gréfite ist es bei weitem nicht. Es wiegt 1,2 bis 1,4 Kilogramm;
das ist relativ viel, und der Mensch liegt durchaus in der Spitzengruppe, aber es gibt
Tiere mit 10 Kilogramm Gehirngewicht. Was diese Tiere damit machen, ist eine andere
Frage.

Eine weitere gdngige Behauptung lautet, der Mensch besitze im Vergleich zu seinem
Kérper das grofite Gehirn (relative Hirngréfie). Wenn man die Gehirne verschiedener
Gruppen von Wirbeltieren (Knorpel- und Knochenfische, Amphibien, Reptilien, Séuge-
tiere, Végel) vergleicht, kommt man auf eine einfache Beziehung, die seit langem be-
kannt ist: Die Gehirngréfe bzw. das Gehirngewicht wird im wesentlichen bestimmt von
der Kérpergréfe bzw. dem Kérpergewicht: Kleine Tiere haben kleine, grofie Tiere grofie
Gehirne. Tragt man die Gehirngréfien (Ordinate) der verschiedensten Wirbeltiergruppen
gegen deren jeweilige Kérpergréfie (Abszisse) in doppeltlogarithmischer Weise auf, dann
erhdlt man eine Punkiwolke, die sich um eine Regressionsgerade verteilt, die eine Stei-
gung von ungeféhr 0,6 hat. Ware die Steigung der Geraden 1, so hiefe dies, daf} die
Gehirngrofie bzw. das Gehirngewicht in demselben Mafle zunimmt wie die Kérpergrofie
bzw. das Kérpergewicht. Dies wirde man isometrisches Wachstum nennen. Das ist aber
nicht der Fall, sondern die Gehirngréie nimmt langsamer zu als die Kérpergréfe. Dies
nennt man negativ allometrisches Wachstum. Es bedeutet, dafl das Gehirn an Gréfle/
Gewicht zwar absolut zunimmt, relativ zur KérpergréBe bzw. zum Kérpergewicht aber
abnimmt. Wahrend bei sehr kleinen Tieren (z. B. Spitzmdusen) das Gehirn 10 % des
Kérpervolumens ausmacht, stellt es bei sehr grofien Séugetieren wie den Walen 0,01 %
dar. Beim Menschen betrégt der Wert rund 2 %.

Man erkennt in unserer imaginierten Darstellung auch, daf3 die Gehirngréfien der ver-
schiedenen Wirbeltiergruppen Punkiwolken bilden, die sich parallel zu dieser Regressions-
geraden erstrecken. Dies bedeutet, daf} bei allen Wirbeltieren die Gehirngréfie mit der
KérpergréBe in ungeféhr demselben Mafe zunimmt. Allerdings liegen diese Punktwolken

unterhalb, auf oder oberhalb der Regressionsgeraden, was heifit, daf die unterschiedli-
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chen Wirbeltiergruppen grundlegend unterschiedliche Kérpergewicht-Hirgewicht-Bezie-
hungen haben, was sich in unterschiedlichen Schnittpunkten der jeweiligen Regressionsge-
raden durch diese einzelnen Punkiwolken mit der y-Achse ausdrickt. Séuger und Végel
haben grundsétzlich gréflere Gehirne relativ zur Kérpergréfe, Fische, Amphibien und
Reptilien grundsétzlich kleinere. Der Mensch hat also schon deshalb ein relativ grofies
Gehirn, weil er ein Sdugetier ist. Zeichnet man ein entsprechendes Diagramm nur for
Séugergehime, so zeigt sich dieselbe Situation. Die Regressionsgerade hat eine Steigung
von ca. 0,6, und einige Gehime liegen unterhalb, andere oberhalb der Geraden und
einige liegen genau darauf, haben also ein unter- oder Gberdurchschnittlich oder durch-
schnittlich grofles relatives Gehirngewicht. Der Mensch liegt deutlich Gber der Geraden,
zusammen mit anderen Menschenaffen (Schimpanse, Gorilla, Orang Utan) und Delphi-
nen. Wale und das Nilpferd liegen darunter, und Hund, Pferd und der afrikanische Elefant
liegen genau darauf.

Irgendetwas Besonderes ist also doch mit dem menschlichen Gehirn, das es aber mit
den anderen Menschenaffen und den Delphinen teilt. Sie haben alle Gehirne, die wesent-
lich gréBer sind, als man allein von der KérpergréBe her erwarten wisrde. Beim Menschen
ist das Gehirn fast achtmal, beim Delphin finfmal und beim Schimpansen immerhin noch
zweieinhalbmal so grof wie im Sé&ugerdurchschnitt. In allen Féllen kann man zeigen, daf3
wdhrend der Evolution dieser Tiergruppen die Gehirne an Gréfle bzw. Gewicht schneller
zugenommen haben als der Kérper. Innerhalb weniger Millionen Jahre ist das mensch-
liche Gehirn von 450 Gramm auf rund 1.300 Gramm gewachsen.

Man weif3 oder ahnt inzwischen auch, woran das liegt, némlich an einer Verjugend-
lichung des menschlichen Bauplans — Péddomorphismus genannt —, in deren Rahmen
beim Gehirnwachstum ein paar Zellteilungszyklen dazugekommen sind, und das fihrt
zu einer sehr raschen Gréflenzunahme in fast allen Teilen des Gehirns. Die Hirnrinde
als Sitz des BewuBtseins oder das Stirnhirn als Sitz von Vernunft und Verstand sind dabei
zwar noch etwas gréfer geworden, aber auch dies unterliegt allgemeinen Wachstums-
gesetzen, denn es findet sich auch bei den anderen Tieren mit sehr groBen Gehirnen. Wir
stellen also fest, daf3 die GréBe unseres menschlichen Gehirns und auch der Teile, auf die
wir besonders stolz sind wie die GroBBhirnrinde und insbesondere das Stirnhirn, ziemlich
klaren Wachstumsgesetzen unterliegen, die gut mathematisierbar sind. Das menschliche
Gehirn liegt ,im Trend” und zeigt hierbei nirgendwo spektakulére Ausreifler.

Nun kommt es sicher nicht nur auf die Gehirngréfie an, sondern vornehmlich darauf,
,was drin ist’. Gehirne bestehen bekanntlich aus Nervenzellen (wir sehen von den Glia-

zellen als Stitz- und Versorgungszellen einmal ab). Wenn die GroBhimrinde (Cortex) Sitz
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von BewuBitsein, Verstand, Intelligenz und Sprache ist, dann ist zu erwarten, daf3 die Lei-
stungsfdhigkeit in diesem Bereich mit der Zahl der Nervenzellen (Neurone) zusammen-
héngt. Wenn man dies ausrechnet, so kommt man beim Menschen auf eine Zahl von
rund 12 Milliarden Cortex-Neuronen. Allerdings haben Elefanten und Wale nur etwas
weniger, ndmlich 11 bzw. 10 Milliarden.

Drei Fragen ergeben sich in diesem Zusammenhang. Die erste Frage lautet, warum es
beim Menschen nicht mehr sind, wenn doch der Mensch in seinen geistigen Leistungen
den Elefanten und auch den Walen bzw. Delphinen deutlich Uberlegen ist, was man
aufgrund sehr vieler Untersuchungen und ohne ein Mensch-Chauvinist zu sein, zugeben
muB. Die zweite Frage lautet, warum der Mensch immerhin mehr, wenngleich nicht viel
mehr Cortex-Neurone hat, wobei doch Elefanten und Wale viel gréBere Gehirne (4 —
10 kg) und auch Hirnrinden haben. Und die dritte Frage lautet, ob es denn wirklich im
wesentlichen auf die Neuronenzahl ankommt.

Untersucht man die Grof3hirnrinden von Elefanten, Walen und Delphinen (die zoolo-
gisch gesehen Wale sind) und vergleicht sie mit der Hirnrinde des Menschen, so stellt man
fest, daf3 der Mensch eine viel dickere Grohirnrinde hat und daf3 hierin noch die Zell-
packungsdichte erheblich héher ist. Dies erklart die hdhere Zahl an Cortex-Neuronen
beim Menschen. Aber kénnen eine Milliarde Neurone mehr den grofien intellektuellen
Unterschied zwischen Mensch einerseits und Elefant und Walen/Delphinen, die ja durch-
aus als sehr klug gelten, erkléren? Sofort féllt einem die Verknipfungsdichte zwischen den
Neuronen ein. Allerdings ist die bei all diesen Grofhirnrinden mehr oder weniger gleich,
soweit wir das wissen: Jedes Cortex-Neuron ist beim Menschen, Elefanten und Wal mit
ca. 30.000 anderen Uber Kontaktpunkte, Synapsen genannt, verbunden. In Fall eines
jeden Gehirns kommen wir auf eine astronomisch hohe Zahl von Verknipfungen, die
etwa eine halbe Trillion umfaft.

Dennoch: Wie kann man sich den ,intellektuellen” Unterschied zwischen Mensch
einerseits und Elefant, Wal und Delphin (und natirlich auch den anderen Menschenaffen)
andererseits erkléren? Bei dem weiteren Studium féllt auf, dafB die Fortséitze (Axone) der
Neurone in der menschlichen GroBhirnrinde eine viel héhere Leitungsgeschwindigkeit auf-
weisen als die des Elefanten und der Wale/Delphine, schétzungsweise eine dreimal héhe-
re. Dies héngt unter anderem mit der viel dickeren Myelinscheide (der Isolationsschicht)
der Axone zusammen. Hinzu kommt, daf3 wegen der geringeren Gréfle des menschlichen
Cortex die Abstéinde zwischen den Nervenzellen viel kleiner sind. Dies bedeutet: Die
menschliche GroBhirnrinde kann sehr viel schneller arbeiten. Untersuchungen am Men-

schen haben Ubrigens ergeben, daf} der Intelligenzquotient einer Person signifikant mit
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der Leitungsgeschwindigkeit seiner corticalen Axone korreliert, die Gbrigens interindividuell
durchaus schwankt. Bei den gigantischen Neuronen-Netzwerken innerhalb der Grof3hirn-
rinde macht die blofle Verarbeitungsgeschwindigkeit schon sehr viel aus.

Wir sehen also, daf3 die Leistungsféhigkeit von Gehirnen einschlielich des mensch-
lichen Gehirns von fundamentalen physikalischen und biologischen Prinzipien bestimmt
wird, die ohne weiteres mathematisierbar sind. Kénnen wir diese Uberlegungen weiter
treiben? Bekanntlich kann man heutzutage mit Hilfe der sogenannten funktionellen Kern-
spinftomographie die Akfivitét des menschlichen — und natirlich auch tierischen — Gehirns
messen. Was man dabei mifit, ist die Stoffwechselaktivitdt und die damit verbundene Ver-
dnderung des Blutflusses im Gehirn. Dabei gilt folgende héchst bemerkenswerte Ge-
setzméBigkeit: Eine erhhte geistig-psychische Tétigkeit (Aufmerksamkeit, Nachdenken,
starke Gefhlsaufwallungen) héngt mehr oder weniger linear mit einer erhéhten Akfivitét
von Nervenzellen in bestimmten Hirnzentren zusammen. Diese wiederum héngt mehr oder
weniger linear mit der Stoffwechselaktivitit der Zellen und ihrer Bestandteile, vornehmlich
mit ihrem Sauerstoff- und Zuckerverbrauch, zusammen, und diese Stoffwechselaktivitét
héngt wiederum mehr oder weniger linear mit der Erhéhung bzw. Erniedrigung des Blut-
flusses (Uber den Sauerstoff- und Zuckertransport) zusammen. Geist benétigt Energie, und
dies l&Bt sich in relativ simplen Gleichungen der Physiologie und Chemie ausdricken.

Ein weiterer Uberraschender Zusammenhang ist die grofie Parallelitét der Hirnentwick-
lung in der organischen und psychischen Entwicklung des Kindes: Die Myelinisierung der
Axone, die Ausreifung der Dendriten der Nervenzellen, besonders der feinverzweigenden
sekundéren und fertigren Dendriten, laufen aufs Engste parallel zu der Weise, wie Kinder
sich psychisch entwickeln, wann sie bestimmte BewuBtseinsstufen, wann sie soziales Be-
wuBtsein entwickeln. Hierzu gehért das erstaunliche Faktum, daf3 der Gber den Augen
liegende Teil des Stirnhirns, der sogenannte orbitofrontale Cortex, bis zum 18. Lebensjahr
hin ausreift, genau dann, wenn junge Menschen hoffentlich zu ein biichen Verstand und
Vernunft kommen. Ein weiteres Beispiel ist die Entwicklung der Sprache. Mit zweieinhalb
Jahren beginnen Kinder, eine syntaktisch-grammatikalische Sprache zu entwickeln, und
genau dann ist das sogenannte Broca-Areal im Stirnhirn halbwegs ausgereift, das die
Grundlage unserer menschlichen syntaktisch-grammatikalischen Sprache bildet. Diese
Sprache unterscheidet uns von den anderen Tieren, und ihre Evolution vor ca. 60.000
Jahren scheint die damals bereits vorhandenen geistigen Féhigkeiten des Menschen un-
geahnt gesteigert zu haben, so wie es spéter die Effindung der Schrift und die Erfindung

des Computers taten: ein scheinbar kleiner Schritt mit grofier Wirkung.
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Alles zusammengefaf3t: Niemand kann das Gehim zur Zeit berechnen, aber es zeich-
net sich in allem, was man immer subtiler untersucht, durch eine grofle GesetzmaBigkeit
aus, die bis in die héchsten, kompliziertesten Dinge hineingeht, das heifit in die Spharen
des Geistes. Ob man jemals den Inhalt von Gedanken systematisch lesen wird, wissen
wir nicht, aber ein friherer Mitarbeiter von mir, John Haynes, hat kirzlich zeigen kénnen,
daBB man aufgrund der Kenntnis der aktuellen Aktivitétslage von Nervenzellen in den
priméren, unbewuBt arbeitenden Sinnesarealen der Grofhirnrinde vorhersagen kann, was
eine Drittelsekunde spdater im Bewufitsein auftauchen wird. Das bedeutet, dafl auch das
Entstehen von BewuBtsein in bestimmtem Mafe berechenbar ist. Das rickt unser Gehirn
zumindest in die Néhe der Mathematik. Geist Ubersteigt nicht die Natur, sondern figt sich
in deren GesetzmdaBigkeiten ein — welch besondere Eigenschaften Geist auch immer ha-

ben mag.
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Reinhold Klieg!

Multiple Zeitskalen in den Fixationsbewegungen
der Augen

In den Sozialwissenschaften ist theoretischer Fortschritt ohne Mathematisierung der Natur
nur schwerlich vorstellbar. Herr Millers dritte These Uber die Herausforderung, Multi-
skalenprobleme zu verstehen, hat mich zu einem spontanen Statement ermutigt, in dem
ich lhnen dieses Konstrukt am Beispiel von Fixationsbewegungen der Augen erléutern
méchte. Herr Miller hat uns das Konstrukt der multiplen Zeitskalen nahe gebracht, weil
diesem in seinem Arbeitsgebiet eine aktuelle und bedeutende Rolle bei der Mathemati-
sierung der Natur zukommt. Mein Statement ergénzt diese Einschétzung aus einer véllig

anderen und vielleicht auch fir manche unerwarteten Perspektive.

1 Vorbemerkung

Meine These ist, daB die moderne experimentalpsychologische Forschung, zu der Her-
mann von Helmholtz mit seinem Handbuch der physiologischen Optik (1866) und seiner
Lehre von den Tonempfindungen (1863) grundlegende und nachhaltige Beitrdge geliefert
hat, zunehmend die Zusammenarbeit mit der Theoretischen Physik suchen wird — und
umgekehrt. An der Universitét Potsdam besteht eine solche Kooperation seit zehn Jahren.
Wir verwenden in den Nichtlinearen Wissenschaften entwickelte Verfahren fir die Be-
schreibung und Erklérung kognitiver Prozesse, die fir die Steuerung von komplexem Ver-
halten, beispielsweise der Augen beim Lesen, verantwortlich sind (Engbert, Nuthmann,
Richter & Kliegl, 2005). Warum ist das zeitgemé&B2 Der Gegenstand der Psychologie ist
die Erklérung von Verhalten, und Verhalten entfaltet sich in der Zeit. Aus physikalischer
Perspektive scheint es wenig plausibel, dafl man Prozesse, die sich in der Zeit entfalten,
ohne geeignete mathematische Verfahren, wie zum Beispiel Differentialgleichungen oder
dynamische Feldtheorie, verstehen kann. Das ,Problem” der Psychologie ist natirlich, daf3
sie fur die meisten Verhaltensprozesse keine ausreichend hohe Datendichte fir die effekti-
ve Verwendung dieser Verfahren hat. Es gibt aber auch Forschungsthemen, bei denen

dies méglich ist. Wir messen zum Beispiel die Blickbewegungen beider Augen mit 500 Hz.
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Der technische Fortschritt, zum Beispiel die Verfigbarkeit von Videokameras, mit denen
1.000 Bilder pro Sekunde aufgezeichnet werden, wird uns in Zukunft die Messung hoch-
aufgeléster Zeitreihen auch in vielen anderen Bereichen menschlichen Verhaltens er-
moglichen (z. B. die Mimik von Gesichtsbewegungen) und damit auch die Analyse von

Verhalten mit den modernen Verfahren der Mathematik.

2 Fixationsbewegungen der Augen

Viele Menschen glauben, daB} sich bei konzentrierter Fixation eines Punktes die Augen
nicht bewegen. Das ist falsch. Die Augen sind immer in Bewegung; wir kénnen die Augen
nicht anhalten. In der Tat sind diese Fixationsbewegungen konstitutiv dafir, dafB wir
Uberhaupt etwas sehen! Befestigh man némlich ein Bild so auf der Hornhaut, daf es jede
Bewegung des Augapfels mitmacht, verschwindet dieses Bild nach ca. 10 bis 15 Sekun-
den; es bleibt nur die Farbe des Hintergrunds (Riggs, Ratliff, Cornsweet & Cornsweet,
1953). Grund dafir ist, daB sich die Sehsubstanz in den Rezeptoren durch die konstante
Stimulation nicht mehr regeneriert. Wenn sich die Augen nicht stéindig bewegen wirden,
liefen wir Gefahr, Gberhaupt nichts wahrzunehmen. Normalerweise gehen wir davon aus,
daf} die Wahrnehmung Grundlage unseres Verhaltens ist; bezogen auf das Sehvermégen
ist es aber umgekehrt: Das Verhalten der Augen, das heif3t die Fixationsbewegung, ist eine
wichtige Voraussetzung fir Wahrnehmungl!

Was wissen wir Uber die Mathematik dieser Fixationsbewegungen? Es gab die Vermu-
tung, daf} sie sich als eine Brownsche Bewegung beschreiben lassen, daf3 es sich also
um véllig zuféllige Bewegungen (random walks) handelt. Das bedeutet, dafl man aus der
Kenntnis des bisherigen Verlaufs der Fixationsposition nicht vorhersagen kann, in welche
Richtung sich diese Position im néchsten Augenblick veréndern wird. Die Brownsche
Bewegung geht auf die Beobachtung zuriick, daf3 ruckartige Bewegungen von Pollen in
einer Flussigkeit die Folge von thermisch bedingten Molekularbewegungen der Flussigkeit
sind. Die Erklérung verdffentlichte Einstein in seinem dritten berthmten Artikel des Jahres
1905 Gber die zufdlligen Bewegungen ,von in ruhender Flussigkeit suspendierten Teil-
chen”, der die stochastische Physik begrindete. Einsteins Erklérung beinhaltete auch die
mathematische Ableitung, daf3 die Distanz zwischen zwei sich zuféllig bewegenden Teil-
chen Gber die Zeit gréBer wird. Wenn sich die Augen also gemaf der Brownschen Bewe-
gung verhielten, dann wirden sie mit mathematischer Notwendigkeit auseinanderlaufen.
Da wir in der Regel keine Doppelbilder erleben, verfigt unser Sehsystem offensichtlich

Uber Méglichkeiten, diesem Auseinanderlaufen der Augen entgegen zu wirken.
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Lassen Sie mich kurz die zwei Hypothesen zu méglichen Funktionen der Fixationsbewe-
gungen der Augen zusammenfassen: Zum einen gibt es die Hypothese, daf} die Fixations-
bewegungen verhindern, daf3 unser retinales Bild verblaft, daf also die Bewegung der
Augen dazu fohrt, da die Rezeptoren die Méglichkeiten haben, sich zu erneuvern und da-
durch im Prinzip die Wahrnehmung erst méglich wird. Zum anderen liegt die Hypothese
nahe, daB Fixationsbewegungen das Auseinanderlaufen der Augen verhindern. Es gibt
eine ansehnliche Forschungsliteratur, die diese Hypothesen punktuell bestdtigt, aber im-
mer wieder auch Befunde, die fir die Fixationsbewegungen selbst die Angemessenheit
der Brownschen Bewegung nahe legt (Carpenter, 1988). Es fehlte bislang ein einheitlicher

theoretischer Rahmen.

3 Eine Erklérung mit Bezug auf multiple Zeitskalen

Mein Kollege Ralf Engbert und ich konnten nun vor kurzem zeigen, daf3 beide Funktionen
sich direkt aus den Fixationsbewegungen ableiten lassen (Engbert & Kliegl, 2004). Aller-
dings missen wir hierfir unterschiedliche Zeitskalen betrachten. Auf einer kurzen Zeitska-
la, das heif}t, wenn wir vorhersagen, wo sich die Augen im Mittel in ca. 10 bis 15 Milli-
sekunden befinden werden, ergibt sich ein positiver Zusammenhang, ein sogenanntes
persistentes Verhalten: Die Augen ,mé&chten” in die Richtung weiter gehen, in der sie
sich gerade bewegen. Das bedeutet, daf3 die Augen dazu tendieren, sich von dem Ort zu
entfernen, an dem sie gerade waren. Das ist natirlich genau das Verhalten, das einem
Verblassen des retinalen Bildes entgegenwirkt.

Wenn man nun berechnet, wie sich die Augen auf einer langen Zeitskala verhalten,
das heifit, wo sich die Augen im Mittel in ungefdhr 100 Millisekunden befinden werden,
findet man ein sogenanntes antipersistentes Verhalten, das heifit, die Augen haben eine
Tendenz, in die Richtung zurickzugehen, wo sie vor 100 Millisekunden ungeféhr waren.
Und das ist natirlich ein Mechanismus, der méglicherweise dazu beitrégt, dafl die Augen
sich wieder synchronisieren. Die friheren Befunde, die fir die Augen eine Brownsche
Zufallsbewegung nahe legten, Gbersahen diese Uberlagerung von persistentem und anti-
persistentem Verhalten auf verschiedenen Zeitskalen.

Die mathematische Grundlage von persistentem und antipersistentem Verhalten beruht
auf einer Verallgemeinerung der Einsteinschen Formel, die von Mandelbrot und van Ness

(1968) im Rahmen der fraktionierten Brownschen Bewegung gefunden wurde:

<(Ax)?> oc AP
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Diese Gleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen Distanz und Zeit eines
Teilchens oder eben der Fixationsbewegung eines Auges oder auch der Distanz zwischen
zwei Augen. Der Exponent H, der sogenannte Hurst Exponent, regelt das Verhalten: Bei
einem Wert von 0.5 ergibt sich die Einsteinsche Formel; Werte kleiner als 0.5 charakte-
risieren persistentes und Werte grofler als 0.5 antipersistentes Verhalten.

Lassen sich die Funktionen der Fixationsbewegungen weiter differenzieren? Wenn man
die Fixationsbewegungen im Detail betrachtet, dann lassen sich neben dem durch die
Augenmuskeln verursachten Tremor ein eher langsames Gleiten (driff) und ruckartige Be-
wegungen von weniger als etwa 1° innerhalb einer Fixation unterscheiden. Diese ruckarti-
gen Bewegungen heiflen Mikrosakkaden; sie trefen meistens, manche behaupten immer,
koordiniert in beiden Augen auf. Mikrosakkaden bewegen das Auge von einem Ende
eines betrachteten Buchstabens zum anderen. Wenn wir diese Mikrosakkaden aus der
Trajektorie des Auges entfernen, dann verhalten sich die Augen nahezu geméf der
Brownschen Bewegung. Das heifit, daf} es vor allem die Mikrosakkaden sind, Gber die

persistentes und antipersistentes Verhalten der Augen gesteuert wird.

4 SchluBbemerkung

Bringen wir die Mathematik zur Natur oder entdecken wir die Mathematik in der Natur?
Mein Statement hat sich offensichtlich wenig um die Beantwortung dieser Frage bemht.
Ich méchte aber mit einer kurzen Einschétzung der Relevanz der Mathematik fur die expe-
rimentalpsychologische Theoriebildung schlielen. Die Prinzipien psychologischer Theorien
lassen sich haufig ohne Gleichungen formulieren. Zum Beispiel: ,Die Dynamik der Fixa-
tionsbewegungen haben die zwei Funktionen, einerseits dem Verblassen des retinalen
Bildes entgegen zu wirken und andererseits das Auseinanderlaufen der Augen zu Verhin-
dern.” Selbst die folgende Aussage lieBe sich mit didaktischem Geschick ohne Mathema-
tik vermitteln: ,Die beiden Funktionen der Fixationsbewegungen sind auf verschiedenen
Zeitskalen, einer kurzen und einer eher langen, verortet.” Die Tatsache, daf} es sich hier
um einen neuen Befund handelt, legt aber nahe, daf3 wir ihn ohne die Mathematik
nicht gefunden hétten. Dafir sind wir Psychologen den Physikern und Mathematikern
sehr dankbar.
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Hubert Markl

Nicht das Gehirn erkennt Regeln: Die Regelhaftigkeit
der Natur machte Gehirne erst méglich

Herrn Roths wunderschéner Beitrag hat mich provoziert, seine Argumente, die ich véllig
teile, noch ein klein bifichen zu verléngern oder eigentlich umzukehren. Dagegen wird
er, so vermute ich, in diesem Fall noch nicht einmal etwas haben.

Uns beschéftigt hier die Frage, ob Mathematik auf alle Wissenschaften pafit, oder
ob sie notwendig ist fir alle Wissenschaften. Herr Roth hat uns — jedenfalls fir mich
Uberzeugend — dargelegt, dafl die Leistungen eines Gehirns nicht véllig algorithmisch
berechenbar sind. Jedenfalls gibt es einen Grad an Komplexitdt, den wir zumindest
heute nicht rechnerisch erfassen kénnen; vielleicht wird das sogar niemals méglich sein.
Ich stimme ihm darin vor allem deshalb zu, weil ich Gberzeugt bin, daf3 darauf zumin-
dest ein Teil des Geheimnisses unserer Willensfreiheit beruht — wovon er natirlich gar
nicht Gberzeugt ist.

Nun méchte ich die verléngerte Gegenthese vorbringen und behaupten, dafl das
Gehirn, daB unser Denken Gberhaupt nur aufgrund von ,mathematischen” Fahigkeiten
méglich ist — worunter ich fir unsere Diskussion zunéchst einmal vor allem die Fahigkeit,
Regelhaftigkeiten in der Welt, die uns umgibt, zu erkennen, verstehen méchte. Ich will das
begrinden, indem ich bis in die frihesten Stadien der Entwicklung eines neuronalen Sy-
stems zuriickgehe, also sagen wir bis zu den Quallen, jenen freischwimmenden Hohltieren
(Coelenterata), bei denen das erstmals begann. Wenn wir uns némlich Gberlegen, warum
Quallen ein Nervensystem (ein wirkliches ,Gehirn” besitzen sie noch nicht) entwickelt ha-
ben, dann kann man antworten: Sie missen immerzu ihre Gallertglocke rhythmisch kon-
trahieren, damit sie nicht in die Tiefen des Meeres absinken, und dazu brauchen sie ein
Koordinationssystem fiir ihre Muskelzellen, also ein Zentralnervensystem. Dem muf je-
doch nicht so sein. Wir wissen, daf3 es bei anderen Tieren Muskelsysteme gibt, die auch
ohne Nervensystem lebenslang rhythmische Kontraktionen ausfihren, manche Herzen
zum Beispiel. Aber: Wenn Tiere Uber ein Sinnesnervensystem, selbst in einfachster Weise,
irgendwelche Informationen aus der Umwelt aufnehmen und bericksichtigen wollen,
weil sie beweglich sind, also in ihr Verhalten einflieBen lassen wollen, dann missen sie

vor allem zuféllige Ereignisse von Regelhaftigkeiten unterscheiden kénnen, das heif}t, sie
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missen quantifizieren. Man sagt jedoch eigentlich immer, dafl dann, wenn quantifiziert
wird und wenn Regelhaftigkeiten bericksichtigt werden, Logik und Mathematik beginnen
— natirlich nur in allereinfachstem, fast schon urtierhaft metaphorischem Sinne.

Hierin grindet Gberhaupt der Beginn des Besitzes eines Nervensystems. Ich wirde inso-
fern sagen, auch wir Menschen besitzen nur ein Nervensystem, das schon aus unserer
Evolution als Tiere stammt, weil wir es als ,mathematisches” Organ, als quantifizierendes,
als kausale Zusammenhdnge oder jedenfalls Korrelationen erkennendes Organ brauch-
ten. Erst spdter sind daraus dann die Féhigkeiten entstanden, — weil ja auch die Regelhaf-
tigkeiten der Umwelt nicht so sind, daf3 sich immer alles regelméfig wiederholt, sondern
daf sie statistisch variant, also stochastisch Uberlagert, auftreten, — unter dem, was varia-
bel daherkommt, das, was belangvoll ist, aus dem, was es nicht ist, herauszusortieren,
also zu unterscheiden oder zu erkennen; zuféllige Korrelationen missen ja erst — durch
empirische, also experimentelle Prifung — von wirklichen Kausalbeziehungen unterschie-
den werden, damit aus post hoc propter hoc erkennbar wird; denn erkennen heif3t ja vor
allem unterscheiden kénnen. Die ganze Lerntheorie findet hier in Kontingenz und Kon-
tiguitdt ihre Wurzeln, so daf3 wir sagen kénnen: Wir kénnen nur denken — jetzt Gber die
ganze evolutiondre Spanne hinwegbetrachtet —, weil wir in unserem Zentralnervensystem
von den Urspringen an ein ,mathematisches Organ” entwickelt haben. Keinesfalls sollten
wir fragen: PaB3t mathematisches Denken Gberhaupt auf unser Gehirn?2 Vielmehr scheint
jedes Zentralnervensystem, also auch unser Gehirn, vom — evolutiondren — Anfang an
an eine Welt angepaft, die von quantifizierbaren Regelhaftigkeiten gepragt ist.

Nun gibt es noch eine Ergéinzung zu dieser ganzen, sicherlich héchst spekulativen
Uberlegung. Denn wenn das stimmt: ,de singularibus non est scientia”, wie wir das schon
aus der mittelalterlichen Philosophie gelernt haben, daf3 also alle wissenschaftliche Er-
kenntnis voraussetzt, daf} sich irgendwas wiederholt und dadurch quantifizierbar — also
mathematisierbar — wird, so mifiten erst die Besonderheiten menschlichen Verhaltens
solche Singularitéten erméglichen, und zwar nur, wenn es Singularitéten sind, die die —
durch Regeln vorgegebenen — Grenzen oder sozusagen den Erkenntnisbereich der Ma-
thematik durchbrechen. Das wahrhaft kulturell Besondere des Menschen wére dann, die
Eingrenzung, die Fesselung durch die Normen der Mathematik abgeschittelt zu haben
und — vor allem in der spezifischen Erscheinungsform von Kunstwerken — Einzigartigkeiten
hervorzubringen, auf die eben keine Mathematik mehr pafit. Oder einfacher gesagt: Erst
durch seine héchsten Kulturleistungen geléinge es dem Menschen, Uber alle Mathematik
hinauszuwachsen, indem er endgiltig das Zentralnervensystem einer Qualle hinter sich
laBt.
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Horst Bredekamp

Leibniz’ transmathematische Schau

Jochen Brining hat mich gebeten, mein Buch Gber Leibniz zusammenzufassen, was ich
sehr gern vornehme; einleitend méchte ich jedoch leise darauf verweisen, daf3 ich an
diesem Buch Uber zehn Jahre gearbeitet und, weil ich der Uberzeugung bin, daB Bicher
heutzutage in einem Transatlantikflug zu lesen sein sollten, 800 auf 300 Seiten zusam-
mengefaBt habe.! Nun liegen finf Seiten vor mir.

Ich beschrénke mich auf das zentrale Problem. Mein kritischer Ausgangspunkt waren
Bertrand Russells Critical Exposition of the Philosophy of Leibniz und Louis Couturats
Logique de Leibniz vom Beginn des 20. Jahrhunderts.? Die beiden brillanten Publikatio-
nen haben die Vorstellung durchgesetzt, daf3 Leibniz der Begriinder der modernen Logik
gewesen sei; in dieser Eigenschaft als Représentant einer neuen Variante der Mathesis
universalis wurde er zu einem der intellektuellen Heroen des 20. Jahrhunderts.

Dieses Bild hat sich vor allem auf Leibniz’ Dyadik bezogen, jenes Dualsystem, das alle
Rechenoperationen durch die Zahlen 0 und 1 durchzufihren sucht. Im Hochgefihl seiner
Entdeckung hat Leibniz in einem Brief an den Herzog Rudolf August zu Braunschweig
im Mai 1696 betont, da} die Zahlen ,gleichsam als in einem Spiegel die Schépfung oder
den Ursprung der Dinge aus Gott und sonst Nichts darstellen.”® Die dem Schreiben
beigefugte Schrift erléutert schon im Titel: ,Wunderbarer Ursprung aller Zahlen aus 1 und
0, welcher ein schénes Vorbild des Geheimnisses der Schépfung gibt, da alles von Goftt
und sonst aus Nichts, entsteht: Essentiae Rerum sunt sicut Numeri.”* Die Zahlen sind
folglich das Wesen der Dinge. Nicht besser, so Leibniz, kénne die Allmacht der géttlichen

Schépfung dargestellt werden als durch den Ursprung der Zahlen von Null zu Eins: ,da-

" Bredekamp, H.: Die Fenster der Monade. Gottfried Wilhem Leibniz’ Theater der Natur und Kunst,

Berlin 2004.

Russel, B.: A critical Exposition of the Philosophy of Leibniz, London 1900; Couturat, L.: La

Logique de Leibniz, Paris 1901.

3 Leibniz an Herzog Rudolf August, 8.5.1696, in: Zacher, H. J., Die Hauptschriften zur Dyadik von
G. W. Leibniz, Frankfurt am Main 1973, S. 235.

4 Ebenda, S. 229.
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her [habe] ich [...] auf die entworfene Medaille gesetzt: IMAGO CREATIONIS.”> Man
kénnte also in bezug auf die zentrale Frage unserer Debatte Leibniz als einen Vertreter
jener These in Anspruch nehmen, daf3 die Mathematik der Natur vollendet eingewoben
sei.

Es folgt aber ein Zusatz, der den Leibniz-Philologen Schwierigkeiten bedeutet hat, weil
er nicht das Rechnen, sondern das Sehen betraf. Da das erwéhnte Bild, so Leibniz, in
seiner Schonheit auch die Schopfung bekunde, misse man es ,mit Augen sehen.” Dieser
Hinweis ist in der Regel als ein exoterischer Zusatz gedeutet worden, als Briickenschlag
zum Feld der Ignoranten.

Diese Bewertung ist jedoch ein klamoroser Fehlschluf3, der Leibniz um die Essenz
seiner Gedankenfihrung bringt. Mein Gegenargument, fir dessen Klarung ich sehr von
den Diskussionen mit Eberhard Knobloch und seiner Arbeitsgruppe der BBAW profitiert
habe, lautet, daf} in dieser Uberformung der Zahlen durch das Sehen keinesfalls eine
Verwdsserung entsteht, sondern die Mathematik in ihrer Gréfie und ihrer Begrenzung
gefafit ist: Sie steht fir die ganze Schépfung und hat doch etwas auBer und Gber sich.

Das von Leibniz entworfene Bild der Dyadik ist in Rudolf August Noltes Darstellung
von 1734 getreu GUbernommen worden (Abb. 1).7 Leibniz selbst hat sich durch Pierre Le
Moynes L’art des Devises des Jahres 1666 anregen lassen (Abb. 2), in dem jenes
SVFFICIT VNVM, das Leibniz als Hauptaussage in groBer Schrift im Himmel der Dyadik
angebracht hatte, in Form der auf Ludwig XIV. geminzten Zeile Mihi sufficit unus vorge-
pragt war: Mir genigt einer.® Die Devise zeigt darin ihren Vorbildcharakter fir Leibniz’
Medaillenentwurf, daf ihr Rund vom Gegensatz der im oberen Feld strahlenden Sonne
und der an ihrer Unterseite verschatteten Erde bestimmt ist, wéihrend die Inschrift jenseits
des Kreises erscheint. Leibniz’ Entwurf dehnt den Kreis auf diese untere Schriftzone aus, so
daf sich dort der Sockel der IMAGO CREATIONIS ergibt. An Stelle der Erde erscheinen
die Tafeln der Dyadik, und die Sonne ist durch den radialen Schriftzug Uberblendet,

sendet aber ihre Strahlen auf &hnliche Weise aus. Der kompositionelle Bezug l6Bt im

Leibniz, G. W., Sémtliche Schriften und Briefe (Hg. von der PreuBiischen, spéter Deutschen Aka-
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Abbildung 1
Rudolf August Nolte: Sinnbild der Dyadik, Stich, 1734,
nach dem Entwurf von G. W. Leibniz von 1699 (2), in: Nolte, 1734, Titelblatt.
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Abbildung 2
Pierre Le Moynes: Devise auf Ludwig XIV., Stich, 1666, in: Le Moyne, 1666, S. 464.
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Verein mit dem fast gleichartigen Motto darauf schlieBen, daf} Leibniz seine Anregung
for die Inszenierung der heliozentrischen Dyadik im Klima jenes sonnenkultischen Paris
erhielt, das ihn wie keine zweite Stadt geprégt hat.”

Mit diesem Rekurs auf die Emblematik des absolutistischen Staates geriet Leibniz in
einem veritablen Streit um die Giltigkeit der Mathematik. Leibniz folgerte, daf3 die Zahlen
der Dyadik das Héchste ausdriicken wollen, ohne dies zu kénnen. Denn Zahlen lassen
ihm zufolge aus sich selbst heraus weder ein System noch eine Folge erkennen, wohin-
gegen seine Medaille auf den ,innersten Grund und Urstand” der Zahlen blicken &8t und
dadurch eine nicht mehr zu verbessernde, ,wunderbar schéne Ordnung und Einstim-
mung” zu zeigen vermag.'® Die Visio steht Gber den Zahlen, die ihre Regeln weniger
durch sich selbst, als vielmehr im Bild ihrer selbst auszudriicken vermégen. Dies ist von
fundamentaler Bedeutung. Leibniz’ Aussage zielt zunéchst nicht auf die Frage, wie das
Verhdltnis von Zahl und Natur bestimmt werden kann, sondern er behandelt mit dem
Unendlichen ein Problem der inneren Natur der Mathematik. An dem Punkt, an welchem
das Unendliche das Begreif- und Darstellbare ibersteigt, setzt seine Uberlegung an.

Den Zugang zur Lésung dieses Problems bietet die Schrift Uber die Freiheit (De liber-
tate, contingentia et serie causarum, providentia) von 1689, in der Leibniz eine Analogie
zwischen den Wahrheiten und den reellen Zahlen entwickelt. Notwendige Wahrheiten sind
ihm zufolge in endlich vielen Schritten zu beweisen, wie es die rationalen Zahlen dar-
stellen, die sich als endlicher Dezimalbruch ausweisen lassen (1:4 = 0,25) oder deren
unendlicher Dezimalbruch eine GesetzmdaBigkeit besitzt (z. B. 1:3 = 0,33333 Periode).
Dem stehen die kontingenten Wahrheiten historischer Ereignisse wie etwa die Ermordung
Casars gegenuber, deren Herleitung unendlich viele Elemente besitzt. Der Unabschlief3-
barkeit der Suche nach Grinden stellt Leibniz jene Zahlen zur Seite, die, wie etwa die
Wurzel aus 3 (1,7321...), eine so regellose wie unendliche Abfolge von Ziffern produ-
zieren. Da es kein Ende der Ziffernfolge gibt, kann auch Gott das Ende der Kette nicht
kennen.'

Soll die Schépfung nicht in sich zusammenbrechen, muB3 Gott als Allméchtiger aber
alles kennen. Leibniz folgert daher aus dem Umstand, daf3 die Mathematik des Unend-
lichen zwar nicht vorhersehbar ist, aber doch auf Beweisen beruht, ,so unterliegen erst

recht die zufélligen oder die unendlichen Wahrheiten dem Wissen Gottes und werden

¢ Bredekamp (Anm.1), S. 96f.
10 AA 1,13, Nr. 75,S5. 117, Z. 19-22.
" AA, VI, 4, B, Nr. 326, S. 1655, Z. 15f.
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von ihm zwar nicht durch einen Beweis [...] aber doch durch ein unfehlbares Schauen
erkannt.”'2 Als Produkt dessen, dafl die Regeln der mathematischen Logik in das Nicht-
Beweisbare und Absehbare hinaustreiben, bietet die ,unfehlbare Schau” die Erkenntnis
von Zahlen, deren Ziffernfolge allein darin eine Regel haben, daf3 sie keinem Gesetz
unterworfen sind. Ubertragen auf die kontingenten Wahrheiten, die unendlich viele Ele-
mente bergen, bilden auch diese eine Reihe, die allein fir Gott ,durchsichtig” ist.'® Die
Notwendigkeit der géttlichen Schau ist auch hier eine Folge der Unméglichkeit, in Berei-
chen, die das Unendliche umfassen, zu Beweisen zu kommen. Analog zur Mathematik
der irrational unendlichen Zahlen wird die kontingente Wahrheit in die ,unfehlbare
Schau” Gberfihrt.

Fir diesen ungeheuren Gedanken hat sich Leibniz eine Art Trainingsprogramm ausge-
dacht, das er in einem seiner schénsten Texte, der Dréle de Pensée, furios entwickelt hat.
Unter anderem fordert er ein Schattentheater, in dem die Figuren vor dieser Lichtquelle
bewegt werden. In einer Darstellung Samuel Hoogstraatens (Abb. 3) ist zu imaginieren,
was Leibniz vorschwebte.'* Die Zuschauer, so erhoffte er sich, lernen, Gber die sich ver-
dndernden Schatten auf die sich verdndernden Winkel und Positionen der hin und her
bewegten Schattengebilde zuriickzuschliefien, so daf} diese in einem Blick transmathema-
tisch erfaBt werden kénnten. Dies ist der Gber der Mathematik liegende Coup d’ceil als
Vorschein der géttlichen Visio, die mathematische Momente besitzt, aber transmathema-
tisch operiert.

In dieser Phase, in der Leibniz seine Uberlegungen anstellte, gab es in Paris einen
scharfen Konflikt um Abraham Bosse, der die gesamte Natur und jede Darstellung auf die
strikten Regeln der perspektivischen Mathematik zuriickzufohren versuchte. Bosse kollidier-
te mit seinem Anspruch der politischen Theorie, da3 Ludwig XIV. als Représentant der
Souverénitét Uber der Mathematik angesiedelt sein muite, um wahrhaft souverén sein
zu kénnen. Aus diesem Grund wird Ludwig XIV. notorisch jenseits eines perspektivisch-

mathematisch angedeuteten Raumes durch eine sfumatohatfte, verschliffene Malweise,

J[...] ita multo magis veritates contingentes seu infinitae subeunt scientiam Dei, et ab eo non
quidem demonstratione (quod implicat contradictionem), sed tamen infallibili visione cognos-
cuntur' (AA, VI, 4, B, Nr. 326, S. 1658, Z. 9-11; Ubers. nach Leibniz, G. W., Hauptschriften
zur Grundlegung der Philosophie (Ubers.: A. Buchenau, Hg.: E. Cassirer), 2 Bde., Hamburg
1996, 1, S. 659.

13 AA VI, 4,B, Nr. 326,S. 1658, Z. 22-24,S. 1659, Z. 1; vgl. Leibniz, 1996 (Anm.11), 11, S. 659.
4 Bredekamp (Anm.1), S. 71-73.
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Abbildung 3

Samuel von Hoogstraten: Schattentheater, Radierung, 1678.

wie sie Le Brun darzustellen vermochte, représentiert.’® Ludwig XIV. steht in einem nicht-
perspektivischen Raum, jenseits der Mathematik, um die Souverénitét seiner selbst aus-
weisen zu kénnen.

Wir treffen folglich auf zwei parallele Argumentationen. Wéhrend Ludwig XIV. seine
Souverénitét transmathematisch begrindet, reflektiert Leibniz Gber die Gréfie und die
Grenzen der Mathematik. Diese ist fur Leibniz das universale Erkenntnis- und Konstruk-
tionsmittel, erhaben in ihrer Schénheit, aber subordiniert unter die Visio. Der Status der
Mathematik ist bei Leibniz keine Frage der Uberzeugung, sondern Folge einer inneren
Logik, die aus der Mathematik selbst stammt. In seiner Uberfihrung der Mathematik aus
dem Geltungsbereich ihrer selbst bleibt Leibniz Mathematiker. Er schreibt der Mathematik

15 Bredekamp, H.: Thomas Hobbes. Der Leviathan. Das Urbild des modernen Staates und seine
Gegenbilder. 1651-2001, Berlin 2003 (2., verdnderte Auflage), S. 39-50.
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die Gréfe zu, Uber sich selbst hinaus klarzulegen, daf sie so unverzichtbar wie begrenzt
ist. Sie steht in der Natur, aber die Natur wirde zusammenbrechen, wenn sie nicht mehr
wére als das, was die Mathematik erreicht. Man kénnte es auch so sagen: Derjenige
Mathematiker hétte sein Gebiet nicht bis in die Essenz verstanden, der bei aller Hoch-
stimmung nicht auch Melancholiker wére. Die Temperamentenlehre sagt bekanntlich,
daf} die Vertreter der schwarzen Galle zugleich von der héchsten Schépferkraft bestimmt

sind."®

16 Klibansky, R., Panofsky, E. & F. Saxl: Saturn und M§|oncho|ie. Studien zur Geschichte der Natur-
philosophie und Medizin, der Religion und Kunst (Ubers.: Ch. Buschendorf), Frankfurt am Main
1992.
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Winfried Menninghaus

Mathematik und Dichtung

Bemerkungen aus Anlaf3 von Jochen Brinings Circular

1 Mathematisierungen geistiger und geisteswissenschaftlicher Phénomene
haben eine grofe Tradition

Das antike Nachdenken tber Kosmos, Ordnung, Schénheit und Musik hat in der pytha-
goreischen Lehre eine ihrer stdrksten Traditionen. Diese Lehre impliziert die Annahme, daf3
bestimmte Zahlenverhélinisse Vorhersagen dariber erméglichen, welche Phénomene wir
als harmonisch bzw. schén empfinden. Diese Annahme kann durchaus mit einigem Erfolg
auf ein Spezialgebiet der Literaturwissenschaft Gbertragen werden, ndmlich die Metrik.
Hexametrische ebenso wie die meisten lyrischen Verse kénnen mit relativ einfachen Algo-
rithmen generiert, beschrieben und insofern auch vorhergesagt werden (zumindest was
ihre metrische Struktur betrifft). Gleiches gilt fur etliche moderne Gedichtformen. Phéno-
mene dieser formalen Art leisten der Mathematisierung einen eher geringen Widerstand;
mittels einiger sehr prégnanter Verteilungsregeln ist das Phédnomenfeld durchaus be-
stimmbar.

Die Lehre von der Proportion ist eine weitere Mathematik-affine Protodsthetik, die
schon auf die Antike zuriickgeht. Sie formuliert nicht allein genaue Zahlenverhdlinisse
for die Architektur (wie in Vitruvs De architectura), sondern auch fir den menschlichen
Kérper. Das berihmte homo quadratus-Schema bildet den menschlichen Kérper auf ein
pythagoreisches Viereck bzw. Quadrat ab, das in einen Kreis eingezeichnet ist; es gewinnt
aus dieser geometrischen Projektion und ihren mathematischen Eigenschaften Vorher-
sagen dariber, welche Kérper-Proportionen wir als schén empfinden und welche nicht.
Damit zusammen héngt die wohl berihmteste mathematische Schénheits-Formel, ném-
lich die Lehre vom goldenen Schnitt. In den zurickliegenden 20 Jahren ist Gber diese
Formel unerhort viel geschrieben worden. Mathematiker haben sich eingeschaltet und
in der Lehre vom goldenen Schnitt die Fibonacci-Reihe wiedergefunden; alle maglichen
geradezu wunderbaren mathematischen Eigenschaften wurden in der mathematischen

Formel fir normativ schéne Proportionen entdeckt. Heutige Computerprogramme fir
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plastische Chirurgen rekurrieren vielfach auf eben diesen Algorithmus, um akzeptanzver-
sprechende Vorschlége for die Veréinderungswiinsche der Patienten zu generieren.

Ludistische Poetiken des 16. und 17. Jahrhunderts — Stichworte: Manierismus, Barock
— werden in der heutigen Forschung nicht nur als Varianten des Ideals einer grundsétzlich
zahlenférmigen ars combinatoria, sondern konkret als Vorldufer der Algorithmen compu-
tergenerierter Texte verstanden. Der Anspruch, selbst die Texte der groflen Denker mittels
mathematischer Erzeugungsregeln hervorbringen zu kénnen, findet etliche Anwendungen,
die gelegentlich spielerisch-selbstironisch sind, aber fir einen Literaturwissenschaftler in
jedem Fall Stoff zum Nachdenken liefern. So gibt es etwa ‘im Internet’ einen sogenann-
ten ,Kant-Generator”. Dieser Software kann man den Befehl geben, einen Absatz oder
einen ganzen Paragraphen zum Stichwort ‘intelligibler Charakter’ oder zu allen moglichen
anderen Kantischen Begriffen zu schreiben, und der Generator produziert in Sekunden-
schnelle das Gewinschte: Texte, die den Eindruck erwecken, von Kant zu stammen. Es
wdre ein interessanter Test, wie viele der Mitglieder dieser Akademie in der Lage wéren,
innerhalb von zehn Minuten aus finf echten Kant-Zitaten und finf Produkten des Kant-
Generators die echten und die falschen Zitate herauszufinden.

Die sogenannte Chaos-Mathematik hat sich auch ernsthaft und wissenschaftlich mit
Literatur beschéftigt. Sie hat etwa die Worte und Wortverteilungen in den Werken berGhm-
ter Autoren (wie Goethe) erfait und in diesem gewaltigen Datensatz dann Ordnungs-
muster gesucht. Dabei sind nicht allein quantitative Aussagen dariber herausgekommen,
in welchem Maf3 etwa Goethes Sprache von Wortverwendung und Wortverteilung in der
fiktiven Durchschnittssprache abweicht, sondern die Chaos-mathematische Behandlung
von Literatur erlaubt im Extremfall auch die Identifikation der Autoren unbekannter Texte
aufgrund solcher, in Zahlen angebbarer individueller Profile von Lexik und Wortvertei-
lungsphénomenen.

Die genannten Ansdtze zur Mathematisierung @sthetischer Phénomene grenzen viel-
fach an Geheimlehren. Dem entspricht, daf3 in der Tradition der Literatur gerade esote-
rische Poetiken — wie diejenige der deutschen Frihromantik — gern und programmatisch
symbolische Selbstauslegungen im Feld der Mathematik gesucht haben. Novalis, vielleicht
der berGhmteste der deutschen Romantiker, war nicht nur Bergbauingenieur, Mineraloge
und Chemiker; er hat auch die zeitgendssische Mathematik genau rezipiert, was inzwi-
schen vielfach erforscht und auf seine poetologische Relevanz untersucht worden ist. In
der deutschen Tradition ist das Desiderat ,Mathematik und Dichtung” daher besonders
eng an die vermeintlich besonders ‘irrationale’ romantische Dichtung gebunden. Novalis

betont radikal das Axiomatisch-Selbstreferentielle und damit zugleich das intellektuelle
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Freiheitsmoment mathematischer Symbolisierungen und findet es — in kihner Analogie
— in der Sprache Uberhaupt und ganz besonders in der Dichtung wieder. Er hat dann
auch angefangen, seine eigenen Notizen zu Sprache und Dichtung in Form von Formeln
vorzutragen.

Der letzte Punkt meines historischen Rickblicks ist Vladimir Propps berihmtes Werk
Morphologie des Mérchens von 1928." Propp treibt die Analyse eines riesigen Korpus
von Mérchen bis zu dem Punkt, an dem er sie in einen Algorithmus von knapp einer
Zeile Lange zusammenfafB3t. Mit dieser Formel, so Propps explizite Behauptung, lassen sich
beliebig viele neue Marchen generieren, die literarisch durchaus reizvoll sein kénnen.

Die genannten Werke haben der Literaturwissenschaft entscheidende AnstéBe gegeben;
es sind Werke, die teilweise — so etwa in Propps Fall — dezidiert gegen das allgemeine
Geschwafel anschreiben, das sich periodisch in den Literaturwissenschaften verbreitet hat
und verbreitet. Mathematisierungs-Strategien sind innerhalb der Geisteswissenschaften
regelméfig polemisch konnotiert. Sie sagen stets auch: Wir zweifeln, ob uns Geistes- und
Kulturwissenschaftlern der Abstand von der Mathematik gut bekommt; vielleicht missen
wir etwas anderes tun und die Kluft schlieBen oder zumindest verringern. Fir mich persén-
lich haben diese Strategien eine sehr groe Bedeutung; es macht nach meiner Uberzeu-
gung einen spirbaren Unterschied, ob hinter einem literaturwissenschaftlichen Text auch

eine starke formale Schulung steckt oder nicht.

2 Die inhdrenten Grenzen der Mathematisierung von Literatur

Gewif} kénnen an allen Werken der Kunst post festum beliebig viele zahlenférmig be-
schreibbare Proportionen, Distributionsregeln und Effektkalkile dingfest gemacht werden.
Aber trotzdem fehlt der Gesamtheit dieser Mathematisierungen eben die Kraft, auf welche
die verfeinerte Genauigkeit der Berechnung von Phénomenen meist zielt: némlich die
Kraft der Vorhersage des néchsten Werkes. Keine noch so genaue Erfassung aller Sétze
Goethes bis ins Jahr 1773 kann entfernt den Roman Die Leiden des jungen Werther aus
dem Jahr 1774 vorhersagen. Der herkémmliche Gegenstand der Philologie und Kunst-
wissenschaften — die Serie der Einzelwerke oder auch der literarischen Moden und Epo-
chen — entgeht insofern grundsétzlich der Berechnung im Sinne der Vorausberechenbar-
keit. In Herrn Brinings Papier steht der Satz: ,Deshalb missen die Phénomene, auf die

sie sich beziehen, mit hinreichender RegelmdaBigkeit auftreten: was nur einmal geschieht,

Propp, V.: Morphologie des Marchens, Frankfurt am Main: Suhrkamp, 1975.
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entzieht sich der Beobachtung, gewinnt nicht den Status eines Phéinomens.”? Alle grofien
Kunstwerke wollen aber eben dies sein: Singularitéten — auch wenn sie nur durch wie-
derholte Beobachtung und Lektire zu grofien anerkannten Werken werden kénnen. Die
Erkenntnis solcher Werke stellt, sofern ihr Anspruch auf Singularitét nicht als eine ideo-
logische Gebérde abgetan wird, den paradoxen Versuch einer Logik des Besonderen dar.
Dies wurde von Baumgarten bis Kant in den Bestimmungen der grundsétzlichen Unableit-
barkeit und Begriffsresistenz der kinstlerischen Hervorbringung ausdriicklich reflektiert und
liegt historisch insgesamt der Rede vom inkalkulablen ,Genie” zugrunde.

Ich méchten noch einen zweiten und letzen Punkt anfihren: Auch die immerhin post
festum mogliche mathematische Beschreibung literarischer Werke mit den Mitteln etwa
der strukturalen Linguistik hat durchaus enge Grenzen. Dies hat in den 1960er Jahren
die ausfihrliche Debatte um Roman Jakobsons und Claude Lévi-Strauss’ Interpretation
von Baudelaires Gedicht ,Les Chats” gezeigt. Von der akribischen Datensammlung durch
Zahlen der Laute, grammatischen Klassen, semantischen Merkmalsbindeln und Reim-
strukturen gibt es némlich keinen gesicherten oder gar mathematisch beschreibbaren Weg
zu einer infegralen Deutung des Gedichts. Es bleibt vielmehr eine markante Kluft zwischen
der technisch-linguistischen Analyse, die allein mathematisierbar ist, und der klassischen
hermeneutischen Frage nach dem ,Sinn” oder der Funktion all dieser linguistischen Ver-
teilungs- und Kombinationsregeln bestehen. Ein solcher Ubergang bleibt immer — wie
bereits Novalis gesagt und Walter Benjamin wiederholt hat — ein ,Sprung”. Dieser Sprung
kann zwar mehr oder weniger gut motiviert werden, er hért aber doch — zumindest nach
dem heutigen Wissen der Literaturwissenschaft — nicht auf, ein Sprung zu sein: ein Sprung
aus den empirischen und durchaus mefibaren Daten in — altmodisch formuliert — intel-
ligible” Bereiche. Die Hermeneutik hat diesen Bruch mit der Ordnung mef3barer Details
regelméfBig als das unverzichtbar ,divinatorische” Moment des Lesens bezeichnet; soweit
ich sehe, haben sich strenge Methodiken fir diese Fragen bislang nicht durchgesetzt. Das
ist einer der vielen Grinde, warum man im angelséchsischen Raum nicht von Literatur-
wissenschaft, sondern von literary criticism” spricht. Letztlich Gberwiegt in den literatur-
wissenschaftlichen Arbeiten, die ich persénlich fur kreativ halte, das, was Lévi-Strauss sehr
schon die ,bricolage” genannt hat: das bastelnde Erproben von diesen oder jenen We-
gen, die inferessante Aufschlisse versprechen in einem Feld, das grundsétzlich dazu neigt,

ein unvorhersehbares Feld von Singularitéten zu sein (oder zumindest sein zu wollen).

2 Vgl. oben, S. 13.
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Diskussion |l

Die Debatte zur Mathematisierung der Natur wird in der Sitzung der Versammlung am
27. Mai 2005 fortgesetzt. Nach einer Einfihrung von Jochen Briining zum Prozedere
und zu Fragen der Begriffsbildung halten Mitglieder der einzelnen Klassen Statements,
in denen sie aus unterschiedlichen Perspekfiven und Kontexten ihre Auffassungen und
Standpunkte zur obigen Thematik darlegen. AnschlieBend leitet Jochen Briining in die

Diskussion tber.

Matthias Kleiner: Ich méchte auf die Frage, ob es denn aus der Technikwissenschaft-
lichen Klasse noch Debattenbeitrége gibt, zurickkommen und zwei Punkte vortragen.
Mir ging vorhin zum einen der Gedanke durch den Kopf: Mathematisierung der Natur
heift fir uns Ingenieure natirlich zunéchst Mathematisierung von Technik. Und die Men-
schen, wenn sie nicht gerade Wissenschaftlerinnen und Wissenschaftler sind, nehmen Ma-
thematik in ihrem Alltag allenfalls Gber Technik wahr oder spiren sie so vielleicht. Daher
fragte ich mich: Warum sind wir Technikwissenschaftler in dieser Debatte eigentlich oder
doch zundchst recht sprachlos?

Vielleicht, weil es fur uns eine Selbstverstéindlichkeit ist, daf3 wir Mathematik nutzen. Ohne
Mathematik keine Technik, méchte ich meinen, und schon gar nicht heutzutage. Ein
Beispiel: Ein technisches Glanzlicht der letzten Monate oder vielleicht sogar der letzten
Jahre ist der Airbus A380, den alle fasziniert bestaunt haben — auch wir Ingenieure. Aber
wir waren natirlich nicht Uberrascht, daf} er flog, weil wir selbstversténdlich wufiten und
wissen, was alles in der Auslegung, in der Konstruktion, in den Ferfigungsprozessen usw.
steckt. FUr uns ist also ganz wesentlich: Die mathematische Vorhersage von Material-
eigenschaften, des Materialverhaltens unter Last, die Simulation der Bearbeitungsprozesse
und des Bauteilverhaltens, der ganzen Flugzeugstruktur, die Entwicklung der Triebwerke,
die Gestaltung und Programmierung der Steuerungssysteme macht solche technischen
Leistungen erst méglich — und gewdhrleistet deren Sicherheit.

Also entschieden: ja, Mathematisierung der Technik — fir uns allerdings vor allem im
Zusammenhang mit der Analyse, Modellierung, Simulation und Gestaltung komplexer
technischer Systeme. Und das heif}t, meine ich, dann auch mehr als Mathematisierung.

Denn wir bringen naturwissenschaftliches und technisches Verstdndnis in diese Analyse
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und Modellierung hinein. Wichtige aktuelle Problemstellungen ergeben sich hier aus den
Konzepten der digitalen Fabrik und der virtuellen Produktion. Das bringt uns zu einer
problemorientierten Sicht der Technikwissenschaftler und Ingenieure auf die Mathematik
und deren Methodenangebot: zum Beispiel zur Mathematik der Multiskalenprobleme,
weil sich unsere Sicht immer stérker auf solche Problemklassen erstreckt.

Der zweite Punkt, den ich ansprechen wollte, ist folgender: Es gibt eine herrlich freche,
respekilose Fernsehsendung im WDR — naturlich erst kurz vor Mitternacht —, die sich
»Zimmer frei” nennt. Der prominente Gast der Sendung bewirbt sich um ein freies Zimmer
in einer fiktiven Wohngemeinschaft und mu8 sich als wohngemeinschaftstauglich bewei-
sen. Am Ende gibt es dann die ,Ultimative Lobhudelei”, in der alle positiven Eigenschaften
— und nur die kommen natirlich zum Ausdruck — zusammengefaf3t werden, bevor das
Publikum Gber den Einzug in die ,2WG" abstimmt. Ein bifichen assoziierte ich damit die
letzten zwei Stunden, in denen ich mich — angesichts des Einstein-Jahres und der Lénge
der Beitréige — auch fragte: Wie relativ sind finf Minuten? Ich glaube, die Mathematik ist
wohngemeinschaftstauglich, nur muf3 sie nicht mehr einziehen, sie war immer schon
dabei. Natirlich brauchen wir alle Mathematik, wir schétzen sie sehr als Methodenwis-
senschaft; das ist zum Ausdruck gekommen.

Aber ich denke auch, daf} Fragen offen geblieben sind. Zum Beispiel: Braucht die Mathe-
matik uns, die wir mit der Mathematik umgehen? Braucht sie uns in ihrer Weiterentwick-
lung? Ich meine jetzt nicht, braucht sie uns — Martin Grétschel sitzt mir gegeniber — in
ihrem DFG-Forschungszentrum als Anwendungspartner, sondern braucht sie uns auch,
um ihre Methoden, ihr Gedankengebéude weiterzuentwickeln? Also an der Stelle auch
die Frage nach der Wechselwirkung von Mathematik und Technik. Auflerdem brachte
mich das Stichwort ‘Reine Mathematik’ ganz assoziativ auf die Frage: Ist die Mathematik
unschuldig? Kann sie es sein? Hier stellt sich also die Frage nach der Unschuld von
Mathematik in den Anwendungen, die ja gelegentlich schon haflliche Anwendungen von
Mathematik waren und die es auch heute gibt. Martin Grétschel und ich tuschelten uns
gerade zu: der Mifibrauch der Mathematik, genauso, wie es den Miibrauch von Technik
und Wissenschaft gibt. Zum Beispiel die Frage: Wie gebrauchen wir und miibrauchen
wir Mathematik, um eine scheinbare Objektivitdt unseres ganz menschlichen Tuns zu

beschreiben und es damit zu rechtfertigen?
Mitchell Ash: Die Beitréige der Kollegen Geisteswissenschaftler haben mich inspiriert,

nur zwei Séfze zu sagen, die beide als Warnungen davor verstanden werden sollen, die

disziplindren Grenzen allzu kategorial zu nehmen. Wenn uns zum Beispiel gerade die
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letzte Wortmeldung aus der Technikwissenschaft weismachen sollte, daf die Technik eine
Form der Mathematisierung der Natur ist, wirde ich — zumindest als Kulturwissenschaftler
— sagen wollen, daf3 es eher eine Mathematisierung unseres Umganges mit Natur ist. Das
ist nicht dasselbe. Das wdre das eine.

Aber ganz wichtig in dem Zusammenhang ist der zweite Satz, den ich sagen will: Als
Winfried Menninghaus zu Recht eine inhédrente Grenze der Mathematisierung im Bereich
der Literatur aufmachen wollte, nédmlich die Vorhersage des ndchsten Werkes — ein sehr
alter Satz, der trotzdem wichtig ist — habe ich driber sinniert und gedacht: Ist das nur fir
die Literatur giltige Oder ist es nicht so, daf3 es Bereiche der Naturwissenschaften gibt,
die ebenso historisch zu verstehen sind und fur die dieser Satz ebenso gilt2 Ich denke da-
bei zum Beispiel an die Evolutionstheorie. Gerade im Nachdenken Uber die Evolutions-
theorie haben Philosophen vor léngerer Zeit bereits die Unterscheidung zwischen ,predic-
tion” und ,postdiction” eingefihrt. Das, was die Evolutionstheoretiker betreiben, wire
nach diesem Gebrauch also eher ,postdiction” und nicht ,prediction”. Sie ordnen das,
was sie beobachtet haben nach dem, was in der Vergangenheit geschehen sein soll
und bilden Theorien dariiber. Daher meine letzte Frage, die aus alledem abzuleiten ist: Ist
es wirklich richtig, Mathematisierung, also Berechenbarkeit, mit Vorhersagbarkeit gleich-

zusetzen?

Hubert Markl: Eine kleine Anmerkung zu Herrn Bredekamps schéner Darlegung Gber
Leibniz. Sie haben uns Uberzeugt, daB3 die Hyperkomplexitdt der Ursachen, die einen
Caesar das Leben kostete, es unméglich macht, dies und &hnliche Ereignisse etwa rech-
nerisch vorauszusagen — obwohl das ja schon &fter Caesaren so ergangen ist, kann man
es fur den einzelnen nicht vorhersagen. Vor dem gleichen Problem stehen natirlich eine
Maus oder ein Kéfer auch sténdig, weil die Umwelt zwar computabel sein mag, der Kéfer
oder die Maus aber gar nicht die Zeit dazu hétten, solche Computationen auszufihren,
bevor sie sich fir die eine oder andere Reakfion entscheiden. Wenn sie es versuchen
wollten, wéren sie lédngst von einem Feind gefressen. Das heifit, die Tatsache, daf es
viele, viele Ereignisse gibt, die nicht einer rechnerischen Rekonstruktion oder besser Pra-
kognition, also Voraussicht, zugénglich sind, muf3 nicht ein Ausweis der Notwendigkeit
von Allwissenheit sein, sondern geradezu des hdheren Grades an Unwissenheit, der ris-
kantes Handeln nétig macht, unter dem Risiko, dabei das Falsche zu tun. Ich glaube,
diese Argumentation, die vielleicht Leibniz nicht gewdhlt hétte, ist fir uns sehr nahelie-
gend, wenn wir den gleichen Tatbestand sehen. Die Bildhaftigkeit des Sehens, damit

haben Sie dies ja in Zusammenhang gebracht, ist in gewisser Hinsicht eine Notlésung,
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eine ,rule of thumb” fir den Umgang mit einer hyperkomplexen Reizumwelt, um durch
die sonst uniberschaubare Situation nicht am Entscheiden und Handeln gehindert zu
werden. Bilder mégen grofie Vereinfachungen der Wirklichkeit sein, aber solche Verein-
fachungen sind notwendig, um schnell lebenswichtige — wenn auch hochriskante — Ent-

scheidungen treffen zu kénnen.

Wolfgang Maier: Ich wollte auf die These von Herrn Markl antworten, dafl Denken
wegen mathematischer Féhigkeiten méglich ist, und es vor allem dadurch zur Méglich-
keit der Erkennung von Regelhaftigkeit kommen kann. Mir scheint der Zusammenhang
umgekehrt: Wahrscheinlich ist doch das Wahrnehmen von RegelméBigkeit eine Féhig-
keit, die sich durch die Evolution hergestellt hat, einfach weil ein Jager und Sammler um
so effizienter ist, je besser er RegelmaBigkeiten erkennt. Und dann gibt es verschiedene
Varianten von RegelméaBigkeiten und deren Wahrnehmung, was man sekundér in der
spéteren Kulturentwicklung mathematisieren kann. Somit setzt die mathematische Féhig-
keit das Erkennen von RegelméBigkeit voraus und nicht umgekehrt.

Auf der anderen Seite gibt es Formen von Wahrnehmung, die nicht auf RegelmaBigkeit
basieren, wenn sie zum Beispiel der Gefahrenwahrnehmung dient, also auf Kontraste
abgerichtet ist, das heif}t auf das Erkennen von UnregelméBigkeit. Das ist an sich ein der
Mathematisierung gegenldufiges Prinzip, so daf3 hier die Mathematisierung im Sinne
der Darstellung von RegelméBigkeit durch Hirnfunktionen vielleicht doch eine Grenze hat.
Offenbar sind also bestimmte Bereiche der Hirnfunktions-Wahrnehmung mathematisier-

bar, aber andere vielleicht nicht.

Gerhard Roth: Das schlief3t sich an das an, was gerade diskutiert wurde: Man sagt, es
sei das Charakteristikum des Geistigen, des Kulturellen, des Kreativen, des Kinstlerischen,
daB es nicht vorhersagbar ist. Das néchste Werk eines Kinstlers ist nicht vorhersagbar.
Das ist einerseits sicherlich richtig. Auf der anderen Seite kann man inzwischen relativ gut
erklaren, wie ein kreativer Zustand im Gehirn eines Menschen entsteht. Da gibt es ein
neuronales Netzwerk in unserem Stirnhirn, das man durchaus mathematisch beschreiben
kann, das zum Zwecke der Erfindung neuartiger Dinge in einen hoch erregten Zustand
versetzt wird. Dies geschieht, indem ein Stoff namens Dopamin, der dem unbewuf3ten
Bereich unseres Gehirns entstammt, dort massiv ausgeschittet wird, und diese Netzwerke
werden dadurch kreativ und nicht mehr genau vorhersagbar. Das ist beim kreativen Pro-
blemlésen auBlerordentlich wichtig. Wir wissen auch, daf3 ein Schizophrener einmal, in

seiner ,produktiven” Phase zuviel Dopamin im Stirnhirn hat, und ein andermal zuwenig,
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und dann wirkt er extrem unkreativ. Ein Kinstler hat im kreativen Zustand einen relativ
hohen, aber noch tolerablen Dopaminspiegel und steht vielleicht kurz vor einem schi-
zophrenen Zustand. Auf diese Weise entsteht im Gehirn etwas, was sprichwértlich nicht
vorhersagbar ist. Ein System, das man naturwissenschaftlich beschreiben kann, wird somit
Jabsichtlich” in einen Zustand gesetzt, damit etwas herauskommt, was man nicht vor-
hersagen kann. Genauso ist das bei der Bewegungssteuerung und in der Evolution: Neu-
artige evolutive Ereignisse werden dadurch erzeugt, daf3 genetische Potentiale in einen
héheren Aufruhr versetzt werden. Ich glaube, das ist eine Art — oder ein Ansatz — einer
Brickentheorie zwischen den Natur- und Biowissenschaften zur Sphére des Geistigen,
auch zum Beispiel der Willensfreiheit: wie hier Freiheit durch ein System hervorgebracht
wird, das sich selbst nicht vorhersagbar macht. Und man kann zeigen, daf3 héhere
komplexe Ereignisse, wie Ubrigens auch die Steuerung meiner Hand, nur Gber eine Art
Muskelchaos erfolgen, sonst wisrde meine Hand in einen Krampf verfallen. Man muf3
verstehen, wie hier kreative Neuartigkeit aus einem Ordnungszustand entsteht. So kénnte
man erklaren, dafB es keineswegs irgendeinen metaphysischen Sprung zwischen der Sphé-

re des GesetzmdBig-Biologischen und der Sphére des Menschlich-Kreativen gibt.

Hubert Markl: Da sind wir ganz der gleichen Meinung. Wir wissen auch, daf ein
Versténdnis der Mutation — Eigen und andere haben uns das gelehrt — als eine Art
Schlamperei, eine Ungenauigkeit, die man beseitigen kénnte, aber die dann die Hervor-
bringung von Neuigkeiten unméglich machte, dahintersteckt. Ich will auch dem Kollegen
Maier gerne antworten. Ich habe nicht von den Jagern und Sammlern gesprochen, ich
sprach von Quallen. Und das Argument, die ,Evolution” habe etwas ,hervorgebracht”,
wird sehr oft verwendet, ist aber fir mich als Biologen doch eine unzureichende Erklé-
rung, sozusagen eine Redeform; denn es gibt keinen ,Agenten”, Evolution genannt, der
da sitzt und etwas macht, sondern wir registrieren, daf3 etwas zustande gekommen ist
und sagen, das ist im Lauf der Evolution geschehen. Wenn Sie weit genug zuriickgehen,
dann sind Sinnesnervensysteme nur ansprechbar — auch bei der Kantenwahrnehmung und
dergleichen — wenn sich ein Reiz wiederholt; wenn etwas statisch bleibt, dann bilden sie
nichts ab. Das ist geradezu der Grund fir diese Systeme, daf sie blind werden kénnen,
wenn keine Reizéinderungen eintreten. So wie die Schnecke, die herumkriecht, nicht sieht,
was sich nicht bewegt; aber wenn sich etwas bewegt und zwar wiederholt bewegt, dann
beginnen die Sehzellen darauf zu antworten. Insofern ist das, was Sie angesprochen ha-
ben, natirlich véllig richtig, daB3 es némlich auch andere Funktionen der Wahrnehmung

der Umwelt gibt, aber sie lassen sich immer zurickfhren auf die Féhigkeit von Sinnes-
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nervenzellen, Verdnderungen in der Umwelt wahrzunehmen. Diese dann zu klassifizieren,
erfordert Ubergeordnete Zentren, die die Wiederholung der verschiedenen Reizzusténde
zu behalten vermégen, und dann sind Sie schon relativ nah an dem, was wir Computa-
tion nennen, obwohl ich lhnen zugestehe, das dies immer noch unendlich weit entfernt ist
von dem, was wir dann Mathematik nennen. Ich habe das Argument deshalb ein bifichen

vereinfacht und zugespitzt, um es zu verdeutlichen.

Klaus Lucas: Man sagt oft, daf3 die Leistungsfahigkeit der Mathematik bei Prognosen
abhdngig davon sei, ob es sich um ein sehr komplexes System handele oder um ein
eher einfaches System. Das Gehimn beispielsweise wurde als das komplexeste System des
Universums bezeichnet und ist deswegen durch Mathematik praktisch nicht beschreibbar,
wéhrend die Bewegungen von Planeten durch die Newtonschen Gleichungen besonders
einfach beschreibbar sind. Ich weif} nicht, ob das genau so stimmt. Vielleicht geht es eher
um die Fragen, die man stellt. Und ich will das an einem ganz trivialen Beispiel, das wir
alle kennen, erldutern: Das Wetter, die Wetterprognose gilt als so komplex — wie wir es ja
auch téglich erleben —, daf} sie langfristig gar nicht méglich ist. Sie gilt als chaotisches
Problem. So gilt es nach allgemeiner Auffassung als unsinnige Frage, ob heute in einem
Jahr die Sonne scheinen oder ob es regnen wird. Es ist etabliertes Wissen, daf3 zwar
langfristige Wetterprognosen im Detail grundsétzlich nicht méglich sind. Dennoch kann
man offensichtlich langfristige Wetterprognosen beziiglich ganz einfacher Fragen wagen,
also zum Beispiel, ob heute in einem Jahr, also Ende Mai, eine kihlere Temperatur herr-
schen wird als Anfang Januar. Jeder wirde natirlich sehr wohl diese Frage beantworten
kénnen. Das heifit, zum selben System kann man Fragen stellen, die einerseits beantwort-
bar sind, andererseits nicht. Das ist nun ein sehr einfaches Beispiel, aber das trifft aus
meiner Sicht doch ganz gut den Kern der Dinge, zumindest der Dinge, mit denen wir in
den Technikwissenschaften téglich zu tun haben. Wenn man genau genug hinsieht, ist
nichts berechenbar. Glicklicherweise mufl man nicht immer genau hinsehen, weil das,
was wir in der makroskopischen Welt beobachten, das Ergebnis von statistischen Mitt-
lungsprozessen ist. Also beispielsweise: Wenn ich einen Otto-Motor konstruiere, dem ein
Verbrennungsproze zugrunde liegt, dann kann ich den Energieumsatz beneidenswert
genau berechnen. Das wird ja téglich in der Automobilindustrie gemacht. Wenn ich mir
aber den Verbrennungsprozefl so genau anschaue, daf3 ich wissen will, unter welchen
Umsténden welche Schadstoffe entstehen, versagt das alles. Dann ist das ein empirisches
Forschungsgebiet mit erheblichen Unsicherheiten. Damit ergibt sich in der Verallgemeine-

rung, daf} die Frage, ob die Mathematik hilfreich sein kénnte bei der Prognose und der
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Berechenbarkeit, nicht so sehr von System zu System unterschiedlich zu beantworten ist,

sondern einfach hinsichtlich der Fragen, die wir stellen.

Jochen Briining: Wir wissen natirlich nicht, ob wir beim Wetter nach den richtigen
Gréfen fragen. Es ist denkbar, daf3 dieses hochkomplexe, nichtlineare System charakte-
ristische GréBen aufweist, die wir noch gar nicht kennen, beispielsweise Héhenstrémun-
gen; dafir gibt es Hinweise. Es ist also vielleicht eine Mathematisierung dieses Systems in
einem strengen Sinne méglich, die ganz andere Modelle als die heute Ublichen benutzt.
Auch diese Denkméglichkeit mUssen wir im Auge behalten, wenn wir von der Komplexitéit

eines Systems sprechen.

Klaus Pinkau: Ich wollte etwas sagen zur Diskussion Uber Vorhersagbarkeit und dabei
daran erinnern, wie es zu dieser Diskussion Gber Mathematisierung gekommen ist. Wir
hatten eine Diskussion ber Modelle und haben dabei festgestellt, daf3 im Bereich der
Naturwissenschaften diese Modelle auf mathematische Konstruktionen zuriickgefihrt wer-
den kénnen, das heifit, aus den Modellen kénnen sich abstrakte, mathematisch formulier-
bare Theorien entwickeln, die Uber unseren Erfahrungsbereich hinausgehen.

Die Technik der Uberprifung dieser Modelle beruht auf der Vorhersagbarkeit. Die Vor-
hersagbarkeit ist ein Mittel, um die Qualitét der Modelle zu Gberprifen, das heifit, es ist
der dynamische Anteil der Modelle, der Gberprift wird durch die Vorhersagbarkeit. Ein
moglicher statischer Anteil der Modelle ersffnet sich nicht, den kann ich durch Vorher-
sagbarkeitsiberlegungen und Verénderung der Randbedingungen nicht entdecken.

Mir scheint sehr wichtig zu sein, das zu erkennen. Es hat eine gewisse Ahnlichkeit zu der
AuBerung von Herm Markl eben und bedeutet doch, daB die Vorhersagbarkeit zwar —
wie gesagt — ein fechnisches Mittel ist, die Gite der Modelle zu Gberprifen; es entgeht
uns aber damit ein méglicher statischer Inhalt. Unsere Methode der Modellentwicklung

stellt auf die Dynamik ab.

Martin Quack: Wir haben relativ lange dariber diskutiert, was die Mathematisierung
der Natur bedeutet, aber gar nicht gesagt, was die Mathematik Gberhaupt ist in diesem
Zusammenhang. Wenn wir uns anschauen, wie die Naturwissenschaftler die Mathematik
einsetzen, dann ist die Mathematik einfach eine Sprache zur Beschreibung der Natur, und
zwar eine Sprache, die fir bestimmte Zwecke bei der Beschreibung besonders geeignet
ist. Damit unterscheidet sie sich eigentlich nicht von anderen Formen der Sprache in ihrer

Anwendung. Zum Beispiel hat Francois Diederich am Anfang gesagt, wenn wir eine Total-
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synthese beschreiben, eine Arbeitsvorschrift einer Totalsynthese nehmen, dann nehmen wir
eben nicht die Mathematik, obwohl wir auch mathematische Elemente haben, quantita-
tive, sondern einfach die normale Sprache der Vorschrift, ergéinzt durch die chemische
Fachsprache.

Jetzt miBBte man natirlich fragen: Was ist die Sprache? — Das fohrt mich zu den Bemer-
kungen von Herrn Markl zur Frage der Evolution der Sinneswahrnehmung bei Quallen,
Schnecken und des Denkens und der Mathematik beim Menschen und den zugrunde-
liegenden gemeinsamen Prinzipien. Meine Antwort wére wahrscheinlich: Es sind alles
Systeme zur Verarbeitung von Informationen und zur Kommunikation von Informationen
— dieses haben alle diese Systeme gemeinsam —, aber das heifit ja nicht, daB} sie das
gleiche sind.

Ich glaube, beim Ubergang vom Nervensystem zur Mathematik oder zur Sprache oder
von der Qualle zum Menschen ist vielleicht etwas passiert, was prinzipiell bedeutsam ist.
Und das fohrt mich zum dritten Punkt — das ist eine Frage an die Zukunft: Wenn wir also
informationsverarbeitende Systeme auf einer tiefen Stufe haben, wie Nervensysteme von
Quallen, und dann vielleicht eine héhere Stufe wie die Sprache oder — vielleicht ist die
Mathematik eine besonders hohe Stufe fir bestimmte Zwecke in den Naturwissenschaf-
ten —, dann kann man sich natirlich folgende Frage an die Zukunft stellen: Gibt es in
der Zukunft vielleicht eine Weiterentwicklung, eine héhere Sprache, die méchtiger ist als
die Mathematik in der Beschreibung der Natur?

Jochen Brining: Das ist eine gute Frage, deren Antwort aber wohl nicht vorherseh-
bar ist. Wenn wir die Mathematik im hier besprochenen Sinne der kulturellen Evolution
zurechnen, dann besteht allerdings kein Grund zu glauben, daf3 die Mathematik von

heute bereits die ihr mégliche Endstufe erreicht hat.

Manfred Bierwisch: Ich habe eine Anmerkung zu der Kontroverse Uber Vorhersagbar-
keit oder Berechenbarkeit im Bereich geistiger Kreativitat, von der Herr Menninghaus
gesprochen hat. Ich denke, daf3 das, was Herr Roth dazu gesagt hat, einen inzwischen
unbestrittenen Aspekt der Kreativitét beschreibt: Man kann die Bedingungen, unter denen
ein System unvorhersehbare Leistungen oder Effekte erzeugt — etwa durch Ausschittung
von Dopamin — relativ gut charakterisieren. Etwas zugespitzt lésst sich Herrn Roths Uber-
legung so zusammenfassen: Die Bedingungen, unter denen das Verhalten unvorhersag-
bar wird, sind vorhersagbar. Das ist allerdings nicht die ganze Geschichte. Es ist ja nicht

iede beliebige Zufalligkeit, die auf diese Weise entsteht, ein kreativer Akt. Bei der Krea-
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tivitat eines Dichters handelt es sich eben nicht um einen neuronalen Wirbelsturm, der
zwar berechenbare Randbedingungen, aber einen im Detail chaotischen Verlauf hat.
Tatséichlich kennen wir einen grofien Teil der Bedingungen, denen zum Beispiel die Ent-
stehung eines Gedichts unterliegt, sehr genau, insbesondere die sprachlichen Regeln,
aber auch vieles von dem, was etwa ein Holderlin-Gedicht von einem von Goethe oder
Brecht unterscheidet. Insoweit ist also ein Gedicht im buchstdblichen Sinn berechenbar:
Es wird nach expliziten Regeln erzeugt, obwohl wir fast nichts darGber wissen, wie diese
Regeln in neuronalen Schaltungen und Prozessen realisiert sind. Entscheidend fur Krea-
tivitdt ist aber ein weiterer Aspekt, der Uber dieses durchaus ungeléste Problem qualitativ
hinausgeht. Man kann das verdeutlichen an den Automaten, die Mérchen, Gedichte und
dhnliches erzeugen, von denen Herr Menninghaus gesprochen hat. Zu diesen Automaten
sind im digitalen Zeitalter verschiedene neue Varianten hinzugekommen. Eine hat Hans
Magnus Enzensberger in seiner ,Einladung zu einem Poesieautomaten” beigesteuert. Wir
haben Enzensbergers Automaten hier im Hause einmal implementiert und gezeigt, wie
auf ganz mechanische Weise Gedichte entstehen: Der Automat trifft aus Gedichtversatz-
sticken, die Enzensberger wohliberlegt zusammengestellt hat, eine rein stochastische
Auswahl und erzeugt so etwas, das einerseits deutlich wie ein Enzensberger-Gedichte
aussieht, andererseits aber natirlich nicht. Es ist sozusagen ein depraviertes Enzensberger-
Gedicht. Auf die gleiche Art kann man einen Automaten zum Beispiel fir depravierte
Trakl-Gedichte programmieren. Das Phdnomen ist seit langem bekannt, etwa von com-
puter-erzeugten Mozart-Kompositionen: Man erkennt sie sofort als mozartisch, aber man
erkennt auch, daf sie entscheidend darunter bleiben. Und diese Diskrepanz ist der ent-
scheidende Punkt, fir den man vorléufig nur sagen kann: Das ist eben einfach ein Rétsel.
Wenn wir Gberhaupt ein Verhdlinis zur Sache haben, dann wissen wir auch, was interes-
sant, was originell, was gut, was bedeutend ist und was ein Imitat, was Dutzendware,
was l&ppisch ist, aber wir kénnen nur sehr bedingt die Kriterien angeben, anhand deren
wir das wissen, von Berechenbarkeit ganz zu schweigen. Und dieses Rétsel beginnt in
Wahrheit nicht erst bei Trakl-Gedichten und Mozart-Symphonien, es ist schon das Ratsel
alltéglicher Rede, der Kreativitét des ganz normalen Sprachgebrauchs. Der ist situations-
angemessen, kohérent, aber eben nicht determiniert. Fast jede AuBerung kénnte auch
anders ausfallen. Wenn wir alle Regeln und Wérter einer Sprache und ihre Représentation
im Gehirn kennen wiirden — ein sehr utopischer Gedanke! —, wiiiten wir keineswegs

automatisch, wie Kreativitét entsteht.
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Gunter M. Ziegler: Ich beziehe mich darauf, daB hier in verschiedenen Beitréigen im-
mer wieder die Rede war von ,der Mathematik”, und da frage ich mich als Mathematiker,
was das eigentlich ist.

In der Diskussion Uber Mathematisierung der Naturwissenschaften ist aufgeféchert wor-
den, um welche Naturwissenschaften es geht und daf3 diese sehr unterschiedlich sind.
Und dann mufl man sehen, daf3 ganz verschiedene Teilbereiche der Mathematik ange-
sprochen waren, die in verschiedenen Bereichen effektiv sind oder eben auch nicht. Ich
gehe da zuriick auf das berihmte Wort von Eugene Wigner, der von der ,unreasonable
effectiveness of mathematics in the natural sciences” redete.! Genauso gibt es eine ge-
wisse Ineffektivitat der Mathematik in den Biowissenschaften und auch die Beobachtung,
wie wir gerade auch referiert bekommen haben, daf3 man in den Literaturwissenschaften
mit mathematischen Methoden einfach nicht weit kommt. Ich glaube, das liegt auch dar-
an, daf} da eine ganz unterschiedliche Art und Tiefe von Mathematik herangezogen wird
und herangezogen werden kann. Das heifit, dafl man eben in den Literaturwissenschaften
in der Mathematik, die man heranzieht, letztlich Gber billige statistische Analysen nicht
hinauskommt und deswegen auch die Mathematik da nicht viel beitragen kann, wéhrend
in Physikanwendungen teilweise sehr tiefe und hoch entwickelte Mathematik wirklich es-
sentiell zum Tragen kommt. Letztlich war, wenn man die Diskussion durch die Klassen
betrachtet, die Frage, ,inwieweit ist das mathematisierbar2” gestellt im Sinne von: ,In-
wieweit ist das abstrahierbar, inwieweit ist es formalisierbar2” Wenn man jedes formale
Modell schon Mathematik nennen will, dann kommt man immer in allem, was Natur-
wissenschatft ist, sehr weit. Wenn man dann auch noch verlangt, daf3 die Anwendung von
Mathematik Gber die Formalisierung hinaus Vorhersagekraft haben bzw. wirklich etwas

erklaren soll, dann ist der Erfolgsfaktor recht unterschiedlich.

Frangois Diederich: Ich wollte etwas ansprechen, was mir eher schauerlich vorkommt,
aber zunehmend in den Medien ist, ndmlich das Interface zwischen Gehirn und Com-
puter, an dem sehr viel geforscht wird. Was wird denn diese Entwicklung bedeuten? Ich
habe selbst nicht viel Ahnung, denke aber, dafl das Herunter- und Heraufladen und
Andern von Daten sicher einen EinfluB auf die Mathematisierung des menschlichen

Tuns und Denkens hat. Vielleicht gébe es dazu noch etwas zu sagen.

Jochen Briining dankt allen Redner und schliefit die Diskussion.

' Wigner, E., in: Communications in Pure and Applied Mathematics, vol. 13, No. | (February

1960). New York: John Wiley & Sons, Inc. Copyright © 1960 by John Wiley & Sons, Inc.
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