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Abstract 

This thesis proposes an analytical design method for beveloid gear pairs in arbitrary axis 

positions to approximate conjugate meshing by locally adapting the gearing data. The 

applicability of this method is demonstrated by theoretical and experimental studies of the 

contact behavior. 

Beveloid gears belong to involute gearings with a linearly variable addendum modification 

along the face width, resulting in a conical tooth shape. Thus, gear concepts with shaft 

angles of up to 20° can be implemented. In particular, a skewed axis position offers the 

advantage of enabling concepts with multiple input and output shafts as well as optimum 

use of installation space, weight and cost savings. In non-parallel axis positions, base 

cylinders of beveloid gears are tilted to each other, causing only punctual flank contact. 

The existing ease-off results in a small contact pattern on the tooth flank while the gear 

pair is meshing, which leads to local stress peaks regarding to the contact behavior. 

In literature, numerous approaches to design and optimize beveloid gear pairs are found. 

Taking point contact as reference, either many computations or special software are re-

quired to achieve best contact behavior for a given operating point. As an alternative, 

conjugate meshing is approximated first and then optimized for a desired operating point. 

This approach offers the advantage that the tooth flank geometry can be described via 

gearing data. Currently, its application is limited to the intersecting axis position. The aim 

of this thesis is therefore to derive an analytical design method supporting gear developer 

while designing and optimizing beveloid gear pairs in arbitrary axis positions. In addition 

to theoretical and experimental investigations of contact behavior, an economical 

manufacturability is simulatively assessed and applicability of the proposed approach on 

other types of involute gearing is examined. The method is implemented in an executable 

program and can be started by SimKoS. 

First, strength-related gearing parameters are dimensioned by means of an equivalent 

spur gearing, whereby basic equations of cylindrical gears are expediently adapted to 

additional specifications of beveloid gear pairs. 

For the design of the main gearing data, kinematic cones of beveloid gears are positioned 

in space so that they are in contact at one point. In addition, the surface areas are tangent 

to a common pitch plane. In this theoretical view, beveloid gears not only roll with each 

other at point of contact, but also with two different racks. The sizes of these imaginary 

racks of zero thickness are related via the common base cylinder. With derived equations 
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for installation position and tooth thickness at pitch circle, a nonlinear system of equations 

can be set up, whose solution yields the main gearing data of a beveloid gear pair. The 

analysis of meshing behavior between tooth flank and rack enables an analytical de-

scription of contact lines and paths of contact, allowing conclusions to be drawn about 

contact characteristics of unmodified beveloid gear pairs. 

The centered contact pattern serves as starting point for a subsequent optimization, in 

which a beveloid gear pair is first divided into transverse section pairs. The proposed 

system of equations is extended to include local gearing data, enabling compensation of 

the ease-off. Beveloid gears with local gearing data can be modeled using a transverse 

section reference curve. To approximate conjugate meshing, a tangential modification is 

required in addition to local gearing data, which can be calculated analytically via the law 

of spatial gearing. Subsequently, position and size of contact patterns are adjustable by 

modifying the transverse section reference curve. 

In a detailed theoretical investigation of contact behavior of unmodified and modified 

beveloid gear pairs, a confidence region of the method can be derived. The limitation of 

the analytical approach occurs because optimization is performed within a transverse 

section. Generally, however, path of contact is outside the transverse section. The 

inclined path of contact implies that a transverse section is in contact with several 

transverse sections of the mating gear, which are not considered in optimization. 

So far, only simulative results of contact behavior of beveloid gear pairs with local gearing 

data are available. Therefore, exemplary designed beveloid gear pairs are used to carry 

out test runs on a test rig, in which contact patterns are determined and transmission 

errors are recorded. To compare with simulations, manufactured beveloid gears are 

measured and the actual tooth flank geometry is examined in contact simulations. An 

evaluation of results on test rig and in simulation show a high degree of agreement in 

contact patterns and transmission errors. 

To evaluate an economic manufacturability of beveloid gears with local gearing data, the 

simulation module in SimKoS is expediently extended. The comparison of tooth flank 

geometries and the analysis of the contact behavior show that manufacturing of modified 

beveloid gears is generally possible using continuous hobbing processes. 

The analytical approach of the proposed method describes meshing of involute gearings 

and can therefore be applied to cylindrical and helical gear pairs by adapting kinematic 

bodies. In addition, similarities in design of bevel and hypoid gears suggest that a trans-

ferability might also be possible. 
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1 Einleitung 

Durch gesetzliche und technologische Vorgaben werden Trends wie Elektrifizierung, 

Digitalisierung, Ressourcenschonung oder additive Fertigung zukünftig die Auslegung 

und den Einsatz klassischer Zahnradgetriebe im Maschinenbau merklich verändern. So 

tritt durch die Elektrifizierung im Automobilbereich die Spreizung des Getriebes in den 

Hintergrund und das Geräuschverhalten sowie der Wirkungsgrad gewinnen weiter an 

Bedeutung [NAUNHEIMER19, S. 103 f.]. 

Einen hohen Wirkungsgrad erzielen beispielsweise Getriebekonzepte mit direktem Leis-

tungsfluss bei optimaler Materialausnutzung. Entscheidend für die Wahl des Konzepts 

und damit der Verzahnungsart ist die Achsanordnung der An- und Abtriebswelle. Für eine 

parallele Achsanordnung werden die am besten erforschten Zylinderradpaarungen ein-

gesetzt, da sie aufgrund der evolventischen Zahnform unempfindlich auf Abweichungen 

reagieren und eine gleichförmige Drehwegübertragung bei hoher Leistungsdichte ermög-

lichen. Soll stattdessen eine nicht parallele Achsanordnung realisiert werden, kommen 

Kegel- und Hypoidradpaarungen zum Einsatz, für die es ebenfalls genormte Ansätze zur 

Auslegung und Berechnung gibt. Der typische Anwendungsbereich liegt bei Achswinkeln 

von etwa 90°, da aufgrund der Herstellkinematik auf konventionellen Kegelradver-

zahnungsmaschinen kleine Teilkegelwinkel nur mit erhöhtem Aufwand fertigbar sind 

[BÜRKLE93; KLOCKE17, S. 61]. 

Mit den genannten Verzahnungen werden Getriebekonzepte mit kleinem Achswinkel S 

bis 20° bisher nicht abgedeckt. Dieser Achswinkelbereich ermöglicht insbesondere bei 

Antriebssträngen mit mehreren An- und Abtriebswellen (Schiffswendegetriebe, Hybrid-

antriebe, Nebenaggregate) kompakte Getriebekonzepte und kann u. a. durch konische 

Außenstirnräder erschlossen werden. In der Literatur werden diese auch Konuszahnrad 

[ROTH98, S. 231 ff.] oder Beveloidrad [VINCO50] genannt. 

In Bild 1.1 sind die Axialschnitte eines Zylinder-, Beveloid- und Kegelrads mit dem Teil- 

rp und Grundkreisradius rb dargestellt. Im Vergleich zu Zylinderrädern besitzen Beveloid-

räder eine linear veränderliche Profilverschiebung entlang der Zahnbreite bei sonst un-

veränderten Verzahnungsdaten. Dies führt zu einer konischen Zahnform mit veränder-

lichen Kopf- und Fußkreisradien bei konstantem Teil- und Grundkreisradius. Das Zahn-

ende mit kleinem Kopfkreisradius wird als Zehe, das mit großem als Ferse bezeichnet 

[KLOCKE17, S. 66]. Zwar weisen Kegelräder ebenfalls eine konische Zahnform mit dem 
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Wälzkegelwinkel d auf, diese entsteht jedoch aufgrund des variablen Moduls entlang der 

Zahnbreite, weshalb sich auch Teil- und Grundkreisradius je nach Breitenposition ändern. 

 

Bild 1.1:  Axialschnitt und Achsanordnung bei a) Zylinder-, b) Beveloid- und c) Kegel-

rädern in Anlehnung an [HENSER15, S. 8] 

Der Vorteil von Beveloidrädern ist, dass sie wie herkömmliche Stirnräder mit einem zahn-

stangenartigen Werkzeug hergestellt werden, das wie in Bild 1.1b um einen vorgegebe-

nen Konuswinkel q gekippt wird. Im Gegensatz zu Kegelrädern ist damit die Herstellung 

von kleinen Teilkegelwinkeln mit konventionellen Verzahnungsmaschinen für Stirnräder 

wirtschaftlich möglich [BÜRKLE93; ROTH98, S. 164]. 

Aufgrund des zahnstangenartigen Werkzeugs kann ein Beveloidrad entweder mit einem 

zweiten Beveloidrad oder einem Zylinderrad gepaart werden, sodass der fehlende Achs-

winkelbereich zwischen der parallelen Achsanordnung mit Zylinderrädern und der senk-

rechten Achsanordnung mit Kegelrädern erschlossen wird. 

1.1 Problemstellung und Motivation 

Aktuell ist es nur mittels spezieller Software [BÖRNER05B] oder einer Vielzahl an Varian-

tenrechnungen einzelnen Firmen vorbehalten, Beveloidradpaarungen zur Leistungsüber-

tragung einzusetzen. Kleinen und mittelständischen Unternehmen fehlt es neben der Er-

fahrung und dem Wissen im Bereich der evolventischen Sonderverzahnung auch meist 

an Simulations- und Prüfmöglichkeiten, um Beveloidradpaarungen zweckmäßig auszu-

legen. 

Grundsätzlich unterteilt sich die Entwicklung einer Getriebestufe in die Auslegung der 

Makro- und Mikrogeometrie. Die Bestimmung der Makrogeometrie wird im Wesentlichen 

durch die konstruktiven Vorgaben wie Achslage, Übersetzung und Lagerabstand sowie 

durch das zu übertragende Drehmoment beeinflusst. Insbesondere Letztgenanntes legt 

bei der Dimensionierung die festigkeitsrelevanten Größen wie Modul, Zähnezahl und 
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Zahnbreite fest. Für die am häufigsten eingesetzten Zylinder- und Kegelräder gibt es 

anerkannte Ansätze bzw. genormte Berechnungsvorschriften ([DIN3990-1 1987] und 

[DIN3991-1 1988]). Beveloidräder werden aufgrund ihrer Ähnlichkeit zu Zylinderrädern 

vorzugsweise über eine Ersatzstirnradverzahnung abgebildet und mit konservativen 

Sicherheitsfaktoren ausgelegt [BÖRNER05B; KLOCKE17, S. 141]. Anschließend werden je 

nach Achswinkel und Achsversatz die Konus- und Schrägungswinkel festgelegt, sodass 

zwar eine funktionierende Getriebestufe vorliegt, die jedoch in der Regel überdimensio-

niert ist. 

Weitaus komplexer gestaltet sich die Definition der Mikrogeometrie bzw. die Optimierung 

des Einsatzverhaltens mithilfe von Zahnflankenmodifikation. Die Mikrogeometrie soll 

unter Berücksichtigung von Einflüssen wie beispielsweise lastbedingten Verformungen 

im Getriebeumfeld, Herstellabweichungen und Montagetoleranzen so angepasst werden, 

dass für einen gegebenen Betriebspunkt ein möglichst optimales Übertragungsverhalten 

erzielt wird. Als charakteristische Qualitätsmerkmale zur Beschreibung des Übertra-

gungsverhaltens können die Lastverteilung auf der Zahnflanke und der auftretende Dreh-

fehler, der durch die Schwingungsanregung zu Geräuschen führt, herangezogen werden. 

Bei Zylinder- und Kegelrädern wird zur Festlegung der Mikrogeometrie auf Standard-

modifikationen wie Balligkeiten, Winkelmodifikationen und Rücknahmen an Zahnkopf und 

-fuß zurückgegriffen [DIN21771 2014], deren erforderliche Beträge über dokumentierte 

Erfahrungswerte (u. a. aus [NIEMANN03; WITTKE94]) bestimmt werden können. Außerdem 

können Variantenrechnungen mit genormten Modifikationen mit in der Praxis validierten 

Programmen wie RIKOR [OTTO07], BECAL [SCHLECHT14] und KISSsoft [KISSLING13] vor-

genommen werden, um so die optimale Mikrogeometrie ohne umfangreiche Erfahrungen 

in der Verzahnungstechnik festzulegen. Darüber hinaus befähigen die Programme den 

Anwender durch Abbildung der geometrie- und lastbedingten Flankenverlagerungen, die 

Wirksamkeit der vorgenommenen Modifikation zu prüfen. 

Bei der zielgerichteten Definition der Mikrogeometrie von Beveloidrädern ist der Einsatz 

genormter Standardmodifikationen nur eingeschränkt möglich, was sich mit der Kontakt-

charakteristik in Bild 1.2 erklären lässt. Beim lastfreien Abwälzen von Zylinderrad-

paarungen berühren sich die Zahnflanken zu einem Zeitpunkt linienartig entlang der 

Berührlinie, die durch die Berandung der Verzahnung begrenzt wird [DIN21771 2014]. 

Die Berührlinie stellt eine durch die momentane Eingriffsstellung gegebene theoretische 

Linie dar. Wie in Bild 1.2a gezeigt, bildet sich über alle Eingriffsstellungen betrachtet ein 
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Kontaktbereich über die komplette Zahnflanke (konjugierter Eingriff). Bei Beveloidrad-

paarungen findet im Allgemeinen der Flankenkontakt nur punktförmig an einer Breiten-

position statt, die in der Regel nicht der Zahnbreitenmitte entspricht, wie Bild 1.2b zeigt. 

 

Bild 1.2: Kontaktcharakteristik und Drehfehlerverlauf einer a) Zylinderrad- und b) einer 

Beveloidradpaarung in Anlehnung an [TRAUT19, S. 4] sowie c) Ease-Off einer 

Beveloidradpaarung 

Die weiteren Bereiche der theoretischen Berührlinie klaffen auseinander. Über alle Ein-

griffsstellungen ergibt sich so nur ein schmaler Kontaktbereich von Zahnkopf bis -fuß. 

Während eines kompletten Durchlaufs bildet das Minimum der vorliegenden Klaffmaße 

den geometriebedingten Ease-Off ab [KLINGELNBERG08, S. 88], der exemplarisch in 

Bild 1.2c visualisiert wird. Der Ease-Off kann im Allgemeinen mit genormten Standard-

modifikationen nicht zufriedenstellend kompensiert werden, weshalb deren Einsatz nicht 

zur zielgerichteten Definition der Mikrogeometrie ausreicht [BRIMMERS21, S. 92]. 

Der Punktkontakt und insbesondere die komplexe Form des Ease-Offs verdeutlichen die 

Herausforderung bei der Definition der Mikrogeometrie von Beveloidrädern. Es kann 

entweder durch Variantenrechnungen [BRIMMERS21] eine optimierte Mikrogeometrie für 

einen gewünschten Betriebspunkt oder wie bei Zylinderrädern zunächst ein konjugierter 

Eingriff [TRAUT19] erzielt werden. Der Ansatz mit konjugiertem Eingriff im lastfreien Zu-

stand bietet den Vorteil, dass die Mikrogeometrie über Verzahnungsdaten beschreibbar 

ist. Darauf aufbauend findet eine Optimierung der annähernd konjugiert abwälzenden 

Beveloidradpaarung für einen gewünschten Betriebspunkt statt, um die auftretenden 

Verformungen und Verlagerungen unter Last zu berücksichtigen. Bei der endgültigen 

Festlegung der Mikrogeometrie kann auf Erfahrungen von Zylinderrädern zurückgegriffen 

werden [TRAUT19]. Dieser Ansatz beschränkt sich jedoch auf die schneidende Achslage 

und kann nicht auf Beveloidradpaarungen in windschiefer Achslage angewendet werden. 
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Neben dem Kontaktbereich ist der Drehfehler zur Beurteilung des Übertragungsverhal-

tens zu berücksichtigen. Der Drehfehler (Drehwegabweichung) beschreibt die Abwei-

chung zwischen dem am Abtrieb auftretenden Drehweg und dem durch das Überset-

zungsverhältnis festgelegten Drehweg. Wie in Bild 1.2 für den Drehfehler angedeutet, 

wälzen Zylinderrad- und nicht modifizierte Beveloidradpaarungen im lastfreien Zustand 

gleichförmig ab, da bei fehlerfreier Betrachtung zwei Evolventen vorliegen. Zur Kompen-

sation des Ease-Offs wird die evolventische Zahnform von Beveloidrädern geändert, so-

dass bereits im lastfreien Zustand ein geometriebedingter Drehfehler entsteht. Dieser 

kann sich unter Last noch vergrößern, was die Optimierung hin zu einem geringen Dreh-

fehler für den gewünschten Betriebspunkt erschwert. Zur Auslegung einer drehfehler-

optimalen Mikrogeometrie sind Zahnflankenmodifikationen in Profilrichtung, z. B. Rück-

nahmen an Zahnkopf und -fuß sowie Stirnprofil-Balligkeiten, vorzusehen [LINKE10, 

S. 596 f.; WITTKE94, S. 75]. 

Abschließend ist ein Verdrehflankenspiel für ein Abwälzen ohne Klemmen zu bestimmen. 

Neben dem Klemmen bei zu gering bemessenem Verdrehflankenspiel schwächt ein zu 

großes Verdrehflankenspiel die Zahndicke unnötig und erhöht den Leerweg beim Last-

wechsel [KLINGELNBERG08]. Bei Zylinder- und Kegelrädern stehen genormte Methoden 

[DIN21771 2014; DIN3971 1980] zur Umsetzung und Bestimmung [DIN3967 1978] des 

Verdrehflankenspiels zur Verfügung. Bei Beveloidradpaarungen wird das Verdreh-

flankenspiel zwar mathematisch berücksichtigt (u. a. in [TSAI07]), jedoch bei der gezielten 

Auslegung bisher nur iterativ bestimmt [SCHÖLER21]. 

1.2 Zielsetzung und Struktur der Arbeit 

Übergeordnetes Ziel der Arbeit ist eine analytische Berechnungsmethode zur geome-

trischen Auslegung und Optimierung von Beveloidradpaarungen in beliebiger Achslage, 

die den Getriebeentwickler beginnend bei der Vordimensionierung bis hin zur Optimie-

rung der Mikrogeometrie unterstützt. Als Ergebnis der Berechnungsmethode liegt eine 

modifizierte Beveloidradpaarung vor, die im lastfreien Zustand einen angenäherten kon-

jugierten Eingriff besitzt. Darauf aufbauend kann zur endgültigen Festlegung der Mikro-

geometrie auf Erfahrungen von Zylinderrädern zurückgegriffen werden [TRAUT19]. Damit 

soll als langfristiger Erfolgsfaktor eine Steigerung der Bereitwilligkeit für den Einsatz von 

Beveloidradpaarungen erzielt werden, wie im Reference-Model in Bild 1.3 dargestellt. 

Das Reference-Model ist ein Hilfsmittel der Design Research Methodology (DRM) nach 
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Blessing und Chakrabarti [BLESSING09], welches zur Beschreibung der aktuellen Situ-

ation mit Ursache-Wirkungsbeziehungen zwischen den Faktoren verwendet wird. Mit 

dem zugehörigen Impact-Model kann die zukünftige Situation mit der eigens entwickelten 

Unterstützung visualisiert werden. 

 

Bild 1.3: Vereinfachtes Reference-Model der vorliegenden Arbeit 

Die langfristigen Erfolgsfaktoren, die im Rahmen der Arbeit nicht direkt messbar sind, 

beeinflussen den verbreiteten Einsatz von Beveloidradpaarungen. So fehlt es bei der 

Dimensionierung von Beveloidradpaarungen an einem genormten Vorgehen, weshalb 

eine gewisse Unsicherheit bei der ausgelegten Paarung vorliegt und der Grad der Funk-

tionserfüllung (z. B. Überdimensionierung) niedrig ist [BÜRKLE93; BÖRNER05A]. Ferner 

hemmen Kosten und Zeit bei der Entwicklung und Fertigung den flächendeckenden 

Einsatz von Beveloidradpaarungen, da entweder spezielle Software [BÖRNER05B] oder 

Kapazitäten für Variantenrechnungen [BRECHER16] nicht verfügbar sind, um eine 

geeignete Zahnflankengeometrie zur Leistungsübertragung auszulegen. Besonders eine 

unzureichend ausgelegte Zahnflankengeometrie (Definition der Mikrogeometrie) erhöht 

den Aufwand simulativer Variantenrechnungen unter Last und führt bereits im lastfreien 

Zustand zu einem ungünstigen Übertragungsverhalten [RÖTHLINGSHÖFER12, S. 101], wie 
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die messbaren Schlüsselfaktoren Gleichförmigkeit der Drehübertragung und Kontaktbe-

reich auf der Zahnflanke zeigen. Beide messbaren Faktoren tragen dazu bei, dass ein 

niedriger Grad der Funktionserfüllung vorliegt [BÜRKLE93; BECK15]. Sowohl die Qualität 

des lastfreien Übertragungsverhaltens als auch die Güte der Zahnflankengeometrie 

werden von der Güte der Auslegung und der Optimierung von Beveloidradpaarungen 

vorgegeben, weshalb dies den Schlüsselfaktor in der vorliegenden Arbeit darstellt und 

positiv zu beeinflussen ist. 

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass eine Unterstützung für die Auslegung und die 

Optimierung von Beveloidradpaarungen erforderlich ist. Dies soll in Form einer Berech-

nungsmethode umgesetzt werden. Mit aktuellen Ansätzen ist entweder eine Vielzahl an 

Variantenrechnungen notwendig oder ein unzureichendes Übertragungsverhalten vor-

handen, bei dem dennoch durch konservative Sicherheitsfaktoren eine funktionierende 

Beveloidradpaarung sichergestellt wird. 

Bild 1.4 stellt die Struktur der Arbeit mit den Schritten der DRM nach [BLESSING09] dar. 

Nach dem einleitenden Kapitel (entspricht der Forschungsplanung RC) mit Problem-

stellung, Motivation und Zielsetzung folgt in Kapitel 2 der Stand der Forschung und Tech-

nik. Zum Verständnis der Arbeit werden zunächst die Zahnflankengeometrie von 

Beveloidrädern, deren Eingriffsverhältnisse in beliebiger Achslage und die Abgrenzung 

zu weiteren Verzahnungen vorgestellt. Weiterhin wird an bisher übliche Vorgehens-

weisen zur Auslegung und Optimierung von Beveloidradpaarungen herangeführt. Mit 

dem Verständnisaufbau erfolgt innerhalb der Deskriptiven Studie I (DS I) die Konkre-

tisierung der Aufgabenstellung und Zielsetzung in Kapitel 3, sodass die notwendige 

Vorgehensweise zum Erreichen der Ziele festgelegt werden kann. 

In Kapitel 4 wird im Rahmen der Präskriptiven Studie (PS) die Berechnungsmethode für 

Beveloidradpaarungen hergeleitet, mit der ausgehend von der Dimensionierung der 

Hauptverzahnungsdaten bis hin zur Festlegung der Zahnflankengeometrie ein durch-

gängiger Ansatz geschaffen wird. Bei der Methode wird die Mikrogeometrie durch lokal 

angepasste Verzahnungsdaten entlang der Zahnbreite so modifiziert, dass ein konju-

gierter Eingriff angenähert wird. Darauf aufbauend erfolgt die Definition der endgültigen 

Mikrogeometrie für den vorliegenden Betriebspunkt. 

Die Deskriptive Studie II (DS II) erfolgt in Kapitel 5 und 6. Zunächst wird in einer theore-

tischen Parameterstudie eine funktionale Bewertung (Tragbild, Drehfehler, Verdrehflan-

kenspiel) ausgelegter Beveloidradpaarungen durchgeführt. Die Ergebnisse dienen zur 
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Ableitung eines Vertrauensbereichs. In Kapitel 6 werden exemplarisch ausgelegte Prüf-

radpaarungen mit lokal angepassten Verzahnungsdaten experimentell untersucht. Die 

Prüfräder werden für die Prüfstandsversuche mittels Fünf-Achs-Fräsen gefertigt. Für eine 

zukünftig praxisnahe Anwendung von modifizierten Beveloidradpaarungen soll in 

Kapitel 7 in einer Fertigungssimulation die Möglichkeit der wirtschaftlichen Herstellbarkeit 

mittels kontinuierlichen Abwälzverfahren beurteilt werden. Hierzu ist zunächst die 

Werkzeugbahn abzuleiten (PS), mit der anschließend Fertigungssimulationen von modifi-

zierten Beveloidrädern durchgeführt werden (DS II). 

In Kapitel 8 wird aufgrund der evolventischen Stirnschnitte bei Beveloidrädern die Über-

tragbarkeit der Berechnungsmethode auf weitere Verzahnungen mit evolventischem 

Stirnschnitt untersucht. Hierzu ist eine Anpassung des Ansatzes (PS) erforderlich, die 

anschließend theoretisch an exemplarisch ausgewählten Beispielen geprüft wird (DS II). 

Die Arbeit schließt mit einer Zusammenfassung (Kapitel 9) und dem Ausblick (Kapi-

tel 10). 

 

Bild 1.4: Struktur der Arbeit 
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2 Stand der Forschung und Technik 

Die konische Zahnform von Beveloidrädern ermöglicht eine Drehwegübertragung in 

beliebiger Achslage. Nachfolgende Zusammenstellung beschreibt die geometrischen 

Besonderheiten und Eingriffsverhältnisse von Beveloidrädern sowie deren Abgrenzung 

zu anderen Verzahnungen. Dies wird um den Stand des Wissens über den Auslegungs-

prozess bestehend aus der Dimensionierung, der Bestimmung der Hauptverzahnungs-

daten und der Optimierung von Beveloidradpaarungen ergänzt. 

2.1 Einordnung und Einsatzgebiete von Beveloidradpaarungen 

Beveloidräder werden trotz der äußerlichen Ähnlichkeit zu Kegelrädern von der Syste-

matik her wie zylindrische Stirnräder den teilungskonstanten Evolventenverzahnungen 

zugeordnet [ROTH98, S. 159; RÖTHLINGSHÖFER12, S. 5 f.]. Die vielfältigen Einbaumöglich-

keiten in paralleler, schneidender und windschiefer Achslage führen zu verschiedenen 

praktischen Anwendungsfällen der Beveloidradpaarungen in Fahrzeug-, Schiffs- und 

Industriegetrieben. 

Beveloidräder in paralleler Achslage werden bereits in der Patentschrift [LAMATSCH34] zur 

Einstellung des Achsabstands einer Rotationsdruckmaschine verwendet, indem die 

Räder axial zueinander verschoben werden. Heutige Anwendungen von Beveloidrad-

paarungen mit parallelen Achsen zielen auf die Einstellung des Zahnspiels bei gleichem 

Achsabstand ab. Weisz stellt in [WEISZ98] ein Exzentergetriebe mit einstellbarem Zahn-

spiel vor. In der Skizze in Bild 2.1a kann über die drehbare Antriebswelle (3) eine durch 

das Gehäuse (1) begrenzte Drehbewegung des Abtriebs (5) erzielt werden. Dabei wird 

das Beveloidrad (17) relativ zu der ebenfalls konisch ausgeführten Drehmomentstütze 

(8) axial verschoben, sodass ein spielfreier Eingriff ermöglicht wird. Somschor et al. 

[SOMSCHOR96] untersuchen die axiale Zustellung der Beveloidräder zur effektiven Ein-

stellung des Zahnspiels eines Robotergetriebes. Die Planetenbauweise mit konischen 

Hohlrädern bietet neben der Spielarmut eine hohe Steifigkeit und gleichförmige Dreh-

bewegungsübertragung und somit eine kostengünstige Lösung [SOMSCHOR96]. 

In größerer Stückzahl werden außenverzahnte Beveloidräder in der schneidenden und 

windschiefen Achslage eingesetzt. Dabei beschränkt sich in der Regel der Einsatz auf 

kleine Achswinkel bis etwa 20°, da in diesem Bereich die Grenzen der wirtschaftlichen 

Herstellbarkeit von Kegelrädern erreicht werden [ROTH98, S. 164]. Für eine umfangreiche 

Betrachtung der Einsatzgebiete von Beveloidradpaarungen in schneidender Achslage sei 
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auf [TRAUT19, S. 14 ff.] verwiesen. Nachfolgende Beispiele zeigen das Potenzial der 

windschiefen Achslage hinsichtlich der bauraumoptimalen Anordnung und der Möglich-

keit, mehrere An- und Abtriebswellen zu verbinden. 

 

Bild 2.1: Beispiel für eine Beveloidradpaarung im a) Exzentergetriebe nach [WEISZ98] 

b) Schiffswendegetriebe mit einer geneigten Abtriebswelle nach [YOKEL72] 

In Bild 2.1b ist aus der Patentschrift [YOKEL72] eine Schnittdarstellung eines Schiffswen-

degetriebes mit einer geneigten Abtriebswelle (40) zu den zwei horizontalen Eingangs-

wellen dargestellt. Die Eingangswelle (10) verdeckt die zweite Eingangswelle. Dieses 

Konzept stellt abtriebsseitig in beiden Drehrichtungen die gleiche Leistung bereit, da sich 

die Eingangswellen dauerhaft mit der Ausgangswelle im Eingriff befinden und über Kupp-

lungen wahlweise zur Leistungsübertragung zu- und abgeschaltet werden können. Die 

Verzahnung der Abtriebswelle ist als schrägverzahntes Beveloidrad (44) ausgeführt, 

welches mit einem schrägverzahnten Stirnrad in der Vorwärtsfahrt und mit einem schräg-

verzahnten Beveloidrad (18) in der Rückwärtsfahrt abwälzt. Die kompakt angeordneten 

Wellen lassen ein platzsparendes Getriebekonzept mit horizontal angeordnetem Schiffs-

motor und einer geneigten Propellerwelle realisieren. 

Die vorgestellte Achsanordnung aus [YOKEL72] wird auch in [OHTSUKI87] bei kleinen 

Jachten aufgrund der platzsparenden Anordnung verwendet. 

In Großserie werden Beveloidradpaarungen in Verteilergetrieben bei Allradfahrzeugen 

eingesetzt. Ein Beispiel hierfür liefert ZF Friedrichshafen AG in [ZF02], bei der ein An-

triebsstrang für Fahrzeuge mit Frontantrieb und einem in Fahrtrichtung angeordneten 



2.2 Geometrie und Eigenschaften von Beveloidradpaarungen - 11 - 

 

Hauptgetriebe vorgestellt wird. Hierbei erfolgt die Kraftübertragung mit einer schneidend 

angeordneten Verbindungswelle vom Hauptgetriebe zum Vorderachsdifferential. Höbel 

und Ralph [HÖBEL09] veröffentlichen darauf aufbauend ein Getriebekonzept mit einer 

windschief angeordneten Verbindungswelle im Antriebsstrang. Die beliebige Anordnung 

der Verbindungswelle ermöglicht eine optimale Ausnutzung des Bauraums sowie eine 

Einsparung von Gewicht und Kosten aufgrund wegfallender Gelenke. 

Für die vorgestellten Einsatzmöglichkeiten der Beveloidradpaarungen zeigt sich insbe-

sondere bei windschiefen Achslagen, dass mit den Getriebekonzepten Bauraum, Ge-

wicht und teils Kosten im Vergleich zu konventionellen Konzepten mit paralleler Achs-

anordnung eingespart werden. Im Hinblick auf die Verringerung des Leistungsgewichts 

bei mobilen Anwendungen ist ein vermehrter Einsatz von Beveloidradpaarungen in wind-

schiefen Achsanordnungen vielversprechend. 

2.2 Geometrie und Eigenschaften von Beveloidradpaarungen 

Beveloidräder und deren geometrische Beschreibung gehen bereits auf die Patentschrift 

von Bregi und Francis [BREGI46] zurück und sind seither Gegenstand verschiedener 

Forschungsarbeiten, u. a. [BEAM54; HIERSIG79; SMITH90; TSAI97; ZIERAU89]. 

Tsai [TSAI97] unterteilt in seiner Arbeit systematisch die evolventischen Zahnräder, wobei 

die Torusverzahnung die Verallgemeinerung für Kronenräder, konische und zylindrische 

Räder darstellt. Die Gemeinsamkeit dieser Verzahnungen liegt in der möglichen Her-

stellung über ein Schneidrad (evolventisches Ritzel). Er unterscheidet dabei die mit einem 

Schneidrad hergestellten ĂKonischen Verzahnungenñ und die ĂKonusverzahnungenñ, die 

über eine Zahnstange definiert werden können. In Anlehnung an diese Unterscheidung 

werden in dieser Arbeit ausschließlich Konusverzahnungen berücksichtigt. 

Beveloidräder stellen einen verallgemeinerten Fall von zylindrischen Stirnrädern dar 

[ARTONI17]. Grundsätzlich können sie als Außen- und Innenverzahnung ausgeführt wer-

den, jedoch befasst sich diese Arbeit angesichts praktischer Relevanz ausschließlich mit 

außenverzahnten Beveloidrädern. Wenn nicht ausdrücklich anderweitig angegeben, 

werden die Definitionen für Zylinderräder nach DIN ISO 21771 [DIN21771 2014] auf 

Beveloidräder übertragen und in Anlehnung an Roth [ROTH98, S. 232 ff.] entsprechend 

ergänzt. 

Die Verzahnungsgeometrie und Eingriffsverhältnisse von Beveloidrädern schaffen die 

wesentlichen Grundlagen für die in dieser Arbeit beschriebene Auslegung und Optimie-

rung. Daher wird nachfolgend detailliert auf die geometrischen Zusammenhänge ein-
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gegangen, insbesondere für den allgemeinen Fall windschiefer Achslagen, sodass in 

späteren Kapiteln darauf aufgebaut werden kann. Für eine umfangreiche Betrachtung 

schneidender Achslage sei auf Traut [TRAUT19, S. 14 ff.] verwiesen. 

2.2.1 Zahnform von Beveloidrädern 

Zylinder- und Beveloidräder weisen geometrische Ähnlichkeiten auf, da beide Verzah-

nungen mit einem zahnstangenartigen Werkzeug hergestellt werden. Im Gegensatz zur 

konstanten Profilverschiebung bei zylindrischen Stirnrädern verändert sich die Profilver-

schiebung bei Beveloidrädern linear entlang der Zahnbreite, sodass bei sonst gleichen 

Verzahnungsdaten eine konische Zahnform entsteht. Bild 2.2 zeigt den Zusammenhang 

zwischen der veränderlichen Profilverschiebung x(bi) Ͻ mn und der konischen Zahnform 

eines geradverzahnten Beveloidrads. 

In Bild 2.2a wird ein Beveloidrad durch fünf Scheiben diskretisiert. Jede Scheibe ent-

spricht dem Stirnschnitt eines geradverzahnten Zylinderrads für unterschiedliche Profil-

verschiebungen. Werden die Scheiben in eine Ebene projiziert, können die Zahnflanken 

durch dieselbe Evolvente beschrieben werden. Bei einem Beveloidrad wird die ver-

änderliche Zahnform in Breitenrichtung durch Verwendung verschiedener Teile der 

Evolvente erzielt. 

 

Bild 2.2: Herleitung der konischen Zahnform für ein geradverzahntes Beveloidrad dar-

gestellt durch a) fünf Scheiben und als b) schematische Schnittansicht 

In Bild 2.2b ist erkenntlich, dass Beveloidräder trotz des zylindrischen Teilkreis- rp und 

Grundkreisradius rb eine konische Zahnform besitzen. Diese resultiert aus der verkippten 

Profilbezugsebene, die mit der Tangentialebene (auch Herstellwälzebene) den Konus-

winkel q einschließt. Das Vorzeichen des Konuswinkels ist positiv, wenn die Ferse in 

positiver z-Richtung liegt [WINKLER02; RÖTHLINGSHÖFER12]. Über den Konuswinkel und 
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einen vorgegebenen Wert des Profilverschiebungsfaktors für den Referenzstirnschnitt 

(RSS) xRSS (hier: Zahnbreitenmitte) kann der Profilverschiebungsfaktor x in Abhängigkeit 

von der Breitenposition bi bestimmt werden. 

xbi  
bi Ͻtanq

mn
  xRSS  (2.1) 

Am Verlauf des Fußkreisradius rf ist der Konuswinkel direkt erkennbar. Der Kopfkegel 

hingegen kann aufgrund des gewählten Rohlings oder notwendiger Kopfmodifikationen 

davon abweichen. Bild 2.2b zeigt beispielhaft eine zunehmende Kürzung des Kopfkreis-

radius ra in Richtung Ferse. 

Bild 2.3 zeigt zwei Zähne einer geradflankigen Planverzahnung. Wie bei Zylinderrädern 

kann über eine zahnstangenartige Planverzahnung die entlang der Zahnbreite veränder-

liche Zahnform der Beveloidräder erzeugt werden. Dies entsteht durch Streckung und 

Scherung des in DIN 867 [DIN867 1986] definierten Bezugsprofils. 

 

Bild 2.3: Schnitte der Planverzahnung in Anlehnung an [TRAUT19, S. 15] 

Ausgehend vom Normalschnitt (1) kann der geometrieerzeugende Schnitt eines schräg-

verzahnten Zylinderrads (2) durch Verdrehung um den Schrägungswinkel bp an der Plan-

verzahnung dargestellt werden. In der projizierten Ebene wird die Streckung in Zahn-

dickenrichtung ersichtlich, was eine gleichmäßige Vergrößerung der Stirneingriffswinkel 

an Links- und Rechtsflanke zur Folge hat. Bei einem geradverzahnten Beveloidrad (3) 

entsteht durch das Verkippen um den Konuswinkel q eine Streckung in Zahnhöhen-

richtung, was den Stirneingriffswinkel auf Links- und Rechtsflanke gleichermaßen ver-
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ringert. Die Kombination aus Verdrehung und anschließender Verkippung stellt den 

allgemeinen Fall eines schrägverzahnten Beveloidrads (4) dar. 

Die Besonderheit eines schrägverzahnten Beveloidrads ist, dass der geometrieerzeu-

gende Schnitt aufgrund der Verdrehung und Verkippung asymmetrisch wird. Dies hat 

unterschiedliche Stirneingriffswinkel atL,R auf Links- und Rechtsflanke zur Folge, die sich 

aufgrund des Konuswinkels auch bei einer Geradverzahnung vom Profilwinkel ap 

unterscheiden. 

tanatL,R 
tanap

cosb
p

 Ͻcosq tanb
p
Ͻsinq  (2.2) 

Das positive Vorzeichen ist der Linksflanke und das negative der Rechtsflanke zuge-

ordnet. Eine weitere Besonderheit neben dem asymmetrischen Stirnschnitt zeigt sich bei 

einem geradverzahnten Beveloidrad (3) in Bild 2.3. Hier ist am linken Zahn beim Schnitt 

der Planverzahnung auf Höhe des Teilkreises eine verjüngende Schnittfläche zu erken-

nen. Diese Verjüngung kann mit (2.3) beschrieben werden. Die Schrägungswinkel bL,R 

auf Links- und Rechtsflanke haben die gleiche Größe bei entgegengesetztem Vor-

zeichen. 

tanb
L,R
  ᴜ

tanap

cosb
p

 Ͻsinq tanb
p
Ͻcosq  (2.3) 

Durch zusätzliches Verdrehen der Planverzahnung um bp wird der Schrägungswinkel auf 

Links- und Rechtsflanke durch den zweiten Term gleichgerichtet verändert. Nachfolgend 

wird ein schrägverzahntes Beveloidrad (4) durch den Schrägungswinkel des Bezugs-

profils bp charakterisiert. 

Bild 2.4 zeigt die geometrieerzeugende Zahnlücke einer Planverzahnung, welche den 

evolventischen Stirnschnitt des Beveloidrads festlegt. Auf Höhe der Tangentialebene wäl-

zen Planverzahnung und Beveloidrad ab. Für den allgemeinen Fall schrägverzahnter 

Beveloidräder ergeben sich aufgrund unterschiedlicher Stirneingriffswinkel abweichende 

Grundkreisradien rbL,R für die Links- und Rechtsflanke. 

Der Teilkreisradius rp ist für beide Flanken identisch und lässt sich wie bei Zylinderrädern 

über die Zähnezahl z, den Modul mn und den Schrägungswinkel bp berechnen. 

rp  
mn Ͻ z

2 Ͻ cosb
p

  (2.4) 

rbL,R  rp ϽcosatL,R (2.5) 
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Bild 2.4: Geometrieerzeugende Zahnlücke einer Planverzahnung im Eingriff mit einem 

schrägverzahnten Beveloidrad 

Werden mit einer zahnstangenartigen Planverzahnung die Stirnschnitte entlang der 

Zahnbreite definiert, zeigt sich aufgrund verzahnungsgeometrischer Grenzen eine be-

grenzte Ausführbarkeit der Zahnbreite. Wie in Bild 2.2 bereits angedeutet, wird die Zahn-

breite an der Ferse durch den spitz zulaufenden Zahn, auch Spitzgrenze genannt, und 

an der Zehe durch den Unterschnitt bzw. die aktive Zahnhöhe begrenzt. Die maximal 

ausführbare Zahnbreite hängt von mehreren Verzahnungsdaten ab. Detaillierte Unter-

suchungen dazu liefern u. a. [HIERSIG79; TSAI97, S. 220 ff.; LIU01]. Aufbauend auf den 

analytischen Gleichungen in [TSAI97] setzen Schöler et al. in [SCHÖLER17] ein Programm-

modul zur Vorauslegung um, welches unter Berücksichtigung der Profilverschiebungs-

grenzen verzahnungsgeometrische Größen wie Konuswinkel und Profilverschiebungen 

bestimmt [SCHÖLER21, S. 145]. 

2.2.2 Beveloidradpaarungen und deren Eingriffsverhältnisse 

Beide Räder einer Beveloidradpaarung werden unabhängig von der Zähnezahl, dem 

Konus- und dem Schrägungswinkel mit dem gleichen zahnstangenartigen Werkzeug her-

gestellt. Neben der Radpaarung bestehend aus zwei Beveloidrädern kann ein Beveloid-

rad mit einem Zylinderrad, einem Schraubrad, einer Zahnschnecke oder einer Zahn-

stange abwälzen. 

Bild 2.5 zeigt die kinematischen Grundkörper einer Beveloidradpaarung in schneidender 

und windschiefer Achslage. In schneidender Achslage besitzt eine Beveloidradpaarung 

zwei Kegel als kinematische Grundkörper. Die Kegelspitzen treffen sich in einem gemein-

samen Ursprung O, an dem der Achswinkel S definiert ist. Der Einbauabstand Z1,2 ist der 

Abstand zwischen dem Ursprung und dem Stirnschnitt von Wälzpunkt C. Durch diesen 
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Ursprung und den Wälzpunkt verläuft die Momentanachse, an welcher die Kegel schlupf-

frei abrollen [BEAM54; LITVIN04, S. 52]. Alle Wälzpunkte entlang der Zahnbreite bilden die 

Wälzlinie der kinematischen Grundkörper (Wälzkegel) [ROTH98, S. 289 f.]. 

 

Bild 2.5: Kinematische Grundkörper einer Beveloidradpaarung in a) schneidender und 

b) windschiefer Achslage in Anlehnung an [BEAM54; WAGNER93, S. 42] 

Die Wälzkegelwinkel d1,2 zur Beschreibung der kinematischen Grundkörper sind nur von 

Achswinkel S und Übersetzung i abhängig [HIERSIG79]. 

tand1  
sinS

cosS  i
 tand2  

sinS

cosS 1iϳ
 (2.6) 

Weitere Verzahnungsgrößen wie Konus- und Schrägungswinkel haben bei schneidender 

Achslage keinen Einfluss auf die Kinematik. Das bedeutet für Beveloidradpaarungen, 

dass die kinematischen Grundkörper (definiert über d1,2) und die konischen Radkörper 

(definiert über q1,2) im Allgemeinen nicht übereinstimmen, wie es in Bild 2.5a dargestellt 

ist. So besitzen Radpaarungen bei vorgegebener Übersetzung und Achswinkel die 

identischen kinematischen Kegel unabhängig von der Aufteilung des Achswinkels auf die 

beiden Räder. Selbst eine Paarung aus Zylinder- und Beveloidrad besitzt zwei Kegel als 

kinematische Grundkörper. 

Bild 2.5b zeigt die kinematischen Zusammenhänge in windschiefer Achslage. Hier 

werden aufgrund der Übersichtlichkeit die konischen Radkörper weggelassen. Bei kon-

stantem Achsversatz, Achswinkel und Übersetzung entsteht durch Rotation einer Achse 

(Momentanachse) um eine weitere windschiefe Achse (Radachse) ein Hyperboloid. 

Durch Rotation der Momentanachse um beide windschiefen Radachsen entstehen daher 

zwei Hyperboloide, die sich entlang der Momentanachse berühren [WAGNER93, S. 40]. 
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Umgekehrt bedeutet dies, dass zwei windschief angeordnete Kegel keine gemeinsame 

Momentanachse besitzen. Stattdessen liegt eine Schraubwälzbewegung vor, wobei sich 

Rotation um und Translation entlang dieser Schraublinie überlagern [LITVIN04, S. 679]. 

Die Kehlkreisebenen beschreiben jeweils die kleinsten Querschnitte der Hyperboloide 

und definieren über deren Radius den Achsversatz a (kleinster Abstand der windschiefen 

Achsen). Mit zunehmendem Abstand zur Kehlkreisebene des Hyperboloids nimmt die 

Krümmung der Mantellinie ab, sodass nach [WAGNER93, S. 43] ein Kegel zur Verein-

fachung des kinematischen Grundkörpers verwendet werden kann. Der Kegel berührt 

dabei das Hyperboloid genau an einem Stirnschnitt, sodass statt der Wälzlinie nur der in 

Bild 2.5b dargestellte Wälzpunkt C vorliegt [LINDNER54, S. 3]. 

Bild 2.6 stellt die möglichen Achslagen einer Beveloidradpaarung und die zugehörigen 

charakteristischen Kontaktbilder dar. In diesem Beispiel wird das obere Rad jeweils un-

verändert übernommen und nur der Konus- bzw. Schrägungswinkel am unteren Rad 

geändert. Bild 2.6a zeigt eine parallele Achslage, bei der die gegensinnig angeordneten 

Beveloidräder die betragsmäßig gleichen Konus- und Schrägungswinkel besitzen. Trotz 

der verkippten Planverzahnung liegt ein Linienkontakt auf Links- und Rechtsflanke vor. 

Voraussetzung für diesen konjugierten Eingriff ist eine gemeinsame Ebene tangential an 

die Grundzylinder [BÜRKLE93]. Darüber hinaus kann bei parallelen Achsen durch axiales 

Verschieben der Beveloidräder zueinander das Verdrehflankenspiel gezielt eingestellt 

werden, da jeweils andere Stirnschnitte mit linear veränderter Profilverschiebung in 

Eingriff kommen und so die Profilverschiebungssumme angepasst wird [HIERSIG79]. 

 

Bild 2.6: a) Parallele, b) schneidende und c) windschiefe Achslage einer Beveloidrad-

paarung mit charakteristischem Kontaktbild in Anlehnung an [BEAM54; 

BÜRKLE93] 

Sowohl bei schneidender Achslage in Bild 2.6b als auch bei windschiefer Achslage in 

Bild 2.6c kommt es im Allgemeinen zu einem Punktkontakt auf den Zahnflanken. Nur bei 
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besonderer Anordnung wälzt eine Beveloidradpaarung in der windschiefen Achslage 

unter Linienkontakt in einer Drehrichtung ab. 

Um das charakteristische Kontaktbild zu beurteilen, wird der Eingriff eines Beveloidrads 

mit einer Planverzahnung betrachtet. Die Planverzahnung gleicht in dieser theoretischen 

Betrachtung einer Zahnstange der Dicke null, die wie in Bild 2.7a mit beiden Rädern 

gleichzeitig im Eingriff ist [LITVIN04, S. 276 ff.]. 

 

Bild 2.7: a) Planverzahnung im Eingriff mit zwei Beveloidrädern nach [TSAI97, S. 188] 

b) Berührlinien auf der gemeinsamen Planverzahnung nach [ZHU12A] 

Die resultierenden Berührlinien zwischen den Rädern und der Planverzahnung sind in 

Bild 2.7b exemplarisch für die Rechtsflanke dargestellt. Der konjugierte Eingriff kann 

damit begründet werden, dass Beveloidräder mit einem zahnstangenartigen Werkzeug 

hergestellt werden. So entspricht die Berührlinie zwischen der Planverzahnung und dem 

Beveloidrad der Erzeugenden [DIN21771 2014, S. 44]. 

Die Berührlinien im Zahneingriff von Beveloidrädern sind jedoch jeweils um den Winkel 

kR1,2 zur Profilbezugsebene geneigt und schneiden sich im Wälzpunkt C. Dies hat bei 

Beveloidradpaarungen in nicht paralleler Achslage einen punktförmigen Kontaktbereich 

zur Folge. Der Winkel kR zwischen den Berührlinien beschreibt den Winkel der ersten 

Hauptrichtungen (First Principle Directions, FPD) und kann zur Bewertung des charak-

teristischen Kontaktbilds herangezogen werden [WU09; ZHU12A]. 

tankL,R  tanbpϽsinap  
tanqp Ͻcosap

cosb
p

  (2.7) 

Die Berechnung des FPD-Winkels erfolgt durch den geometrischen Zusammenhang in 

Bild 2.8. Die Linie PA ist die Schnittlinie zwischen der tangential an den Grundzylinder 

anliegenden Eingriffsebene des Beveloidrads und der Planverzahnung und kann über 

den Grundschrägungswinkel bbR beschrieben werden. 

tanb
bL,R
  tanb

L,R
ϽcosatL,R  (2.8) 
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Bild 2.8: Herleitung der Berührlinie zwischen Beveloidrad und Planverzahnung für die 

Rechtsflanke in Anlehnung an [ZHU12A] 

Umfangreiche Untersuchungen von Zhu et al. [ZHU12A] belegen, dass Konus- und Schrä-

gungswinkel die FPD-Winkel kL,R und somit die Steigung der Berührlinien maßgeblich 

beeinflussen. Werden die Verzahnungsdaten so gewählt, dass sich die FPD-Winkel kL,R 

null annähern, kann ein linienartiger Kontakt erzielt werden. Bereits für den Sonderfall 

geradverzahnter Beveloidräder leitet Beam [BEAM54] den Verlauf der Berührlinien her 

und findet heraus, dass deren Steigung kleiner als der Konuswinkel ist. Auch in [TRAUT19, 

S. 62 f.] werden die Verläufe der Berührlinien zur Analyse des punktförmigen Zahnein-

griffs bei Beveloidradpaarungen in schneidender Achslage verwendet. 

Eine weitere Veranschaulichung für den Punkt- und Linienkontakt bei Beveloidradpaa-

rungen liefern Bürkle [BÜRKLE93] und Tsai [TSAI97]. Bild 2.9a zeigt für eine schneidende 

Achslage die Grundzylinder und die Eingriffsebenen für eine definierte Eingriffsstellung. 

Ähnlich wie bei den Berührlinien auf der Planverzahnung in Bild 2.7b schneiden sich die 

Erzeugenden im Wälzpunkt C. Da die um den Achswinkel verkippten Eingriffsebenen 

keine gemeinsame Erzeugende besitzen, findet ein Punktkontakt statt. 

In Bild 2.9b wird ein Achsversatz a in der Höhe der Summe der Grundkreisradien auf-

gebracht, sodass die Eingriffsebenen eine gemeinsame Erzeugende besitzen [TSAI97]. 

Genau für diese Konstellation liegt ein konjugierter Eingriff für eine Drehrichtung vor. 

Auch die analytische Betrachtung der Berührlinien auf der Planverzahnung zeigt, dass 

für diesen Sonderfall der Winkel zwischen den ersten Hauptrichtungen null wird. Gleich-

zeitig stellt sich auf der gegenüberliegenden Flanke ein großer Winkel k ein, sodass ein 

Punktkontakt auftritt. 
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Bild 2.9: Grundzylinder einer Beveloidradpaarung mit a) Punktkontakt in schneidender 

und b) Linienkontakt in windschiefer Achslage [BÜRKLE93; TSAI97] 

Neben dem Verlauf der Berührlinien ist der Verlauf des Kontaktpfads (Path of Contact, 

PoC), welcher über den jeweils kleinsten Kontaktabstand jeder Berührlinie definiert wird, 

wesentlich zur Analyse des charakteristischen Kontaktbilds [KLINGELNBERG08, S. 91]. 

Theoretische Überlegungen zur Neigung und zum räumlichen Verlauf des PoC sind in 

Bild 2.10 dargestellt. Bereits Beam [BEAM54] leitet geometrisch her, dass die in den Axial-

schnitt projizierten Schnittpunkte von den Eingriffsebenen und Ebenen mit definiertem 

Abstand ein Viereck aufspannen, welches wie in Bild 2.10a durch den PoC in zwei Drei-

ecke geteilt wird. 

 

Bild 2.10: a) Herleitung der Neigungswinkel e'1,2 des PoC zu den Stirnschnittebenen 

nach [TRAUT19, S. 65] für Beveloidradpaarungen in schneidender Achslage 

b) Räumlicher Verlauf des Path of Contact (PoC) nach [MITOME85] 



2.2 Geometrie und Eigenschaften von Beveloidradpaarungen - 21 - 

 

Die Winkel e' beschreiben dabei die Neigung des PoC auf der Zahnflanke. Für eine gerad-

verzahnte Beveloidradpaarung in schneidender Achslage findet Beam heraus, dass die 

Winkel e'1,2 den Konuswinkeln q1,2 entsprechen. Daraus kann geschlussfolgert werden, 

dass der PoC die Planverzahnung im Normalschnitt senkrecht schneidet. Der Ansatz von 

Beam [BEAM54] zur Bestimmung der Neigungswinkel bei Geradverzahnungen wird in 

[TRAUT19, S. 65] auf Schrägverzahnungen in schneidender Achslage erweitert. Um das 

Viereck CKNL in Bild 2.10a aufzuspannen, werden zunächst die Seiten a und b des 

Parallelogramms ermittelt. Mithilfe von trigonometrischen Umformungen werden an-

schließend die Neigungswinkel über Achswinkel und Stirneingriffswinkel ausgedrückt. 

Basierend auf den Erkenntnissen von [BEAM54] verallgemeinert Mitome [MITOME85] für 

Paarungen mit schrägverzahnten Beveloidrädern, dass der räumliche Verlauf des PoC in 

Bild 2.10b senkrecht durch den Stirnschnitt der Planverzahnung verläuft. Die Darstellung 

kann ohne Einschränkungen auf die Linksflanke übertragen werden. Der PoC tangiert 

beide Grundzylinder und schließt zur Senkrechten der Mantellinie den Grundschrägungs-

winkel bb ein. Da der PoC den Verlauf der Kontaktpunkte über alle Eingriffsstellungen 

wiedergibt, geht dieser durch den Wälzpunkt C. Mitome leitet aus dem Eingriff der Plan-

verzahnung mit den Beveloidrädern den Vektor nᴆPoC und den zuvor hergeleiteten Winkel 

zwischen den Berührlinien k1,2 her. 

Die analytische Herleitung zu Lage und Verlauf der Berührlinie und des PoC ermöglichen, 

eine Aussage über das charakteristische Kontaktbild nicht modifizierter Beveloidrad-

paarungen zu treffen. Gerade für den punktförmigen Kontakt ist es jedoch essenziell, 

eine ausreichende Überdeckung für eine kontinuierliche Drehwegübertragung zu ge-

währleisten. Sowohl Beam [BEAM54] mit der Tredgoldôschen Nªherung als auch Mitome 

[MITOME85] mit einer elliptischen Schnittfläche durch den Kopfkegel nähern die Länge 

des PoC und somit die Überdeckung für Beveloidradpaarungen hinreichend an.  

Darüber hinaus stellt Roth [ROTH98] einen analytischen Ansatz für Beveloidradpaarungen 

mit nicht parallelen Radachsen vor. Beim Punktkontakt liegt statt der Eingriffsebene nur 

eine Eingriffslinie vor, weshalb sich die Überdeckung aus der Profilüberdeckung ergibt. 

Die tangential anliegende Eingriffsfläche schneidet den Kopfkegel in einem Hyperbel-

bogen. Mit dieser Schnittkurve kann die Länge der Eingriffsstrecke aus dem Ansatz der 

allgemeinen Hyperbelgleichung 2. Ordnung bestimmt werden [ROTH98, S. 277]. Tsai 

[TSAI07] erweitert diesen Ansatz für Beveloidradpaarungen mit einer Profilverschiebung 

in der Radmitte. 
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2.3 Abgrenzung der Beveloidräder von anderen Verzahnungen 

Die vorgestellten Beveloidräder sollen von anderen Verzahnungen abgegrenzt bzw. 

Gemeinsamkeiten dargestellt werden. Zunächst erfolgt der Vergleich zu Zylinder- und 

Schraubrädern, die einen Spezialfall der Beveloidräder darstellen. Anschließend werden 

aufgrund der vergleichbaren Einbaulage Kegel- und Hypoidräder betrachtet. 

2.3.1 Abgrenzung von Zylinder- und Schraubrädern 

Zylinder- und Schraubräder gehören wie Beveloidräder zu den teilungskonstanten Ver-

zahnungen [ROTH98, S. 159] und besitzen eine evolventische Profilform. Durch Verein-

fachen der Gleichungen für Beveloidräder können die bekannten Gleichungen für Zy-

linder- und Schraubräder abgeleitet werden. Tabelle 2.1 fasst die Unterschiede und Ge-

meinsamkeiten hinsichtlich der Zahngeometrie und des Eingriffsverhaltens zusammen. 

Eigenschaften / Kriterien Beveloidrad Zylinderrad Schraubrad 

Erzeugungsprinzip Zahnstange Zahnstange Zahnstange 

Profilform Evolvente Evolvente Evolvente 

Stirnschnitt (a-)symmetrisch (a-)symmetrisch (a-)symmetrisch 

Zahnform entlang Zahnbreite veränderlich konstant konstant 

Profilverschiebung entlang Zahnbreite veränderlich konstant konstant 

Kinematischer Grundkörper kegelig zylindrisch zylindrisch 

Mögliche Achslagen 

parallel /  

schneidend / 
windschief 

parallel windschief 

Charakteristisches Kontaktbild 
Punktkontakt 

(Linienkontakt*) 
Linienkontakt Punktkontakt 

* bei besonderer Anordnung in windschiefer Achslage ausschließlich in einer Drehrichtung 

Tabelle 2.1: Abgrenzung der Beveloidräder von Zylinder- und Schraubrädern in Anleh-

nung an [ROTH98; ROTH01] 

Asymmetrische Stirnschnitte werden teilweise bei Zylinder- und Schraubrädern einge-

setzt, um beispielsweise bei einer Vorzugsbelastungsrichtung die Tragfähigkeit zu er-

höhen [LINKE10, S. 161]. Eine detaillierte Übersicht zur Auslegung und zum Eingriffsver-

halten von asymmetrischen Zylinderrädern ist in [KAPALEVICH13, S. 40 ff.] gegeben. 

Bei Schraubrädern kommt es wie bei Beveloidrädern zu einer Punktberührung, welche 

zusammen mit dem Zahnlängsgleiten dazu führt, dass mit einer Schraubradpaarung 

bevorzugt nur geringe Lasten übertragen werden. Eine Ausnahme stellen kleine Achs-

winkel bis etwa 20° dar, da sich hierbei eine große Kontaktellipse unter Last [NIEMANN83, 

S. 9] ausbildet. 
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2.3.2 Abgrenzung von Kegel- und Hypoidrädern 

Im Gegensatz zum vorherigen Vergleich unterscheiden sich Beveloidräder von Kegel- 

und Hypoidrädern bereits im Erzeugungsprinzip, was gedanklich mit einem Übergang 

vom Zwei- ins Dreidimensionale vergleichbar ist und die Zahnformgebung und Eingriffs-

verhältnisse weitaus komplexer gestaltet [STADTFELD17, S. 20]. So ist beispielsweise die 

Zahnform von Kegelrädern vom gewählten Herstellverfahren abhängig [KLINGELNBERG08, 

S. 13 ff.]. Darüber hinaus lassen sich Kegelräder und deren Geometrie noch anhand 

weiterer Eigenschaften wie z. B. Flankenlängslinien- und Zahnhöhenverlauf einteilen 

[KLOCKE17, S. 46 f.]. Daher wird in Tabelle 2.2 und im Folgenden nur auf die für diese 

Arbeit zum Verständnis beitragenden Eigenschaften eingegangen, um die Unterschiede 

und Gemeinsamkeiten darzulegen. Für eine ausführliche Betrachtung der zahnform-

gebenden Herstellverfahren und Auslegungsansätze von Makro- und Mikrogeometrie der 

Kegel- und Hypoidräder sei auf [KLINGELNBERG08; STADTFELD17] verwiesen. 

Eigenschaften / Kriterien Beveloidrad Kegelrad Hypoidrad 

Erzeugungsprinzip Zahnstange Planrad Planrad 

Profilform Evolvente Oktoide* Oktoide* 

Stirnschnitt (a-)symmetrisch (a-)symmetrisch asymmetrisch 

Zahnform entlang Zahnbreite veränderlich veränderlich veränderlich 

Profilverschiebung entlang Zahnbreite veränderlich konstant konstant 

Kinematischer Grundkörper kegelig kegelig kegelig** 

Mögliche Achslagen 
parallel / 

schneidend / 
windschief 

schneidend windschief 

Charakteristisches Kontaktbild 
Punktkontakt 

(Linienkontakt) 
Punktkontakt 

(Linienkontakt) 
Punktkontakt 

* Oktoide statt Kugelevolvente aus fertigungstechnischen Gründen 

** Annäherung der hyperbolischen Schraubwälzfläche durch Kegelfläche, da wirtschaftlich herstellbar 

Tabelle 2.2: Abgrenzung der Beveloidräder von Kegel- und Hypoidrädern in Anlehnung 

an [KLINGELNBERG08; LINKE10; STADTFELD17] 

Neben der abweichenden Herstellkinematik ist ein wesentliches Unterscheidungsmerk-

mal zwischen Beveloid- und Kegelrädern der veränderliche Modul entlang der Zahn-

breite. Dieser führt bei Kegelrädern mit konstanter Profilverschiebung aufgrund der mo-

dulabhängigen Zahnhöhenkenngrößen zu einer konischen Zahnform mit einem Kopf-, 

Teil- und Fußkegel. Der im Allgemeinen asymmetrische Stirnschnitt bei Kegelrädern be-

sitzt theoretisch eine Kugelevolvente als Profilform. Aus fertigungstechnischen Gründen 

wird jedoch ein Trapezprofil als Zahnprofil der Planverzahnung bevorzugt, weshalb sich 

eine Oktoide bildet [KLINGELNBERG08, S. 28]. 
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Beim Hypoidrad werden die hyperbolischen Schraubwälzflächen durch Kegelflächen an-

genähert, wie bei einer Beveloidradpaarung in windschiefer Achslage in Bild 2.5b gezeigt. 

Die angenäherten kinematischen Grundkörper der Hypoidradpaarung ermöglichen eine 

wirtschaftliche Herstellbarkeit. 

Beveloidräder besitzen aufgrund des Erzeugungsprinzips die Satzrädereigenschaft, 

wohingegen ein Kegelrad nur mit dem in der Auslegung verwendeten Gegenrad gepaart 

werden kann. Zudem bieten Beveloidräder den Vorteil, dass zum korrekten Abwälzen 

kein gemeinsamer Scheitelpunkt erforderlich ist, was sie gegenüber axialen 

Verlagerungen, Achswinkeländerungen und kleinen Achsabstandsänderungen unemp-

findlicher machen als Kegelräder [BÜRKLE93, S. 105]. 

Bereits Bürkle hat in [BÜRKLE93] einen Vergleich von Beveloid- und Kegelrädern vorge-

nommen. Im Mittelpunkt steht hierbei der vorteilhafte Einsatz von Beveloidrädern gegen-

über Kegelrädern. 

Die Abgrenzung hilft bei der Einordnung von Beveloidrädern gegenüber weiteren Verzah-

nungen. Im Hinblick auf die Gemeinsamkeiten lässt sich abschließend festhalten, dass 

das Erzeugungsprinzip sowie die Profilform im Stirnschnitt mit denen der Zylinderräder 

übereinstimmt und die kinematischen Grundkörper sowie die Flankenberührung Ähnlich-

keiten zu Kegelrädern aufweisen. 

2.4 Auslegungsprozess von Beveloidradpaarungen 

Eine vereinfachte Übersicht zum Auslegungsprozess von Beveloidradpaarungen ist in 

Bild 2.11 gegeben. Zu den einzelnen Schritten sind für diese Arbeit relevante Unter-

suchungen zugeordnet und gekennzeichnet, ob ein analytischer oder numerischer An-

satz in der Veröffentlichung vorgestellt wird. Darüber hinaus ist dargestellt, ob Beveloid-

radpaarungen in schneidender oder windschiefer (beliebiger) Achslage ausgelegt oder 

simulativ und experimentell untersucht werden. 

Zur Auslegung einer Beveloidradpaarung sind nach der Dimensionierung die Hauptver-

zahnungsdaten zur Festlegung der Makrogeometrie zu bestimmen, um das Abwälzen 

der Räder in beliebiger Achslage sicherzustellen. Eine anschließende Modifikation der 

Zahnflankengeometrie zur Definition der Mikrogeometrie zielt darauf ab, das Übertra-

gungsverhalten hinsichtlich Tragfähigkeit und Geräusch zu optimieren. 

Nachfolgend werden die in Bild 2.11 zum Auslegungsprozess zugeordneten Untersu-

chungen und abgeleiteten Erkenntnisse beschrieben. 
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Bild 2.11: Auslegungsprozess und Einordnung der für diese Arbeit relevanten Unter-

suchungen 

2.4.1 Dimensionierung und Auslegung der Hauptverzahnungsdaten 

Die Dimensionierung und Auslegung einer Beveloidradpaarung ist aufgrund der kom-

plexen geometrischen Verhältnisse ungleich schwieriger als bei Zylinderrädern [ROTH98]. 

Aufgrund der besonderen Eingriffsverhältnisse berühren sich die Zahnflanken von Beve-

loidrädern nur punktförmig an einer Breitenposition. Diese entspricht nur in Sonderfällen 

der Zahnbreitenmitte. Die restlichen Bereiche der Zahnflanken klaffen auseinander. 

Bereits in den theoretischen Herleitungen von Beam [BEAM54] wird empfohlen, dass das 

Ritzel mit einem kleineren Konuswinkel ausgeführt werden soll, da durch die geringere 

Zähnezahl eher Unterschnitt eintritt. Eine genaue Aufteilung der Konuswinkel wird nicht 

vorgegeben. 

In Mitome [MITOME91] wird die Auslegung von Beveloidradpaarungen in windschiefer 

Achslage untersucht, wobei sich die kinematischen Wälzkegel im Wälzpunkt tangieren 

und eine gemeinsame Ebene bilden (Ăpitch cone designñ). Dabei wälzen die Beveloid-

räder im Zahneingriff nicht nur miteinander ab, sondern auch mit einer imaginären Zahn-

stange der Dicke null. Durch trigonometrische Umformungen können Achswinkel, Achs-

versatz und Einbauabstand bestimmt werden. Zur Validierung werden drei Testräder 
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gefertigt und in verschiedenen Einbaulagen untersucht. Außerdem stellt Mitome in 

[MITOME96] für schneidende Achslagen eine Methode vor, bei der durch eine geeignete 

Wahl der Profilverschiebung im Referenzstirnschnitt das Tragbild mittig positioniert wird. 

Auch Tsai leitet in [TSAI97, S. 187 ff.] über duale Vektoren Gleichungen zur Beschreibung 

der Einbaulage von Beveloidrädern her, die bei gleichen Ergebnissen wie in [MITOME91] 

wesentlich übersichtlicher sind. Weiterhin zeigt Tsai, dass die Verzahnungsgeometrie 

von Beveloidrädern unter Berücksichtigung von geometrischen Grenzen beschrieben 

werden kann. Hierzu führt Tsai systematische Untersuchungen durch, um die Einflüsse 

der Verzahnungsgrößen auf die ausführbare Zahnbreite zu analysieren. 

Darüber hinaus erweitert Tsai [TSAI07] den Ansatz von Mitome [MITOME96] für den all-

gemeinen Fall windschiefer Achslagen. Mit den vorgestellten mathematischen Grund-

gleichungen lassen sich Beveloidradpaarungen beschreiben, deren Profilverschiebung 

im Referenzstirnschnitt ungleich null ist. Wie in [MITOME91] wird hierzu der Zahneingriff 

einer Beveloidradpaarung in beliebiger Achslage betrachtet. In dem Gedankenmodell 

wälzen die Beveloidräder nicht nur miteinander ab, sondern auch mit zwei imaginären 

Zahnstangen der Dicke null. Durch Vorgabe der Zahnstange am Teilkegel können die 

Größen am Wälzkegel abgeleitet werden, da beide Kegel einen gemeinsamen Grundzy-

linder besitzen. Die identischen Zusammenhänge hat bereits He [HE04] durch trigonome-

trische Umformungen hergeleitet. Tsai stellt zwei Vorgehensweisen vor, mit denen eine 

Auslegung der Verzahnung vorgenommen werden kann. Um die zwei möglichen Aus-

legungsprozesse vorzustellen, werden beispielhafte Beveloidradpaarungen ausgelegt. 

Den Ansatz in [TSAI07] erweitern Wu et al. [WU09], indem sie zusätzliche Einbau-

bedingungen vorgeben, sodass die Drehachsen beider Räder parallel zur Eingriffsebene 

liegen. Dadurch liegt näherungsweise Linienkontakt in einer Drehrichtung vor. 

Auch Zhu et al. [ZHU12A] verwenden den Ansatz der tangierenden Teil- und Wälzkegel, 

um die Hauptverzahnungsdaten zu bestimmen. Sie stellen dazu zwei Vorgehensweisen 

vor, bei denen entweder die Profilverschiebung oder die Konuswinkel variiert werden, bis 

ein Linienkontakt vorliegt. Weiterhin zeigen sie den Einfluss der Verzahnungsdaten auf 

den FPD-Winkel, vgl. Kapitel 2.2.2. 

Die aufgezeigten Auslegungsverfahren ermitteln die Einbauposition und Verzahnungs-

daten rein geometrisch ohne Berücksichtigung von anliegenden Belastungen. Entweder 

ist der Bauraum bekannt oder ein Rad der Beveloidradpaarung ist gegeben. Schöler et 

al. leiten in [SCHÖLER17; SCHÖLER21] einen Berechnungsansatz zur Dimensionierung in 
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Anlehnung an [ISO6336 2006] und [LINKE10] her, welcher die Ermittlung der Hauptver-

zahnungsdaten ermöglicht. Zunächst wird die Dimensionierung einer Ersatzstirnradver-

zahnung unter Berücksichtigung der Grübchen- und Zahnfußtragfähigkeit nach ISO 6336 

[ISO6336 2006] durchgeführt. Diese wird anschließend mit dem Achswinkel in eine 

schneidende Achslage überführt. Um eine windschiefe Achslage zu erreichen, wird eine 

Transformation vorgenommen, bei der Einbaumaße und Schrägungswinkel schrittweise 

so angepasst werden, dass sich die Wälzkreisradien für Ritzel und Rad nicht ändern 

[SCHÖLER21, S. 66 ff.]. Abschließend wird über das Anpassen der Konuswinkelsumme 

das Tragbild nahezu mittig positioniert. 

Börner et al. [BÖRNER05A, S. 31] schlagen vor, dass eine äquivalente Ersatzstirnradver-

zahnung herangezogen werden kann, deren Hauptverzahnungsdaten die Zahnbreiten-

mitten der Beveloidräder beschreiben. Die Zahnbreitenmitte stellt dabei einen guten 

Kompromiss dar, um die sich aufgrund der linear veränderlichen Profilverschiebung aus-

gleichenden Einflüsse auf die Flanken- und Zahnfußtragfähigkeit zu berücksichtigen. Für 

eine umfangreiche Betrachtung hinsichtlich der Dimensionierung der festigkeitsrele-

vanten Verzahnungsdaten von Beveloidradpaarungen sei auf Schöler [SCHÖLER21, 

S. 47 ff.] verwiesen. 

2.4.2 Modifikation der Zahnflankengeometrie zur Optimierung des Übertra-

gungsverhaltens 

Bei einer Beveloidradpaarung ist eine Änderung der Mikrogeometrie durch Modifikation 

der Zahnflankengeometrie zwingend notwendig. Dadurch kann der Kontaktbereich ver-

größert werden. 

In der Patentschrift von Bregi und Francis [BREGI46] wird erstmals der punktförmige 

Kontakt im Eingriff beschrieben. Nach mittigem Ausrichten des Punktkontakts wird eine 

hohlballige Modifikation entlang der Zahnbreite vorgeschlagen, mit der sich der Traganteil 

von Beveloidrädern vergrößern lässt. Die vorab bestimmte Modifikation soll dabei so 

gewählt werden, dass das Tragbild nicht bis hin zu den Zahnenden ausgebildet ist, um 

mögliches Kantentragen zu vermeiden. Neben dem vergrößerten Tragbild wird die 

erhöhte Tragfähigkeit und Laufruhe im Einsatz hervorgehoben. 

Wagner [WAGNER93] beschreibt eine Methode zur Optimierung der Lage und Größe des 

Tragbilds von Beveloidradpaarungen in beliebiger Achslage. Hierzu wird die Geometrie 

von einem Rad vorgegeben und das exakte Gegenrad mit dem Relativgeschwindigkeits-

verfahren nach [FORT77] bestimmt. In diese konjugiert abwälzende Geometrie wird an-
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schließend ein Beveloidrad eingepasst, indem Konus- und Schrägungswinkel angenähert 

werden. Aufgrund der Einpassung entsteht eine voroptimierte Beveloidradpaarung, die 

trotz verringerter Klaffung immer noch punktförmig abwälzt. In windschiefer Achslage 

wird nur für eine Drehrichtung eine gute Annäherung an das exakte Gegenrad erreicht. 

Die Methode von [WAGNER93] wird in der Software BEVELO implementiert und durch 

Schimpf [SCHIMPF96] an einem Schiffswendegetriebe angewendet. Zur Umsetzung einer 

Breitenballigkeit ermittelt er über einen Schleifschablonenradius eine kreisförmige Kor-

rektur. Mit dieser modifizierten Bahn der Schleifscheibe wird während dem Schleifpro-

zess mehr Material in der Zahnbreitenmitte abgetragen. 

Basierend auf den Erkenntnissen in [SCHIMPF96] untersucht Winkler [WINKLER02] hohl-

ballig korrigierte Beveloidräder an einem Schiffsgetriebeprüfstand. Die hohlballige Kor-

rektur der Verzahnung führt zu einem vergrößerten Tragbild, sodass Versuche eine 

erhöhte Tragfähigkeit nachweisen. Darüber hinaus bestätigt er die in der Literatur be-

schriebene Unempfindlichkeit gegenüber Lageabweichungen und zeigt durch Schallmes-

sungen, dass die Zahnflankengeometrie einen wesentlichen Einfluss auf das Geräusch-

verhalten besitzt. 

Auch Komatsubara et al. [KOMATSUBARA02A; KOMATSUBARA02B] stellen eine hohlballige 

Modifikation über der Zahnbreite von Beveloidrädern vor, die jedoch nur für Geradver-

zahnungen zielführend angewendet werden kann. Die Zahnflankengeometrie wird hierzu 

durch eine hyperbolisch verlaufende Erzeugende modifiziert, sodass sich der Kontakt-

bereich vergrößert. Zur Validierung am Prüfstand werden Testräder mit einer doppel-

kegeligen Schleifscheibe gefertigt. Auf Grundlage dessen entwickelt Liu in [LIU02A] ein 

mathematisches Modell zur Erzeugung einer hohlballigen Zahnflankengeometrie für 

Schrägverzahnungen. Hierbei ist jedoch eine der beiden Verzahnungen nicht durch eine 

Evolvente beschreibbar. 

Börner et al. [BÖRNER05A; BÖRNER05B] legen eine schneidende Paarung bestehend aus 

Beveloid- und Zylinderrad aus. Dabei werden auf das Zylinderrad topologische Modifika-

tionen durch einen Schleifprozess aufgebracht, um das Übertragungsverhalten zu ver-

bessern. Die erzeugte Zahnflankengeometrie zeigt ein ähnlich gutes Einsatzverhalten 

hinsichtlich des Geräuschs wie ein schrägverzahntes Zylinderrad [BÖRNER05A]. Außer-

dem untersuchen Börner et al. [BÖRNER05B] mittels Kontaktsimulationen den Ease-Off 

von Beveloidradpaarungen. Ausgehend vom Ease-Off werden topologische Modifi-

kationen abgeleitet, die mit herkömmlichen Verzahnungsmaschinen fertigbar sind. Die 
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dazu erforderlichen Maschineneinstellungen und Werkzeuggeometrien werden mithilfe 

von Fertigungssimulationen berechnet. 

Auf Grundlage von breit angelegten Parameterstudien leitet Alxneit [ALXNEIT10] eine 

zweistufige Optimierungsmethodik ab. Im ersten Schritt werden die Beveloidräder so 

modifiziert, dass im lastfreien Zustand ein geringer Drehfehler unter Berücksichtigung der 

Tragbilder vorliegt. Daran anknüpfend können die Räder durch Überlagern von Korrektur-

geometrien optimiert werden, wobei deren Bestimmung einen großen Aufwand erfordert 

[ALXNEIT10, S. 119]. Zur Überprüfung wird eine Beveloidradpaarung lastfrei abgewälzt 

und das ermittelte Abwälzverhalten mit dem Drehfehler und Kontaktbereich aus der 

Simulation verglichen. Ebenfalls mit einem zweistufigen Vorgehen entwickelt Röthlings-

höfer [RÖTHLINGSHÖFER12] eine Auslegungsmethodik, um das Übertragungsverhalten 

von Beveloidradpaarungen zu verbessern. Zunächst wird basierend auf [WAGNER93] die 

Makrogeometrie der Verzahnung bestimmt. Anschließend erfolgt mit Variationsrech-

nungen die Modifikation der Mikrogeometrie, sodass eine geringe Drehwinkelabweichung 

und ein mittiges Tragbild vorliegt. Neben den lastfreien Abwälzversuchen wird auch das 

Abwälzverhalten unter Last untersucht und mit Simulationsergebnissen verglichen. Das 

verbesserte Übertragungsverhalten durch eine hohlballige Modifikation stößt bei Ver-

zahnungen mit großer Klaffung an die Grenzen [RÖTHLINGSHÖFER12, S. 101]. 

Zimmer [ZIMMER16] entwickelt auf Basis des räumlichen Verzahnungsgesetzes einen 

Flankengenerator, mit dem beliebige Zahnflankengeometrien erzeugt werden können. 

Die mathematische Beschreibung geht auf [JOHANN09] zurück. So kann bei Beveloid-

rädern durch Vorgabe eines Werkzeugprofils die Zahngeometrie modelliert oder aus-

gehend von einer vorgegebenen Verzahnung das benötigte Werkzeug abgeleitet werden. 

Darüber hinaus zeigt [ZIMMER16] für eine gegebene Beveloidradpaarung in windschiefer 

Achslage, dass eine Optimierung der Verzahnung mit einem rückwärts konjugierten 

virtuellen Bezugsprofil möglich ist. Die notwendige Werkzeugbahn wird in einer Closed-

Loop-Analyse über den Ease-Off ermittelt. 

Brecher et al. [BRECHER15; BRECHER16] legen dar, dass zur Auslegung einer geeigneten 

Beveloidradpaarung umfangreiche Studien erforderlich sind, um unter Vorgabe von Ziel-

größen (z. B. Zahnfußtragfähigkeit, Lebensdauer) die bestmögliche Lösung zu ermitteln. 

Bei der Herstellung der abgeleiteten Zahnflankengeometrie sind Toleranzen unvermeid-

bar. Dieser Herausforderung begegnen Brecher et al. [BRECHER16], indem auch ähnliche 

Varianten der Mikrogeometrie, die im möglichen Fertigungstoleranzfeld liegen, bei der 

Auswahl berücksichtigt werden. 
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Brimmers et al. stellen in [BRIMMERS17; BRIMMERS21] einen Ansatz mit mathematisch 

beschreibbaren Zahnflankenmodifikationen vor. Um das Übertragungsverhalten von 

Beveloidradpaarungen zu optimieren, wird ein zweidimensionales Polynom fünften Grads 

verwendet. Im Mittelpunkt der Untersuchung steht die Herstellbarkeit der freien Zahn-

flankenmodifikationen unter Berücksichtigung von möglichen Abweichungen. Insbe-

sondere durch das vorgestellte Metamodellierungskonzept kann eine effiziente Berech-

nung durch Verringerung der Variantenrechnungen erzielt werden. In Simulationen kann 

anhand einer Beispielradpaarung in schneidender Achslage das Potenzial dieses An-

satzes gezeigt werden. Im Vergleich zur nicht modifizierten Grundvariante oder zur 

Variante mit Standardmodifikationen können deutliche Verbesserungen hinsichtlich des 

Drehfehlers und der Beanspruchung erzielt werden [BRIMMERS21, S. 92 ff.]. Die experi-

mentellen Ergebnisse für den Drehfehler und das Tragbild unter Last stimmen gut mit 

den Simulationsergebnissen überein und bestätigen somit die Wirksamkeit der freien 

Zahnflankenmodifikationen [BRIMMERS21, S. 113 ff.]. 

Im Gegensatz zu iterativen Ansätzen leitet Traut in [TRAUT19] einen Ansatz für Beveloid-

radpaarungen in schneidender Achslage her, mit dem die notwendigen Zahnflanken-

modifikationen analytisch berechnet werden können. Hierbei erfolgt eine Modifikation der 

Profilverschiebungssumme entlang der Zahnbreite, sodass in jedem Stirnschnitt ein 

spielfreier Eingriff vorliegt. Zusätzlich wird eine tangentiale Anpassung der Stirnschnitte 

durchgeführt, damit die Wälzpunkte in der Eingriffslage die gleichen Positionen haben 

[TRAUT19, S. 109 ff.]. Dies führt in beiden Drehrichtungen zu einer Vergrößerung des 

Tragbilds und somit zu einer verbesserten Lastverteilung auf der Zahnflanke. Mit Ände-

rung der Profilverschiebung ist auch eine lokale Anpassung der Konuswinkel erforderlich, 

wodurch sich der links- und rechtsseitige Stirneingriffswinkel und somit die Grundkreis-

radien entlang der Zahnbreite ändern. Die modifizierte Zahnflankengeometrie wird dabei 

stirnschnittweise über ein Bezugsprofil festgelegt, dessen Stirnschnittgeometrie von den 

lokalen Verzahnungsdaten abhängt. Über die vorgestellte Stirnschnittbezugskurve (SBK) 

werden die Stirnschnitte im Raum positioniert. Die Herstellbarkeit wird durch Fertigungs-

simulationen gezeigt und anhand von gefertigten Testradsätzen verifiziert [TRAUT19]. 

Eine experimentelle Validierung der optimierten Beveloidradpaarungen fehlt jedoch. 

Neben dem hergeleiteten Ansatz implementiert Traut weitere Analyse- und Simulations-

werkzeuge im Simulationsprogramm für konische Stirnräder (SimKoS). Die Module von 

SimKoS sind in Bild 2.12 zusammengefasst. Eine ausführliche Beschreibung der Module 

ist in [TRAUT19, S. 43 ff.] gegeben. Mit der im Rahmen eines FVA-Projekts entwickelten 
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Erweiterung des Kegelradberechnungsprogramms BECAL 5.0 können Zahnkontakt-

simulationen zur Berechnung der Tragfähigkeit und Geräuschanregung von Beveloidrad-

paarungen realisiert werden [SCHLECHT14]. Die Schnittstelle zwischen SimKoS und 

BECAL ermöglicht, in SimKoS definierte 3D-Geometriedaten, Einbaulagen und Betriebs-

daten an BECAL zu übergeben und eine Simulation mit und ohne Last durchzuführen. 

Auf diese Schnittstelle und einzelne Berechnungsmodule in SimKoS wird im Rahmen 

dieser Arbeit zurückgegriffen. 

 

Bild 2.12: Berechnungsmodule in SimKoS nach [TRAUT19, S. 43] 

Mit der Schnittstelle zwischen SimKoS und der FE-Berechnung untersucht Beck [BECK15] 

die Steifigkeit im Zahneingriff einer Beveloidradpaarung und leitet einen lokalen Ansatz 

zur Bestimmung der Zahnfußspannung auf Basis der DIN-Berechnung [DIN3990-1 1987] 

her. In Prüfstandsversuchen können die mittels FE-Berechnung ermittelten Zahnfuß-

spannungen bestätigt werden. Auch Henser [HENSER15] untersucht theoretisch und ex-

perimentell die Zahnfußtragfähigkeit von Beveloidradpaarungen. Er entwickelt für die pa-

rallele Achslage einen normbasierten Berechnungsansatz. 

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die analytische Auslegung und Optimierung von Beve-

loidradpaarungen in beliebiger Achslage, weshalb nicht näher auf den Stand der Technik 

zum Festigkeitsnachweis eingegangen wird. Grundsätzlich wird für eine in Anlehnung an 

Zylinderräder genormte DIN- oder ISO-Berechnung ein annähernder Linienkontakt 

vorausgesetzt. Für eine Betrachtung der Tragfähigkeit einer Beveloidradpaarung sei auf 

Beck [BECK15, S. 27 ff.] und Traut [TRAUT19, S. 29 ff.] verwiesen. 
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2.5 Abweichungen und Verlagerungen von Beveloidradpaarungen 

Bei der Auslegung einer Radpaarung sind auftretende Abweichungen und Verlagerungen 

zu berücksichtigen. So liegen bereits im lastfreien Zustand montage- und fertigungsbe-

dingte Abweichungen der Achslage sowie fertigungsbedingte Zahnflankenabweichungen 

vor, die unter Last u. a. durch Deformationen der Zähne und des Welle-Lager-Systems 

überlagert werden [KLINGELNBERG08, S. 207]. Durch Zahnflankenmodifikationen können 

die entstehenden Flankenverlagerungen für einen bestimmten Lastbereich kompensiert 

werden. Hierzu werden bei Zylinderradpaarungen die in Bild 2.13a dargestellten Stan-

dardmodifikationen nach DIN ISO 21771 [DIN21771 2014] aufgebracht. Bei Beveloidrad-

paarungen wird außerdem die Umsetzbarkeit von freien Zahnflankenmodifikationen 

durch Polynome höheren Grads gezeigt [TRAUT19; BRIMMERS21]. 

Aufgrund der nicht parallelen Achslage bei Beveloidradpaarungen werden montage- und 

fertigungsbedingte Abweichungen der Achslage meist wie bei Kegelrädern am Achsen-

schnittpunkt definiert. Diese sind nach DIN 3971 [DIN3971 1980] die in Bild 2.13b einge-

zeichnete Achsversetzungsabweichung fa, Achswinkelabweichung fS sowie Ritzel- und 

Radverlagerung fs1,2 [SCHLECHT14]. 

 

Bild 2.13: a) Standardmodifikationen nach [DIN21771 2014] 

b) Achslageabweichungen bei Kegelrädern in Anlehnung [DIN3971 1980] 

Liu et al. [LIU02B] und Zhu et al. [ZHU12B] untersuchen in Sensitivitätsanalysen die Aus-

wirkung von Axial- und Winkelabweichungen auf das Übertragungsverhalten verlagerter 

Beveloidradpaarungen. Wie bereits in [BÜRKLE93] beschrieben, bestätigen sie die Un-

empfindlichkeit gegenüber axialen Abweichungen. Es werden jedoch trotz des deutlichen 
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Einflusses bei Winkelabweichungen und der resultierenden Verlagerungen des Tragbilds 

keine Modifikationen der Zahnflankengeometrie abgeleitet. 

Auch Liu et al. [LIU19A; LIU19B] führen Kontaktsimulationen von Beveloidradpaarungen 

in einem verlagerten Achssystem durch. Dabei werden Verformungen der Welle und 

Abweichungen der Einbaulage berücksichtigt, um die Sensitivität einer modifizierten 

Beveloidradpaarungen zu untersuchen [LIU19B]. 

Traut [TRAUT19, S. 68 ff.] führt Untersuchungen zum Einfluss von Standardmodifikati-

onen sowie Fertigungs- und Achslageabweichungen auf das Übertragungsverhalten von 

numerisch konjugierten Beveloidradpaarungen durch. Er kommt zu der Erkenntnis, dass 

sich konjugierte Beveloidradpaarungen hinsichtlich Tragbild und Drehfehler unter Berück-

sichtigung von Abweichungen in der Größe genormter Qualitätsstufen [DIN3962-1 1978; 

DIN3962-2 1978; DIN3964 1980] ähnlich zu Zylinderradpaarungen verhalten. 

2.6 Zusammenfassung und abgeleiteter Forschungsbedarf 

Der Stand der Forschung und Technik zeigt auf, dass sich Beveloidradpaarungen durch 

ihre Eignung zur Anordnung in beliebigen Achslagen bei kleinem Achswinkel hervor-

heben. Besonders eine windschiefe Achslage hat Potenzial, eine kompakte und flexible 

Getriebekonfiguration zu ermöglichen. Im Hinblick auf die Elektrifizierung gewinnen solch 

gewichtssparende und bauraumoptimale Antriebsstränge an Bedeutung. 

Zu Beveloidrädern und deren Eingriffsverhältnissen gibt es mehrere Untersuchungen, die 

ein umfassendes theoretisches Verständnis des Abwälzens schaffen, indem ausgehend 

von einer gemeinsamen Planverzahnung die Berührlinien und Kontaktpfade hergeleitet 

werden [BEAM54; HIERSIG79; MITOME85]. Obwohl die zugrunde liegenden Gleichungen 

von Beveloidrädern die Verallgemeinerung der Zylinderräder widerspiegeln, stellen die 

Auslegung und insbesondere die Optimierung von Beveloidradpaarungen große Heraus-

forderungen dar, da im Allgemeinen ein asymmetrisch verteilter Ease-Off vorliegt. 

Für die Dimensionierung festigkeitsrelevanter Verzahnungsdaten gibt es Ansätze, die auf 

eine Ersatzstirnradverzahnung zurückgreifen [BÖRNER05B; SCHÖLER21]. Davon ausge-

hend werden Konus- und Schrägungswinkel für die vorgegebene Einbaulage festgelegt. 

Dies erfolgt entweder mittels Berechnung der kinematischen Wälzkörper [TSAI07] oder 

iterativ durch Annäherung an die Einbaulage [SCHÖLER21]. Beide Ansätze führen zu 

einem mittigen Tragbild. Zu den Zahnenden hin klaffen die Zahnflanken aufgrund des 

Punktkontakts jedoch auseinander. 
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Um diesem Ease-Off entgegenzuwirken, wird bereits in der Patentschrift von Bregi und 

Fancis [BREGI46] eine ballige Modifikation vorgeschlagen. Viele Arbeiten befassen sich 

daraufhin mit der Definition der Zahnflankengeometrie von Beveloidradpaarungen, um 

das Übertragungsverhalten durch gezielte Modifikationen zu verbessern, wie auch in 

[BÖRNER05B; BRIMMERS21; SCHIMPF96; TRAUT19] nachzulesen ist. 

Detaillierte Untersuchungen des Ease-Offs in [BÖRNER05B; TRAUT19] zeigen, dass die 

anfänglich vorgeschlagene ballige Modifikation nicht ausreicht. Zur Kompensation des 

Ease-Offs ist eine komplexe Zahnflankenmodifikation erforderlich, die insbesondere eine 

Verschränkung auf der Zahnflanke aufweist. In der Praxis wird dazu entweder über 

Annäherung des numerisch konjugierten Gegenrads [SCHIMPF96] oder durch iteratives 

Vorgehen mit einer speziellen Software [BÖRNER05B] eine Modifikation ausgehend von 

einem vorgegebenen Rad abgeleitet. 

Brimmers [BRIMMERS21] schlägt freie Zahnflankenmodifikationen vor, um die konjugierte 

Zahnform anzunähern. Mit dem zweidimensionalen Polynom fünften Grads wird ein ver-

gleichbares Übertragungsverhalten wie bei der konjugierten Zahnform erzielt. Zur Be-

stimmung sind jedoch trotz eingeführtem Metamodell Variantenrechnungen erforderlich 

[BRIMMERS21, S. 96 ff.]. 

Statt eines iterativen Ansatzes wird in [TRAUT19] eine analytische Vorgehensweise vorge-

stellt, durch die die notwendigen Zahnflankenmodifikationen berechnet werden können. 

Die Grundidee dahinter ist eine Modifikation der Profilverschiebungssumme entlang der 

Zahnbreite, sodass in jedem Stirnschnitt ein spielfreier Eingriff vorliegt. Die Wirksamkeit 

dieses analytischen Ansatzes bei einer praxisrelevanten Auslegung wird gezeigt in 

[BACHMANN15; MARINO15]. 

Durch die zweidimensionale Betrachtungsweise eignet sich der Ansatz in [TRAUT19] aus-

schließlich für Beveloidradpaarungen in schneidender Achslage. Eine Erweiterung für 

windschiefe Achslagen ist nicht vorgesehen. Dieses Defizit ist aber von Bedeutung, wenn 

beispielsweise eine beliebige Anordnung der Verbindungswellen in einem allradgetrie-

benen Automobil zur optimalen Bauraumnutzung sowie Gewichts- und Kosteneinsparung 

[HÖBEL09] umgesetzt werden soll. Zudem werden erst mit windschiefen Achslagen 

Getriebekonzepte wie ein Schiffswendegetriebe [YOKEL72] ermöglicht. Mit dieser Arbeit 

soll diese Forschungslücke geschlossen und eine analytische Berechnungsmethode für 

Beveloidradpaarungen in beliebiger Achslage hergeleitet werden, die nach Möglichkeit 

auf weitere evolventische Verzahnungen übertragen werden kann. 
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3 Detaillierung der Aufgabenstellung 

Basierend auf der einleitenden Problemstellung und der Motivation sowie dem abgelei-

teten Forschungsbedarf soll die Zielsetzung und Aufgabenstellung konkretisiert werden. 

Anschließend folgt die Vorgehensweise, um die Forschungsziele der Arbeit umzusetzen. 

3.1 Konkretisierung der Aufgabenstellung und Zielsetzung 

Im Stand der Forschung und Technik werden Ansätze zur Auslegung und Optimierung 

von Beveloidradpaarungen vorgestellt, die jedoch insbesondere für windschiefe Achs-

lagen und für die Definition der Mikrogeometrie (Zahnflankengeometrie) hauptsächlich 

auf iterativen Lösungen beruhen. Eine durchgängige analytische Berechnungsmethode 

zur geometrischen Auslegung und Optimierung von Beveloidradpaarungen in beliebiger 

Achslage existiert bisher nicht. 

Wie der Auszug des Impact-Models in Bild 3.1 zeigt, werden durch die beabsichtigte 

Berechnungsmethode (= Unterstützung) die Qualität des Übertragungsverhaltens und 

die Güte der Zahnflankengeometrie direkt beeinflusst, sodass sich die messbaren 

Schlüsselfaktoren Gleichförmigkeit der Drehübertragung und Kontaktbereich auf der 

Zahnflanke verbessern (vollständiges Impact-Model in Anhang A.1). 

 

Bild 3.1: Auszug aus dem Impact-Model mit der Methode (= Unterstützung) 

Wie bereits in Kapitel 1 formuliert, lautet das Primärziel der vorliegenden Arbeit die Her-

leitung einer analytischen Berechnungsmethode für die Auslegung und Optimierung von 

Beveloidradpaarungen in beliebiger Achslage. 
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Mit der Berechnungsmethode soll über veränderliche Verzahnungsdaten entlang der 

Zahnbreite eine drehfehleroptimale Zahnflankengeometrie mit voll ausgebildeten Trag-

bildern und definiertem Verdrehflankenspiel erzielt werden. Ausgehend davon kann das 

Tragbild durch eine Änderung der Stirnschnittbezugskurve skaliert und positioniert wer-

den, um äußere Belastungen und die resultierenden Flankenverlagerungen zu berück-

sichtigen. Für den Einsatz dieser analytischen Modifikationen in der Praxis ist eine 

wirtschaftliche Herstellung auf konventionellen Verzahnungsmaschinen erforderlich. 

Daher wird zusätzlich in einer Fertigungssimulation die Herstellbarkeit von Beveloid-

rädern mit lokal angepassten Verzahnungsdaten beurteilt. 

Die vorgestellte Berechnungsmethode kann zu einer Zeiteinsparung bei der Auslegung 

der Zahnflankengeometrie führen, da der Ansatz den Nachteil bezüglich des Zeitauf-

wands iterativer Vorgehensweisen umgeht. Ein interessanter Aspekt eröffnet sich mit der 

Übertragbarkeit des mathematischen Ansatzes zur Ermittlung der Hauptverzahnungs-

daten für weitere evolventische Verzahnungen wie z. B. Schraubräder. 

Mit der vorgestellten Konkretisierung der Zielsetzung kann im Hinblick auf die wissen-

schaftliche Fragestellung folgende zentrale Forschungsfrage abgeleitet werden. 

Zentrale Forschungsfrage: 

Wie kann analytisch durch die Bestimmung der Hauptverzahnungsdaten und der 

Zahnflankengeometrie ein optimiertes Übertragungsverhalten von Beveloidrad-

paarungen in beliebiger Achslage erzielt werden? 

Abgeleitet von der zentralen Forschungsfrage kann die zentrale Forschungshypothese 

aufgestellt werden, die es in der Arbeit zu bestätigen gilt. 

Zentrale Forschungshypothese: 

Für eine Auslegung(1) von Beveloidradpaarungen in beliebiger Achslage(3,4) kann 

eine analytische Berechnungsmethode verwendet werden, die zu einem optimier-

ten Übertragungsverhalten(2) führt, eine wirtschaftliche Fertigung(5) der modifizier-

ten Beveloidräder ermöglicht und sich auf weitere Evolventenverzahnungen(6) 

übertragen lässt. 

Aus der zentralen Forschungshypothese dieser Arbeit lassen sich folgende Fragestel-

lungen ableiten, welche die Arbeitsschritte zur Beantwortung der Forschungsfrage defi-

nieren. Die Indizierung in der Forschungshypothese bezieht sich auf die Nummerierung 

der Fragestellungen. 
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(1) Wie müssen bekannte Gleichungen für Beveloidradpaarungen erweitert werden, 

um die Hauptverzahnungsdaten in beliebiger Achslage für ein mittiges Tragbild 

und definiertes Verdrehflankenspiel abzuleiten? 

(2) Wie kann bei einer Beveloidradpaarung über analytisch berechnete, lokal ange-

passte Verzahnungsdaten eine Annäherung an den konjugierten Eingriff erzielt 

werden? 

(3) Welche Grenzen liegen bei der Auslegung vor, die den Vertrauensbereich der 

Berechnungsmethode definieren? 

(4) Welche experimentellen Untersuchungen sind notwendig, um die mit der Berech-

nungsmethode ausgelegten Beveloidradpaarungen gezielt zu validieren? 

(5) Können Beveloidräder mit lokal angepassten Verzahnungsdaten entlang der 

Zahnbreite wirtschaftlich auf konventionellen Verzahnungsmaschinen gefertigt 

werden? 

(6) Auf welche evolventischen Verzahnungen kann die Berechnungsmethode durch 

geeignete Anpassungen übertragen werden? 

Der wesentliche Forschungsbedarf besteht in der Erarbeitung einer analytischen Berech-

nungsmethode für Beveloidradpaarungen in beliebiger Achslage, die eine drehfehleropti-

male Zahnflankengeometrie mit voll ausgebildeten Tragbildern ermittelt. Diese Methode 

soll dem Getriebeentwickler ermöglichen, auf Grundlage von geometrischen Rand-

bedingungen und Belastungen eine gezielte Auslegung und Optimierung der Beveloid-

radpaarung ohne umfangreiche, iterative Simulationen und Untersuchungen durchzu-

führen. Darüber hinaus sollen die Verzahnungsdaten frei innerhalb der durch die Einbau-

lage vorgegebenen Einschränkungen definierbar sein, sodass der Anwender bei der 

Getriebeentwicklung nicht eingeschränkt wird. 

3.2 Vorgehensweise zur Erreichung der Forschungsziele 

Aufbauend auf der allgemeinen Struktur in Bild 1.4 und den zugehörigen Fragestellungen 

wird die detaillierte Vorgehensweise in Bild 3.2 dargestellt. Zum Erreichen der Ziele glie-

dert sich die Arbeit in die nachfolgenden Kapitel. 

Kapitel 4: Auslegung und Optimierung von Beveloidradpaarungen in beliebiger Achslage 

Ausgehend von geometrischen Randbedingungen sind die festigkeitsrelevan-

ten Verzahnungsdaten (Zähnezahl, Modul, Zahnbreite) zu bestimmen, die 

zusammen mit den Vorgaben des Getriebeentwicklers zur Ermittlung der 
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Hauptverzahnungsdaten herangezogen werden. Mit den Gleichungen für den 

Achsversatz, den Achswinkel und die Zahndicke am Wälzkreis kann ein nicht 

lineares Gleichungssystem aufgestellt werden, dessen Lösung eine Beveloid-

radpaarung mit mittigem Tragbild und definiertem Verdrehflankenspiel ergibt. 

Darauf basierend werden mit der räumlichen Betrachtung der Eingriffsver-

hältnisse die Verzahnungsdaten lokal angepasst, um einen annähernd konju-

gierten Eingriff zu erzielen. Die in [TRAUT19, S. 83 ff.] vorgestellte Stirnschnitt-

bezugskurve zur Geometrieerzeugung wird erweitert, sodass eine korrekte 

Anordnung der Stirnschnitte gegeben ist. Weitere Anpassungen der Zahn-

flankengeometrie durch zusätzliche Vorgabe einer Zahnflankenmodifikation 

werden zur Skalierung und Positionierung des Tragbilds verwendet. Damit soll 

Kantentragen verhindert und eine mögliche Flankenverlagerung aufgrund 

eines verlagerten Achssystems kompensiert werden. 

Kapitel 5: Theoretische Untersuchung 

Für die Parameterstudie wird mit den funktionalen Bewertungskriterien (Trag-

bild, Drehfehler, Verdrehflankenspiel) ein zweistufiger Versuchsplan erstellt. 

Im ersten Schritt erfolgt die Variation einzelner Verzahnungsparameter, um so 

die Einzeleffekte zu untersuchen. Im nächsten Schritt werden die Parameter 

mit einem Einfluss auf die Bewertungskriterien in einem vollfaktoriellen Ver-

suchsplan variiert. Die durchgeführte Untersuchung liefert einen Vertrauens-

bereich für die vorgestellte Berechnungsmethode. Neben dem abgeleiteten 

Vertrauensbereich wird in einer Sensitivitätsanalyse der Einfluss eines ver-

lagerten Achssystems auf das Übertragungsverhalten von Beveloidrad-

paarungen mit lokal angepassten Verzahnungsdaten untersucht. 

Kapitel 6: Experimentelle Validierung 

Mithilfe des analytischen Flankengenerators in SimKoS werden die Zahn-

flankengeometrien in Form von Punktedaten generiert, die zur Erzeugung der 

Prüfradpaarungen mittels Fünf-Achs-Fräsen verwendet werden. Die gefertigte 

Ist-Geometrie der Prüfräder wird mit einer 3D-Koordinatenmessmaschine be-

stimmt. Zur Validierung finden auf einem institutseigenen Drehübertragungs-

prüfstand lastfreie Abwälzversuche statt, bei denen Tragbilder und Drehfehler-

verläufe ermittelt und mit den Simulationsergebnissen der vermessenen Ver-

zahnung verglichen werden. Wie bei der theoretischen Untersuchung soll auch 

am Prüfstand der Einfluss eines verlagerten Achssystems untersucht werden. 
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Kapitel 7: Beurteilung der Herstellbarkeit modifizierter Beveloidräder 

Neben der Herleitung und Absicherung der Berechnungsmethode soll in einer 

Fertigungssimulation die Herstellbarkeit von modifizierten Beveloidrädern in 

einem kontinuierlichen Abwälzverfahren beurteilt werden. Das in SimKoS 

implementierte Modul der Fertigungssimulation wird an die lokalen Ver-

zahnungsdaten der Berechnungsmethode angepasst, sodass direkt aus der 

Stirnschnittbezugskurve die erforderliche Werkzeugbahn abgeleitet werden 

kann. 

Kapitel 8: Übertragbarkeit auf weitere evolventische Verzahnungen 

Der mathematische Ansatz der Berechnungsmethode beschreibt den Eingriff 

von evolventischen Verzahnungen. Die Lösung des nicht linearen Gleichungs-

systems liefert die Hauptverzahnungsdaten für eine vorgegebene Achslage. 

Werden die kinematischen Wälzkörper angepasst, ist die Berechnungs-

methode auch auf weitere evolventische Verzahnungen wie z. B. Schraub-

räder übertragbar. 

 

Bild 3.2: Detaillierte Struktur der Arbeit mit Vorgehensweise zum Erreichen der 

Forschungsziele 
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Die vorgestellte Berechnungsmethode wird in einer Programmdatei umgesetzt, welche 

von der institutseigenen Simulationssoftware SimKoS ausführbar ist. Auch die weiteren 

Berechnungsroutinen sind in SimKoS als Module implementiert und können so über eine 

gemeinsame Oberfläche benutzerfreundlich angesteuert werden. 
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4 Auslegung und Optimierung von Beveloidradpaarungen in 

beliebiger Achslage 

Der Auslegungsprozess von Beveloidradpaarungen beinhaltet die Dimensionierung der 

festigkeitsrelevanten Verzahnungsdaten (Zähnezahl, Modul, Zahnbreite), die Bestim-

mung der weiteren Hauptverzahnungsdaten und die Optimierung der Zahnflankengeo-

metrie. Zunächst soll in Kapitel 4.1 ein Überblick der Berechnungsmethode gegeben 

werden. Anschließend wird in Kapitel 4.2 - 4.6 auf die neu entwickelten Berechnungs-

schritte im Detail eingegangen. 

4.1 Überblick über die vorgestellte Berechnungsmethode 

Die Berechnungsschritte in Bild 4.1 veranschaulichen die vorgestellte Berechnungs-

methode. Auf der linken Seite sind Ansatz bzw. Vorgehensweise und auf der rechten 

Seite die Ergebnisse des jeweiligen Berechnungsschritts vereinfacht dargestellt. 

Zunächst werden mit geometrischen Randbedingungen und Vorgaben an eine Rad-

paarung die festigkeitsrelevanten Verzahnungsdaten einer Ersatzstirnradverzahnung ba-

sierend auf den Grundgleichungen der ISO 6336 [ISO6336 2006] für den Nachweis der 

Grübchen- und Zahnfußtragfähigkeit nach dem in Linke [LINKE10, S. 488 f.] vorgestellten 

Vorgehen bestimmt. Die verwendeten Gleichungen für den Mindestteilkreisdurchmesser 

und -modul werden dazu an die zusätzlichen Randbedingungen von Beveloidrad-

paarungen angepasst, sodass die Festigkeitsreserve bestmöglich ausgenutzt wird. 

Auf Grundlage der festigkeitsrelevanten Daten wie Modul, Zähnezahl und Zahnbreite 

können die weiteren Hauptverzahnungsdaten wie Profilverschiebung, Konus- und Schrä-

gungswinkel für das Referenzstirnschnittpaar ermittelt werden. Hierzu wird ein Glei-

chungssystem bestehend aus der Einbaulage und der Korhammerschen Beziehung um 

ein definiertes Verdrehflankenspiel erweitert und gelöst. Das Verdrehflankenspiel stellt 

die Länge des Wälzbogens dar, wenn bei festgehaltenem Rad das Gegenrad von der 

Anlage der Rechtsflanke bis zur Anlage der Linksflanke verdreht wird [DIN21771 2014]. 

Die so ausgelegte Beveloidradpaarung wälzt drehfehlerfrei mit einem mittigen Tragbild 

und einem definierten Verdrehflankenspiel ab. 

Das mittige Tragbild stellt die Ausgangslage für den in dieser Arbeit entwickelten Opti-

mierungsschritt dar, bei dem die Radpaarung zunächst in Stirnschnittpaare unterteilt wird. 

Anschließend werden die Verzahnungsdaten entlang der Zahnbreite so angepasst, dass 

jedes Stirnschnittpaar einzeln betrachtet unter einem definierten Verdrehflankenspiel 
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abwälzt und so über alle Eingriffsstellungen ein annähernd konjugierter Eingriff resultiert. 

Aus den lokal angepassten Verzahnungsdaten resultieren unterschiedliche Stirnschnitt-

geometrien aufgrund der nicht konstanten Grundkreisradien und Stirneingriffswinkel. 

 

Bild 4.1: Überblick der vorgestellten Berechnungsmethode 
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Zur korrekten Modellierung der Zahnflankengeometrie mit veränderlichen Verzahnungs-

daten entlang der Zahnbreite wird die räumliche Stirnschnittbezugskurve (SBK) aus 

[TRAUT19, S. 83 ff.] erweitert. 

Ähnlich wie Zylinderräder können Beveloidradpaarungen mit konjugiertem Eingriff nicht 

ohne weitere Modifikationen eingesetzt werden, da aufgrund von Abweichungen und 

Verlagerungen Kantentragen und konzentrierte Lastspitzen im Einsatz entstehen. Eine 

Möglichkeit zur Skalierung und Positionierung des Tragbilds bietet die Modifikation der 

Stirnschnittbezugskurve oder des Verdrehflankenspiels entlang der Zahnbreite. 

Für die ausgelegte Beveloidradpaarung ist zu prüfen, ob die Berandung der Zahnflanken 

und die Profilverschiebungsgrenzen entsprechend den Vorgaben eingehalten werden. 

Die Anpassung der Kopfberandung ist insbesondere bei modifizierten Beveloidrad-

paarungen erforderlich, da eine nicht lineare Profilverschiebung rechnerisch einen 

gekrümmten Verlauf der Kopfkreisradien zur Folge hat. Im Bereich der Ferse kann dieser 

Verlauf zu einer Kollision mit dem Zahnfußbereich des Gegenrads führen. Um dies zu 

verhindern und die endgültige Außengeometrie des Rohlings festzulegen, wird an drei 

Stützstellen der Kopfkreisradius zur Umsetzung eines definierten Kopfspiels festgelegt. 

Die Stützstellen werden jeweils durch Geraden verbunden. Abschließend wird mit den 

bekannten Zusammenhängen aus dem Stand der Technik geprüft, ob die geometrischen 

Grenzen an der Zehe (Unterschnitt und Mindestkopfkreis) sowie an der Ferse (Spitz-

grenze) eingehalten werden [BACHMANN09; ROTH98, S. 243 ff.]. 

Im Fall einer verletzten geometrischen Grenze kann gezielt zu einem der vorherigen 

Schritte gesprungen werden und in Abhängigkeit der Vorgaben ggf. die Zahnbreite, die 

Profilverschiebung oder der Konuswinkel angepasst werden. Eine detaillierte Beschrei-

bung zur Behandlung einer verletzten geometrischen Grenze ist in [SCHÖLER21, S. 54 ff.] 

zu finden und ist teilweise durch Tomaz [TOMAZ20, S. 23 ff.] in die hier vorgestellte 

Berechnungsmethode überführt worden. 

4.2 Dimensionierung der festigkeitsrelevanten Verzahnungsdaten 

Die Dimensionierung zielt darauf ab, die Verzahnungsdaten so festzulegen, dass eine 

möglichst hohe Ausnutzung der Festigkeitsreserven gelingt. In Anlehnung an Zylinder-

räder werden die Grundgleichungen der ISO 6336 [ISO6336 2006] für den Nachweis der 

Grübchen- und Zahnfußtragfähigkeit herangezogen. Damit wird nach dem in [LINKE10, 

S. 488 f.] vorgestellten Vorgehen der Mindestteilkreisdurchmesser und -modul einer Er-

satzstirnradverzahnung ausgelegt, welche die Zahnbreitenmitte der Beveloidradpaarung 



- 44 - 4 Auslegung und Optimierung von Beveloidradpaarungen in beliebiger Achslage 

 

beschreibt [BÖRNER05A, S. 31]. Aufgrund zusätzlicher Randbedingungen bei Beveloid-

radpaarungen in beliebiger Achslage sind die Grundgleichungen so zu modifizieren, dass 

nach Möglichkeit eine optimale Ausnutzung des Bauraums bzw. Materials erreicht wird. 

Die Herleitung der Dimensionierung einer Beveloidradpaarung ist nicht Teil dieser Arbeit 

und in [SCHÖLER21, S. 48 ff.] zu finden. Der nachfolgende Abschnitt beschreibt die we-

sentlichen Erweiterungen im Vergleich zur Auslegung von Zylinderrädern. 

Der hier zugrunde liegende Ansatz zur Dimensionierung wurde unter Anleitung des 

Autors von Tomaz [TOMAZ20] basierend auf [SCHÖLER17] erweitert. Bei einer Beveloid-

radpaarung sind aufgrund der zusätzlichen Freiheitsgrade jeweils ein Konus- q und 

Schrägungswinkel b bzw. deren Aufteilung auf Rad 1 und 2 nach (4.1) erforderlich, um 

eine eindeutige Auslegung sicherzustellen. 

q'  
q2

q1  q2
      und       b'  

b
2

b
1
  b

2

 (4.1) 

Insbesondere die Kenntnis über den Schrägungswinkel b ermöglicht es, die Gleichungen 

für Mindestteilkreisdurchmesser d1 min (4.2) und -modul mn min (4.3) um den Schrägen-

faktor Zb bzw. Yb zu erweitern, vgl. [SCHÖLER21, S. 50 f.]. Die Abhängigkeit des Schrägen-

faktors Yb vom Modul erfordert jedoch das Lösen einer quadratischen Gleichung, wie in 

[SCHÖLER21, S. 52] ausführlich beschrieben ist. Für eine konservative Auslegung bei der 

Dimensionierung ist der größere Schrägungswinkel der Radpaarung einzusetzen. 

d1 min  
2 Ͻ T1 Ͻ KH
b
d1

Ā
ZE Ͻ ZH Ͻ Ze Ͻ Zb
ZN Ͻ sHlim

SHmin

2

Ā 
u  1

u

3

 (4.2) 

mn min  
2 Ͻ T1 Ͻ KF

d1
2
 Ͻ bd1

Ā
YFS Ͻ Ye Ͻ Ybmn
YN Ͻ YA Ͻ sFE

SFmin

 (4.3) 

Mit (4.2) und (4.3) können Mindestteilkreisdurchmesser und -modul in Abhängigkeit des 

Antriebsmoments T1, des Zähnezahlverhältnisses u, des Breiten-Durchmesserverhält-

nisses b/d1, der Sicherheiten SH,Fmin, der Dauerfestigkeiten sFE,Hlim sowie der Kraft- und 

Anwendungsfaktoren Z und Y berechnet werden. Für die Wahl der einzelnen Faktoren 

sei auf ISO 6336 [ISO6336 2006] und auf Empfehlungen in [SCHÖLER21] verwiesen. 

In dieser Arbeit wird bei der Dimensionierung von Beveloidradpaarungen die über Achs-

winkel S und Achsversatz a vorgegebene Einbaulage [ROTH98, S. 273 f.] berücksichtigt, 

um die unbekannten Konus- und Schrägungswinkel zu bestimmen. 
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cosS cosq Ͻcosq2Ͻcosb1  b2 sinq1Ͻsinq2  (4.4) 

a   
r1 Ͻcosq2  r2 Ͻcosq1 Ͻsinb1  b2

sinS
        mit         r2  r1 Ā u (4.5) 

So kann beispielsweise bei Vorgabe eines Schrägungswinkels mittels einer Iteration von 

(4.2) bis (4.5) der Schrägungswinkel des Gegenrads in Abhängigkeit der Einbaulage aus-

reichend genau berechnet werden, um Zb bzw. Yb zu berücksichtigen. 

4.3 Ermittlung der Hauptverzahnungsdaten von Beveloidradpaarungen 

Bei Beveloidradpaarungen können zur Beschreibung des Eingriffsverhaltens die bekann-

ten Gleichungen für evolventische Verzahnungen in angepasster Form herangezogen 

werden. Aufgrund der Übertragbarkeit dieser Gleichungen wird die nachfolgende For-

schungsfrage zur Auslegung von Beveloidradpaarungen entwickelt. 

 

Der Ansatz zur Ermittlung der Hauptverzahnungsdaten beruht darauf, dass zwei imagi-

näre Zahnstangen zur Beschreibung der identischen Beveloidradpaarung verwendet 

werden können [TSAI07]. Die Zahnstangen besitzen zwar unterschiedliche Geometrien 

(Eingriffswinkel und Modul), hängen jedoch über die Größen am Grundzylinder voneinan-

der ab. Liegt bei der Paarung keine Profilverschiebung im betrachteten Stirnschnitt vor, 

sind beide Zahnstangen identisch. Dies ist bei einer Zylinderradpaarung vergleichbar mit 

dem Teil- und Wälzzylinder, die sich bei vorgegebener Profilverschiebung unterscheiden, 

aber dennoch auf den gleichen Grundzylinder zurückgeführt werden können. 

Das neu eingeführte Gleichungssystem und die Ergebnisse sind teilweise in Marino et al. 

[MARINO19A] veröffentlicht. 

4.3.1 Auslegung mit mittigem Tragbild und definiertem Verdrehflankenspiel 

Die Hauptverzahnungsdaten einer Beveloidradpaarung definieren die evolventische 

Form des Referenzstirnschnittpaars. Dieses Paar bestehend aus dem Referenzstirn-

schnitt (RSS) von Rad 1 und 2 kann an einer beliebigen Position entlang der Zahnbreite 

definiert werden. Nachfolgend befindet sich der RSS jeweils in der Zahnbreitenmitte, was 

für Beveloidradpaarungen üblich ist, u. a. in [BÖRNER05A, S. 31]. 

Forschungsfrage zu Kapitel 4.3 

Wie müssen bekannte Gleichungen für Beveloidradpaarungen erweitert werden, um 

die Hauptverzahnungsdaten in beliebiger Achslage für ein mittiges Tragbild und defi-

niertes Verdrehflankenspiel abzuleiten? 
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Bild 4.2 zeigt die kinematischen Grundkörper (Kegel) einer Beveloidradpaarung. Die 

Grundflächen entsprechen der Position des RSS und werden über die Teilkreisradien rp1,2 

bzw. Wälzkreisradien rw1,2 bestimmt. Bei einer Profilverschiebung x1,2 Ͻ mn im RSS unter-

scheiden sich Teil- und Wälzkegel. Die Wälzkegel sind dabei so im Raum angeordnet, 

dass sich die Grundflächen im Wälzpunkt C berühren und die Mantelflächen eine gemein-

same Wälzebene tangieren. Die räumliche Anordnung der Radachsen zueinander wird 

über den Achsversatz a und den Achswinkel S definiert. Für das Koordinatensystem von 

Rad 1 und 2 gilt, dass die z-Achse mit der Radachse übereinstimmt und die x-Achse von 

Rad 1 betrachtet in Richtung des Achsversatzes zeigt. Die y-Achse ergibt sich ent-

sprechend für ein Rechtssystem. Die Koordinatensysteme werden in Anhang A.2 her-

geleitet. 

 

Bild 4.2: Kinematische Grundkörper einer Beveloidradpaarung in beliebiger Achslage 

Um den Zahneingriff in beliebiger Achslage zu betrachten, wälzen die Beveloidräder mit 

zwei imaginären Zahnstangen der Dicke null ab, wie in Bild 2.7 dargestellt [MITOME91; 

TSAI07]. Bild 4.3 zeigt die nach DIN 867 [DIN867 1986] definierten Bezugsprofile der 

beiden Zahnstangen. Daneben befinden sich die im Raum angeordneten Zahnstangen, 

wobei diese vereinfacht als Zahnlücke wiedergegeben werden. 

An der imaginären Zahnstange des Teilkegels in Bild 4.3a werden Normalmodul mn und 

Profilwinkel ap des Bezugsprofils definiert. Der Schrägungswinkel bp und der Konus-

winkel qp legen dabei die Verdrehung und Verkippung der imaginären Zahnstange fest. 

Die Größen am Teilkegel beschreiben die Evolvente des Beveloidrads und somit die 

Werkzeuggeometrie. 
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Die imaginäre Zahnstange mit dem Modul mwn und dem Profilwinkel aw definiert die Grö-

ßen am Wälzkegel, siehe Bild 4.3b. Die Verdrehung und Verkippung durch Schrägungs-

winkel bw und Konuswinkel qw ordnet die Wälzkegel aus Bild 4.2 so im Raum an, dass 

sie sich im Wälzpunkt C tangieren. Somit dienen die Größen am Wälzkegel der Berech-

nung der Einbau- und Eingriffsposition. [TSAI07] 

 

Bild 4.3: Imaginäre Zahnstangen zur Definition der a) Teil- und b) Wälzkegel einer 

Beveloidradpaarung 

Für den allgemeinen Fall einer beliebigen Achslage gilt nach dem Verzahnungsgesetz 

für ein Abwälzen ohne Abheben oder Durchdringen, dass die Normalgeschwindigkeiten 

vn von Rad 1 und 2 am Wälzpunkt C identisch sind [ZIMMER16, S. 6]. 

vn  w1 Ͻ rw1 Ͻ cosbw1  w2 Ͻ rw2 Ͻ cosbw2  (4.6) 

Aus dem Verhältnis der Wälzgeschwindigkeiten w1,2 kann der Zusammenhang zwischen 

den Wälzkreisradien von Rad 1 und 2 abgeleitet werden. Gleichzeitig kann die Über-

setzung i über die Teilkreisradien ausgedrückt werden. 

i  
w1

w2
  
rw2 Ͻcosbw2
rw1 Ͻcosbw1

   
r2 Ͻcosbp2
r1 Ͻcosbp1

  (4.7) 

Wird (4.7) so umgestellt, dass die Größen für Rad 1 auf der linken und für Rad 2 auf der 

rechten Seite stehen, können nach Tsai [TSAI07] die Profilwinkel der beiden Zahnstangen 

aus Bild 4.3 ins Verhältnis gesetzt werden. 

rp1 Ͻcosbp1

rw1 Ͻcosbw1
  
rp2 Ͻcosbp2

rw2 Ͻcosbw2
  
cosaw

cosap
  (4.8) 

Wie bereits aus dem Stand der Technik bekannt ist, haben schrägverzahnte Beveloid-

räder aufgrund der Verdrehung und Verkippung des Bezugsprofils einen asymmetrischen 
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Stirnschnitt. Die unterschiedlichen Stirneingriffswinkel auf Links- und Rechtsflanke gelten 

für die Zahnstange am Teil- und Wälzkreis. 

tanat(w)L,R  
tanap(w)

cosb
p(w)

 Ͻcosqp(w)tanbp(w)Ͻsinqp(w) (4.9) 

Der Vorteil des vorgestellten Ansatzes liegt in der direkten Bestimmung der Wälzeingriffs-

winkel awL,R über die Zahnstange, sodass die Wälzkreisradien ohne abgewinkelten Achs-

abstand festgelegt werden können. Eine Transformation ausgehend von einer Zylinder-

radpaarung mit Ersatzachsabstand aE nach [BÜRKLE93] entfällt, wie es in [SCHÖLER21, 

S. 64 ff.; TRAUT19, S. 44 f.] erforderlich ist. Analoges gilt für den Schrägungswinkel auf 

Links- und Rechtsflanke. 

tanb
(w)L,R

   ᴜ
tanap(w)

cosb
p(w)

 Ͻsinqp(w)tanbp(w)Ͻcosqp(w)  (4.10) 

Mit dem Zusammenhang der Größen in (4.8) und der Bedingung, dass Wälz- und Teilke-

gel jeweils den identischen Grundzylinder besitzen, gilt für den Schrägungs- und Stirnein-

griffswinkel folgende Gleichung. 

tanb
wL,R
  tanb

L,R
Ͻ 
cosatL,R

cosawL,R
  (4.11) 

Die Herleitung der Gleichung findet sich in [TSAI07]. Durch Umformungen und Differenz-

bildungen können der Konus- und Schrägungswinkel am Wälzkegel in Abhängigkeit von 

den Größen am Teilkegel und dem Profilwinkel aw ausgedrückt werden. 

sinqw  sinqpϽ 
sinap

sinaw
 (4.12) 

sinb
w
  sinb

p
Ͻ 
cosapϽcosqp

cosawϽcosqw
 (4.13) 

Bei Verzahnungen ohne Profilverschiebung kann mit (4.12) und (4.13) gezeigt werden, 

dass bei gleichem Profilwinkel (ap = aw) auch die Verkippung (qp = qw) und Verdrehung 

(bp = bw) der Zahnstangen übereinstimmen. 

Mit den hergeleiteten Größen können die Beveloidräder über den Achswinkel S, den 

Achsversatz a und die Einbauabstände Z1,2 so positioniert werden, dass das Abwälzen 

am Referenzstirnschnittpaar stattfindet. Die Summe der Schrägungswinkel am Wälzkreis 

definiert das Vorzeichen des Achsversatzes. So liegt bei einer positiven Summe ein 

positiver Achsversatz vor. Diese Definition ist im Vergleich zu Kegelrädern unabhängig 

von der Verteilung der Schrägungswinkel auf Rad 1 und 2 [KLINGELNBERG08, S. 14 f.]. 

cosS cosqw1 Ͻcosqw2Ͻcosbw1 bw2 sinqw1Ͻsinqw2  (4.14) 
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a   
rw1 Ͻcosqw2  rw2 Ͻcosqw1 Ͻsinbw1 bw2

sinS
  (4.15) 

Z1,2
rw1,2ϽcosS  rw2,1Ͻcosbw1bw2 a Ͻsinb

w1
b
w2
Ͻcosqw2,1tanSϳ

sinqw1,2 Ͻcosqw2,1Ͻcosbw1bw2  cos qw1,2 Ͻsinqw2,1
  (4.16) 

Zusätzlich zum mittigen Tragbild soll bei der Beveloidradpaarung ein Eingriff mit defi-

niertem Verdrehflankenspiel realisiert werden. Hierzu müssen am Wälzkreis die Summe 

aus Zahndicke swn1,2 und Verdrehflankenspiel jwn der Teilung pwn entsprechen [ROTH98 

S. 150]. Die Zahndicken sind im Stirnschnitt des Beveloidrads angegeben und werden 

mit dem Schrägungswinkel bw1,2 in den Normalschnitt umgerechnet. 

p
wn
 swt1 Ācosbw1  swt2 Ācosbw2  jwn mwn Ͻ p  (4.17) 

Nach Umformungen ergibt sich die Korhammersche Beziehung [KORHAMMER52] für eine 

Beveloidradpaarung erweitert um ein definiertes Verdrehflankenspiel. Die Berücksichti-

gung des Verdrehflankenspiels bei der Bestimmung der Hauptverzahnungsdaten unter-

scheidet die Berechnungsmethode von bisherigen Ansätzen. 

2 Ͻ tan ap Ͻ x1 Ͻcosqp1  x2 Ͻcosqp2  
j
t1,2

mt1,2
 

 
 

z1

2
Ͻ inv awL1  inv awR1  inv atL1  inv atR1  

z2

2
Ā inv awL2  inv awR2  inv atL2  inv atR2  

(4.18) 

In (4.18) erfolgt eine Umrechnung des definierten Verdrehflankenspiels vom Normal-

schnitt am Wälzkreis jwn zum Stirnschnitt am Teilkreis jt1,2, da das für den Vergleich heran-

gezogene simulierte Verdrehflankenspiel in BECAL am Teilkreisradius von Rad 2 ausge-

wertet wird [SCHLECHT14, S. 19 f.]. 

Die bekannten Gleichungen für den Achswinkel S (4.14), den Achsversatz a (4.15) und 

die Korhammersche Beziehung erweitert um ein definiertes Verdrehflankenspiel (4.18) 

bilden das hergeleitete Gleichungssystem in dieser Arbeit. Durch Lösen der Gleichungen 

können die Hauptverzahnungsdaten für das Referenzstirnschnittpaar bestimmt werden. 

S    ä ap, aw, bp1,2, qp1,2  
(4.19) 

a    ä ap, aw, bp1,2, qp1,2, mn, z1,2 
 

p
w
  ä ap, aw, bp1,2, qp1,2, mn, z1,2, x1,2, jt1,2 

 

Das aus verzahnungsgeometrischen Gleichungen bestehende Gleichungssystem kann 

numerisch nach den unbekannten Größen Konuswinkel qp1,2, Schrägungswinkel bp1,2 und 

Profilwinkel aw aufgelöst werden. Letztgenannter ergibt sich aus dem Zusammenhang 
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zwischen den Größen am Wälz- und Teilkegel. Die Anzahl der Unbekannten wird redu-

ziert, indem die Konus- und Schrägungswinkel entweder für ein Rad vorgegeben oder 

entsprechend dem Verhältnis in (4.1) verteilt werden. Die Angabe eines Verhältnisses 

ermöglicht eine Auslegung ohne Vorgabe eines Winkels. 

Weitere Vorgaben wie Modul, Zahnbreite und Zähnezahl folgen aus der Dimensionierung 

der Beveloidradpaarung in Kapitel 4.2 oder können vorgegeben werden. Die Profilver-

schiebungssumme und deren Aufteilung auf Rad 1 und 2 kann entweder frei gewählt oder 

in Bezug auf Tragfähigkeit und Überdeckung aufgebracht werden. Zu berücksichtigen ist 

dabei die maximal ausführbare Zahnbreite, die durch die Wahl der Profilverschiebung 

beeinflusst werden kann, wie in [SCHÖLER21, S. 58] ausführlich beschrieben ist. Für eine 

von null abweichende Profilverschiebungssumme in der Zahnbreitenmitte ist eine Anpas-

sung der Konuswinkel notwendig, um ein mittiges Tragbild auf der Zahnflanke zu erhal-

ten, u. a. in [TSAI07]. Bei dem hier vorgestellten Ansatz werden die Konuswinkel durch 

Lösen des Gleichungssystems in (4.19) direkt bestimmt. 

Die Einbaulage und die Hauptverzahnungsdaten des Referenzstirnschnittpaars ermög-

lichen, eine nicht modifizierte Zahnflankengeometrie in SimKoS zu modellieren und mit-

tels der Schnittstelle zu BECAL [SCHLECHT14] eine Kontaktsimulation durchzuführen. In 

Bild 4.4 sind die Tragbilder und Drehfehlerverläufe für eine lastfrei abgewälzte Beveloid-

radpaarung mit Achswinkel S = 15° und Achsversatz a = 100 mm dargestellt. Diese 

Radpaarung dient im weiteren Verlauf als Referenzverzahnung. Falls nicht ausdrücklich 

darauf hingewiesen, werden Hauptverzahnungsdaten (HVD) und Ergebnisdarstellung für 

nachfolgende Untersuchungen übernommen. Abweichende Hauptverzahnungsdaten 

werden in den Bildern fett hervorgehoben. Die lastfreien Tragbilder werden mit einem 

Kontaktabstand (entspricht der Tuschierpastendicke [KLINGELNBERG08, S. 90]) von 

kleiner als 6 mm eingefärbt. Der Flächenschwerpunkt bildet in axiale Richtung die Lage 

des Tragbildschwerpunkts zTB. 

 

Bild 4.4: Tragbilder und Drehfehlerverläufe einer beispielhaften Beveloidradpaarung 

für Links- (links) und Rechtsflanke (rechts) von Rad 1 
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Die Zuordnung der Links- und Rechtsflanke erfolgt über 1L und 1R. In Zahnbreiten-

richtung ist die Zehe durch Z und die Ferse durch F gekennzeichnet. Der geometrische 

Drehfehlerverlauf wird mithilfe von 25 Wälzstellungen je Teilung diskretisiert. 

Durch Vorgabe von Rad 1 können Konus- und Schrägungswinkel von Rad 2 (qp2 = 5,59°, 

bp2 = -11,91°) mit (4.19) berechnet werden. Mit dem punktförmigen Kontakt in der Zahn-

breitenmitte entsteht auf Links- und Rechtsflanke jeweils ein Tragbild, dessen Form nach 

DIN 3971 [DIN3971 1980, S. 21] als hohes Mittentragen charakterisiert werden kann. Die 

rot gekennzeichnete Linie stellt exemplarisch die Berührlinie für eine Eingriffsstellung dar, 

welche in Kapitel 2.2.2 anhand der Planverzahnung hergeleitet wird. Der Abschnitt der 

Berührlinie, in dem sich die Zahnflanken tatsächlich berühren, wird als Kontaktstrecke 

bezeichnet und bestimmt das charakteristische Kontaktbild [DIN21771 2014]. Die axiale 

Lage des Tragbildschwerpunkts zTB quantifiziert die Außermittigkeit des Tragbilds. Auf 

beiden Flanken liegt ein absoluter Wert von etwa 0,3 mm vor. Der Traganteil ist der pro-

zentuale Anteil der aktiven Zahnflanke [LINKE10, S. 613]. Der geringere Traganteil von 

14,1 % auf der Linksflanke im Vergleich zu 24,2 % auf der Rechtsflanke kann mit dem 

größeren Absolutwert des FPD-Winkels auf der Linksflanke (kL º 15,3° und kR º 8,5°) 

begründet werden, vgl. Kapitel 2.2.2. Zur Bestimmung der FPD-Winkel müssen in (2.7) 

die Größen der Zahnstange am Wälzkreis eingesetzt werden. Über alle Eingriffs-

stellungen betrachtet entsteht durch den Punktkontakt der dargestellte Kontaktpfad (PoC) 

von Zahnkopf bis -fuß. 

Die Neigungen des PoC e'L,R können für eine beliebige Achslage bestimmt werden, indem 

der Normalenvektor des PoC nᴆPoC in den Axialschnitt projiziert wird. Die neu eingeführte 

Gleichung für e'L,R wird in Anhang A.2 hergeleitet und basiert auf den geometrischen 

Überlegungen von Mitome [MITOME85]. 

cose'L,R 
tanawL,R

tan
2
aw tan

2
awϽtan

2
b
w
tan
2
b
w

 
(4.20) 

Für die Referenzverzahnung ergibt sich mit den Verzahnungsdaten am Wälzkegel eine 

Neigung des PoC von e'L1 = 31,1° auf der Links- und e'R1 = 46,6° auf der Rechtsflanke. 

Im rechten Diagramm in Bild 4.4 ist der Verlauf des Drehfehlers d über zwei Teilungen 

aufgezeichnet. Auf beiden Zahnflanken tritt kein Drehfehler (dL,R << 0,1 mm) auf, sodass 

die Beveloidradpaarung die Drehbewegung richtungsunabhängig gleichmäßig überträgt. 

Zusammengefasst ermöglicht das Gleichungssystem in (4.19) die Ermittlung der Haupt-

verzahnungsdaten einer Beveloidradpaarung in beliebiger Achslage, sodass im Refe-
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renzstirnschnittpaar Abwälzen stattfindet. Die erforderlichen Gleichungen sind in diesem 

Kapitel aufgeführt und befähigen zur direkten Auslegung einer Beveloidradpaarung. 

4.3.2 Umsetzung eines definierten Verdrehflankenspiels 

Das Verdrehflankenspiel verhindert ein Klemmen der Radpaarung aufgrund von Zahn-

dickentoleranzen sowie weiteren Abweichungen und Verformungen. Der erforderliche 

Wert für Zylinderräder kann nach DIN 3967 [DIN3967 1978] bestimmt werden. Die Refe-

renzverzahnung wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit um ein Verdrehflankenspiel von 

jt = 125 mm ergänzt und gleicht damit der Paarung 1, die in Kapitel 6 am Prüfstand 

experimentell untersucht wird. 

Bei Zylinderradpaarungen erfolgt die Umsetzung mit dem Erzeugungsprofilverschie-

bungsfaktor xE, welcher den Auslegungsprofilverschiebungsfaktor x in der Korhammer-

schen Beziehung ersetzt. Der Übersichtlichkeit wegen wird der konstant gehaltene rechte 

Teil aus (4.18) nicht ausgeschrieben. 

2 Ͻ tan apĀxE1 Ͻcosqp1  xE2 Ͻcosqp2  
j
t1,2

mt1,2
  konst.  (4.21) 

Dieses Vorgehen ist bei einer Beveloidradpaarung ebenfalls anwendbar [SCHÖLER21 

S. 80 ff.], indem zunächst die Hauptverzahnungsdaten bei spielfreiem Eingriff (jt = 0 mm) 

bestimmt werden. Anschließend wird das Verdrehflankenspiel über die Veränderung der 

Auslegungs- hin zur Erzeugungsprofilverschiebung eingestellt. Die Einbauabstände und 

weiteren Verzahnungsdaten bleiben dabei unverändert, wie der Vergleich zwischen spiel-

freiem Eingriff und Spiel über xE in Bild 4.5a beispielhaft für ein Verdrehflankenspiel 

jt = 125 mm zeigt. 

 

Bild 4.5: a) Umsetzung des Verdrehflankenspiels jt = 125 mm 

b) Unterschied zwischen definiertem und simuliertem Verdrehflankenspiel Djt 

für Auslegungs- und Erzeugungsprofilverschiebung (jt = 0 é 200 mm) 
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Eine weitere Möglichkeit zum Einstellen des Verdrehflankenspiels ist die direkte Berück-

sichtigung bei der Ermittlung der Hauptverzahnungsdaten. Im Vergleich zur Auslegung 

mit spielfreiem Eingriff ändern sich dadurch sowohl die Hauptverzahnungsdaten als auch 

die Einbauabstände minimal. Für das Beispiel in Bild 4.5a wird Rad 1 vorgegeben und 

Rad 2 entsprechend (4.17) und dem Gleichungssystem in (4.19) ermittelt, sodass die 

Größen von Rad 2 und die Einbauabstände voneinander abweichen. 

Bei der Umsetzung des Verdrehflankenspiels über die Hauptverzahnungsdaten wird das 

Spiel zwischen den Zahnflanken durch eine minimale Änderung der Konus- und Schrä-

gungswinkel erzielt. Dies wirkt sich auf die Einbauabstände aus. Beim konventionellen 

Ansatz mit der Erzeugungsprofilverschiebung hängt das Verdrehflankenspiel hingegen 

einzig von der Änderung der Profilverschiebung ab. 

Beide Ansätze zur Umsetzung eines definierten Verdrehflankenspiels sind in Bild 4.5b 

gegenübergestellt. Das Diagramm zeigt den Unterschied zwischen dem definierten und 

dem in einer Kontaktanalyse simulierten Verdrehflankenspiel Djt über zwei Teilungen. 

Ausgehend von der Referenzverzahnung wird das Spiel zwischen 0 mm und 200 mm auf 

neun äquidistanten Stufen variiert, wobei jede Linie eine Stufe des Verdrehflankenspiels 

darstellt. 

Die Abweichungen Djt < 0,4 mm bestätigen, dass mit beiden Ansätzen das definierte 

Verdrehflankenspiel umgesetzt werden kann. Die Verläufe mit der Erzeugungsprofilver-

schiebung (rot) weichen stärker vom Sollwert ab als die der Auslegungsprofilverschie-

bung (blau). Hier liegen die Linien nahezu übereinander. Ein Trend einer vergrößerten 

Differenz mit steigendem Verdrehflankenspiel, wie in [SCHÖLER21, S. 109] beschrieben, 

kann nicht festgestellt werden. 

Weitere Variationen von Achswinkel und Achsversatz haben ebenfalls keinen signifikan-

ten Einfluss auf die Umsetzung des Verdrehflankenspiels. Auch hier zeigt sich ein gering-

fügiger Unterschied zwischen beiden Ansätzen, der in der Praxis vernachlässigbar ist. 

Im Folgenden wird der Ansatz mit direkter Berücksichtigung des Verdrehflankenspiels bei 

Bestimmung der Hauptverzahnungsdaten verwendet. Dieser bietet den Vorteil, dass eine 

Skalierung und Positionierung des Tragbilds über das Verdrehflankenspiel erzielt werden 

kann, worauf in Kapitel 4.6 näher eingegangen wird.  
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4.3.3 Einfluss der Einbaulage auf die Hauptverzahnungsdaten 

Mit der Variation von Achswinkel und Achsversatz kann der Einfluss der Einbaulage auf 

Konus- und Schrägungswinkel und somit auf das charakteristische Kontaktbild (Berühr-

linie und PoC) aufgezeigt werden. Die weiteren Größen wie Modul, Zähnezahl, Profilver-

schiebungsfaktor, Zahnbreite, Profilwinkel und Verdrehflankenspiel bleiben bei der nach-

folgenden Untersuchung unverändert, da sie entweder keinen oder nur einen indirekten 

Einfluss auf die Berührlinie und den PoC haben [MITOME85; ZHU12A]. Die Verläufe in 

Bild 4.6 zeigen für Rad 2 den Konus- und Schrägungswinkel am Teil- und Wälzkegel 

sowie den Profilwinkel am Wälzkegel bei Variation von Achsversatz und Achswinkel. Der 

Achswinkel wird bis zu einem maximalen Wert von 30° und der Achsversatz bis zu 

150 mm (etwa 90 % des möglichen Achsversatzes) variiert. Bei der Referenzverzahnung 

wird der Konuswinkel von Rad 1 qp1 = 5° vorgegeben, damit auch kleinere Achswinkel 

untersucht werden können. Die durchgezogene Linie stellt S = 15° dar, auf der sich für 

a = 100 mm die Ergebnisse der angepassten Referenzverzahnung befinden. 

 

Bild 4.6: Untersuchung von Konus- q und Schrägungswinkel b sowie Profilwinkel a 

am Teil- und Wälzkegel von Rad 2 bei Variation von Achswinkel S und Achs-

versatz a 

Eine Verletzung der Profilverschiebungsgrenzen für große Konuswinkel wird bei dieser 

Untersuchung zugelassen, da hier ausschließlich die Hauptverzahnungsdaten im RSS 

betrachtet werden. Für einen Achswinkel S = 5° liegen für Achsversätze a > 75 mm keine 

Ergebnisse aufgrund des negativen Konuswinkels von Rad 2 vor. 
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Mit zunehmendem Achswinkel vergrößert sich die Konuswinkelsumme bzw. der Konus-

winkel von Rad 2. Gleichzeitig verringert sich bei Vergrößerung des Achsversatzes der 

Konuswinkel von Rad 2. Dies gilt gleichermaßen für die Konuswinkel am Teil- und 

Wälzkreis. Die positive Profilverschiebungssumme führt dazu, dass der Profilwinkel am 

Wälzkegel aw größer ist als derjenige am Teilkegel (ap = 20°). Aus dem Zusammenhang 

in (4.12) folgt, dass der Konuswinkel am Wälzkegel kleiner ist als derjenige am Teilkegel. 

So gilt bei einer positiven Profilverschiebungssumme unabhängig von der Einbaulage für 

beide Räder qp1,2 > qw1,2. Für den Sonderfall einer schneidenden Achslage entspricht die 

Summe der Konuswinkel am Wälzkegel dem Achswinkel (qw1 + qw2 = S). 

Der Schrägungswinkel verringert sich betragsmäßig mit Vergrößerung des Achsver-

satzes und Achswinkels. Auch hier kann bei genauer Betrachtung ein Unterschied zwi-

schen dem Schrägungswinkel am Teil- und Wälzkegel festgestellt werden. Bei schnei-

dender Achslage ist hervorzuheben, dass die Summe der Schrägungswinkel ungleich 

null (bp1 + bp2  ̧0) ist, da die Verläufe von bp2 die Ordinate nicht bei -20° schneiden. Am 

Wälzkegel hingegen ist bei schneidender Achslage unabhängig vom Achswinkel der 

Schrägungswinkel bw2 = -20°. 

Zur qualitativen Bewertung der Tragbilder können die Neigungswinkel des PoC e'L,R und 

die FPD-Winkel kL,R herangezogen werden. In Bild 4.7 sind die Verläufe der FPD-Winkel 

dargestellt, wobei deren absolute Werte Rückschlüsse auf die Größe des Tragbilds 

ermöglichen. Für kL,R = 0° liegt Linienkontakt mit vollem Tragbild vor. Mit betragsmäßiger 

Vergrößerung verringert sich das Tragbild. 

 

Bild 4.7: a) Verlauf der FPD-Winkel kL,R über dem Achsversatz a 

b) Tragbilder und Drehfehlerverläufe für Achswinkel S = 15° und Achsversatz 

a = 150 mm 
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In Bild 4.7a ist zu erkennen, dass der Winkel auf der Linksflanke kL ein Maximum im 

betrachteten Bereich besitzt. Mit steigendem Achswinkel verschiebt sich der Verlauf von 

kL zu höheren Werten, was auf die verkippten Grundzylinder zurückzuführen ist. 

Betragsmäßig ist dieses Verhalten auf der Rechtsflanke für einen steigenden Achswinkel 

ebenfalls zu erkennen. Im Gegensatz zur Linksflanke verringert sich kR mit Vergrößerung 

des Achsversatzes, was eine Vergrößerung des Traganteils bedeutet. Für die rot hervor-

gehobene Einbaulage kann anhand der FPD-Winkel kL º 13,2° und kR º -2,7° bereits 

eine qualitative Aussage über die Traganteile auf der Links- und Rechtsflanke getroffen 

werden. Auf der Linksflanke ist das Tragbild ähnlich ausgebildet wie bei schneidender 

Achslage mit S = 15° und kann als hohes Mittentragen [DIN3971 1980, S. 21] charak-

terisiert werden. Auf der Rechtsflanke hingegen liegt ein deutlich größerer Traganteil 

aufgrund des betragsmäßig kleinen FPD-Winkels vor. Diese auf analytischen Glei-

chungen beruhende Bewertung kann mit den Tragbildern in Bild 4.7b gestützt werden. 

Der Neigungswinkel des PoC e'L,R hat im Vergleich zum FPD-Winkel einen geringeren 

Einfluss auf die Tragbildgröße, da dieser die Neigung in Zahnhöhenrichtung beschreibt. 

Es gilt für das Tragbild, dass sich mit zunehmender Schiefstellung gegenüber den Stirn-

schnitten der Traganteil vergrößert. 

Bei weiterer Vergrößerung des Achsversatzes tritt für die betrachteten Verzahnungs-

daten Linienkontakt auf der Rechtsflanke auf. Veranschaulichen lässt sich dies mit den 

Verläufen in Bild 4.8a. Zum einen folgt aus kR, der für a º 165 mm gleich null ist, ein volles 

Tragbild. Zum anderen kann die Anschauung aus Bild 2.9 verwendet werden, wonach 

Linienkontakt vorliegt, sobald die Summe der Grundkreisradien dem Achsversatz 

(rbR1 + rbR2 = a) entspricht. Auch der Schnittpunkt zwischen dem Achsversatz und der 

Summe der Grundkreisradien befindet sich bei a º 165 mm. 

 

Bild 4.8: a) Verlauf der Summe der Grundkreisradien rbR1 + rbR2 und FPD-Winkel kR 

über dem Achsversatz a sowie b) Tragbild und Drehfehlerverlauf der Rechts-

flanke bei konjugiertem Eingriff mit Achsversatz a º 165 mm 
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Das voll über die Zahnbreite ausgebildete Tragbild der Rechtsflanke und der Dreh-

fehlerverlauf in Bild 4.8b bestätigen den konjugierten Eingriff. Zu beachten ist, dass die 

Konus- und Schrägungswinkel von Rad 2 für jede Einbaulage neu berechnet werden, 

was eine geringfügige Änderung der Grundkreisradien zur Folge hat. 

Zusammenfassend kann für die Untersuchungen festgehalten werden, dass die Haupt-

verzahnungsdaten bei nicht modifizierten Beveloidradpaarungen bereits eine Bewertung 

des Kontaktbilds hinsichtlich Größe und Neigung ermöglichen. Für die nicht modifizierte 

Referenzverzahnung kann nur für die in Bild 4.8a gezeigte Einbaulage ein konjugierter 

Eingriff in einer Drehrichtung (hier: Rechtsflanke) erzielt werden. Bei Beveloidrad-

paarungen in windschiefer Achslage verdeutlichen die unterschiedlichen Traganteile für 

Links- und Rechtsflanke den stark ungleich verteilten Ease-Off im Eingriff. Folglich ist 

eine Modifikation notwendig, welche die Zahnflankengeometrie auf Links- und Rechts-

flanke unterschiedlich anpasst. Hierzu wird ein Ansatz hergeleitet, um unabhängig von 

der Einbaulage für beide Drehrichtungen eine drehfehleroptimale Zahnflankengeometrie 

mit voll ausgebildetem Tragbild wie beim konjugierten Eingriff zu ermöglichen. 

4.4 Optimierung durch lokales Anpassen der Verzahnungsdaten 

Ziel der Optimierung ist die Vergrößerung des Kontaktbereichs von nicht modifizierten 

Beveloidradpaarungen durch eine Modifikation der Zahnflankengeometrie, sodass zu-

nächst ein angenäherter konjugierter Eingriff erzielt wird. Damit ergibt sich nachfolgende 

Forschungsfrage, die es zu klären gilt. 

 

Zur Beantwortung wird eine Berechnungsmethode entwickelt, die den konjugierten Ein-

griff über die Anpassung der Verzahnungsdaten entlang der Zahnbreite annähert. Der 

Ansatz über den konjugierten Eingriff kann mit den Erkenntnissen von Traut [TRAUT19, 

S. 80] begründet werden. Er zeigt mit Untersuchungen des Übertragungsverhaltens, 

dass konjugiert abwälzende Beveloidradpaarungen ähnlich auf Zahnflankenmodifi-

kationen, Fertigungsabweichungen und Lageabweichungen reagieren wie vergleichbare 

Zylinderradpaarungen. 

Mit dem Ansatz in [TRAUT19] werden die lokal angepassten Verzahnungsdaten so 

bestimmt, dass bei Beveloidradpaarungen in schneidender Achslage ein angenäherter 

Forschungsfrage zu Kapitel 4.4 

Wie kann bei einer Beveloidradpaarung über analytisch berechnete, lokal angepasste 

Verzahnungsdaten eine Annäherung an den konjugierten Eingriff erzielt werden? 
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konjugierter Eingriff vorliegt. Aufgrund der ebenen Betrachtungsweise ist jedoch eine 

Erweiterung auf windschiefe Achslagen nicht möglich. Der in dieser Arbeit entwickelte 

Ansatz zur Berechnung der lokal angepassten Verzahnungsdaten ermöglicht, einen kon-

jugierten Eingriff bei Beveloidradpaarungen in beliebiger Achslage anzunähern. Die 

Herleitung der zugrunde liegenden Gleichungen ist in Marino et al. [MARINO20] ver-

öffentlicht. 

4.4.1 Bestimmung der lokal angepassten Verzahnungsdaten 

Ausgangspunkt für die Optimierung sind die in Kapitel 4.3 ermittelten Hauptverzah-

nungsdaten von Beveloidradpaarungen. Wie in Bild 4.9a dargestellt ist, wälzen diese nur 

am Referenzstirnschnittpaar auf Höhe des Wälzkreises spielfrei oder mit einem 

definierten Verdrehflankenspiel miteinander ab. Die weiteren Stirnschnittpaare abseits 

von dieser Position weisen entlang der Berührlinie eine Klaffung auf, die zur Zehe und 

Ferse hin ansteigt. 

 

Bild 4.9:  a) Referenzstirnschnittpaar mit Klaffung entlang der Berührlinie 

b) Ease-Off der nicht modifizierten Referenzverzahnung 

Über alle Eingriffsstellungen betrachtet ergibt sich daraus der Ease-Off der Beveloid-

radpaarung in Bild 4.9b. Für die Referenzverzahnung ist ersichtlich, dass der Ease-Off 

asymmetrisch auf Links- und Rechtsflanke verteilt ist und eine Schränkung auf beiden 

Zahnflanken vorliegt. Der dargestellte Ease-Off kann nicht mithilfe von Standard-

modifikationen kompensiert werden. 

Im nicht modifizierten Zustand erfüllt nur das Referenzstirnschnittpaar das Gleichungs-

system in (4.19), weshalb die Verzahnungsdaten der weiteren Stirnschnittpaare zu verän-

dern sind. Dazu wird das Beveloidrad in Stirnschnitte unterteilt, deren Position ausgehend 

vom Einbauabstand des RSS definiert wird. 

Z1,2z  ZRSS  z 0,5 Ͻ b1,2      mit z ɴ 0,1 (4.22) 
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Das Ziel der Optimierung ist, dass jedes Stirnschnittpaar entlang der normierten Zahn-

breitenposition z unter einem definierten Verdrehflankenspiel abwälzt und somit das 

Gleichungssystem in (4.19) erfüllt. Zur Einstellung der Zahndicke ist die lineare Profilver-

schiebung anzupassen, was zu einem nicht linearen Verlauf entlang der Zahnbreite führt. 

Daraus resultiert als weitere unbekannte Größe der Profilverschiebungsfaktor x1,2(z), 

weshalb das Gleichungssystem in (4.19) um den Einbauabstand erweitert wird. Darüber 

hinaus werden stirnschnittbezogene Größen berücksichtigt, um so die lokal angepassten 

Verzahnungsdaten entlang der Zahnbreite bestimmen zu können. Das Gleichungs-

system wird an jeder Zahnbreitenposition z aufgestellt und numerisch nach den Unbe-

kannten aufgelöst. 

S    ä ap, awz, bp1,2z, qp1,2z   (4.23) 

a    ä ap, awz, bp1,2z, qp1,2z, mn    

p
w
  ä ap, awz, bp1,2z, qp1,2z, mn, x1,2z, jt1,2  

Z    ä ap, awz, bp1,2z, qp1,2z, mn    

Die lokal angepassten Verzahnungsdaten bestehen aus der Größe am RSS und einem 

entlang der Zahnbreite veränderlichen modifizierten Anteil, was in (4.24) für Konus- und 

Schrägungswinkel dargestellt ist. 

qp1,2z  qp1,2  qmod1,2z (4.24) 

b
p1,2
z  b

p1,2
  b

mod1,2
z  

x1,2z   
z 0,5 Ͻ b1,2

mn
Ātanqp1,2 xmod1,2z  

Bei der Profilverschiebung ergeben der bekannte lineare Verlauf und die modifizierte 

Größe xmod1,2(z) einen nicht linearen Verlauf für modifizierte Verzahnungen. 

Die Aufteilung der modifizierten Anteile wird über die Größe k' zusammengefasst und 

kann beliebig auf Rad 1 und 2 erfolgen. 

k'  
k2z

k1z  k2z
             mit       kz   b

mod
z, qmodz, xmodz (4.25) 

Bei diesem Ansatz liegt ein Vorteil in der beliebigen Aufteilung der Modifikation, sodass 

entweder zwei modifizierte Räder oder ein modifiziertes und ein nicht modifiziertes Rad 

miteinander gepaart werden können. 



- 60 - 4 Auslegung und Optimierung von Beveloidradpaarungen in beliebiger Achslage 

 

Mit den ermittelten Hauptverzahnungsdaten für das Referenzstirnschnittpaar wird aus-

gehend von einem der beiden Räder die Optimierung durchgeführt. Bild 4.10a zeigt eine 

Beveloidradpaarung in windschiefer Achslage mit zwei benachbarten Stirnschnittpaaren. 

  

Bild 4.10: a) Stirnschnittweise Betrachtung der Beveloidradpaarung in beliebiger Achs-

lage und b) räumliche Anordnung der Wälzpunkte 

Im Folgenden entspricht das Stirnschnittpaar z dem Referenzstirnschnittpaar (z = 0,5). 

Die Zahnbreitenposition wird über Rad 1 definiert, kann jedoch ohne Einschränkungen 

auch über Rad 2 erfolgen. Ausgehend vom Einbauabstand Z1(z) wird der nächste 

Stirnschnitt mit Z1(z+Dz) nach (4.22) mit dem Abstand Dz1 bestimmt. Für den normierten 

Abstand Dz zwischen zwei Stirnschnitten gilt (4.26). 

Dz  
 Dz1

b1
 (4.26) 

Für das neue Stirnschnittpaar wird das Gleichungssystem in (4.23) gelöst, wobei der Ein-

bauabstand Z2(z+Dz) des zugehörigen Stirnschnitts von Rad 2 nach (4.16) mit den lokal 

angepassten Verzahnungsdaten ermittelt wird. Von Rad 2 aus betrachtet entspricht der 

Abstand der benachbarten Stirnschnitte Dz2 jedoch nicht Dz1. Für schneidende Achslagen 

sind die Abstände über den Zusammenhang mit den Wälzkegelwinkeln d1,2 beschreibbar. 

Dz2  
cosd2

cosd1
 Ͻ Dz1 (4.27) 

Dies gilt aber nur für den Sonderfall der schneidenden Achslage, indem durch Verein-

fachen der Einbauabstände in (4.16) (a = 0 mm) und Anordnen der Wälzpunkte auf der 

Momentanachse die Abstände Dz1,2 ins Verhältnis gebracht werden können. Bei wind-

schiefer Achslage ergibt sich der Abstand Dz2 aufgrund der weitaus komplexeren Ein-

griffsverhältnisse einzig durch Lösen des Gleichungssystems in (4.23). 
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Außerdem besitzt eine Beveloidradpaarung in windschiefer Achslage keine Momentan-

achse, auf der sich die Wälzpunkte befinden. Stattdessen zeigt Bild 4.10b die räumliche 

Anordnung der blau und rot dargestellten Wälzpunkte C(z) und C(z+Dz) und die zuge-

hörigen Wälzkreisradien rw1,2(z) und rw1,2(z+Dz). Hierbei verläuft die z1-Achse in Blatt-

richtung, sodass sich die betrachtete x1-y1-Ebene parallel zu den Stirnschnitten von 

Rad 1 befindet. In der Draufsicht sind die abgewinkelten Achsabstände (rw1 + rw2) von 

Rad 1 und 2 um die Winkel h(z) und h(z+Dz) aus der y1-z1-Ebene bzw. aus der um den 

Achsversatz a parallelverschobenen Ebene verdreht, sodass sie mit den Schnittpunkten 

der Wälzkreisradien die Position der Wälzpunkte C(z) und C(z+Dz) im Raum definieren. 

Die Koordinatentransformation zur Bestimmung der Winkel h kann Anhang A.2 ent-

nommen werden. Eine Untersuchung der Position der Wälzpunkte wird in Kapitel 4.4.4 

durchgeführt. 

Für die modifizierte Referenzverzahnung sind in Bild 4.11 die Verläufe der lokal ange-

passten Verzahnungsdaten am Teilkegel über der normierten Zahnbreite dargestellt. Die 

Verläufe ergeben sich durch stirnschnittweises Lösen des Gleichungssystems in (4.23). 

Die Referenzverzahnung besitzt eine Modifikationsaufteilung von k' = 0,3, was einer Ver-

teilung von 30 % auf Rad 2 und 70 % auf Rad 1 entspricht. Im linken Diagramm steigt 

ausgehend vom Tiefpunkt nahe der Zahnbreitenmitte der grüne Verlauf der Profilver-

schiebungsmodifikation xmod1 zu den Zahnenden hin an. Im Gegensatz zur schneidenden 

Achslage liegt der Tiefpunkt nicht zwingend am RSS [TRAUT19, S. 103], wie der ver-

größerte Ausschnitt zeigt. Die Verschiebung in Richtung Zehe kann mit den lokalen 

Konus- qp1 und Schrägungswinkel bp1 begründet werden, wie in Kapitel 4.4.4 ausführlich 

beschrieben wird. 

  

Bild 4.11: Profilverschiebungsfaktor x1, Konus- qp1 und Schrägungswinkel bp1 von 

Rad 1 über der normierten Zahnbreite z 

Der Verlauf des lokal modifizierten Konuswinkels qp1 im mittleren Diagramm unter-

scheidet sich deutlich vom nicht modifizierten Konuswinkel am RSS. Wie im rechten 
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Diagramm zu erkennen ist, ändert sich der Schrägungswinkel bp1 ebenfalls entlang der 

Zahnbreite. Die Änderung ist im Vergleich zum Konuswinkel geringer, jedoch führt diese 

zu einem veränderlichen Teilkreisradius rp(z) entlang der Zahnbreite. 

Für die Beurteilung des Übertragungsverhaltens ist eine Modellierung der Zahnflanken-

geometrie mit lokal angepassten Verzahnungsdaten entlang der Zahnbreite erforderlich. 

Hierzu ist die Stirnschnittbezugskurve in [TRAUT19] zu erweitern, wobei der lokale Schrä-

gungswinkel eine Herausforderung bei der Modellierung darstellt. 

4.4.2 Modellierung und Analyse der Zahnflankengeometrie mit lokal ange-

passten Verzahnungsdaten 

Die Herleitung der Stirnschnittbezugskurve (SBK) und die Modellierung der Zahnflanken-

geometrie mittels dieser Kurve geht auf Traut [TRAUT19, S. 83 ff.] zurück und ist im 

Flankengenerator von SimKoS implementiert. 

Grundlage stellt die Beschreibung des evolventischen Stirnschnitts eines Beveloidrads 

über eine zahnstangenartige Planverzahnung dar. Hierzu wird je nach Zahnbreitenposi-

tion das nach DIN 867 [DIN867 1986] definierte Bezugsprofil um den lokalen Schrägungs-

winkel gedreht und anschließend um den lokalen Konuswinkel verkippt, siehe Bild 4.12a.  

 

Bild 4.12: a) Bezugsprofil im Normal- und Stirnschnitt 

b) Definition und Verlauf der Stirnschnittbezugskurve (SBK) 


















































































































































































