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Zusammenfassung

Um eine Anderung in der Ereignisrate einer Folge unabhingiger binomial-verteilter Zufallsvariablen zu erken-
nen, existieren verschiedene asymptotische aber auch exakte Testverfahren. Wenn der Stichprobenumfang oder
die Ereignisrate klein ist, laufen die asymptotischen Verfahren Gefahr, den Fehler 1. Art nicht zu kontrollieren
(liberaler Test). Exakte Methoden gewahrleisten dies auch bei beliebig kleinen Fallzahlen, kénnen aber auf-
grund der Diskretheit der Teststatistiken in diesen Situationen iibermaBig konservativ werden. Diese Arbeit
erweitert Ansatze von Worsley (1983) und Halpern (1999), um Tests zu entwickeln, welche weniger diskret
sind, um insbesondere bei kleinen Stichproben eine héhere Aussagekraft zu haben. Aufbauend auf Ideen fiir
unkonditionale Tests (A) und abgeleitet aus Verfahren der bindren Segmentierung (B) werden zwei neue Tests
entwickelt. Das erste Verfahren basiert auf der Annahme, dass die Anzahl der Ereignisse nicht fest ist. Diese
Methode wird als unkonditionaler Ansatz bezeichnet und benétigt eine numerisch aufwéandige Optimierung
Uber die wahre Ereigniswahrscheinlichkeit, als sogenannten Stor- oder auch Nuisance-Parameter. Das zweite
Verfahren wird unter der Annahme entwickelt, dass die Anzahl der Ereignisse vorgegeben ist (konditionaler
Ansatz) und verwendet bisher ungenutzte Informationen in binomialen Sequenzen. Mit diesen wird den Test-
statistiken eine zusatzliche Ordnung zugefiigt, so dass man weniger diskrete und informativere Ergebnisse
erhilt. Dieses Verfahren benoétigt exakte Verteilungen, welche unter Nebenbedingungen, die sich durch die
Segmentierungsschritte ergeben, hergeleitet werden miissen. Die Verfahren hangen nicht von der Art der ver-
wendeten Teststatistik ab, das heiBt sie sind fiir die (iblichen verwendeten Statistiken wie Log-Likeliood-Ratio,
Cumulative-Sum, oder den exakten Test nach Fisher anwendbar. Unter Verwendung dieser Teststatistiken im
ein- beziehungsweise zweiseitigen Testfall und den jeweiligen exakten Verteilungen des unkonditionalen Ansat-
zes (A) oder des exakten konditionalen Segmentierungsverfahrens (B) wurde ein Changepoint-Test konstruiert
und gezeigt, dass dieser jeweils den Fehler 1. Art bei jedem gegebenen nominalen Niveau kontrolliert. Dariiber
hinaus wurde gezeigt, dass die neuen Tests mindestens so eine groBe statistische Power besitzen wie Worsleys
exakter Test. In einer Monte-Carlo-Simulationsstudie war der Gewinn an Aussagekraft in einigen Szenarien mit
kleinen Stichprobenumfangen substanziell. Anhand eines Datenbeispiels zur Bewertung des Publikationsbias
in der neuropsychiatrischen Arzneimittelforschung wird die weitreichende Anwendbarkeit des Tests illustriert.



Abstract

Several asymptotic and exact methods exist to detect a change in a sequence of independent binomial random
variables. Whenever the sample size or the event rate is small, asymptotic methods may suffer from type
| error inflation (liberal test). Conversely, exact methods strictly control the type | error, even for smallest
sample sizes, but may be overly conservative due to the discreteness of the test statistics. This work extends
approaches from Worsley (1983) and Halpern (1999) to develop tests that are less discrete and therefore
provide better inference in small samples. Based on ideas for unconditional tests (A) and derived from binary
segmentation methods (B), two new tests are developed. The first method is based on the assumption that
the number of events is not fixed. This method is called an unconditional approach and requires a numerically
demanding optimization over the true event probability, referred to as the nuisance parameter. The second
method is developed under the assumption that the number of events is predefined (conditional approach) and
uses hitherto unused information in the binomial sequences. With this, an additional ordering is introduced
to the test statistics so that one obtains less discrete and more informative results. This procedure requires
exact distributions, which must be derived under side conditions that arise from the segmentation steps. The
proposed methods do not depend on the type of the underlying test statistic, i.e., they are applicable for the
commonly used statistics like log-likelihood ratio, cumulative sum, or Fisher's exact test. Using these statistics
in the one- or two-sided test case and the corresponding exact distributions of the unconditional approach
(A) or of the conditional segmentation procedure (B), a changepoint test was constructed and it was shown
that it controls the type | error rate at each given nominal level. Furthermore, the new tests were shown to
have at least the same statistical power as Worsley's exact test. In a Monte Carlo simulation study, the gain
in power was substantial in some scenarios with small sample sizes. A data example assessing publication bias
in neuropsychiatric drug research is used to illustrate the wide applicability of the test.



Erklarung

Hiermit erklére ich, David Ellenberger, die Dissertation mit dem Titel Exakte Methoden zur Analyse von
Changepoints in binomial-verteilten Sequenzen mit verbesserter Power bei kleinen Fallzahlen eigenstiandig an-
gefertigt und keine anderen als die von mir angegebenen Quellen und Hilfsmittel verwendet zu haben.

Gottingen, den 15. August 2023, David Ellenberger



Danksagung

Waéhrend meiner Arbeit an dieser Dissertation und den zugehdrigen Publikationen habe ich von vielen Men-
schen Unterstiitzung und Hilfestellung erhalten. Daflir méchte ich mich herzlich bei jedem bedanken, der mich
auf diesem Weg begleitet hat. Ein besonderer Dank gilt meinem Betreuer, Professor Tim Friede, der es mir
ermoglicht hat, die Arbeit zu dem Thema der Dissertation aufzunehmen. Insbesondere die guten Arbeitsbe-
dingungen am Institut fiir Medizinische Statistik haben mir in meiner Zeit in Gottingen sehr geholfen. Frau
Professor Heike Bickeboller danke ich fiir die Betreuungstitigkeit seit Beginn der Arbeit und die Ubernahme
des zweiten Gutachtens. Ich bedanke mich bei den weiteren Mitgliedern des Betreuungskomitees Professor
Thomas Kneib und Professor Sebastian Straube. Mein Dank gilt auch den Mitgliedern der Priifungskommissi-
on Professor Anne-Christin Hauschild, Professor Thomas Meyer und Professor Tim BeiBbarth, der mich viele
Jahre bei Projekten am Institut unterstiitzt hat. Fiir Ideen und Input bei der Erstellung der zweiten Publikation
bedanke ich mich bei Professor Berthold Lausen. Recht herzlich méchte ich mich bei meinen lieben Kollegen
aus dem Institut fiir Medizinische Statistik bedanken, wo ich immer ein freundliches Umfeld hatte und viele
Kontakte gekniipft habe. Ganz besonders danke ich Christian, Markus und Tobias fiir das Korrekturlesen mei-
ner Arbeit. SchlieBlich danke ich meinen Eltern, die mich stets unterstiitzt haben und viel Geduld bewiesen
haben. Sonja gilt mein Dank fiir ihre stets motivierende Unterstiitzung.

\



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 1
1.1 Beobachtung von Veranderungen in klinischen Daten . . . . . . .. .. ... ... ... ..... 1
1.2 Changepoint-Verfahren fur Vier-Felder-Tafeln . . . . . . .. .. ... ... ... ......... 2
1.3 Problem mit kleinen Stichproben . . . . . . . . .. ... ... 2

1.3.1 Anwendungsbeispiel: Publikationsbias bei klinischen Studien . . . ... ... ... ... 3
1.4 Worsleys Test . . . . o o o o 3
1.5 Fragestellung . . . . . . . e 5
1.5.1 Beschreibung der Forschungsarbeiten . . . . . .. ... ... ... .. L. 6
1.5.2 Aufbau der Arbeit . . . . .. 6

2 Entwickelte Methoden 7

2.1 Anwendung unkonditionaler Tests . . . . . . . . . ... 7
2.1.1 Unkonditionaler Changepoint-Test . . . . . . . . ... . ... ... ... ... ... ... 7

2.1.2  Umgang mit dem Nuisance-Parameter . . . . . . ... ... ... ... . ... ... ... 8

2.1.3 Monte-Carlo-Simulationsergebnisse . . . . . . .. ... ... ... 8

2.2 Rekursiver Ansatz auf den Teilsequenzen . . . . . . . . . . ... ... ... ... 11
2.2.1 Binary Segmentation . . . .. .. 11

2.2.2 Exakte bedingte Verteilungen . . . . . . . . ... 12

2.2.3 Changepoint-Test mit geordneten Sequenzen . . . . . . .. ... ... . ... ...... 13

2.2.4 Monte-Carlo-Simulationsergebnisse . . . . . . .. ... ... . L L. 14

2.3 Auswertung des Beispiels . . . . . ... 17

3 Diskussion 18
A Veroffentlichungen 22

i






1 Einleitung

1.1 Beobachtung von Verdnderungen in klinischen Daten

Bei nahezu allen Daten, welche im zeitlichen Verlauf erhoben werden, stellt sich die Frage nach Verande-
rungen in der Grundgesamtheit. Insbesondere trifft dies auf klinische Daten zu, bei denen Patientenkollektive
einem stetigen Wandel unterworfen sind, seien dies neue Behandlungsmethoden, Verbesserungen in der Ver-
sorgungssituation, oder aber auch gesellschaftliche / soziodemographische Entwicklungen. Eine Veranderung
der Erkrankung selbst, beziehungsweise deren Epidemiologie, ist auch denkbar. Dariiber hinaus sind Fragen
beziiglich zeitlicher Veradnderungen auch zwangslaufig im Hinblick auf die Datenerfassung (und Metadaten)
zu fihren, etwa im Hinblick auf Datenqualitat. Zahlreiche statistische Methoden beschaftigen sich mit dem
Aufdecken von solch zeitlichen Trends. Hier ist zu unterscheiden, ob die Daten moglichen zeitlichen Verande-
rungen auf Patientenebene longitudinal vorliegen (auch als Zeitreihe oder Panel-Daten bezeichnet), oder ob
sich die Veradnderung liber verschiedene Individuen der Population vollzieht. Letzteres ist Gegenstand dieser
Forschungsarbeit und findet Anwendung in klassischen Kohortenstudien, aber auch im statistischen Monito-
ring aktueller Daten. Beim Monitoring steht {iblicherweise der Aspekt im Vordergrund, im Fall von auffalligen
Mustern schnell reagieren zu kénnen. Die Datenerhebung ist dann ,live" und kommt im ldealfall schnell, das
heiBt, mit kleinen Fallzahlen der verinderten Grundgesamtheit, zu dem Schluss, dass eine relevante Anderung
vorliegt. Genauso kdnnen aber auch nicht-prospektiv erhobene Daten ausgewertet werden.

Die Ubliche ,,Gretchenfrage" ist die Wahl der statistischen Modellierung. Geht man davon aus, dass Veranderun-
gen graduell / stetig erfolgen? Oder zieht man in Erwigung, dass sich abrupte Anderungen, wie beispielsweise
ein Personalwechsel, ergeben? Die Wahl der Modellierung ist ein subjektives, teilweise emotionales Thema. In
vielen Fallen ist eine idealisierte Modellierung mit einer Vielzahl von Modellparametern gar nicht moglich, weil
die Datenlage begrenzt ist. Bei kleinen Fallzahlen ist es weder méglich noch das Ziel der Analyse, tiefgreifende
Modelle mit zahlreichen Modellparametern zu entwickeln, sondern lediglich die einfache Fragestellung zu be-
antworten, ob ,irgendetwas passiert”. Nichtsdestotrotz konnen Modelle mit wenigen Parametern, etwa einem
simplen Vorher-Nachher-Vergleich, durchaus geeignet sein um Zusammenhange aufzudecken.

Wir betrachten in dieser Arbeit genau den Fall, bei dem man abrupte Anderungen in der Grundgesamtheit
modelliert, und als Datengrundlage zeitlich (oder anderweitig) geordnete statistisch unabhéngige Individuen
annimmt. Nimmt man an, dass keine Auffalligkeiten in den Daten vorliegen, sollte der (klinische) Endpunkt im
Mittel stets gleich sein. Im Falle eines binomialen Endpunktes bedeutet dies, dass sich die Wahrscheinlichkeit
p fir ein Ereignis (Event) liber die Zeit nicht entscheidend verandert. Ein sogenanntes Changepoint-Verfahren
wiirde priifen, ob die Wahrscheinlichkeit p; zu den frithen Zeitpunkten gleich oder ungleich der Wahrschein-
lichkeit p2 zu den spateren Zeitpunkten ist. Verbunden ist dies mit der Nullhypothese Hy : p1 = ps, wobei der
Zeitpunkt k, an welchem man zwischen dem friihen und dem spaten Segment trennt, nicht vorab festgelegt
sein muss.

Ein klassisches Anwendungsszenario fiir Changepoint-Tests mit binomialen Endpunkten beschreibt Worsley,
indem er die Haufigkeit von Fehlbildungen (KlumpfiiBen) bei Geburten in der nérdlichen Region von Neusee-
land im zeitlichen Verlauf der Kalenderjahre 1960-1976 untersucht (Worsley, 1983). Eine Zunahme der Fille
konnte hier statistisch festgestellt werden. Dafiir wurde der exakte Changepoint-Test fiir binomale Endpunkte
nach Worsley beschrieben und angewendet. Anderungen iiber die Kalenderzeit kénnen in Zusammenhang mit
Lebensstilanderungen, Umweltbelastungen oder dhnlichem stehen. Wahrend die Kausalitdt in den Kalender-
zeitmodellen nicht nachgewiesen werden kann, kann doch der Zeitpunkt der stirksten Anderung bestimmt
werden. So wurde das Jahr 1966 als Zeitpunkt identifiziert. Ein Vorteil dieser Changepoint-Verfahren ist, dass
der Zeitpunkt, welcher die Daten am klarsten trennt, flexibel ermittelt werden kann. Die Verfahren der Maxi-
mally Selected Test Statistics (MSTS) adjustieren implizit fiir diese Suche nach dem am starksten trennenden
Cutoff-Wert. Dieser Cutoff-Wert muss nicht durch Expertenwissen oder aus der Literatur bestimmt werden.
In der Forschungspraxis kommt es haufig vor, dass Cutoff-Werte ,vom Himmel fallen” oder zumindest vom
dezimalen Zahlensystem beeinflusst sind, statt auf wissenschaftlichen Erkenntnissen zu basieren. Weit proble-
matischer ist es, wenn der Cutoff-Wert bereits anhand der Daten ,,optimiert” wurde, ohne dafiir zu adjustieren



(sogenanntes Data-Dredging). Dieses Ausprobieren von geeigneten Cutoff-Werten, um diese dann zum Bei-
spiel in einem Vier-Felder-Test zu verwenden erhoht aufgrund des multiplen Testproblems den Fehler 1. Art.
Changepoint-Methoden bieten Méglichkeiten diese Optimierung statistisch korrekt auszufithren, so dass der
Cutoff-Wert identifiziert werden kann, welcher die Daten am besten beschreibt und einen statistischen Test
zulasst, ob sich die Daten ab diesem Cutoff-Wert statistisch signifikant verdndert haben.

1.2 Changepoint-Verfahren fiir Vier-Felder-Tafeln

Changepoint-Verfahren (auch bezeichnet als threshold, cutpoint, breakpoint oder disorder Ermittlung) existie-
ren bereits lange. Fiir binomiale Endpunkte wurden zahlreiche Arbeiten publiziert (siehe z.B. Carlstein, 1988;
Chen und Gupta, 2011; Halpern, 1999; Hinkley und Hinkley, 1970; Pettitt, 1979, 1980; Smith, 1975; Worsley,
1983). Man betrachtet eine geordnete Sequenz von ¢ unabhingigen Zufallsvariablen. Dabei ist m; die Anzahl
an Ereignissen (Events) und n; die Anzahl der Personen / Objekte unter Risiko. Von Interesse ist die Hypothese
Hj konstanter zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeiten p;

HO ‘Pi (Z = 17a<) =p

gegen die Alternative

p (i=1,....5) :
H1 ‘P = 3 ) p ¢p
! {p’, (i=k+1,...,Q)
fur einen Zeitpunkt x zwischen 1,...,(, welcher den unbekannten Changepoint betitelt.

Die am haufigsten verwendeten Tests, um einen solchen Changepoint festzustellen, basieren darauf das Maxi-
mum einer Teststatistik T{fc Uber alle moéglichen Changepoints k£ = 1,...,( auszuprobieren, die bereits oben
genannten Maximally Selected Test Statistics (MSTS). Die Statistiken, die lblicherweise zugrunde gelegt
werden, sind Log-Likelihood-Ratio, Cumulative-Sum und Variationen davon (Pettitt, 1980), sowie der p-Wert
des exakten Tests nach Fisher (Halpern, 1999). Die Teststatistiken und deren Unterschiede werden in Ab-
schnitt 1.4 beschrieben. Dariiber hinaus existieren zahlreiche weitere Teststatistiken, wie beispielsweise Doobs
Martingale-Decomposition (Brostrom, 1997) oder Bayesianische Teststatistiken (Assareh et al., 2015; Smith,
1975). MSTS T = ma.Xk;=1’“’C(T1k§<) sind nicht auf binomiale Daten beschrankt und werden in der ma-
thematischen Statistik bei der Suche nach Changepoints (auch Breakpoints oder Cutpoints) fiir verschiedene
Endpunkte angewandt.

1.3 Problem mit kleinen Stichproben

Um nun die Verteilung von MSTS fiir Binomialdaten zu bestimmen, existieren Zahlreiche asymptotische An-
satze (siehe Miller und Siegmund, 1982; Pettitt, 1979, 1980). Im Falle von kleinen Fallzahlen sind diese
Approximationen allerdings haufig von schlechter Qualitat. Fiir kleine Fallzahlen werden daher exakte Metho-
den bevorzugt (Friede et al., 2006; Halpern, 1982). Exakte Verteilungen unter der Nullhypothese und auch
unter Alternativen wurden von Worsley (1983) fiir die Log-Likelihood-Ratio und Cumulative-Sum Teststatis-
tiken hergeleitet. Halpern (1999) empfahl die Verwendung des exakten Tests nach Fisher und untersuchte
die statistische Power der beiden Ansatze. Wahrend diese exakten Methoden speziell fiir kleine Stichproben
entwickelt wurden, haben diese hier besonders oft das Problem, dass sie das Signifikanzniveau, also den Fehler
1. Art, nicht ausschopfen. Hier ist die Diskretheit der Teststatistiken ein Problem, welches letztendlich zu
einem teils starken Verlust an statistischer Power fiihren kann. Das Problem der diskreten p-Werte lieBe sich
zwar durch eine Randomisierung auf triviale Art losen, allerdings ist die randomisierte Version in der Praxis
unbrauchbar, da sie generell nur auf der Willkiir der Zufallsziehung beruht und damit nicht ohne Weiteres
reproduzierbar ist. Der randomisierte Ansatz ist daher nur von theoretischem Interesse. Er kann beispielsweise
auch in Monte-Carlo Simulationen als Vergleich dienen.



1.3.1 Anwendungsbeispiel: Publikationsbias bei klinischen Studien

Waéhrend der Erfolg einer klinischen Studie 6ffentlichkeitswirksam verbreitet wird, gibt es im Fall eines Miss-
erfolgs seitens des Auftraggebers oft eine geringere Motivation die Ergebnisse zu verdffentlichen (Thomas
und Heneghan, 2022). Selbst wenn keine aktiven Bestrebungen vorliegen, negative Studienergebnisse nicht
publik werden zu lassen, passierte dies in der Vergangenheit dennoch oft zumindest durch einen Mangel an
Interesse. Dariiber hinaus ist es in der Welt von Journalen mit Peer-Review auch stets schwieriger negative
Studienergebnisse zu verdffentlichen. Das Ausbleiben von Veréffentlichung negativer Ergebnisse, welches auch
als Publikationsbias bezeichnet wird, ist ein groBes und nach wie vor aktuelles Problem in der Wissenschaft.
Zahlreiche Autoren haben sich dem Problem bereits gewidmet und Politik, sowie Zulassungsbehérden haben
bereits Ende des 20. Jahrhunderts MaBnahmen dagegen ergriffen (Zou et al., 2018). So hat der US Kongress
im Jahr 1997 den FDA Modernization Act (FDAMA) erlassen, welcher die Registrierung von klinischen Studi-
en in ClinicalTrials.gov (gefiihrt vom National Institutes of Health (NIH)) zur Verpflichtung machte. In 2005
erlieB das International Committee of Medical Journal Editors (ICMJE) eine Richtlinie, die die Registrierung
von Studien fir die Veroffentlichung in den Fachzeitschriften vorsieht. Dies fiihrte zu einem Anstieg der re-
gistrierten Studien (Zou et al., 2018), allerdings war die Einhaltung der Empfehlung immer noch freiwillig. Im
Jahr 2007 verschérfte der US-Kongress mit dem FDA Amendments Act (FDAAA), die Registrierungspflicht
auf ClinicalTrials.gov, so dass diese verpflichtend innerhalb von 30 Tagen nach Zulassung fir alle klinischen
Interventionsstudien ab Phase Il durchzufiihren ist. Der FDAAA gilt fiir Studien, die nach dem 27. September
2007 begonnen wurden, und fir frithere Studien, die am 26. Dezember 2007 noch liefen. Eine unangemessen
verspatete Registrierung und Ergebnismeldung, sowie die Meldung falscher Ergebnisse, werden mit Geldstrafen
geahndet und kénnen dazu fithren, dass Studien, die staatlich geférdert werden, die Finanzierung entzogen
wird.

Am Beispiel von klinischen Studien innerhalb der Klasse der neuropsychiatrischen Medikamente untersuchten
Zou et al. (2018), ob diese MaBnahmen Wirkung zeigten. So wurden die mdglichen Auswirkungen des FDAAA
auf die Veroffentlichung von negativen oder nicht-eindeutigen Ergebnissen betrachtet. In Bezug auf diesen
Publikationsbias fanden die Autoren statistisch signifikante Effekte, dass die Rate der Veréffentlichung negativer
Befunde von der Pra-FDAAA-Ara zur Post-FDAAA-Ara zugenommen hat. In der letzteren Ara wurden nun
alle Studien veroffentlicht, obwohl auch einige neuere Studien inkonsistente Ergebnisse im Vergleich zum
FDA-Zulassungsbewertung berichteten.

Bei der Auswertung stellt sich nun die Frage, ob solch ein Effekt nur im Zusammenhang mit dem FDAAA
steht oder ob es weitere Zeitpunkte gibt, in denen eine starke Veranderung aufgetreten ist. Eine solche Analyse
sollte daher nicht nur auf den Vorher-Nachher-Vergleich zu einem festen Zeitpunktes beschrankt bleiben (Abel
und Koch, 1999). Changepoint-Analysen auf den Zulassungsdaten in chronologischer Reihenfolge sind daher
von Interesse. Mit Daten von Zou et al. (2018) wird daher gepriift, ob innerhalb der FDA-zugelassenen
neuropsychiatrischen Medikamente, welche mindestens eine negative oder zumindest nicht eindeutige Studie
hatten, ein Changepoint vorliegt. Diese Analysen werden auch die Bereitschaft von Arzneimittelherstellern
untersuchen, altere negative Studien zu einem zugelassenen Medikament zu verdffentlichen, deren retrospektive
Berichterstattung nicht durch den FDAAA verpflichtend wurde.

1.4 Worsleys Test

Als exakter Changepoint-Test fiir binomiale Endpunkte ist das von Worsley (1983) beschriebene Verfahren
besonders geeignet und dient als Ausgangspunkt fiir die neu entwickelten Methoden. Das Verfahren bietet
eine Methode, die Frage zu klaren, ob es in einer (Teil-)Sequenz von binomialen Endpunkten, welche bei «
beginnt und bei w endet, mit 1 < a <w < ( einen Changepoint gibt. Sei

k k
My => m; Npk = Y. ny
i=h i=h



die Summe (h bis k) der binomial verteilten Ereignis-Anzahlen {m; : i =1,..,¢} und der jeweiligen Versuchs-
Anzahlen {n; :i =1,..,(}. Im Folgenden werden die Indikatoren h:k nicht angegeben wenn die gesamte Sequenz
gemeint ist, um die Notation zu vereinfachen. So sind M = M., und N £ N, die Gesamtzahl der Ereignisse
und der Versuche innerhalb der betrachteten Teilsequenz. Der Changepoint-Test von Worsley basiert nun auf
maximal selektierten Teststatistiken fiir Vier-Felder-Tafeln T'( #{fesioe. b, #H{ tomocne, }, #{ Srcenisee } | i Jermuche 1),

Kontrollen Kontrollen

Tabelle 1: Aufbau einer Vier-Felder-Tafel, welche auch als 2x2 Tabelle bezeichnet wird.

Anzahl Ereignisse

Exponierte

Anzahl Ereignisse

Kontrollen

Gesamtzahl

Ereignisse (M)

# Nicht-Ereignisse

Exponierte

# Nicht-Ereignisse

1

Kontrollen

Gesamtzahl

Nicht-Ereignisse

Anzahl Versuche

Exponierte

Anzahl Versuche

Kontrollen

Gesamtzahl

Versuche (N)

Die Teststatistik angewandt auf die (zeitliche) Sequenz der Daten sei mit
To]j:w = T(Ma:k 7Na:ka Mk+1:wa Nk+1:w) | Ma {nz 1= 1;"7C}

bezeichnet und T™2* = maxy, | T | das Maximum iiber alle k = c,...w — 1. Bedingt auf M (= M, j#+Mp1.,) bei
festen n;, hangt T nur von M, ab und lasst sich einfacherweise als Funktion T,..,( M., | M) schreiben.
Worsley (1983) bestimmt die exakten Verteilungen bedingt auf M da M/N eine suffiziente Statistik fiir
die Ereignis-Wahrscheinlichkeit p ist und dieser oben beschriebene Nuisance-Parameter auf elegante Weise
wegfallt. Die einzige Annahme des Verfahrens ist, dass es sich bei der zugrunde gelegten Teststatistik 7'( )
um einen sinnvollen ein- oder zweiseitigen Test fiir Vier-Felder-Tafeln handelt. Die Ereignisse {T* <t} werden
als Menge Ay bezeichnet und sind gleichbedeutend mit den Intervallen {aj < My:x < bi} mit ag = inf{ M. :
TF., <t} und by = sup{ M, : T¥ , < t}. Die von Worsley (1983) verwendeten Teststatistiken sind die Log-
Likelihood-Ratio-Statistik und die Cumulative-Sum-Statistik. Fiir festes k ist die Log-Likelihood-Ratio-Statistik

Li:w =2 {Z(Na:ka Ma:k) + Z(Nlﬁ—l:wa M/H—l:w) - l(NaM)}

mit der Log-Likelihood-Funktion I(n,m) = mlog(m) + (n—m)log(n—m) — nlog(n). Die Cumulative-Sum-
Statistik stellt sich dar als
(Ma:k - M- Na:k/N)

(N?0)
mit po = M /N und o =/po(1l —po). @ hat dieselbe Verteilung wie die Kolmogorov-Smirnov-Statistik Dy n
(Gibbons, 1985). Ebenso geeignet ist die in der angewandten Wissenschaft sehr haufig verwendete Pearson-
x?-Statistik (Miller und Siegmund, 1982)

k
Qa:w =

(@ho)’

k
P =
X Now , Nediw

N N

um zu priifen, ob p und p’ identisch sind. P ist dquivalent zur zweiseitigen Variante der sogenannten Anderson-
Darling Statistik (Darling, 1957; Halpern, 1999). Exakte zweiseitige Inferenz mit P liefert identische Ergebnisse,
wie wenn man die als ,,z-pooled” bezeichnete standardisierte z-Statistik

Mo ~ Mitro

Na:k Nit1:w

1 1
Nok  Nitiw

ko _
Za:w -
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verwendet, deren Verteilung asymptotisch normal ist (Mehrotra et al., 2003). Da Z2 = P gilt, ist es ausreichend
die Pearson-Statistik zu verwenden, falls zweiseitig getestet werden soll, was in der Praxis fast ausschlieBlich
so angewendet wird.

Eine weitere Statistik, welche von Halpern (1999) vorgeschlagen wurde, ist der p-Wert des exakten Tests nach

Fisher:
(i)
fz:w:ZP(Xlzj |M):Z%
jeJ jeJ (M)

mit zufalligem X; = #{&=ee} und J = {j : p(j) < p(Mas)}. Dabei ist p(u) = P(X; = u | M), so
dass man einen zweiseitigen p-Wert nach Fisher erhalt. Auf dhnliche Weise erhalt man den Blakers Test mit
p(u) =min(P(X; <u| M), P(X12u| M)} (Fay, 2010). Die Statistiken L,Q,P,F werden in Literatur und
Anwendungen am haufigsten verwendet. Zahlreiche weitere Statistiken existieren, wie beispielsweise Varianten
von z-pooled mit getrennter Varianzschitzung, Varianten des zweiseitigen exakten Tests nach Fisher (Fay,
2010), Rangstatistiken (Hothorn und Zeileis, 2008), Martingal-Statistiken (Brostrom, 1997) oder Bayesiani-
sche Verfahren (Smith, 1975).

Sei Fo.,(M) die Verteilungsfunktion der verwendeten Teststatistik T2 unter Hy bedingt auf die Anzahl
der Ereignisse M der zu untersuchenden Sequenz. Worsley (1983) entwickelte eine exakte iterative Prozedur
um F., (M) zu bestimmen. Fiir jeden moglichen Changepoint k kann die Wahrscheinlichkeit P(T%  <t) als
Menge an Ereignissen Ay, der Form {ay < M}, < b} dargestellt werden. Die Menge {T22* < t} sind dquivalent
zu Ny, A; . Unter festen A; und M =m fest, sei

Fop(v) =P ({rllaxk{T;w} <t | My = v) =P (N Ai | Moy =)

so dass Fy,(v) =1 wenn a, <0 < by und Fy,(m) = P(NSL,A;). Falls ag1 < v < b4y ist die Wahrscheinlichkeit
schrittweise bestimmbar als

by
Fogn(v) = Y P(nA; | My = u, Mysq =v) - P(My = u | Mysq = v)

u=ar

by
= z Fa:lﬁ-l(“) ’ hk(u,v) )

u=arg

wobei hg(u,v) die Wahrscheinlichkeitsfunktion der hypergeometrischen Verteilung ist, mit 0 < u < N, und

0<v—-u<nga (:Nk+1:k+1) als N N
hk(u,v) _ ( a:k)(nk+l) / ( a:k+1)
u J\v-u v
und Wahrscheinlichkeit Null sonst. Dies kann iterativ genutzt werden, um Fo.(v) fir k = 1,..,c - 2 und
ay < v < by, zu bestimmen. So erhalt man schlussendlich den p-Wert 1-F,.,(m) = P(T52* > t).

1.5 Fragestellung

Im Rahmen dieser Dissertation habe ich mich mit Méglichkeiten befasst, wie man die statistische Power,
insbesondere im Fall von kleinen Stichproben, bei Changepoint-Verfahren, welche den Fehler 1. Art exakt
kontrollieren, verbessern kann. Dabei sind zwei unterschiedliche methodische Ansétze Ellenberger und Friede
(2016) (1) und Ellenberger et al. (2021) (II) entstanden, die im Weiteren beschrieben werden.

| Das erste Verfahren beschreibt einen unkonditionalen (Changepoint-) Test. Dies bedeutet, dass die Aus-
wertung nicht bedingt auf die Anzahl der Ereignisse stattfindet, sondern diese als zufallig mit einer



unbekannten Wahrscheinlichkeit p angenommen werden. Der in den meisten Anwendungsfallen verwen-
dete konditionale Ansatz hat den Vorteil, dass die Wahrscheinlichkeit p nicht bekannt sein muss. Der
unkonditionale Ansatz hingegen muss samtliche mégliche p beriicksichtigen und das zugehérige Opti-
mierungsproblem losen. Wahrend Worsleys Test zwar ein konditionaler Test ist, kann man basierend auf
diesem einen unkonditionalen Test entwickeln. Auf dhnliche Weise wurden fiir den exakten Test nach
Fisher als konditionalen Test bereits unkonditionale exakte Tests entwickelt auf die in Abschnitt 2.1
eingegangen wird.

Il Das zweite Verfahren beschreibt einen Test, welcher Informationen nutzt, die in den Sequenzen als
Datengrundlage enthalten sind aber bisher noch nicht verwendet werden. Die Idee und Vorgehensweise
ahneln einer bindren Segmentierung. Schwierigkeiten entstehen hierbei durch bedingte Verteilungen auf
den Teilsequenzen, welche geeignet bestimmt werden miissen, um einen statistisch validen Test zu
erhalten.

1.5.1 Beschreibung der Forschungsarbeiten

| Die Arbeit stellt die Frage nach der Entwicklung eines unkonditionalen exakten Tests, der die Gesamtzahl
der beobachteten Ereignisse als zufillig annimmt, anstatt auf diese zu bedingen (konditionaler Ansatz).
Der neue Test hat nachweislich eine mindestens genauso hohe statistische Power wie Worsleys exakter
bedingter Test, und Methoden fir seine effiziente numerische Berechnung werden gegeben. Anpassungen
der Methoden von Berger und Boos (1994) werden vorgenommen, um mit dem Problem umzugehen,
dass die unbekannte Ereigniswahrscheinlichkeit p einen Nuisance-Parameter darstellt, (iber den maximiert
werden muss.

Il Ich erweitere die Ansatze von Worsley (1983) und Halpern (1999), um einen Test zu entwickeln, der
weniger diskret ist, um die Aussagekraft zu erhdhen. Aufbauend auf Ideen aus der bindren Segmentierung
(englisch: binary segmentation) nutzt der vorgeschlagene Test ungenutzte Informationen in den bino-
mialen Sequenzen, um verschiedenen Realisierungen (Zufallsziehungen) einer Teststatistik, welche den
gleichen Wert ergeben, eine neue Ordnung hinzuzufiigen. Das Verfahren dhnelt einer Randomisierung, ist
aber deterministisch. Die dazu bendtigten exakten Verteilungen, die sich in den Segmentierungsschrit-
ten ergeben, werden unter Nebenbedingungen hergeleitet. Das Verfahren hangt nicht von der Art der
verwendeten Teststatistik ab und ist anwendbar fiir Log-Likelihood-Ratio, Cumulative-Sum, den p-Wert
des exakten Tests nach Fisher oder weiteren Statistiken fiir Vier-Felder-Tafeln. Unter Verwendung des
vorgeschlagenen exakten Segmentierungsverfahrens konstruiere ich einen Changepoint-Test, welcher die
p-Werte der Teilsequenzen links und rechts des gefundenen Changepoints kombiniert. Ich beweise, dass
das Verfahren den Fehler 1. Art zu jedem gegebenen nominalen Niveau kontrolliert und dass der neue
Test eine mindestens so groBe statistische Power besitzt wie der exakte Test von Worsley.

1.5.2 Aufbau der Arbeit

| Der unkonditionale Test wird in Kapitel 2.1 beschrieben. Dabei wird zundchst der Test definiert und
gezeigt, welche Konsequenzen sich aus dem unkonditionalen Ansatz ergeben. Am Anschluss zeigen
Simulationsergebnisse wieviel statistische Power im Vergleich zu Worsleys Test gewonnen werden kann.

Il Der konditionale Test wird in Kapitel 2.2 beschrieben. Zunichst wird das Konzept der Binary Seg-
mentation ausgefiithrt. Dann werden die bedingten Verteilungen definiert und eine berechenbare Losung
angegeben. Anhand von Simulationsergebnissen wird der Gewinn an statistischer Power im Vergleich zu
Worsleys Test betrachtet.



2 Entwickelte Methoden

2.1 Anwendung unkonditionaler Tests

Da bei der Verwendung eines exakten Changepoint-Tests in Binomialsequenzen das Signifikanzniveau « des
Tests wegen der Diskretheit der Teststatistik nicht in vollem Umfang genutzt werden kann, und dieser Nach-
teil bei kleinen Stichprobenumféngen zu einem entscheidenden Verlust an Power fiihrt, ist der Vergleich zu
sogenannten unkonditionalen Tests von Interesse. Das Themenfeld ist fiir Vier-Felder-Tafeln (2x2 Haufigkeit-
stabellen) bereits von vielen Forschern bearbeitet. Triviale Losungen einer Randomisierung der Teststatistik
sind auch hier stets nur von theoretischem Interesse und kénnen wie oben beschrieben unter anderem wegen
mangelnder Reproduzierbarkeit fiir die praktische Anwendung nicht empfohlen werden. Unkonditionale Tests
konnten bei der Auswertung von Vier-Felder-Tafeln gegeniiber konditionalen Ansatzen bereits Gewinne an sta-
tistischer Power belegen. Ein Lésungsansatz fiir Anwender des konditionalen Worsleys Tests kann es hier daher
sein, alternativ einen unkonditionalen Test anzuwenden. Im Falle von Vier-Felder-Tafeln kénnen Anwender
statt des konditionalen exakten Tests nach Fisher unkonditionale Test wie etwa Barnards Test, Boschloos Test
oder andere unbedingte Teststatistiken verwenden. Diese konnten in Studien eine héhere statistische Power
erzielen da die Teststatistiken weniger diskret sind, das Signifikanzniveau aber ebenfalls kontrollieren. Es l3sst
sich sogar beweisen, dass diese Verfahren eine verbesserte, beziehungsweise eine mindestens genauso groBe
statistische Power haben wie der exakte Test nach Fisher.

Nachteile der Tests sind, dass diese relativ komplexe numerische Berechnungen bendtigen. Dies ist erforderlich,
da eine Maximierung iber die tatsichlich zugrundeliegende Ereignis-Wahrscheinlichkeit erfolgen muss. Dies
wird als Maximierung Gber den Nuisance-Parameter bezeichnet. Basierend auf diesen Ideen wurde in der
Forschungsarbeit 1 ein unkonditionaler Changepoint-Test entwickelt.

2.1.1 Unkonditionaler Changepoint-Test

Ausgehend vom gewdhnlichen, konditionalen Worsley Test wurde in der ersten Arbeit Ellenberger und Friede
(2016) ein unkonditionaler Test fiir das Changepoint-Problem auf binomialen Sequenzen definiert. Der p-Wert
von Worsleys Test ist wie im vorherigen Abschnitt definiert als:

pw(z) = P(TRI >t (2) | M(2)) .

Mit der Theorie zu unkonditionalen Tests von Mehrotra et al. (2003) folgt eine Definition eines unkonditionalen
Tests. Dieser ist nun eine Funktion der Wahrscheinlichkeit p als Nuisance-Parameter:

punk(Z |p) = E{wi:pw(mi)Spw(z)}P(xi ‘p) .

Da die Wahrscheinlichkeit unbekannt ist, muss bei einer Anwendung eine Maximierung iiber diese erfolgen, weil
die Theorie auch im sprichwértlichen ,worst-case"-Szenario gelten muss. So ergibt sich unter Vereinfachung
der Summen-Notation mittels der Indikator-Funktion 1 der Ausdruck:

punk(2) = sup ST P [ 9) - Lpy (a) <pw (2))
0<p<1
Fir eine Darstellung, welche eine bessere Einschitzung der Komplexitat der Ausdriicke angibt, bedingt man
auf die méglichen Anzahlen an Ereignissen M., = m. So sieht man auch, dass die TSTS T22* | M., = m
nicht 2" verschiedene Werte annehmen kann, was den Kombinationsméoglichkeiten der bindren Sequenz als
Eingabe entsprache, sondern tatsachlich nur noch << n-m Werte. Dadurch ist der entstehende Rechenaufwand
nicht exponenziell in n. Diese moglichen Werte der MSTS seien bezeichnet als:

{tm; : P(TaS" = tm; | Maw =m)} mit Index j =1,...¢m



Insbesondere lasst sich py (z;) als Funktion mit der alternativen Parametrisierung bestimmen py (¢,,;,m).
Damit lasst sich fiir gegebenes p der unkonditionale exakte Test in die mit Worsleys Methode zu berechnende
Form iiberfiihren.

n dm
punk(z) = Ssup Z (P(Ma:w =m | p) : Z P(Tcir:lix = tm«j | Ma:w = m) ’ 1{Pw(tmj7m)517w(z)})
j=1

0<p<l m=1

Mit dieser Darstellung lasst sich der unkonditionale Test auch fiir moderate Stichprobenumféange vergleichswei-
se schnell berechnen. Darliber hinaus bietet der unkonditionale Test einen potenziellen Gewinn an statistischer
Power. In der Arbeit Ellenberger und Friede (2016) wurde gezeigt, dass der unkonditionale Test mindestens
so eine groBe Power besitzt wie der konditionale Test nach Worsley. Explizit wurde die folgende Ungleichung
bewiesen:

Satz 1. Fiir den oben definierten p-Wert gilt:

punk(z) < pW(Z)

2.1.2 Umgang mit dem Nuisance-Parameter

Bei der praktischen Anwendung eines unkonditionalen Tests ist die Maximierung liber den gesamten Werte-
bereich des Nuisance-Parameters nétig. Diese Maximierung erfolgt in der Regel numerisch, da diese gewohnli-
cherweise analytisch nicht méglich ist. Basierend auf dem Ansatz von Berger und Boos (1994), hat es sich bei
der praktischen Anwendung unkonditionaler Tests bewahrt, zunachst den Wertebereich des initial unbekannten
Parameters p mittels eines Konfidenzintervalls einzuschranken. Fiir den hier auftretenden Nuisance-Parameter,
die Wahrscheinlichkeit p, schrankt man den Bereich der zu beriicksichtigenden p durch ein exaktes Clopper-
Pearson Konfidenzintervall ein. Da eine solche statistische Inferenz einen (zusatzlichen) Fehler 1. Art induziert,
ist dieser Fehler durch das Konfidenzintervall zu kontrollieren. In der Anwendung wird daher das Konfinden-
zintervall zu einem vernachlassigbar kleinen statistischen Niveau 8 bestimmt, lblicherweise ein Tausendstel
(0,001) oder kleiner. Addiert man dieses Niveau § als ,Stafterm" auf den p-Wert, so halt das Verfahren das
Niveau gemaB Bonferroni-Ungleichung ein. Alternativ kann man 3 auch vom initial zuldssigen Fehler 1. Art
abziehen, um diesen neu zu bestimmen, etwa 0,05 — 0,001 = 0,049. Das 1 — 8 Konfidenzintervall fiir p sei

[9?,95]. Dann ergibt sich deqr so abgednderte p-Wert definiert als:

n qdm
punk(z) = sup ) (P(Ma:w =m|p) - Y P(TES =tmj | Mo =m) - l{PW(th‘»m)<PW(z)}) "
j=1

0[2 gpsag m=1

2.1.3 Monte-Carlo-Simulationsergebnisse

Waéhrend der bewiesene Satz zwar eine groBere statistische Power nahelegt, ist zu priifen, wie gro der Gewinn
an Power tatsachlich ausfallt. Wir fithren den beschriebenen unkonditionalen Test nach Boschloo und Boos zu
einem Niveau des Konfidenzintervalls 8 = 0,00001 aus. Zunachst wird der Fehler 1. Art exakt bestimmt, um zu
vergleichen wie groB die tatsachliche Ausschépfung des (Signifikanz-) Niveaus unter der Nullhypthese (p = p’)
im Vergleich zum nominalen Niveau ist. Auf diese Weise lasst sich abschatzen, wie konservativ Worsleys Test in
dem jeweiligen Szenario ist und wie weit die Niveau-Ausschopfung des unkonditionalen Test verbessert werden
kann. In Abbildung 1 sieht man, dass die Niveauausschépfung von Worsleys Test bei Bernoulli-Sequenzen der
Lange 20 und dariiber teilweise schwach ist. Insbesondere bei seltenen Ereignissen (p < 0,1) ist der Effekt



dagegen stark ausgeprigt. Uber alle Ereignis-Wahrscheinlichkeiten hinweg kann der unkonditionale Test die
Niveauausschopfung besonders stark im Bereich zwischen N =15 und N = 25 verbessern.
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Abbildung 1: Tatsachlicher Fehler 1.Art (exakt) der Log-Likelihood-Ratio-Statistik fiir den konditionalen Wors-
leys Test (blau) und den unkonditionalen Test (rot) fiir unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten p = p" (jeweils
pro Zeile). Signifikanzniveau « ist 1% in der linken Spalte und 5% in der rechten; Strafterm § = 0,00001.

Um zu priifen, wie weit sich die bessere Niveauausschopfung auf eine verbesserte statistische Power auswirkt,



wurden Szenarien unter Alternative mittels zufalliger Bernoulli Sequenzen simuliert. In Abbildung 2 ist ein
tatsachlicher zentral gelegener Changepoint auf der Bernoulli-Sequenz der Liange N = 20 dargestellt. Die
Kurven zeigen den direkten Gewinn an Power als jeweils grau-hinterlegte Flache.
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Abbildung 2: Simulierte statistische Power der Log-Likelihood-Ratio Statistik L fiir einen Changepoint an der
Position x = 10 auf einer Sequenz der Lange N = 20 mit Wahrscheinlichkeiten p = 0,2 (beziehungsweise
p = 0,4) links des Changepoints. Die Wahrscheinlichkeit p’ rechts des Changepoints ist jeweils von p’ = p aus
ansteigend auf der x-Achse dargestellt. Der grau hinterlegt Bereich zeigt den Power-Gewinn vom konditionalen
Worsleys Test (blau) zum unkonditionalen Test (rot) (« = 5%, £ = 0,00001, ngm = 100000).
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2.2 Rekursiver Ansatz auf den Teilsequenzen

Der zweite Ansatz, um den Test von Worsley zu verbessern, verwendet die Daten in den Sequenzen links
sowie rechts eines potenziellen Changepoints, welche bislang nicht weiter verwendet wurden. So wird etwa
bei Worsleys Test fiir jeden potenziellen Changepoint nur die Gesamtzahl an Ereignissen davor gegen danach
betrachtet, aber weitere in den Sequenzen enthaltene Informationen werden ignoriert. Zur Weiterentwicklung
greift der zweite Ansatz (Ellenberger et al., 2021) daher auf Ideen des im Folgenden beschrieben Verfahrens
zuriick.

2.2.1 Binary Segmentation

Binary Segmentation beziehungsweise bindre Segmentierung ist eine iterative Prozedur, welche eine Sequenz
von Messwerten in kleinere Teilsequenzen splittet (Scott und Knott, 1974). Der gewdhnliche Anwendungsfall
des Verfahrens ist, wenn mehrere Changepoints detektiert werden sollen. Die Vorgehensweise ist hierarchisch.
Das bedeutet, dass zunachst auf der Gesamtsequenz ein Changepoint gesucht wird. Wird so ein erster Chan-
gepoint gefunden, dann wird die Datenmenge in zwei Teilsequenzen aufgeteilt: eine Sequenz mit den Daten
links des Changepoints und eine Sequenz rechts von diesem. Danach wird das Vorgehen auf den Teilsequenzen
iterativ wiederholt, so dass nun weitere Changepoints gefunden werden kénnen. Die Prozedur wird fortgefiihrt
bis ein vorab definiertes Abbruchkriterium erfillt wird. Dieses Abbruchkriterium kann unterschiedlich definiert
sein. Eine Moglichkeit ist beispielsweise, dass kein weiterer Changepoint mehr zu einem gegebenen Signifi-
kanzniveau statistisch nachgewiesen werden kann. Hier existiert eine Vielzahl an weiteren Moglichkeiten. Der
primare Fokus ist oft weniger ein rigoroses Einhalten eines Fehlers 1. Art, sondern ein pragmatischer Ansatz,
welcher ein ausgewogenes Verhiltnis zwischen einem informativen Ergebnis, mit dem man relevante Trends
erkennen kann, gegeniber einem Overfitting der Daten anstrebt. Zahlreiche Verfahren existieren hierzu. Far
ansteigende Fallzahlen wurde die Konsistenz der Binary Segmentation als Schatzverfahren hinsichtlich der
Anzahl und der Positionen der Changepoints von Vostrikova (1981) bewiesen.

Bei der Anwendung des Verfahrens wird de facto nie beriicksichtigt, dass man bei der Auswertung der Teil-
sequenzen - genau genommen - nun bedingte Verteilungen hat, welche sich durch vorherige Teilungsschritte
ergeben. Da es in der Anwendung der Binary Segmentation (iblicherweise ausreicht, sich auf die asymptotische
Konvergenz des Verfahrens zu verlassen, ist dieser Aspekt haufig vernachlassigbar. In dem in dieser Arbeit be-
schriebenen Anwendungsgebiet, in welchem die exakten Verteilungen bei kleinen Fallzahlen entscheidend sind,
ist es notig, die bedingten Verteilungen zu beriicksichtigen. Als sprachliche Unterscheidung verwenden wir
Standard Binary Segmentation fiir den naiven, zumindest asymptotisch korrekten Ansatz, welcher alle vorheri-
gen Schritte des Verfahrens vergisst. Der Ansatz, welcher die exakten Verteilungen beriicksichtigt, bezeichnen
wir als exakte Binary Segmentation. Standard Binary Segmentation ist ein Verfahren, wie es typischerweise in
der Literatur beschrieben ist, sieche beispielsweise Scott und Knott (1974):

“This starts with the best split into two groups, based on the between groups sum of squares, and
then applies the same procedure separately to each subgroup in turn. The subdivision process is
continued until the resulting groups are judged to be homogeneous. [..] "

Die Nichtberiicksichtigung der vorher erfolgten Schritte kann dazu fithren, dass das Verfahren in leichtem
MaBe konservativ aber in manchen Szenarios auch liberal werden kann.

Um nun die exakte Binary Segmentation zu entwickeln, bedingt man auf die zuvor erfolgten Teilungsschritte in
Teilsequenzen. Die Verteilung der Daten auf den Teilsequenzen ist nun nicht mehr véllig zufallig unter Hy. Nur
auf der gesamten Sequenz im ersten Schritt kann man die Daten unter Hy als unabhéngig (binomialverteilt)
betrachten.
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2.2.2 Exakte bedingte Verteilungen

Die Bestimmung der exakten Verteilungen aller Zwischenschritte der Binary Segmentation ist von der ldee
her einfach, in der Notation und Umsetzung allerdings etwas technisch. Wir erweitern die exakte iterative
Prozedur von Worsley (1983). Analog zur Bestimmung der Verteilungen auf Basis aller méglichen Sequenzen
wie in Worsleys Ansatz bestimmt man die Verteilungen nun eingeschrankt auf die Sequenzen die keinen
Widerspruch mit den wahrend des Verfahrens bereits gefundenen Changepoints verursachen.

Befindet man sich nun im x-ten Schritt der Binary Segmentation, so erbt man aus den vorherigen s = x — 1
Segmentierungsschritten Nebenbedingungen wenn man die exakte Verteilung bestimmt. Diese Bedingungen
schlieBen Sequenzen aus, die im Widerspruch zu vorherigen Changepoints stehen. So kann ein Changepoint
beispielsweise nie zwischen zwei Ereignissen auftreten, da der Changepoint sonst an einer anderen Position
geschatzt worden ware. Um nun die Wahrscheinlichkeit der Changepoint-Teststatistik T,:2* auf einer Teilse-
quenz k = «,..,w (beziehungsweise kurz « : w) zu bestimmen, muss man die Menge der Nebenbedingungen
C',1=1,..,s beriicksichtigen. Fiir Schnittmengen der Nebenbedingungen verwenden wir die Notation [@;_, C',
wobei das Plus nur der optischen Unterscheidbarkeit zu anderen Schnittmengen dient. Unter Betrachtung von
gewissen in der Forschungsarbeit im Detail ausgefiihrten Regularitatsbedingungen lassen sich Intervalle der
zulassigen Wertebereiche hinsichtlich der Bedingungen definieren als

Crp = {Ma : Us(Masp+Mr.a-1, N1k, Migprw+Moqiic, Nigae) <U ).

Wir untersuchen die Verteilung von M,k |Cl gegeben M., welches der Anzahl an Ereignissen in der Teilse-
quenz entspricht, analog zum Ansatz von Worsley. Alle {m; : i = 1,..,a-1, w+.,..,(} auBerhalb der betrachteten
Teilsequenz (cv:w) sind fest (also auch Mi.q—1 und My4i:c). Dadurch ist die Statistik U; nur in M., zufallig,
also U} = Uy(Mas).

Bei der Binary Segmentation muss darauf geachtet werden, wie zu teilen ist, wenn das Maximum der MSTS
nicht eindeutig ist. So kdnnte es mehrere gleichwertige Changepoints geben, einfach vorzustellen bei einer
symmetrischen Sequenz. In der zweiten Forschungsarbeit wurde hier der linke Changepoint bevorzugt, um eine
eindeutige Auswahl zu treffen. Der Einfachheit halber wurden die anderen Anséatze nicht weiter betrachtet,
allerdings ist davon auszugehen, dass diese von der Methodik her analog I6sbar sind.

Um die exakten Verteilungen zu bestimmen wurde der folgende Satz entwickelt:

Satz 2. Unter der Nullhypothese Hy und fiir alle méglichen Changepoints k = «,....w—1 gilt

Zmin(bkvdkwvdZ) Ga:k(u) . }Lk(U,’U)

u=max(ak,c}€,..,cz)

min(d},..,ds
Z (dk7 )dk)_ G;k(u) . hk(U,’U)

u=max(cj,..,c5)
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=
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—

3

=

und G, (v) = P( Cl | Mo = U)

K3

Il
[ui
I
—

und max(akﬂ,c}cﬂ,..,czﬂ) <w < min(bk+1,d]1€+17..,dz+l) und der hypergeometrischen Verteilungsfunktion
hi(u,v) aus dem Test von Worsley.

Mit Satz 2 kénnen wir dieselbe iterative Prozedur analog zu Worsley verwenden, um G, (M) und G.. (M)
und schlussendlich P(T2% < ¢ | M , @;.,C") = 1-FS,_(M) zu bestimmen. Diese rigorose Herleitung der
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bedingten Verteilungen erlaubt ein Verfahren, welches man als ,exakte Binary Segmentation" beschreiben
konnte. Demgegeniiber wére die Standard Binary Segmentation ein ,naives” Verfahren, welche unbedingte
Verteilungen verwendet.

2.2.3 Changepoint-Test mit geordneten Sequenzen

Wie nutzt man nun die exakten Verteilungen, um damit den Changepoint-Test von Worsley zu verbessern?
Man verfeinert den p-Wert von Worsley, so dass dieser weniger diskret ist. Man geht hier dhnlich einer Ran-
domisierung vor, nur dass man die p-Werte der untergeordneten Teilsequenzen nimmt. Sei im Folgenden z die
tatsachliche Auspragung einer Sequenz binomial verteilter Zufallsvariablen die auf einen Changepoint unter-
sucht werden. Dann besteht diese aus den Informationen {n;}(z), {m;}(z) und das angenommene Maximum
der Teststatistik T" ist t™**(z) mit Verteilungen bedingt auf M (z). Der p-Wert und dessen Diskretheit ergibt
sich folgendermaBen:

pw(z) = P(TRT" 21" (2) | M(2))
pw(z) = P(TR">t"(2) | M(2))
und  pw —py = P(TRZ" =7 (2) | M(2))

Dabei ist py;,(2) der nachst-kleinere erreichbare p-Wert. Der Block ist die Wahrscheinlichkeit py — py; die fiir
eine Randomisierung wie in Abschnitt 1.3 zur Verfiigung stiinde. So kénnte man einen randomisierten p-Wert
erzeugen, indem man eine gleichverteilte Zufallsvariable Y ~ U [0,1] auf dem Intervall [0,1] zieht, und damit
einen neuen p-Wert definiert:

pr(2) =pw + (pw-pw) Y .

Randomisierung von p-Werten als Abwandlung eines statistischen Tests resultiert in der hdchsten statistischen
Power, sofern die Alternative aus einem einzigen Changepoint besteht. Da die Randomisierung aus den oben
genannten Griinden in der Praxis nicht sinnvoll méglich ist, werden wir stattdessen ungenutzte Informationen
in den Teilsequenzen und deren im vorherigen Abschnitt entwickelten exakten Verteilungen verwenden. Um
eine nutzbare Ordnung Gber alle moglichen Sequenzen zu definieren, wird man Teilsequenzen, die die Existenz
von weiteren Changepoints nahelegen, so gewichten, dass diese zu einem niedrigeren p-Wert der initialen
Sequenz fihren. Das heiBt, dass eine hohere Evidenz fiir zusatzliche Changepoints dazu fiihrt, dass der initiale
Changepoint eher als statistisch signifikant eingestuft wird. Diese Bevorzugung der inhomogeneren Daten ist
auch im Hinblick auf weitere mogliche Segmentierungsschritte sinnvoll. Konkret splittet man an der Stelle, an
der der initiale Changepoint 4 durch die MSTS gefunden wurde, die Daten zunichst in eine linke und eine
rechte Teilsequenz auf. So erhédlt man ziere von cefe = 1 bis wierr = & Und Zyight VON Quight = A+1 bis wyight = ¢.
Diese Teilsequenzen kénnen nun vollends bedingt auf den initialen Changepoint betrachtet werden und die fir
das weitere Vorgehen genutzten p-Werte erhalt man mittels Satz 1:
Prse = P(TIS,  2 0" (o) | M (ser) , TR < £7°%(2))

left ‘Wieft
Pright = P(T a5 g 2 17 (zrignt) | M (Zrigne ), TriE™ < t7%%(2))
Diese p-Werte der Teilsequenzen sollten als informativer Ersatz fiir die Randomisierungsvariable Y dienen.
Die beiden p-Werte piefe und prighe miissen dafiir zundchst noch sinnvoll zu einem p-Wert kombiniert werden.
Dafiir bietet sich eine sogenannte combination function C(,) an, ein Ansatz der regelmiBig beim Design von
sequenziellen klinischen Studien (Brannath et al., 2002) verwendet wird und urspriinglich fiir Metaanalysen
gedacht war. Fishers Methode, auch als Fisher's combined probability test (1932) bekannt, kombiniert die
p-Werte mittels der Funktion C'(pieft, Pright) = Pjogs - Pright flr Gewichte w > 0. Ein anderer popularer Ansatz ist
die Inverse Normal Method (Lehmacher und Wassmer, 1999), auch als Stouffers Methode (1949) bekannt,
C(prefe, Pright) = 1 - (w1 O (1 =plesr) + w2 - <I>’1(1—p,;ght)) mit Gewichten 0 < w; < 1 and w? + w3 = 1. Es
gibt zahlreiche weitere solcher Funktionen und Methoden (damit) einen kombinierten p-Wert zu generieren,
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welche in der Forschungsarbeit diskutiert werden. Die Funktion zur Kombination der p-Werte, die schlussendlich
gewahlt wurde, ist die Methode nach Fisher, da diese entscheidende Vorteile fir diskrete p-Werte bietet. So
sind auch p-Werte von 1 abgedeckt und sinnvoll zu poolen. Generell poolen wir nur den linken und den
rechten p-Wert wenn beide Teilsequenzen nicht ohnehin trivial sind. Dies bedeutet, dass Teilsequenzen auf
denen beispielsweise gar keine Ereignisse (oder nur Ereignisse) vorliegen, Gewicht Null bekommen. Im Fall,
dass beide Teilsequenzen uninformativ sind, wird der p-Wert auf 1 gesetzt. In diesem Fall gewinnt man keine
weniger diskreten Verteilungen. Mit der Methode nach Fisher ergibt sich der kombinierte p-Wert als:

cr (Diefe, Dright) = F;21(—2 (log(pieft) + log(pright))) -

Damit lasst sich dann der gewiinschte neue p-Wert des (initialen) Changepoint-Tests definieren als:

pN(Z) =pw + (pw—px_/v) : CF(pIeftapright) s

da CF(p|eft,pright) bedingt auf den initialen Changepoint bestimmt wurde und dadurch statistisch unabhangig
ist. Durch diese Konstruktion des Tests ahnlich zur randomisierten Variante, halt der Test das Signifikanzni-
veau ein und hat eine mindestens so groBe statistische Power wie der exakte Test von Worsley. Es gilt py < pw.

Der so beschriebene Test arbeitet zunachst in Tiefe 1, was bedeutet, dass man nur die Teilsequenzen links
und rechts bildet und auf diesen jeweils einen p-Wert bestimmt. Diese beiden p-Werte werden auf Basis der
bedingten Verteilungen bestimmt, allerdings wird die Diskretheit dieser p-Werte nicht weiter adressiert. Als
Weiterentwicklung kann daher solch ein p-Wert in zusétzlichen Rekursionsstufen iterativ verbessert werden. So
kénnen piese und Pright genauso weniger diskret werden wenn man eine Tiefe weiter geht. Diese hierarchische
Prozedur ist bereits dhnlich einer Binary Segmentation, allerdings dient diese nur dem initialen p-Wert. Es
werden bereits Daten, die weitere Segmentierungen nahelegen bevorzugt, allerdings noch nicht getestet. Der
neue Test nutzt einen Informationsaustausch lber verschiedene Tiefen, um den Test in einer geringeren Tiefe
praziser zu machen. Ein Problem unzureichender Verblindung innerhalb der Schritte des Segmentierungsver-
fahren besteht gemaB dem Abschlusstestprinzip nicht. Auch im Falle, wenn weitere Segmentierungen gar nicht
von Interesse sind, ist der Ansatz natiirlich, da er Sequenzen mit einer abrupten Anderung in der empirischen
Haufigkeit von Ereignissen bevorzugt. Um solche lokal abrupten Anderungen hervorzuheben, kann man auch
die zugrundeliegende Teststatistik von zweiseitig auf einseitig dndern, so dass auf der Teilsequenz auf der Seite
des Changepoints mit einer niedrigen Haufigkeit nach einer zunehmenden Haufigkeit gesucht wird, je weiter
sich diese Teilsequenz vom Changepoint entfernt. Umgekehrt wird die Teilsequenz auf der Seite mit einer
hohen Haufigkeit mit dem einseitigen Test in der entgegengesetzten Richtung einer abnehmenden Haufigkeit
gesucht. Wir bezeichnen dieses Verfahren als vertauschte (englisch: swapped) Alternativen.

2.2.4 Monte-Carlo-Simulationsergebnisse

Um zu prifen, ob das Niveau des Tests tatsachlich besser ausgeschopft werden kann, und wieviel statistische
Power sich damit gewinnen l3sst, sind Simulationen nétig, da eine exakte Berechnung aufgrund des hierarchi-
schen Verfahrens nicht einfach moglich ist. Fiir diese Monte-Carlo-Simulationen wurden zuféllige Bernoulli-
Sequenzen unter H, gezogen. Abbildung 3 zeigt die Ergebnisse fiir verschiedene Tiefen bei der Berechnung
des neuen p-Werts auf Basis der geordneten Sequenzen. Eine hohere Tiefe resultiert stets in weniger diskreten
Werten und einer besseren Ausschopfung des Niveaus. Dargestellt sind hier Tiefe 0, welche dem bisherigen
Worsleys Test entspricht. Tiefe 1 ist die erste Verbesserung und mit Tiefe 3+ ist die maximal erzielbare Ver-
besserung bezeichnet, da Unterschiede zwischen Tiefe 3 und hoheren Tiefen nur noch marginal vorhanden
waren. Als zugrundeliegende Teststatistik ist zunachst Log-Likelihood-Ratio dargestellt. Als weiteres Szenario
ist der exakte Test nach Fisher mit vertauschten Alternativen (siehe letzten Abschnitt) dargestellt. Dieser Test
ist initial 2-seitig, allerdings wird in hoheren Tiefen nur noch einseitig getestet, wie im vorherigen Abschnitt
beschrieben.

Fir die Simulationsszenarien wurden Signifikanzniveaus mit Level 1% und 5% untersucht und als zugrunde-
liegende Ereignis-Wahrscheinlichkeit wurde p = 0,15, p = 0,3 und p = 0,5 verwendet.
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Log-Likelihood-Ratio

p=0,15 p=0,30 p=0,50

1% Niveau

Fehler 1. Art (%, simuliert)

5% Niveau

Fallzahl n

Abbildung 3: Simulierter Fehler 1. Art (Niveauausschépfung) mit der Log-Likelihood-Ratio-Statistik (schwarze
Linie) fir Worsleys Test (entspricht Tiefe 0). Der neue Test basierend auf geordneten Sequenzen (Tiefe 1)
ist als graue Linie dariiber dargestellt. Die gepunkteten Linien (hervorgehoben mit der schattierten Fliche)
zeigen den maximalen Gewinn in Tiefen 3 und mehr. Dazu wird die Abweichung des (asymptotischen) Standard-
(beziehungsweise Dummy-) Verfahrens mit unbedingten Wahrscheinlichkeiten dargestellt (rote Whiskers, Tiefe
1). Das Signifikanzniveau ist 1 % in der oberen Zeile und 5 % in der unteren; die Zahl der Simulationsdurchlaufe
ist ngm = 500000 fiir jede Parameterkombination.
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exakter Test nach Fisher

p=0,15 p=0,30 p=0,50

o
o
1

0.6 -

1% Niveau

0.4 4

0.2 +

Fehler 1. Art (%, simuliert)

5% Niveau

Fallzahl n

Abbildung 4: Simulierter Fehler 1. Art (Niveauausschépfung) mit dem exakten Test nach Fisher mit vertausch-
ten Alternativen (blau) als zugrundeliegender Teststatistik fiir Worsleys Test, analog zu Abbildung 3.

Der neue Ansatz fiihrt zu einem substanziellen Anstieg der Ausschopfung des Niveaus bereits bei Tiefe 1.
Selbst bei StichprobengréBen von 25 kann dieser Anstieg mehr als ein Fiinftel des Ausgangswerten betragen.
In Fallen in denen die Ereignis-Wahrscheinlichkeit sehr klein (oder groB) ist, nimmt der Zugewinn ab, da viele
Datensatze tendenziell trivial werden. Das Beispiel der vertauschten Alternativen bei der ,,naiven” Standard
Segmentierung zeigt, dass Verfahren das Niveau liberschreiten kdnnen, wenn keine bedingten Verteilungen
verwendet werden.

Die statistische Power der Teststatistiken ist in Abbildung 5 dargestellt. Der Gewinn an Power hangt stark
vom Simulationsszenario und der verwendeten Teststatistik ab. Dabei wurden neben Szenarien mit einem
Changepoint als Alternative (obere Zeile) auch Szenarien mit zwei Changepoints dargestellt (untere Zeile).
Unter dieser Alternative kann der neue Ansatz sogar noch weitere Verbesserungen erzielen und auch die
randomisierte Variante lbertreffen.
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Abbildung 5: Simulierte statistische Power der Log-Likelihood-Ratio Statistik L und der Cumulative-Sum-
Statistik @ beim Vergleich von Tiefe 0 (durchgezogene Linie) und dem Gewinn in Tiefe 3 (Flache ber
der Linie) fir verschiedene Changepoints  auf einer Sequenz der Lange N = 20 mit Wahrscheinlichkeiten
p = 0,2 fixiert und p’ steigend auf der x-Achse dargestellt. Die untere Zeile zeigt Szenarien mit einem zweiten
Changepoint mit zusatzlichen Parametern ' und Wahrscheinlichkeiten p” fiir {m; : i = /,...,20}. Fiir jede
Parameterkombination wurden ng, = 100000 Simulationsdurchldufe bestimmt.

2.3 Auswertung des Beispiels

Im Beispiel des Publikationsbias basierend auf Daten von Zou et al. (2018) wurde mittels Log-Likelihood-Ratio
Teststatistik ein Changepoint nach Medikament 10 (chronologisch geordnet) geschitzt, was dem Medikament
Viibryd entspricht, welches am 21.1.2011 zugelassen wurde. Das darauf folgende Medikament 11 war Aubagio,
zugelassen am 12.9.2012. Demgegeniiber hat die Cumulative-Sum Teststatistik das Maximum nach Medika-
ment 7 angenommen. In diesem Beispiel gab es nur eine geringe Verbesserung der Diskretheit des p-Wertes
von pro = 0,234 zu pr3 = 0,216 mit der zweiseitigen Log-Likelihood-Ratio Teststatistik. Wahrend die Sequenz
1:10 eine leicht erhdhte Ereignisrate hat, bringt es keine groBe Verbesserung im Falle der zweiseitigen Test-
statistik. Demgegeniiber bringt der einseitige Test (ansteigende Ereignisrate) eine Verbesserung. Hier erreicht
der neue Test einen p-Wert von pri3 = 0,083 wahrend Worsleys p-Wert prig = 0,117 ist. Die Verzogerung
des Changepoints nach FDAAA in 2007 ist plausibel, da Medikamentenzulassungen iiblicherweise mehrere
klinische Studien bendtigen und Verzdgerungen liber mehr als 3 Jahre wahrscheinlich sind, insbesondere da
negative Studienergebnisse den Entwicklungsprozess langer hinauszogern.
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Beispiel: Publikationsbias
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mdglicher Changepoint K Worsleys p-Wert

Abbildung 6: Sequenz der publizierten Studien aus dem Beispiel als Ereignisse (dargestellt als ,, 1" im Fall
der Publikation und als ,,0* im Fall der Nichtpublikation) und der darauf berechneten Log-Likelihood-Ratio-
Statistik. Die dunkel unterlegte Flache zeigt die Ablehnbereiche zu einem Niveau von 5%. Auf der rechten Seite
sind die ein- und zwei-seitigen p-Werte fiir die beiden Methoden und verschiedenen Teststatistiken dargestellt.
Der Wert eines Punktes auf der x-Achse gibt Worsleys p-Wert an, wahrend der auf der y-Achse den neuen
p-Wert angibt. Der horizontale Abstand der Punkte zur eingezogenen Hauptdiagonalen ist hier das MaB der
Verbesserung.

3 Diskussion

In den beschriebenen Arbeiten wurden zwei Methoden entwickelt, um Changepoint-Tests, welche den Fehler
1. Art exakt kontrollieren, hinsichtlich ihrer statistischen Power zu verbessern. Das Problem ist relevant, da es
im Hauptanwendungsfall fiir exakte Tests auftritt: ndmlich bei kleinen Fallzahlen. Die Simulationsergebnisse
zeigen, dass es Szenarien gibt, in denen der Gewinn an Power substanziell ist. Durch ausreichende Rechenleis-
tung von modernen Computern ist auch die Auswertung bei moderaten Fallzahlen ohne jeden Nachteil in der
Anwendung und daher fiir den regelhaften Gebrauch empfohlen.

Beide Verfahren sind unter unterschiedlichen Voraussetzungen entwickelt worden: bedingt auf die Anzahl der
Ereignisse oder unbedingt. Diese zu unterscheidende Annahme, ob man nun konditional oder unkonditional
auszuwerten hat, wird in der Praxis haufig pragmatisch indifferent gehandhabt, dennoch sind die statistischen
Methoden strenggenommen unter unterschiedlichen Annahmen entwickelt worden. Eine Kombination der An-
satze, beispielsweise die sequenzielle Ordnung auch fiir den unkonditionalen Test nutzbar zu machen, ist nicht
ohne Weiteres moglich, da die Komplexitit des Optimierungsproblems stark ansteigt.

Anwendungen von Changepoint-Modellen in der Epidemiologie und Medizin sind weit verbreitet und haben
zu laufenden Entwicklungen gefiihrt. Beispiele sind das epidemic wave model (Boulesteix und Strobl, 2007;
Siegmund, 1986), Auswertungen zur genetischen Rekombination (Halpern, 1999), Kalenderzeiteffekte in kli-
nischen Registern (Friede und Henderson, 2003) sowie klinische Studien mit adaptiven Designs (Friede und
Henderson, 2009). MSTS werden auch als Cutpoint-Methoden fiir die Dichotomisierung verwendet, obwohl
diese vor allem dann eingesetzt werden sollten, wenn eine zugrunde liegende Veranderung wirklich als abrupt
angesehen werden kann. Andernfalls haben diese Methoden méglicherweise nicht geniigend statistische Aussa-
gekraft und verdndern die Effektschatzungen im Gegensatz zu kontinuierlichen Regressionsmethoden (see e.g.
Royston et al., 2006). Dennoch vermeidet die Einfachheit des betrachteten Changepoint-Modells Instabilitaten
bei der Parameterschatzung in diesen Szenarien.

Es gibt zahlreiche weitere praktische Anwendungsmaoglichkeiten fiir die entwickelten Verfahren, insbesondere
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weil sich die sequenzielle Ordnung nicht durch die Zeit ergeben muss. Es kdnnte sich beispielsweise auch um
zu untersuchende Dosisstufen eines Medikamentes handeln. Bei Arzneimitteln fir verhaltnismaBig seltene Er-
krankungen, welche sich in der Entwicklung befinden, ist das Problem der Dosisfindung besonders schwierig.
Wahrend im Normalfall eine ausreichende Datenverfiigbarkeit vorhanden ist, die komplexe Dosis-Wirkungs-
Kurve modellieren lasst, missen im Falle von seltenen Erkrankungen beziehungsweise durch andere Griinde
wie geringe Fallzahlen weniger komplexe Modelle gewahlt werden. Ein besonderer Fall sind hier Phase | Do-
sisfindungsstudien in der Onkologie. Fiir das Medikament Sorafenib existieren 13 Studien, die allesamt nur
geringe Fallzahlen in den einzelnen Dosisstufen haben (Roéver et al., 2022). Einzelne Studien haben weniger
als 20 Patienten und in einzelnen Dosisstufen teilweise nur 3 Patienten. Dariiber hinaus ist das Erreichen des
Endpunktes dieser Studien, die dose-limiting toxicities (DLT) teilweise selten. Changepoint-Methoden kdénnen
bei kleinen Fallzahlen eine Alternative zu komplexen Dose-Response-Modellen sein. Entscheidend ist es, die
Dosis zu finden, die eine vorgegebene Wahrscheinlichkeit der DLT, zum Beispiel 30 % nicht (iberschreitet.

Weitere praktische Anwendungsfélle konnten die genaue Bewertung der Wahrscheinlichkeiten von besonders
unglnstigen Realisierungen bei vermeintlich zufélliger Anordnung von binomialen Endpunkten sein. Ein Beispiel
hierfiir kdnnte das Interesse an der Aufdeckung von Manipulationen an (Spiel-)Plénen, etwa bei sportlichen
Wettkampfen, sein. So ist in Spielplanen die Reihenfolge der Heimspiele oder auch die Abfolge von schwachen
oder starken Gegnern festgelegt. Ein subjektiv als leicht oder schwierig beschriebener Saisonauftakt Iasst sich
mit einem Changepoint-Test in eine objektive Wahrscheinlichkeit tberfiithren. Ein weiteres Beispiel fir Beur-
teilung moglicherweise problematischer Anordnungen ist die Beurteilung von Kontexteffekten bei Umfragen.
Der Kontexteffekt setzt die Reihenfolge der gestellten Fragen in Beziehung zu einer Verzerrung des allgemei-
nen Denkens und der Antworten der Umfrageteilnehmer. Auch hier kénnen mogliche Manipulationen mittels
Changepoint-Tests statistisch bewertet werden.

Das Gegenstiick zu den Methoden fiir kleine Stichprobenumfinge sind Methoden fiir Large-scale Change-
point Problems. Diese finden Anwendung, wenn sich groBe Datenmengen zwischen einzelnen Changepoints
gut mittels konstanter Parameter, wie etwa konstanter Wahrscheinlichkeiten beschreiben lassen. Die Anzahl
der Changepoints kann dabei hoch sein, und die Lange der Abschnitte mit konstantem Parameter unter-
schiedlich. Solche Large-scale Multi-Changepoint-Methoden unterscheiden sich von der Fragestellung meist
von Changepoint-Problemen fiir kleine Fallzahlen. Dennoch finden auch hier Methoden Anwendung, welche
die Daten in kleine Abschnitte unterteilen. Insbesondere gibt es zahlreiche Methoden, die Abwandlungen der
Binary Segmentation einsetzen (Fryzlewicz, 2021; Kovécs et al., 2022). Bei Ausfithrung dieser Schritte kénnen
in fortgeschrittenen Iterationen des urspriinglichen , large-scale” Problems stets auch wieder kleinere Fallzahlen
auftreten. Hier ist es von Interesse, ob der Einsatz von exakten Methoden eine Verbesserung der Verfahren
erzielen kann.

Ahnlich dazu wire eine weitere vielversprechende Anwendung der beschriebenen exakten Methoden die Ver-
wendung in Entscheidungsbdumen (englisch: Regression Trees) mit binomialen Endpunkten. Bei der Auswahl
von Input Features konkurrieren immer wieder verschiedene Variablen darum, am besten geeignet zu sein,
den Raum der Pradiktoren in verschiedene Strata zu unterteilen. Dabei kann die statistische Signifikanz auf
der Basis eines vorgegebenen Signifikanzniveaus als Auswahlkriterium und ihre Abwesenheit anschlieBend auch
als Stoppkriterium dienen. In diesem Zusammenhang sind die entwickelten Methoden fiir eine exakte binare
Segmentierung vielversprechend, da sie rigoros sind. Erstens beriicksichtigen die derzeitigen Methoden kei-
ne vorangegangenen Datenaufspaltungen (als Internal Nodes bezeichnet), genauso wie die Standard Binary
Segmentation dies vergisst. Exakte Methoden wiirden die Validitat und Objektivitat des Verfahrens erhdhen.
Zweitens, wenn die erklarenden Variablen kontinuierlich aufgespalten werden, um eine Vielzahl von Strata
(so genannte Tree Branches) zu bilden, werden die StichprobengréBen natiirlich klein. Eine Erhéhung der
statistischen Aussagekraft ware daher auch hier wiinschenswert. Der gleichzeitige Umgang mit vielen Kova-
riaten bei Regression Trees ist jedoch nicht ganz einfach, sondern erfordert einige Annahmen beziiglich ihrer
Abhéangigkeitsstruktur.
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Summary

Objectives: Methods for change point (also
sometimes referred to as threshold or break-
point) detection in binary sequences are not
new and were introduced as early as 1955.
Much of the research in this area has fo-
cussed on asymptotic and exact conditional
methods. Here we develop an exact uncondi-
tional test.

Methods: An unconditional exact test is de-
veloped which assumes the total number of
events as random instead of conditioning on
the number of observed events. The new test
is shown to be uniformly more powerful than
Worsley's exact conditional test and means
for its efficient numerical calculations are
given. Adaptions of methods by Berger and
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1. Introduction

Methods for change point detection in
binary sequences are not new and were
introduced as early as 1955, see e.g. Page
[1]. Exact tests conditional on the number
of events based on likelihood ratio or
Cumulative Sum (CUSUM) statistic were
proposed by Worsley [2]. Halpern ex-

Boos are made to deal with the issue that the
unknown event probability imposes a nui-
sance parameter. The methods are compared
in a Monte Carlo simulation study and ap-
plied to a cohort of patients undergoing trau-
matic orthopaedic surgery involving external
fixators where a change in pin site infections
is investigated.

Results: The unconditional test controls the
type | error rate at the nominal level and is
uniformly more powerful than (or to be more
precise uniformly at least as powerful as)
Worsley’s exact conditional test which is very
conservative for small sample sizes. In the
application a beneficial effect associated
with the introduction of a new treatment
procedure for pin site care could be revealed.
Conclusions: We consider the new test an
effective and easy to use exact test which is
recommended in small sample size change
point problems in binary sequences.

Methods Inf Med 2016; 55: m—m
http://dx.doi.org/10.3414/ME15-02-0020
received: December 18, 2015

accepted in revised form: March 21, 2016
epub ahead of print: July 13, 2016

tended methods to also use Fisher’s exact
test as underlying test statistic [3]. Exten-
sions to the inclusion of covariates were
suggested by Friede et al. [4] and Fong et al.
[5]. In current research changes in interac-
tion effects are also of interest [5, 6]. Post
hoc to testing whether a change point is
present different methods for confidence
sets for the estimated change point were

developed [7]. Also the use of Bayesian
hierarchical methods was proposed for this
purpose [4, 8].

When using an exact test for a change
point in binomial sequences the signifi-
cance level of the test usually cannot be
used to the full extent due to the discrete-
ness of the test statistic. This disadvantage
due to the implication of a crucial loss of
power whenever the sample size is small is
known from exact tests for 2x2 frequency
tables. The trivial solution of a randomiza-
tion of the test statistic is only of theoretical
interest and cannot be recommended for
practical application because of a lack of re-
producibility among other reasons. It is
therefore emphasized to use the uncondi-
tional Barnard’s test [9], Boschloos test [10]
or other unconditional test statistics (e.g.,
‘z-pooled’) [11] instead of the conditional
Fishers exact test which is criticised for
being very conservative for small samples.
Unconditional tests have a gain in power
by taking advantage of the fact that the ob-
served total number of events is random
and therefore ending up in less discrete test
statistics. Boschloos test keeps the signifi-
cance level. Furthermore, it can be shown
that it is uniformly more powerful than (or
to be more precise uniformly at least as
powerful as) Fisher’s exact test. One down-
side of the test is that it requires relatively
intense numerical calculations, because it
needs to perform a maximisation over the
true underlying event probability which is
called nuisance parameter. We will apply
similar ideas to improve Worsley’s test.

Methods for change point detection are
used in a variety of settings including medi-
cine, genetics, finance, quality control, and
many more [12]. When evaluating for in-
stance clinical databases such as clinical reg-
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istries an adequate modelling of potential
confounders including calendar time is
required. Changes over calendar time can be
modelled as smooth effects or as abrupt
changes. Here we consider situations where
models are required that aim at a separation
of the data. This is also the case when abrupt
changes are to be expected by the nature of
the intervention or when little is known
about the causal relations underlying the
data. The latter is often the case in clinical
registries where the influence of covariates is
unclear or even unmeasured confounding
occurs. Still clinical registries often offer data
of high clinical relevance since they include
real-world information and could in this
sense be considered a useful addition to ran-
domized clinical trials (RCT), which often
suffer from a lack of external validity caused
by preference or selection effects [13]. Also
RCTs might not be feasible due to very long
follow-up times to measure treatment suc-
cess or due to the rarity of the medical condi-
tion. The use of change point methods has
been proposed by Heuer and Abel [14] and
has been reemphasized [15, 16].

Here we illustrate the proposed change
point test by application to a cohort of pa-
tients that underwent traumatic ortho-
paedic surgery where external fixators were
used. The need for undergoing surgery was
a complicated traumatic fracture of the
feet. Since the skeletal pins of the fixators
cut through the skin, infections at these so-
called pin sites occur frequently [17]. The
question of interest is whether a change in
treatment strategy led to a decrease in the
infection rate.

This paper is organized as follows. In
Section 2 the notation is introduced, the un-
conditional test developed and its properties
proven. The performance of the proposed
test is assessed by exact analytical calcu-
lations and Monte Carlo simulations in Sec-
tion 3. In Section 4 the example from a clini-
cal database of orthopaedic surgeries using
external fixators in children is presented. We
close with a brief discussion in Section 5.

2. Methods

Let X, X,,.... X, be a sequence of indepen-
dent binary random variables. We are in-
terested to test the null hypothesis

Ho:P(Xizl):p i=1,2,...,1’l

against the alternative
Hy:P(X;=1) = [Pl i=12,..x

P i=x+1,..,n

with p; #p,, both unknown and unknown
change point k in {1,2,..,n-1}. Several test
statistics T} exist for testing whether there
is a change in probability at fixed value
k=1,.,n-1 as a possible change point.
Those include the log-likelihood ratio stat-
istic, the cumulative sum (CUSUM) stat-
istic, or the p-value of Fishers exact test [3]
among others. These test statistics depend
only on the number of observations and
events before and after the possible change
point k. The total number of events is de-
fined as M, = X' ,X; while the
number of events previous to k is given by
the partial sum My = Y'X | X;. Due to
the sufficiency of (Mjk) for p, and
(M,,- M,n-k) for p, the statistic T does
not depend on any nuisance parameters.

To identify the unknown change point
procedures usually determine the value &
over all possible change points k=1,...,n
that maximizes T}, i.e.

Te= max T, =T,
K yey Ay k max.

In this study we will focus on the log-likeli-
hood ratio statistic

2 Lo(P)
B 1.1, B2)
=2 (l(k, Mk) + I(n - k, (M,, - M,))

Lk = —21

where I(n,m)=mlog(m) + (n-m)log(n-m)
—nlog(n). The exact distribution of L; con-
ditional on the number of events M, is
given by Worsley [2]. In a first step Wors-
ley’s method relates each subset of 0-1-
sequences which are defined by a given
condition to its related sufficient range
[a, by of partial sums M, for each k. For
the exact distribution of a maximally
selected log-likelihood ratio statistic over
k those subsets are defined with L, <I
for given value Lz =l , always keeping
M, fixed. An iterative combinatorial
procedure is given which finds the
probability for all M; simultaneously
being in their respective ranges,

ie. P(Mg € [ax, D] ¥ k | Mp). This

method is easily adapted to other maxi-
mally selected statistics of the form
max;<<,I} also with side conditions pres-
ent. For all possible values L,,,, we can thus
determine their discrete probabilities
which add up to the exact p-values. The
discreteness of p-values arises when 7 and
M, are small resulting in fewer possible
values of L,,,,. In theory the discreteness
could be overcome by so-called randomi-
zation leading a uniformly most powerful
unbiased test [18]. However, this is not an
option in practical applications. Therefore
this discreteness leads to conservative test
results given a fixed significance level a,
e.g. at a usual level of 5%. Whenever M, is
to be considered random, which will be
true in many applications, methods that do
not condition on M, are more appropriate.
By considering all values of M, along with
their probability of occurrence we get to
consider more possible outcomes L,
yielding less discrete p-values. We aim at
developing a new test whose size is closer
to the significance level. In the usual
fashion of the construction of uncondi-
tional tests in the 2x2 design we will
exploit the assumption of M, being ran-
dom to define the exact p-value. Let
x;=(X;p..X;,), i=1,..,2" be the set of all bi-
nary sequences of length n (i.e. the binary
representation of numbers I to 2") and
Z € {x;};—1, on be the instance given by
the data to be analysed. Then based on the
conditional p-value

pw(z) =P (1’?:?‘5% Li(2) |Mn(z) = m)

by Worsley under H, we define an uncon-
ditional p-value similar to [11] as

pexact(z I P) = E{x;: pwix)s pw(z)}P(xi |p)

Since the nuisance parameter p is unknown
we need to maximize over its possible valu-
es. With 1;, denoting the indicator func-
tion (sometimes called characteristic func-
tion) this gives:

Pexact (z) = (1)

sup Y73 P(x: | D) Ly e)< ow ()},
0=p=1

Since the logical expression in the indicator
function only depends on Worsley’s p-value
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and thus only on the number of possible
events and possible values L, we only need to
consider the respective subsets of events. The
number of cases to be considered is then re-
duced to quadratic instead of exponential
order, ie. #{L(My):k=1,.m;M,=1,..,m}.
The L, which occur to represent a maximum
L.y Of the search of a change point in binary
sequences will be indexed in decreasing
order by their size as

U P (11 L= s | M =m) > 0

= Lot

with ¢, the number of distinct values.
Along with the alternative representation

max Ly, M, )of Worsley’s p-value
Pw (1 s k' Hin ysp
this allows for a much more convenient
representation of the expression (based on
nested conditional probabilities) giving the
unconditional p-value

Pexact(Z) = sup Xnq (P(Mn =m|p)
0<p<1

; ??1P(1I£I?gxn Ly =Ly |Mw = m)

S T — (2)

Also with this notation an effective nu-
merical calculation is possible without the
need to evaluate all possible binary se-
quences. The probabilities P(,;) can be
easily obtained by Worsley’s work or since

pw (nn,m) = X1 P(lm)

holds directly as
P('{m;’) = pw(lmh: m)—

lim py, (lnp, — €,m)

This way the numerical complexity in cal-
culating an unconditional p-value is as un-
problematic for moderate # as in the con-
ditional Worsley’s p-value. With the use of
modern computers sample sizes up to 50
can be calculated within short time. The
following result emphasized the use of the
unconditional p-value.
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Figure 1 Calculations of exact size of the unconditional change point test and Worsley's conditional

test based on the log-likelihood ratio statistic for different event probabilities p=p;=p, and signifi-

cance levels a.

Theorem 1: Let p,,«(2) and py,(z) be de-
fined as above, then the following inequal-
lty holds: p exuct(Z) < P W(Z) .

The proof is given in the appendix. The
theorem implies that the new test is uni-
formly at least as powerful as Worsley’s test.
In applied statistics the expression ‘uni-
formly more powerful test’ is used exchange-

ably [11]. In simulations in Section 3 we
explore how much power can be gained.
Following the idea of Berger and Boos
[19] a natural improvement of the test can
be made by reducing the search over the
whole domain of the nuisance parameter p
to a subset of plausible values for p. Making
use of 1-f Clopper-Pearson confidence
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intervals (Bf ; Bg ) for p we can narrow

down the values over which the supremum
is taken. Despite the need of adding the
statistical uncertainty f3 to the p-value this
way it is possible to gain size of the test for
small choices of B, typically f=0.001 or
B=0.0001. This approach for uncondi-
tional tests has been found useful by many
authors [11] due to increased power and, in
particular, reduced numerical effort to cal-
culate the supremum over p. We define the
resulting final unconditional p-value as:

Punc(2):= sup Th_i (P(My = m|p)
Hfsysﬁf,

: jr;':lP (glfgxn Ly =Ly | M, = m)

Lo (nym)s Pw(z)}) +p (3)

3. Numerical Evaluations
and Monte Carlo
Simulations

In this section we investigate to which extent
the new unconditional test procedure per-
forms better than the conditional one by
Worsley. First we will calculate the exact size
of the tests under the null hypothesis and
secondly compare their power for various al-
ternatives in a simulation study. To calculate
the unconditional p-value, we use the repre-
sentation in (3) and iteratively evaluate all

events of obtainable tuple (m, I,;) and their
probability of occurrence. This represen-
tation can also be used to calculate the exact
size of the new test for a given significance
level .. In P> Figure 1 we present exact calcu-
lations of the size of the test for increasing
sample sizes when the event probability is
p=p;=p,=0.1, p=0.3, or p=0.5 and the sig-
nificance level is a=1% or a=5%. The un-
certainty for the Clopper-Pearson confi-
dence interval for the range of p is chosen to
be 5=0.00001. As expected, both tests con-
trol the type I error rate at the nominal level.
As can be seen from the figure, the actual
level of the unconditional test is much closer
to the nominal level than the level of the con-
ditional test. Due to the discreteness of both
conditional and unconditional p-values we
can see that the results can differ consider-
ably even for adjacent #. For extremely small
samples the gain can be quite large and even
for sample sizes of 20 and above we can ob-
serve partially gains in size of about one fifth.
For event probabilities close to 0 or 1 both
tests are very conservative independent of
the significance level.

To verify that the gain in size leads di-
rectly to a gain in power we performed a
Monte Carlo simulation study of binary se-
quences under various alternatives H,.
> Figure 2 shows two selected scenarios
with sample size equal to 20 and the true
underlying change point at x=10. In a first
setting the according event probability is
p;=0.2 before the change point and dis-
played for increasing probability after-
wards from p,=0.2 to p,=1. A second

/ Figure 2

/ Simulated power of
the unconditional test
and Worsley's condi-
tional test based on
the log-likelihood ratio
statistic are shown for
rising event probability
P, when p; is fixed at
0.2 (respectively 0.4)

for a sample of size

—— Unconditional LR

80 4 - - Worsley LR /
o
°7\_’ 60 —
g
o
[
3 40
o
=
£
n

20

Y T |

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Event probability p,

I n=20 with change
point at k=10
(a=5%, 8=0.00001,
Ny =100,000).

setting is included in »-Figure 2 where the
initial event probability is set to p;=0.4 and
then changes at k=10 to values of p, start-
ing at 0.4. Note, that for each scenario
100,000 simulations were run resulting in
root mean squared errors of the simulated
H, rejection rates of 0.00031 (95%-quan-
tile) and 0.00069 (99%-quantile).

Our simulations confirm that the im-
provement of the size can lead to a con-
siderably higher statistical power. The gain
is smaller if the event probabilities are
closer to 0 or 1, or if the true change point
is not located in the centre of the sequence
(results not shown).

4. Application to Clinical
Registries

In orthopaedic surgeries using external fix-
ators with skeletal pins cutting through the
skin infections at the pin sites are frequent.
A new procedure for pin site care including
weekly use of antiseptic solution and dress-
ing was introduced to reduce the risk. Ana-
lyses of the pin site infection records have
previously been carried out in [4] indicat-
ing that the introduction of the new
procedure is strongly associated with a
decrease in infections. We are now inter-
ested whether this association holds for a
subgroup of surgeries with external fixators
of fractions in feet of children. This sub-
group of 41 paediatric patients shows to be
homogeneous in terms of reason of surgery
and covariates. Since the covariates age, sex
and reason for application were found to be
non-informative in previous analyses [4],
these were not considered here. The deci-
sion of ambulant vs. hospital (and commu-
nity practice) based pin site care was
strongly associated with the introduction
of the new treatment procedure, so that
due to lack of positivity we need to collapse
treatment and responsibility for pin site
care to one underlying factor in time.

» Figure 3 shows the path of the log-like-
lihood ratio statistic for the children with
pin sites at their feet. There are 41 observa-
tions of which 30 developed an infection.
The estimated change point is located before
observation 14 which is relatively close to
the introduction of the new procedure after
observation 19. That time interval is also
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Figure 3  The left graph shows the values of the log-likelihood ratio statistic for increasing k=1, ...,(n—1) for all surgeries at children’s feet. The right graph
shows the respective values for the subgroup of children of age 0-5 years. The vertical solid line shows the estimated change points, while the vertical dotted
line shows the expected change point through external information. The plane shaded in grey at the top indicates the rejection area of L, when testing H,

and includes the original data as 1-0-sequences.

strongly associated with an increase in pro-
fessional pin site care through hospital
nurses or community nurses. We observed
100% infection rate before the estimated
change point and only 60.7% afterwards.
The resulting p-value of the new uncondi-
tional test is p,,,,=0.0303 (p,,=0.0321). Here
the choice of $=0.00001 did not alter the
p-value in comparison to f=0. The esti-
mated change is close to the introduction of
the new treatment procedure, but since it
advances the latter this might be an indi-
cation that the change is truly due to an in-
crease in nurses being responsible for the
pin site care. For illustrative purposes we ad-
ditionally investigate whether the effect is
still present if we reduce the sample to
children under the age of 6 years. In the
young children (n=19) the estimated
change point is 9 which is the point in time
where the protocol for pin site care was
changed. Still the effect is not large enough
to yield statistical significance even with the
unconditional p-value p,,.=0.1492 which
slightly improves Worsley’s p-value of
pw=0.1731.

5. Discussion

We developed an unconditional exact test
that is uniformly more powerful than the
conditional exact test by Worsley. The test
is based on ideas of constructions of un-

conditional tests in 2 x 2 tables to overcome
conservatism. The proposed change point
method can be applied to various biometri-
cal research questions whenever an abrupt
change is plausible. As highlighted in our
example the introduction of new treatment
methods or changes in the medical deci-
sion making lead to instant changes and
our model showed to be helpful to detect
their impacts on real-world clinical prac-
tice. With the change point analyses about
pin site infections in children we were able
to demonstrate a beneficial effect of the
new treatment procedure over the former
treatment standard in concordance with an
indistinguishable increase in hospital based
pin site care. Also the interpretation of re-
sults is usually very intuitive and thus help-
ful in decision making. This is especially
the case in estimating cut-off values for safe
and effective treatment strategies.

Another point we want to shed light on
is the use of change point models in evi-
dence synthesis [20]. In evaluations of
study quality in meta-analyses change
point models can be applied to evaluate
impacts of guidelines on the quality of
reporting (e.g. adherence to strobe state-
ment [21]). In this application small
sample sizes (n<<30) are natural and the
application of a change point test with con-
siderably lack of size is questionable. In any
scenario with small sample size the new
test offers great potential and does not have

any downsides whenever the sample size is
larger apart from increasing numerical
complexity. In settings of large sample sizes
the use of asymptotical methods is pre-
ferred, not only to avoid intense numerical
calculations of exact tests, but also to use
possibilities of more complex models con-
taining covariates [4, 5] or multiple change
points [22].

Extensions and further improvements
of the presented methods may be achieved
by taking advantage of unused information
in the 0-1-sequences. An order based on
the likelihood of subsequent change points
on the basis of binary segmentation could
be defined and will lead to further gain in
power in the unconditional as well as in the
conditional setting. This is the subject of
ongoing research. Generalizations from se-
quences of Bernoulli random variables
(n;=1) to sequences of binomial random
variables (1;21) are straight forward, since
we can regard the latter as a Bernoulli se-
quence divided up into bins. Instead of
searching a possible change point over all
values of k we then only search along the
bins [2]. Furthermore adaptions to discrete
exponential family random variables (e.g.
following a Poisson distribution) based on
[7] would be an area for further research.
Finally, SAS code for the efficient imple-
mentation of the unconditional test as
given in Section 2 is available from the au-
thors upon request.
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Appendix

Proof of theorem 1:

Pater J, Rochon J, Parmar M, Selby P. Future research
and methodological approaches. Ann Oncol. 2001;
22(Supplement 7): vii57-vii61.

From the definition of the p-value of the new exact test in (1) we have

Pexact(2) = sup Ezgzlp(xi | p) - l{pw(xi)s pw(2)} -
0sp=1

With the notation and transformations in Section 2 we get the following simplified representation from (2):

Pexact (Z) T

— . V'dm _ . _ .
3w Brues (PO = m1p) - EJ7 P (i L = bng | Mo = 1) - L () p2))

Since Worsley’s p-values are cumulative sums of individual P(l,,;) for decreasing I,,; we can state the following:

i 4 . NVa .
pexact(z) = sup Egl.=1 (P(Mn =m I P) er:“lp('!mj) 1{Ei=1p(5mh)5 pw(z)])

0sps1

We will use the following inequality 2?21 a;j-1 {

i a-sb} < b to obtain
h=1%]

pexact(z) = Ossl;;gl 221=1(P(Mn = m |p) ’ pW(Z)) = pW(Z)-

Remark 1: We note that the inequality is strict (apart from trivial cases) since for m =M, (z) the set of values of /,,; and P(l,,) are not the

same. Thus for some values m there exist no j such that Z{L:l P(l,,n) = pw(Z) and the resulting p-value of the new test is strictly
smaller to the one of Worsley’s test.

Remark 2: Since the inequality of p-values holds, the new test is ‘uniformly at least as powerful’ as Worsley’s test. For various values of «
the test will achieve a truly positive gain in power since the inequality is strict. In this context and in coherence with Mehrotra et al. [11],
we will use the term ‘uniformly more powerful test’ as an exchangeable expression.
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1 | INTRODUCTION

Berthold Lausen? | Tim Friede'

Abstract

To detect a change in the probability of a sequence of independent binomial
random variables, a variety of asymptotic and exact testing procedures have
been proposed. Whenever the sample size or the event rate is small, asymptotic
approximations of maximally selected test statistics have been shown to be inac-
curate. Although exact methods control the type I error rate, they can be overly
conservative due to the discreteness of the test statistics in these situations. We
extend approaches by Worsley and Halpern to develop a test that is less discrete
to increase the power. Building on ideas from binary segmentation, the proposed
test utilizes unused information in the binomial sequences to add a new order-
ing to test statistics that are of equal value. The exact distributions are derived
under side conditions that arise in hypothetical segmentation steps and do not
depend on the type of test statistic used (e.g., log likelihood ratio, cumulative
sum, or Fisher’s exact test). Using the proposed exact segmentation procedure,
we construct a change point test and prove that it controls the type-I-error rate
at any given nominal level. Furthermore, we prove that the new test is uniformly
at least as powerful as Worsley’s exact test. In a Monte Carlo simulation study,
the gain in power can be remarkable, especially in scenarios with small sample
size. Giving a clinical database example about pin site infections and an example
assessing publication bias in neuropsychiatric drug research, we demonstrate the
wide-ranging applicability of the test.

KEYWORDS
binary segmentation, change point, disorder detection, exact test, Worsley’s test

The problem of change point detection (also sometimes referred to as threshold, cutpoint, breakpoint, or “disorder” detec-
tion) in binomial sequences has been addressed by many authors over the past decades (see, e.g., Carlstein, 1988; Chen
& Gupta, 2011; Halpern, 1999; Hinkley & Hinkley, 1970; Lausen & Schumacher, 1992; Miller & Siegmund, 1982; Pettitt,
1979, 1980; Smith, 1975; Worsley, 1983). A distinction is usually made between the fixed sample change point problems and
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sequential (online) schemes that are frequently used in quality control. Here, we consider the former, an ordered sequence
of { independent binomial variables, with m; being the number of events occurring in n; subjects at risk. We are interested
to test the null hypothesis H,, of constant event probabilities p; (i = 1,...,¢) equal to p against the alternative

p, (@(=1,..,x) ,
H . i = ) #
Lo b {p’, (i=x+,..,0) p#Pp

for some period x in the range 1, ..., { denoting an unknown change point. Most commonly tests to detect such a change
point in the sequence are based on taking the maximum of a test statistic Ti‘: ¢ that is designed to find differences for fixed
candidate change points k = 1, ..., {. Those statistics include the log likelihood ratio, the cumulative sum and variations
thereof (Pettitt, 1980), and the p-value of Fisher’s exact test (Halpern, 1999); but also statistics based on Doob’s martingale
decomposition (Brostrom, 1997) as well as Bayesian statistics may be used (Assareh, Smith, & Mengersen, 2015; Smith,
1975). These maximally selected test statistics Tin?‘ = maxkzl,_.,g(Tll‘: g) arise not only in change point detection but also
in various other applications. A real-world problem might be the precise assessment of the probability of an unfavorable
realization in random ordering of (clusters of) binary events. Such an example might be the interest to detect manipu-
lations of fixture lists in sports, which define the order of (weak or strong) opponents to be matched against. Another
example may be the assessment of potential context effects in surveys. The context effect relates the order of questions
asked to a bias in the overall thinking and answers of survey respondents. Applications of change point models in epidemi-
ology and medicine are common and have led to ongoing methodological developments. Examples include the epidemic
wave model (Boulesteix & Strobl, 2007; Siegmund, 1986), the assessment of genetic recombination (Halpern, 1999), dose-
response models (Lausen, Lerche, & Schumacher, 2002), calendar time effects in clinical registries (Friede & Henderson,
2003), and clinical trials with adaptive designs (Friede & Henderson, 2009). Maximally selected test statistics are also used
as cutpoint methods for dichotomization, although these may primarily be used when an underlying change can truly be
regarded as abrupt. Otherwise these methods may lack statistical power and alter the effect estimates in comparison to con-
tinuous regression methods (see, e.g., Royston, Altman, & Sauerbrei, 2006) as long as the latter are correctly specified. Still,
the simplicity of the considered change point model avoids instabilities in the parameter estimation in these scenarios.

Asymptotic distributions of maximally selected test statistics in binary sequences were derived by a number of authors
(see Miller & Siegmund, 1982; Pettitt, 1979, 1980). For small sample sizes, however, these approximations have poor perfor-
mance and exact methods are to be preferred (Friede, Henderson, & Kao, 2006; Halpern, 1982). Exact null and alternative
distributions were given by Worsley (1983) for log likelihood ratio and cumulative sum test statistics. Halpern (1999) pro-
posed to use Fisher’s exact test and compared the different approaches with regard to their statistical power. Hirotsu (1997)
gave exact distributions in case of two-way layouts with interaction effects. While these exact methods are designed for
small sample sizes, they often lack size of the test in these scenarios. Due to the discreteness of the test statistic, the sig-
nificance level of the test cannot be used to the full extent. This adds a degree of conservativeness to the test procedure
(Ross, Tasoulis, & Adams, 2013). Several approaches have been discussed to overcome not only the implied loss in power,
but also the lack of precision as a methodological disadvantage (Zhou, Zou, Zhang, & Wang, 2009). The trivial solution
of a randomization of the test statistic is only of theoretical interest to achieve a uniformly most powerful test but cannot
be recommended for practical application because of a lack of reproducibility among other reasons. The same applies to
approaches that use Monte Carlo simulation techniques to obtain the required probabilities, see for example, Ross et al.
(2013). An unconditional version of Worsley’s test addressing the problem was suggested by Ellenberger and Friede (2016)
to gain power with less discrete test statistics. Unlike Worsley’s test, this test does not condition on the observed total num-
ber of events. The nuisance parameter p is dealt with by maximizing the p-value over the nuisance parameter. We aim at
developing a hypothesis test that uses also information in the sequences left and right of each possible change point. We
can thus define an ordering of different sequences that all yield the same Worsley’s p-value. The ordering will be based
on binary segmentation ideas and is used to create less discrete test statistics. To do this, we develop in Section 5 exact
null distributions under certain side conditions. These are used to get exact p-values on both subsequences left and right
of the potential change point # = argmax, (T)) conditional on T. With these conditional p-values, we will define a new
test in Section 6 by applying a combination function such that both p-values are merged to a single meaningful p-value.
The performance of the proposed test is assessed by Monte Carlo simulations in Section 7 and the test is applied to two
motivating examples introduced in Section 2. One example searches for change points in a clinical database of orthopedic
surgeries using external fixators in children; the other example is concerned with the assessment of publication bias in
neuropsychiatric drug research. We close with a brief discussion of the findings in Section 8.
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a Example: pin site infection data
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FIGURE 1 Sequence of events (1s and Os at the top ordered by calendar time) and the according log likelihood ratio statistic (dark area
showing the rejection area at a 5% level) for the pin site infection data (a) and the publication bias in neuropsychiatric drug research (b). To the
right, the one- and two-sided p-values are displayed for both methods and various underlying statistics, indicated by the dots with x-axis giving
Worsley’s p-value and the y-axis giving the new p-value. The extent to which the new p-value is less coarse can be deduced from the vertical
distance to the diagonal line

2 | MOTIVATING EXAMPLES
2.1 | Pediatric external fixators study

Some orthopedic surgeries require the attachment of external fixators. For this purpose, skeletal pins are cut through the
skin. A common side effect of this treatment is the occurrence of infections, so-called pin site infections. The surgeries
form a sequence in calendar time with pin site infection being regarded as an event. Analyses of the pin site infection
records have previously been carried out in Friede et al. (2006) to investigate the effectiveness of the introduction of a
new procedure for pin site care. Measures against pin site infections needed to be taken because those were frequent.
The data suggest that the introduction of the new procedure is strongly associated with a decrease in infections. We are
now interested whether this association holds for a subgroup of boys who had surgeries with external fixators to treat
fractions at their feet. This subgroup of 26 pediatric patients with a total of 20 infections shows to be homogeneous in
terms of reason of surgery and other characteristics. Since the covariates age and reason for application were found to be
noninformative in previous analyses (Friede et al., 2006), these were not considered here. The binary sequence of pin site
infection is shown as 1s and Os in Panel A of Figure 1. The log likelihood ratio statistic is displayed for all possible change
points k.
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2.2 | Publication of FDA-approved neuropsychiatric drugs

Publication bias is increasingly recognized as a major problem in scientific publishing. Several authors have addressed
the matter and investigated its extent. In clinical trials of neuropsychiatric drugs, Zou et al. (2018) have conducted an
extensive literature search and analyzed trends in time. In the past decades, regulatory authorities have taken measures
to prevent negative results from not being reported or published. The US Congress passed the FDA Modernization Act
(FDAMA) in 1997, which mandated the public registry ClinicalTrials.gov that was established 3 years later. In 2005, the
International Committee of Medical Journal Editors (ICMJE) enacted a policy requiring trial registration as a prerequisite
for publication in member journals, leading to an increase in the number of registered studies. Zou et al. (2018) point out
that FDAMA did not require registration of all studies, and the ICMJE recommendation continued to allow the publi-
cation of unregistered studies as compliance was voluntary. In 2007, the US Congress passed the FDA Amendments Act
(FDAAA), which applies to all non-phase-I studies with FDA-regulated drugs and requires sponsors and investigators
to register all such trials in ClinicalTrials.gov prior to enrolment and report the results to within 30 days post approval.
Inappropriately delayed registration and reporting of results, as well as reporting of incorrect results, can be punished by
fines and possible loss of funding. The FDAAA applies to trials initiated after September 27, 2007, and to earlier trials in
progress as of December 26, 2007. Zou et al. (2018) have studied in detail the registration, results reporting, and publishing
of clinical trials supporting FDA approval of neuropsychiatric drugs. They investigated the possible effects of the FDAAA
on the publication of negative or unequivocal findings. Regarding this publication bias, the authors found statistically
significant effects that the rate of publishing negative findings has increased from the pre-FDAA era to the post-FDAAA
era. In the latter, all trials were published, though also some recent trials were found to report inconsistent results in com-
parison to the FDA approval assessment. In contrast to investigating only this comparison with the date of the change
that is allegedly already known, it is also of interest to carry out analyses that consider all possible change points in the
chronological order of the drug approvals. We therefore carried out the respective change point analyses on the data. We
considered all drugs agents by different pharmaceutical companies that were approved by the FDA but had at least one
trial that had either negative or questionable results in the FDA’s reports. With data by Zou et al. (2018), we tested the
outcome whether all trials of the approved drug were published in a scientific journal as it should be mandatory. These
analyses will also investigate in the willingness of drug companies to publish older negative studies on an approved drug,
whose retrospective reporting did not became mandatory by the FDAAA. Similarly, further calendar time effects in pivotal
studies for the FDA approval of new drugs are the subject of ongoing investigations (Zhang et al., 2020).

3 | MODEL AND WORSLEY’S TEST

We consider the problem of investigating the existence of a change point in a subsequence of interest starting at o and
endingatwwith1 < a < w < ¢. Let

k k
Mh:k=zmi: Nh:k=2ni
i=h i=h

be consecutive sums (4 to k) of binomial distributed event numbers {m; : i = 1,..,{} and the numbers of trials {n; : i =

1,..,¢} also called bin sizes. The indicators h:k can be dropped when the whole sequence of interest is referred to in order

to simplify the statistical notation. So, M = M,,.,, and N = N.,, are the total number of events and subjects within the

relevant subsequence. Common change point methods for binomial data are based on maximally selected test statistics
Events Total Events Total

for 2 X 2 tables T(#{g,poseab #{ £xposeals #{ vonexposeads #{ Nonexposea}) fOI subsequent k. Let
Toio = TMaie, Noco Micer o Nicwnza) | Moy si= 1,63,

and T™* = max;, |TX. | be the maximum over k = «, ..,. Conditional on M(= M. +My, ) and all bin sizes fixed,
T’c‘(:w is dependent on M, ., only and we may simply write it as a function T,.,(Mg.; | M). Worsley (1983) gives exact
distributions of such maximally selected test statistics, which we want to generalize. All inference is made conditional on
M with M /N being sufficient for the event probability p to eliminate this nuisance parameter. The only regularity assump-
tion for T’o‘(:w requires some monotonicity in M, ., which is usually fulfilled for sensible choices of T'( - ). While one-sided
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test statistics naturally are monotone, two-sided test statistics have to be monotone for all decreasing M., < mg, and
for all increasing M, . > mg; separately with mg;, being the argmin(T) for a given T(-). Usually, mg, /N is close
to M/N. With this assumption, it is guaranteed that events {TX. < t} can be expressed as a set A; being an interval
{ax < M. < by} with a = inf{M,.; : T’O‘“w <t} and b, = sup{M. : Tl;:w < t}. The test statistics given in Worsley
(1983) were the log likelihood ratio and the cumulative sum statistic. For fixed k, the log likelihood ratio statistic is

LY., = 2{(Ng:j M) + 1Nyt 2000 Mici1:00) — LN, M)}

with I(n, m) = mlog(m) + (n—m)log(n—m) — nlog(n) being the log likelihood function. The statistic was first used by
Hinkley and Hinkley (1970). The cumulative sum statistic is

Qk. — (sz:k _M'Na:k/N)

(N7o)

with py = M /N and ¢ = 4/py(1 — py)- Q has the same distribution as the Kolmogorov-Smirnov statistic Dy (Gibbons,
1985; Pettitt, 1979). Also briefly mentioned in Worsley (1983) is the usual Pearson y? statistic (Miller & Siegmund, 1982)
that is

2

k
s 0k
aw Ng:k . Nit1:0
N N

for testing the equality of p and p’. P is equivalent to a two-sample version of the Anderson-Darling statistic (Darling,
1957; Halpern, 1999). Exact two-sided statistical inference with P yields the exact same results as when using the z-statistic

Me: 1 _ Mit1:0

zk = Na:k  Nigi:ie

1 1
+
Ny, Nit1:0

g

which is by some authors referred to as z-pooled (Mehrotra, Chan, & Berger, 2003). Since Z? = P holds, it is sufficient
to use the Pearson statistic when two-sided testing is carried out. Another statistic introduced by Halpern (1999) is the
p-value of Fisher’s exact test, that is,

Nk (Nk+1:w)

Flw= ZP(Xl =] |M)=ZJTMJ
JjEJ JjeJ ( M)

with random X, = #{Eivpef:;} andJ = {j : p(j) < p(M. )} with given p(u) = P(X; = u | M) such that a two-sided p-value
is obtained. Similarly, Blaker’s test is obtained with p(u) = min(P(X; < u | M), P(X; > u | M)} (Fay, 2010). The statistics
L,Q,P,F are the ones most prominently used in the literature, despite many more statistics for testing a change in
probability are available, for example, variations of z-pooled with separate variance estimation, variations of the two-sided
Fisher’s exact test (Fay, 2010), rank statistics (Hothorn & Lausen, 2003; Hothorn & Zeileis, 2008; Lausen & Schumacher,
1992), martingale statistics (Brostrom, 1997), or Bayesian approaches (Smith, 1975).

Let F, ., (M) be the distribution function of any of the above-mentioned T3+, under H, conditional on the number of
events M in the (sub)sequence. Worsley (1983) gives an exact iterative procedure to calculate F, . (M) as follows. For each
candidate change point k, the probability P(Tf“ » < t) can be expressed in terms of the events Ay of the form {a; < M; <

b} as defined above. The events {T};"] < t}are thus equivalent to N’ A;. Given all A; and M = m fixed, let

Fa:k(v)=P<igan{sz;w}<t | Mgk =U> =P(n§€:aAi | Mgk =U)
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is constant p = .15 (left), p = .3 (center), and p = .5 (right)

so that F,(v) = 1if ay <v < b, and Fg.,(m) = P(N?  A;). If aj4; < U < by, that probability is calculated stepwise
according to

by
Faes1() = D) P(NA; | My =, Myy; =) - P(Mj = u | Mieyy =)

u=ay

by
= Z Fa:k+1(u) . hk(“’ U)y

u=ay

where hy(u,v) is the probability function of the hypergeometric distribution, defined for 0 <u < N, .p, and 0 <v —u <
Njp1 G Niy1:k4) 88

hye(u, v) = (szk>(nk+1 > / (Na:k+1>

vL—Uu v

and probability zero otherwise. This result can now be used iteratively for k = 1,..,c — 2 to find F,.;(v) for a, < v < by,
and finally, produces the p-value 1—F.,(m) = P(TZ3% > t).

Besides the exact approach, several approximating distributions exist. In case of large sample sizes, asymptotic pro-
cedures may be preferred since exact methods may be time-consuming in their calculation. We will use the Brownian
bridge approximation for maximally selected y? statistics by Miller and Siegmund (1982) as a comparator. The approxi-

mating probability calculates as follows:

P(T > 1) = 4¢(\/Z) +¢(V1) - (\/? - 1/\/?> : log<M>.
\/; Ne:o*Noti:o
The term N, ., hereby represents the first bin only. Since we have binomial data, the first bin should contain all the
n; where we are not interested in seeking for a change point (or maximizing our test statistics). In applications, this is
often used to shift the change point detection mildly away from the tails of the sequence. Regarding the Brownian bridge
approximation, this is, however, a crucial parameter. In Bernoulli sequences, we restricted our search to the central 90%
of the sequence as, for example, in Friede et al. (2006).

With the described procedure by Worsley, one can calculate the exact size of a change point test using any statistic.
For all M and all M., we can calculate the probability of T§: . €xceeding a certain threshold, that is, the exact 95% or
99% quantile conditional on M or quantile from an (asymptotic) approximation. With M being drawn from a binomial
distribution under H,,, we can assess to what extent the nominal significance level is actually used. For Bernoulli sequences
of small sample sizes, we see in Figure 2 a decline in size that relates to a loss in statistical power. The various test statistics
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lead to very similar exact sizes, with no clear favorite. The Brownian bridge approximation is mostly conservative for our
choices of parameters and their type I error probability is only slowly converging to the nominal level of 5%. Here, it is only
applied to the log likelihood ratio statistic L and the Pearson statistic P since those are “maximally selected y2” distributed.
The approximation was developed by Miller and Siegmund (1982) for the latter.

4 | BINARY SEGMENTATION

Binary segmentation is an iterative procedure to hierarchically split sequences (Scott & Knott, 1974) usually applied in
order to detect multiple change points. Initially, the entire data set is searched for one change point. Once a change point
is detected, the data are then split into two subsegments: one to the left of the change point and the second one to the right
of the detected change point. Subsequent change point detections are then performed on either subsegment, possibly
resulting in further splits. This iterative procedure continues until a stopping criterion is met, for example, until signifi-
cance cannot be achieved at a prespecified level. A plethora of criteria when to split and when to stop has been suggested.
The choice has complex implications for consistency. The general trade-off to be made was described by Scott and Knott
(1974): that “Choosing an appropriate value for « is difficult. If « is too small, the splitting process will terminate too soon,
while if « is too large, the process will go too far and split homogeneous sets of means.” Vostrikova (1981) showed consis-
tency of binary segmentation for the number and locations of change points, with rates of convergence of the estimators
of locations, under certain technical conditions. For Gaussian processes, Venkatraman (1992) relaxed these conditions
on the number and locations of the change points. Furthermore, a simulation study was done to assess the performance
of various multiple change point detection methods specifically in small samples, proving real-world applicability. The
theory is outlined and discussed for nonnormal cases as well.

Usual descriptions of the method do not consider that the distribution of the maximized statistics in any subsegment is
now conditional on all previously found change points. For example, Scott and Knott (1974) write

This starts with the best split into two groups, based on the between groups sum of squares, and then applies
the same procedure separately to each subgroup in turn. The subdivision process is continued until the result-
ing groups are judged to be homogeneous. [509]

Fryzlewicz (2014) gives an algorithm for “standard” binary segmentation in pseudocode where the same segmentation
step is recursively called at each splitting of the data into a left and a right subinterval without any constraints implied
through previous steps. To the best of our knowledge, authors so far have not considered any impact of these constraints
throughout the repeated/iterative splitting steps, since consistency followed by asymptotic results (Vostrikova, 1981) as well
as in simulation studies. Here, we condition on preceding steps and provide exact distributions in all steps throughout the
segmentation procedure that considers that subsequences are no longer completely random under H,, (apart from the
initial step). In contexts of developing asymptotic results for multiple change point segmentations of the data, this aspect
may be neglectable, and is proven to be asymptotically correct under some regularity constraints. Therefore, failure to
consider this aspect during subsequent steps of the procedure will not question the validity nor the usefulness of such a
“standard binary segmentation”, as we will refer to it in the following. For our purpose, however, we will need to consider
rigorous and exact distributions at all steps. We will show that the usage of binary segmentation steps without considering
the conditional distribution of the (pseudo) change points found beforehand can lead to conservative but also to liberal
results in some scenarios.

5 | EXACT NULL DISTRIBUTIONS UNDER SIDE CONDITIONS

In this section, we extend the iterative procedure by Worsley (1983) for calculating the probability of Th-, when side
conditions are present. Let s be the number of side conditions that are denoted as C!, 1 =1,..,s and for intersections, the
notation mle Clis used (to distinguish them from intersections ﬂfuz . representing possible runs within the sequence).
The conditions C! shall be measurable regarding m; for i = 1,..,¢. Similarly to the definition of the A in Section 3, we
define sets C}, of the form {c} < M., < d}}withc} =inf{M,., : P(M,.x | C)) > 0}and d] = sup{M.; : P(M.; | C) >
0}. We restrict the C]l( to be intervals as we did for the A;. Then intersections between them as A, M C]l{ foranyl=1,.,s
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and (4, s} C,l( are thus also intervals. This regularity condition should always be true whenever the A and Cll( arise by
meaningful test statistics. This assumption could eventually be dropped but the notation and implementation would be
more complex.

Side conditions C! naturally arise whenever tests were carried out (in a hierarchical fashion) beforehand within the
binomial sequence. We can regard C' as all information received in previous steps to condition on. When steps of a binary
segmentation are sequentially done, the conditioning should account for initial change point tests on the sequence 1, ..,¢
with a test statistic U (possibly different from T'.¢). The indices [ in U; will also reflect the subsequence ot w' (with
1<a <a, w<w' <) of the s—I+1th step in the binary segmentation procedure. This fixes the attained maximum
value of the test statistic at the observed U™ = maxle{Us(Mlzi,N 1:i»Miy1:¢, Niqa:¢)} at the position of the detected
change point. Considering the number of events as random within the subsequence k = a, .., w, the initial step [ = s will
impose restrictions of the form

C;i = {Ma:k : Us(Ma:k+M1:a—1’ Nl:k’ Mk+1:co+Mw+1:§’ Nk+1:g“) < U;nax}-

We investigate the distribution of M. | C! conditional on fixed M, .,,, the number of events in the subsequence, as Wors-
ley’s method does. Then all {m; : i =1,..,a—1, w+1,..,¢} outside of the considered subsequence (« : w) are fixed (thus
also My .,_; and M, .¢). Hence, U, is random only in M, ;. Denote U{‘ = U (Mg:1)-

For the hypothetical binary segmentation procedure, attention must be paid to the decision rule where to split when a
maximum is not unique, that s, is attained at multiple possible change points k. A variety of such rulings can be considered
from preferring an early or late change point to splitting the sequence directly in multiple subsegments. The ruling we
chose picks the change point k that is the most to the left, which corresponds to the earliest change point if the ordering is
by time. Any decision rule used will impact the Cll{ since the side conditions might allow the case of equality U;(M,.x) =
U". When the decision rule is to take the left change point in step s—I+1, this would forbid the case of equality only
on the left subsequence but would allow to attain further maxima on the right subsequence in the following steps. Let
52“ » be an indicator function that is 1 when equality is allowed and 0 otherwise. We then define C]l{ in the case of equality
as CI’{ ={Mg.k ¢ UMy ) UM TF 8L., =1} and in the case of inequality as above. We now want to calculate the

probability P(TZ2 < t | M, ﬁ]le ¢! under H,, conditional on the fixed, observed number of successes M of our sequence

and conditional on the additional restrictions {C’ |, arising through the hierarchical steps in binary segmentation. Similar
to Section 3, we define the probability of a partial maximum « : k not exceeding t as:

N
C — i _ max l
Fak(v)_P<lg}?U’(k{T(xm}<t | Mot:k_va @llzlll,a)fk{Ul(Mal)<Ul +E-5a:w,VE>O})

k sk
=P<ﬂAi | My =, mmcf>

i=1 1=1i=1
For the implementation of an exact procedure, we need the following theorem.

Theorem 5.1. Under the null hypothesis H, and for any possible change pointk = «, ... ,w—1

min(by,d},...d5)

1
u:max(ak,ck,..,cf()

Z GO{Zk(u) : hk(u’ U)

C —
Fa:k+1(U) - min(dj ... ) o L
u=max(c}{,__,ci) Olik(u)' k(u’v)
holds with

k s

Ca:k(v) = P(ﬂ AN C | My = v>,
i=1 [=1
k s

G:z:k(v) = P( m ng | Mg = U>
i=1 [=1
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) < v < min(by,;,d

e e +1) as well as the hypergeometric probability function h(u,v) as

1
and max(ak+1,ck+1,. . k+1
defined in Section 3.

Proof of Theorem 5.1. Initially, F (V) =1for max(a,c! €lseC S) < v < min(by, d! 1 ,di) and iteratively for k+1 < w, we
can write

k+1 s k+1
FC, (v)= (ﬂAL | My.1 =0, mm )

I=1i=

k+1 k+1
P(ﬂzlA n mllm CllMock+1—U)

k+1
(ﬂl 10 Cl | M. k+1—U)

Reordering the terms gives
k+1 S
P(ﬂizl le {4, nCl?} | M1 = U) Ga a1 (V)

k+1 -
P(mizl Mizy Cf | Mg =v> Gl ®)

For the numerator G, ., (v) (defined similar as F,.;,(v) in Section 3) we use, the distribution G,.,(v) for all values
M, . = u can attain

v

k
i=1]=1

min(by,dl,...d5)
Gy k41(0) = Z P(

u=max(ay,c

{Aiﬂcf} I Moc:k:u’Ma:kH:U)'P(Ma:k:u | My:k1=0).

1)

Conditional on My.,1 and M, M., .., M| are independent of M,,.;,; and hence

k s k s
P<ﬂ Mianch | Ma;k=u,Ma;k+1=v> =P(ﬂm{Ame} | Ma;k=u> = Gy (V)

i=1 =1 i=11=1
and P(M,.,=u | My.,4+1="0) following a hypergeometric distribution A, (u, v), it follows:

min(by,dy ,...d})

Ga:ki(V) = Y Gauw) - hy(u,v),
u=max(ay, ck, . k)

The same derivations for the denominator G; (v) complete the proof. ]

tk+1

With Theorem 5.1, we can use the iterative procedure as given in Section 3 to calculate G, (M) and G,. (M), and thus,
P(TT <t | M, ﬂ =1 cH=1- F .,(M). The rigorous derivation of the conditional distributions allows the realization of
exact dlstrlbutlons of the steps in a (hypothetical) binary segmentation procedure. Since binary segmentation is usually
referred to as a multiple change point detection method, we use the term exact binary segmentation steps, since we do not
discuss definitions of a stopping criteria, which would define such a procedure, see, for example, Vostrikova (1981), Venka-
traman (1992), and Fryzlewicz (2014). Conversely, we referred to binary segmentation using unconditional distributions
as standard binary segmentation steps, since this procedure is reliant on asymptotic results. Although multiple constraints
arise through change points found beforehand, the method stays a one-dimensional optimization problem in the search
for further possible change points. With the number of side conditions only increasing by the depth, going through the
exact binary segmentation steps, it stays a greedy procedure, that is solvable in polynomial time, whereas approaches that
rely on all possible 2V combinations of the input sequence are only solvable via simulation techniques, as suggested for
example by Ross et al. (2013).
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6 | PROPOSED TEST UTILIZING AN ORDERING OF SEQUENCES

Let z be an actual instance of a sequence of binomial variables we want to investigate a (single) change point test or some
other maximally selected statistic on. The sequence is defined by its bin sizes and events {n;}(z), {m;}(z) and the attained
maximum of the test statistic T is t™®*(z) whose distribution we derived is conditional on M(z). We have

pw(z) = DT 2 1"%(2) | M(2)),

py(2) = (TS5 > 17 (2) | M(2)),

‘W

pw — Py = PTG = t7%(2) | M(2)).

A randomized p-value would be achieved with a uniform variable Y ~ U[0, 1] on the unit interval by

pr(2) = py, + (pw—Dpy) - Y.

Randomization yields full size and forms uniformly most powerful test statistics. When testing a change point, we still have
unused information in the sequences. The sequences form a natural order regarding the likelihood of further separability
in a hypothetical binary segmentation procedure. Fully conditional on the initial change point test, we can use results in
Section 5 to determine a p-value of further change points as a “secondary” dimension. The sequence is split at the initial
change point % into a left subsequence zjeq; from ajeqy = 1 t0 wiery = % and a right subsequence Zygp, from aign = €+1 to
wright = §- Theorem 5.1 is used to determine p-values conditional on the initial estimated change point &:

Preit = P(Toy g 2 17 @iert) | M(Z1eq), T < 17(2))

Aleft * Dleft —

and Pright = P(Tg:?;it:wﬁgm 2 tmax(zright) | M(Zright), T?EE»XS 11 (2)).
To pool pief; and pyign, @ combination function C(,) for p-values will be considered. This approach is used in adaptive
clinical trials (Brannath, Posch, & Bauer, 2002) but also in meta-analysis. Fisher’s weighted product test (1932) is one
possibility to combine pjeq; and pyign, With the function

C(Piefts Pright) = Pjeg; * Prights W > 0.

Another popular approach is the inverse normal method (Lehmacher & Wassmer, 1999)

C(Picf> Pright) = 1—@(wy - D7 (1= Pres) + w3 - D7 (1= Prigne))

also called Stouffer’s method (1949) with possible weights 0 < w; < 1 and wf + w% = 1. Many other combination functions
have been proposed, some also specifically for discrete p-values. Kincaid (1962) compares methods to pool discrete p-
values. Still, these methods are not easily adopted to the setting considered here, since they need full derivations of the
exact discrete distributions (which depend on the sequence). The calculations required would be of exponential order and
are therefore not considered further. If C(pief, Prign¢) is not already a valid pooled p-value, it is defined as

1,1
¢(Piefts Pright) = / / LC(,)<CPreqt prign}dX AY-
0J0

It is guaranteed that under Hy, c(,) is stochastically smaller than a uniform distribution P(c(piefi Pright) < X | C) <
F UI0Y(x) since piesi(Zier) and Pright(Zrignt) are conditionally independent.

For our purposes, we will use Fisher’s product test in the following, since it is better suited for p-values that are not
continuous. For instance, p-values need to be truly smaller than 1 for the inverse normal method. Besides the numerical
instability, the strong impact of p-values close to 1 will lead to less homogeneous pooling. Furthermore, we only pool the
left and the right p-values if both subsequences are informative. This way subsequences with no events or the maximal
number of events are not considered further by getting weight zero. If both subsequences are uninformative, the pooled
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p-value will be set to 1. With the known distribution for the Fisher’s product test, we obtain

cr(Pretts Pright) = F ;21 (=2 (log(prefe) + 10g(Pright))

and a new p-value

pn(z) = py, + (Pw— Pyy) - CE(Prefes Pright)

since cg(Prefrs Pright) 1S determined conditional on the initial change point test including py, and thus independent. Thus,
by construction, the test keeps prespecified significance levels and is at least as powerful as Worsley’s exact test since the
new test is less discrete and py < py holds.

The described test operates in depth 1, but can be easily extended by applying the same approach recursively to pjes and
Pright- This hierarchical procedure resembles binary segmentation and forms some sort of “segmentation p-value” rather
than a single change point p-value. The new test uses an exchange of information through different depths to make the
test at a given depth more precise. Also when further segmentation is not of any interest, the approach is natural since it
favors sequences with a sharp change in the empirical frequency of events. In order to focus on such local sharp changes,
it may also be advisable to change the underlying test statistic from two-sided to one-sided, such that the subsequence on
the side of the change point with a low frequency is searched for an increasing frequency the further this subsequence
goes away from the change point. Conversely, the subsequence on the side with a high frequency is searched with the
one-sided test in the opposite direction of a decreasing frequency. We refer to this procedure in the following as swapped
one-sided alternatives.

1% level

Simulated size (%)

5% level

Sample size n

FIGURE 3 Simulated sizes of the log likelihood ratio (black) test statistics for Worsley’s test (depth 0). The new test (depth 1) is displayed
as solid gray line. Dotted lines with shaded area show the gain through deeper segmentation (depth 3+). The whiskers (red) show the difference
induced by the standard approach (depth 1). The nominal level varies 1% [top] and 5% [bottom]; the number of simulation runs is ng,, = 500,000
per parameter combination
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In our definition of the test, we do not provide specific stopping criteria regarding the segmentation other than the
prespecified depth, or more precisely, the forced stop whenever the resulting subsequence consists exclusively of events
or nonevents. We point out that the stopping criteria defined this way were chosen with the intent to get a less discrete test.
However, it is neither a valid nor a sensible criterion for detecting multiple change points. The latter is a separate setting for
which we refer to, for example, Scott and Knott (1974) and Vostrikova (1981), in which only a rigorous stopping criteria will
be able to obtain a binary segmentation procedure in the original sense. A variety of other methods for (direct) detection
of multiple change points exist, many of them proven to provide better results than binary segmentation procedures in
certain multiple change point applications (see, e.g., Frick, Munk, & Sieling, 2014; Zou, Yin, Feng, & Wang, 2014). We use
simply the idea of a segmentation procedure (without a stopping criteria) to obtain less discrete test statistics. The derived
exact conditional distributions, however, can be used to evaluate any given segmentation procedure (with well-defined
splitting and stopping criteria) that is based on Worsley’s test.

7 | NUMERICAL STUDIES

In the following, we will explore the properties of the proposed methods by means of a simulation study and by application
of motivating examples introduced in Section 2.

7.1 | Simulation studies

First, we look at Monte-Carlo simulations to compare the new test with Worsley’s test and approaches based on standard
binary segmentation steps. To investigate to which extent the use of the new ordering can lead to a gain in size, a simulation

p=0.15 p =0.30 p =0.50

1% level

Simulated size (%)

5% level

Sample size n

FIGURE 4 Simulated sizes of the cumulative sum (purple) as underlying test statistics for Worsley’s test, as in Figure 3
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p=0.15 p =0.30 p =0.50

1% level

Simulated size (%)

5% level

Sample size n

FIGURE 5 Simulated sizes of Fisher’s exact test (blue) with swapped one-sided alternatives as underlying test statistics for Worsley’s test,
as in Figure 3

study on randomly generated Bernoulli sequences under H, was done. Figure 3 shows the results for various depths in
the creation of the sequential ordering. A higher depth always leads to a less discrete and therefore smaller p-value and
thus a higher size of the test. The log likelihood ratio test and cumulative sum test as underlying test statistics as proposed
in Worsley (1983) were used. Also, Fisher’s exact test is used with the two-sided version for the initial test but for higher
depth swapped one-sided versions as described in Section 6. All test statistics show about equally large size irrespective
of the depth, the nominal level (1% or 5%), and the true event probability (p = .3 or p = .5). The lowest line shows the
performance of the original Worsley’s test that can be referred to as having depth zero. The new approach leads to a strong
increase in the size already with depth 1. Even for sample sizes up to 25, this increase can be above one-fifth of the nominal
level. Only when the event probability is very small (or high), the effect diminishes since many randomly generated data
sets become rather trivial. When the search depth is further increased, the size slightly improves for depth 2 and very little
for depth 3. Search depths beyond three only very occasionally undiscretize a p-values and then to an almost unnoticeable
extent. Therefore, the gain in size beyond depth 3 is close to zero. Exact calculations of the size (as displayed in Figure 2)
are no longer feasible for depths greater zero, since the number of distinguishable sequences is of exponential order (2V).
When the p-value is achieved by steps of standard binary segmentation, the statistical test becomes predominantly liberal
in the case of swapped one-sided alternatives, while otherwise it is often conservative (see Figures 3-5).

The power of the test statistics is displayed in Figures 6,7. The gain in power depends strongly on the simulation scenario
and the test statistics used. Scenarios with alternatives consisting of one change point only are displayed in the upper tier.
In the bottom row, two change points were used and the new method based on segmentation can benefit even more from
such an alternative to reject the null hypothesis of no change point. The gain in power can be substantial as shown for
the log likelihood ratio statistic that has a large statistical power in the tails of the sequence, as well as for the cumulative
sum statistic having a large statistical power in the center of the sequence.
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FIGURE 6 Simulated power of log likelihood ratio statistic L and cumulative sum statistic Q comparing depth 0 (solid bottom line) and
the gain through depth 3 (area above the line) for different change points x on a sample of length N = 20 with probabilities p = .2 fixed and p’
varying (x-axis). The bottom tier represents scenarios with a second change point with additional parameters x” and subsequent probabilities
p" for {m; : i =1,...,20}. The tiny dotted red lines indicate the power of the randomized test version of Worsley’s test for comparison. Per
parameter combination, ng,, = 100,000 simulation runs were done
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FIGURE 7 Simulated power for different lengths of the sample N and change points «, as in Figure 6

7.2 | Motivating examples revisited

In the clinical data example about the likelihood of pin site infections in orthopedic surgeries, the estimated change point
is located before observation 12 that is before the introduction of the new procedure after observation 17, as displayed in
Panel A in Figure 1. Worsley’s test gives a p-value of p;, = .0707 for the log likelihood ratio statistic and py, = .0819 for
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the cumulative sum statistic. With the new approach of depth 3, respective p-values are undiscretized to p;; = .0565 and
Do3 = .0702. The data indicate no change at the timepoint when the new procedure was introduced, but rather suggest
multiple changes in care prior to observation 17. It is plausible that the new procedure in care was in part tested and used
beforehand. Also, the preference of hospital based (and community practice) versus ambulant pin site care was changed
in this period.

In publication bias example based on data from Zou et al. (2018), we found an estimated change point after observa-
tion 10 that was the drug viibryd approved on January 21, 2011, and observation 11 that is the drug aubagio approved on
September 12, 2012 when using the likelihood ratio statistic, as displayed in Panel B in Figure 1. In contrast, the cumulative
sum test statistic achieves the maximum after observation 7. We found only a small gain regarding the coarseness of the
p-value from p;o = .234 to p;; = .216 for the two-sided likelihood ratio test statistic. However, if the one-sided likelihood
ratio test is used for detection of an increasing event probability, the new test achieves a p-value of pyis3 = .083, while Wors-
ley’s p-value is pyiqy = .117. The delay of the change point since the FDAAA in 2007 is not implausible, because the drug
approval process usually includes multiple trials, and thus, a delay of over 3 years is likely. Especially, negative findings in
the development process will possibly lead to a longer delay.

8 | DISCUSSION

In this paper, we extended the proposal by Worsley by considering a sequential ordering to augment test statistics that
compare “before” versus “after” by means to analyze 2 X 2 contingency tables. The ordering we defined originates from
binary segmentation procedures, and to achieve an exact test, we first needed to derive the exact null distributions of the
single steps of such procedures. With the “standard” approach not accounting for the conditional distributions, the type I
error can be inflated. With the derived exact binary segmentation steps, however, a new test could be defined that is often
able to attain a statistical power that is much closer to the randomized version of Worsley’s test.

Another promising application of the described exact methods would be the usage in building decision or regression
trees with binomial outcomes. When selecting input features, different variables repeatedly compete in being best suited
to partition the predictor space into various strata. Here, the p-value can serve as a criterion for selection and the absence
of statistical significance subsequently as a possible stopping criterion. In this context, the developed exact methods for
binary segmentation steps are promising as they are rigorous. First, current methods do not adjust for any data splits
(referred to as internal nodes) that have taken place in advance as standard binary segmentation steps do neither. Exact
methods would increase validity and objectivity of the procedure. Second, when the explanatory variables are continuously
split to create a multitude of strata (so-called tree branches), the sample sizes naturally get small. Increases in power similar
to the test developed in Section 6 would be desirable. The simultaneous handling of many covariates in building decision
trees is, however, not straightforward but will need some assumptions regarding their dependence structure.
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