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Kurzfassung

Platten werden im Ingenieurwesen zur Konstruktion großflächiger Bauteile verwendet und zeich-
nen sich durch eine relativ geringe Dicke im Verhältnis zur Breite und Länge ihrer Geometrie
aus. Aufgrund ihres vorteilhaften Masse-Steifigkeit-Verhältnisses werden sie in vielen techni-
schen Bereichen eingesetzt, z. B. im Flugzeug- und Raketenbau. Platten sind jedoch anfällig für
Stoßbelastungen senkrecht zur Plattenebene. Diese Stöße können lokale Schäden verursachen
und somit die Steifigkeit der Platte verringern. Infolgedessen ist die strukturelle Zuverlässigkeit
der gesamten Platte und damit des gesamten Bauteils beeinträchtigt.
Die Frage der kritischen Stoßbelastungen von Platten hat mit dem Aufkommen von Faserver-
bundwerkstoffen im modernen Flugzeugbau eine neue Dimension erhalten: im Gegensatz zu
isotropen Werkstoffen ist bei Faserverbundwerkstoffen keine oberflächliche Schädigung durch
einen Stoß erkennbar. Denn diese Werkstoffe delaminieren zuerst, d.h. ihre einzelnen Schichten
lösen sich voneinander ab, bevor eine oberflächliche Schädigung sichtbar wird.

In dieser Dissertation wird eine Methodik zur rechnerischen Bewertung eines Stoßes auf Fa-
serverbundplatten vorgestellt, einhergehend mit der Berechnung von Kontaktkräften zwischen
Impaktor und Platte sowie der Vorhersage einer möglichen Schadensinitiierung. Die Material-
wahl, die Abmessungen der rechteckigen Platte und die Randbedingungen sind frei wählbar.
Unter Verwendung der Reissner-Mindlin-Plattentheorie werden die als Federn abstrahierten
Plattensteifigkeiten berechnet und in einem Feder-Masse-Modell genutzt. Anhand eines Scha-
densmodells wird das Vorliegen eines Schadens geprüft. Parallel zu diesem Modell wurde ein
analytischer Ansatz erweitert, um grundlegende Untersuchungen zur Natur des Stoßes durchzu-
führen. Es kann nicht nur gezeigt werden, dass ein Stoß zwischen Impaktor und Platte auf einen
einfachen Stoß zweier Punktmassen zurückzuführen ist, sondern auch, dass dieses dynamische
Ereignis mit Hilfe von quasi-statischen Versuchen wiedergegeben werden kann.

Die Anwendung dieses Modells an einem akademischen Beispiel zeigt den Einfluss von Rand-
bedingungen, Seitenverhältnissen oder dem Lagenaufbau anisotroper Materialien. Daraus wer-
den allgemeine Konstruktionsrichtlinien abgeleitet, um entweder bei gleicher Kontaktkraft Struk-
turmasse einzusparen oder bei gleichen Impaktorparametern die Kontaktkraft zu reduzieren.
In Anlehnung an einem realen Schadenszenario des Flugzeugbaus wird der Stoß eines herab-
fallenden Werkzeugs auf eine stringerversteifte Platte modelliert, wie sie in einem modernen
zweistrahligen Flugzeug eingebaut sein könnte. Auf der Grundlage einer umfassenden Para-
meterstudie wird die Schadensanfälligkeit dieser Platte für Delamination unter verschiedenen
Szenarien bewertet. Mit Hilfe eines probabilistischen Ansatzes wird gezeigt, dass die Struktur-
masse des Flugzeugs signifikant verringert werden kann, ohne dass die Schadensanfälligkeit
durch herabfallende Werkzeuge in gleichem Maße zunimmt.





Abstract

Plates are used in engineering for the construction of large-area components and are character-
ised by a relatively low thickness in relation to the width and length of their geometry. Due to
their advantageous mass-stiffness ratio, they are used in many technical fields, e.g. in aircraft
and rocket construction. However, plates are susceptible to impact loads perpendicular to the
plane of the plate. These impacts can cause local damage and thus reduce the stiffness of the
plate. As a result, the structural reliability of the entire plate and thus the entire component is
compromised.
The issue of critical impact loads on plates has taken on a new dimension with the advent of
fibre composites in modern aircraft construction: unlike isotropic materials, fibre composites
do not show any superficial damage from an impact. This is because these materials delaminate
first, i.e. their individual layers detach from each other before any superficial damage becomes
visible.

This dissertation presents a methodology for the computational evaluation of an impact on fibre
composite plates, accompanied by the calculation of contact forces between impactor and plate
and the prediction of possible damage initiation. The choice of material, the dimensions of the
rectangular plate and the boundary conditions are freely selectable. Using the Reissner-Mindlin
plate theory, the plate stiffnesses abstracted as springs are calculated and used in a spring-mass
model. A damage model is used to check for the presence of damage. In parallel with this
model, an analytical approach has been extended to perform fundamental investigations into
the nature of the impact. Not only can it be shown that an impact between impactor and plate
is due to a simple collision of two point masses, but also that this dynamic event can be repro-
duced using quasi-static tests.

The application of this model to an academic example shows the influence of boundary con-
ditions, aspect ratios or the layer structure of anisotropic materials. From this, general design
guidelines are derived to either save structural mass for the same contact force or to reduce the
contact force for the same impactor parameters.
Based on a real damage scenario in aircraft construction, the impact of a falling tool on a
stringer-stiffened plate is modelled, as it could be installed in a modern twin-engine aircraft.
Based on a comprehensive parameter study, the damage susceptibility of this panel to delamin-
ation is evaluated under different scenarios. Using a probabilistic approach, it can be shown
that the structural mass of the aircraft can be significantly reduced without an equal increase in
the susceptibility to damage from falling tools.
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1 Einleitung

In diesem Kapitel wird die Motivation für die Erstellung dieser Dissertation dargelegt. Da-
zu werden die Anwendungsgebiete von Platten in der Luft- und Raumfahrttechnik erläutert
und grundlegende Konstruktionsrichtlinien und deren Auswirkung auf den Massenhaushalt be-
trachtet. Im anschließenden Unterkapitel werden die wichtigsten Begriffe erklärt und festgelegt,
sodass diese im weiteren Verlauf dieser Arbeit eingesetzt werden können. Hieran anknüpfend
wird ein Überblick über den Stand der Technik gegeben. Ein Fokus wird hierbei auf die der-
zeitig vorherrschenden Defizite gerichtet. Abschließend wird der Aufbau dieser Dissertation
erläutert.

1.1 Motivation

Platten stellen ein elementares Strukturbauteil dar, die schon seit der Antike gezielt zur Er-
richtung einfacher bis komplexer technischer Strukturen eingesetzt werden. Das Fachgebiet der
Plattentheorie gilt als ein fortschrittliches Thema in der Strukturmechanik, sodass selbst heute
noch an der Entwicklung neuerer Modelle gearbeitet wird, die das reale Verhalten einer Platte
in der Theorie genauer wiedergeben sollen.
Platten zeichnen sich durch ihr geringes Verhältnis von Länge und Breite zu Höhe aus. Darüber
hinaus haben sie ein vorteilhaftes Verhältnis von Gewicht zu Steifigkeit, sodass insbesondere
versteifte Platten, welche eine noch höhere Steifigkeit bei moderatem Gewichtszuwachs besit-
zen, in der Luft- und Raumfahrttechnik eingesetzt werden. Auch wenn Rümpfe von Flugzeugen
der Bauvorschrift CS 25 oder Raketenkörper eine grundsätzlich runde Geometrie haben, so kön-
nen ihre Teilsegmente aufgrund der geringen Krümmung als Platte angesehen werden und nicht
als Schale [1]. Somit können viele ingenieurtechnische Problemstellungen der zuvor genannten
Bauteilstrukturen mit Hilfe der Platten- statt Schalentheorie hinreichend genau gelöst werden.
Klassischerweise werden in der Luft- und Raumfahrt metallische Werkstoffe eingesetzt, über-
wiegend Aluminium-Legierungen statt Stahl-Legierungen. Dies erklärt sich mit dem
besseren Biegeverhalten für Platten unter Einzellast oder ihrem Beulverhalten: es wird nur die
Hälfte an Masse benötigt, um bei gleicher Belastung die gleiche Durchbiegung zu erzielen.
Die hierbei zu bemessende Schlüsselzahl lautet E1/3/(ρg). Dieser duktile, metallische Werk-
stoff weist isotrope Werkstoffeigenschaften auf. Das bedeutet, dass alle Materialeigenschaften
in allen Raumrichtungen gleich sind. Konträr hierzu stehen die Faserverbundwerkstoffe, deren
Materialeigenschaften im allgemeinen abhängig von der betrachteten Raumrichtung sind. Die-
se Eigenschaft wird Anisotropie genannt. Zur Bildung eines solchen Verbundes werden Fasern
mit einer Matrix umgeben, es werden also unterschiedliche Materialien miteinander kombiniert.
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Die Fasern liegen entweder als eine unidirektionale Lage (UD-Lage), in der alle Fasern gleich
orientiert sind, oder als Gewebe vor. Diese Lagen werden aufeinander gestapelt gemäß einem
vorgegebenen Lagenaufbau. Idealerweise nehmen die Fasern alle auftretenden Kräfte in der Fa-
serebene auf und die Matrix wirkt lediglich stabilisierend und schützend vor Umwelteinflüssen.
Die Fasern können z.B. aus Kohlenstoff, Aramid oder Glas bestehen, wohingegen die Matrix
aus einem Thermo- oder Duroplast besteht. Im Vergleich zu metallischen Werkstoffen weisen
Faserverbundwerkstoffe bei ähnlichen (und teilweise sogar höheren) Steifigkeiten eine deutlich
geringere Dichte auf. Somit liegt es auf der Hand, dass metallische Werkstoffe durch Faserver-
bunde ersetzt werden. Moderne Passagierflugzeuge wie der Airbus A350 oder die Boeing 787
werden zu ca. 50% aus Faserverbundwerkstoffen gebaut [2, 3]. Diese Werkstoffe müssen daher
noch besser verstanden werden, da die jahrzehntelangen Erfahrungen mit isotropen Werkstoffen
nicht übertragbar sind. Dies liegt nicht nur an den bereits erwähnten Effekten wie unterschied-
lichen Steifigkeiten, sondern auch an fehlenden plastischen Zonen und grundsätzlich anderen
Schädigungsarten.

Platten sind besonders anfällig gegen Stoßbelastungen außerhalb ihrer Ebene. Hierbei können
lokal am Kraftangriffspunkt in Folge hoher Kräfte hohe Spannungen induziert werden. Ein
Stoß geschieht, wenn eine Masse, auch Impaktor genannt, senkrecht auf eine Platte mit der In-
itialgeschwindigkeit v0 trifft. Dies kann z.B. bei einer Wartung in Form von fallen gelassenen
Werkzeugen oder bei Flugzeugen während Start und Landung in Form von Vogel- oder Stein-
schlag auftreten [4]. Es liegt in der Natur eines Stoßes, dass nicht vorhergesagt werden kann,
ob, wann und wo dieser auftreten wird. Stöße können zu ernsten Schäden an der Bauteilstruk-
tur führen, weshalb es wichtig ist, diese frühzeitig zu detektieren, bevor sie zu weiterführenden
Schädigungen oder gar zum Bauteilversagen führen.
Insbesondere die zuvor genannten Faserverbundwerkstoffe sind für Schäden durch Stöße an-
fällig. Während bei metallischen Werkstoffen wie z.B. Aluminiumlegierungen ein Stoßschaden
gut sichtbar durch plastische Verformungen oder sogar Rissen zu erkennen ist, sind Stoßschäden
bei Faserverbundwerkstoffen zunächst nicht sichtbar [5]. Solche Schäden werden BVID (Barely
Visible Impact Damage, deutsch kaum sichtbare Schlagschäden) genannt. Wegen des spröden
Materialverhaltens von Faserverbundwerkstoffen sind kaum bis keine äußerlichen plastischen
Verformungen zu erkennen, sondern es treten Delaminationen innerhalb des Lagenaufbaus auf.
Bei einer Delamination blättern sich die einzelnen Lagen in einem Faserverbundwerkstoff von-
einander ab, ähnlich wie bei einem gebackenem Croissant. Dadurch wird die Biegesteifigkeit
des Bauteils lokal um 75% und mehr herabgesetzt [6]. Zur Detektion von Delaminationen wer-
den Messverfahren wie Ultraschallscan oder passive Thermografie benötigt; einfache Daumen-
regeln oder Sichtprüfungen sind kaum bis gar nicht möglich. Diese Verfahren bedürfen nicht
nur geschultes Personal, sondern sind zeit- und kostenintensiv. Da Delaminationen nur mit grö-
ßerem Aufwand zu detektieren sind sowie zu starken Verlusten der Biegesteifigkeit führen, sind
Stoßschäden bei Faserverbundwerkstoffen besonders kritisch.
Um dem Versagen eines Bauteils durch Stoß entgegenzuwirken, werden diese Bauteile kon-
servativ ausgelegt. Das bedeutet, dass deutlich mehr Masse verbaut wird als nötig, damit ein
Bauteil eventuell auftretende Schäden überlebt. Konkret wird die Haut von Flugzeugrümpfen
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dicker ausgelegt als die übrigen Lastfälle es erfordern, um katastrophale Folgen von Stoßschä-
den zu vermeiden. Dieses Konzept wird fail-safe genannt. Der Gewichtsvorteil der Faserver-
bundwerkstoffe gegenüber isotropen metallischen Werkstoffen wird somit konterkariert. Selbst
in der Zertifizierung von Bauteilen aus Faserverbundwerkstoffen zeigt sich dieses Dilemma:
diese werden vorgeschädigt getestet, damit auch bei möglichen auftretenden Delaminationen
die gesamte Bauteilintegrität gewährleistet bleibt. Daher wird zunächst davon ausgegangen,
dass das Bauteil bereits geschädigt ist. Es muss jedoch alle Lastfälle abdecken können. Diese
Richtlinie wird als safe life - flaw tolerant bezeichnet. [7]
Innerhalb dieser Dissertation wird eine Lösung erarbeitet, um das zuvor beschriebene Dilemma
aufzulösen: die Fähigkeit zur frühzeitigen Detektion oder Vorhersage von BVIDs und damit die
Massenreduktion von stoßgefährdeten Bauteilen. Weitere Spareffekte durch diese Massenre-
duktion werden erwartet, da weitere lasttragende Strukturen geringere Kräfte aufnehmen müs-
sen. Es ist somit möglich, leichtere Strukturen innerhalb der CS 25 und ECSS zu bauen, die
nicht vor ihrer Zertifizierung geschädigt werden müssen. Hierzu wird nicht nur ein Verständnis
für die Natur des Stoßes und dessen Eigenschaften erarbeitet, sondern auch ein Algorithmus zur
Berechnung von Stößen und hierbei möglicherweise entstehenden Schäden.

1.2 Begriffserklärung

Zur Verständigung in einer einheitlichen Sprache zwischen Leser und Autor wird nun zu Be-
ginn dieser Dissertation eine Begriffserklärung eingeführt, die Nomenklatur und Systemgrenze
beinhaltet und im Weiteren verwendet wird.
Ein Stoß (englisch collision) beschreibt die Interaktion zwischen zwei Massen, die sich aus
einer Bewegung heraus berühren und hierbei Kräfte auf den jeweils anderen ausüben. Infolge
eines Stoßes ändern sich die Zustandsgrößen sprunghaft. Während des Stoßes gelten die Prinzi-
pien der Energie- und Impulserhaltung: vor und nach dem Stoß bleiben die Summen von Ener-
gie und Impuls jeweils erhalten. Bei einem Stoß kann eine der Massen in Ruhe sein. Es wird
zwischen ideal elastischen und (ideal) unelastischen Stößen unterschieden. Beim unelastischen
Stoß wird Energie in innere Energie transformiert, z.B. in Wärme oder Verformungsenergie. Ein
ideal unelastischer Stoß liegt vor, wenn beide Massen aneinander haften und sich nicht mehr
trennen. In diesem Fall wird die maximal mögliche innere Energie erzeugt. Bei einem ideal
elastischen Stoß wird keine innere Energie gebildet. Wenn beim Stoß unterschiedliche Arbeiten
während des Lade- und Entladevorgangs verrichtet werden, kann hieraus der Restitutionskoef-
fizient kRes abgeleitet werden. Dieser nimmt Werte zwischen 0 und 1 an: 0 steht für einen ideal
unelastischen Stoß, 1 für einen ideal elastischen Stoß. Für Stöße mit kRes < 1 werden diese
als realer Stoß bezeichnet, da sie die in der Natur auftretenden Verhältnisse beschreiben. In die-
ser Dissertation wird der Fall eines ideal elastischen Stoßes betrachtet. Wie später noch erläutert
wird, beschränken sich weiterführenden Analysen auf den Ladevorgang, nicht aber auf den Ent-
ladevorgang. Da lediglich die maximal wirkende Kontaktkraft ermittelt werden muss, welche
am Ende des Ladevorgangs auftritt, ist die Betrachtung des Entladevorgangs nicht erforderlich,
siehe Abbildung 1.1a. Eine Berücksichtigung des Restitutionskoeffizienten kRes entfällt somit.
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Führt ein Stoß zu Schäden in einem Objekt - in den in dieser Dissertation betrachteten Fällen bei
einer Platte -, wird dieser als Schlag (englisch impact) bezeichnet, siehe Abbildung 1.1b. Dies
geschieht, wenn die Kontaktkraft einen kritischen Wert erreicht oder überschreitet. Ein Schaden
(englisch damage) wird als eine künstlich herbeigeführte Anomalie definiert, die sich negativ
auf die Bauteilintegrität auswirkt. Dies kann beispielsweise dazu führen, dass ein Bauteil weni-
ger Last als vorgesehen tragen kann und daher früher versagt. Führt ein Stoß zu einem Schaden,
wird er gemäß dieser Definition als Schlag bezeichnet. Das bedeutet im Umkehrschluss, dass
ein Stoß zu keinem Schaden führt.
Ein Stoßvorgang beginnt mit der (beschleunigten) Bewegung von Masse 1 und geht über in den
Kontakt zu Masse 2, bei dem Impuls- und Energieübertragung stattfinden. Während des Stoß-
vorgangs können mehrere Kontakte von Masse 1 und Masse 2 stattfinden, sogenannte Doppel-
oder Mehrfachschläge (englisch multiple impacts). Der Stoßvorgang endet, wenn beide Mas-
sen sich nicht mehr berühren können.
In dieser Dissertation wird der Kontakt zweier Massen untersucht, welcher über einen Stoß zu
einem Schlag führen kann. Zur Untersuchung dieses Phänomens werden nur die Massen, Kräfte
und Energieflüsse berücksichtigt, die innerhalb der gezogenen Systemgrenze (englisch system
boundary) liegen. Innerhalb dieser Grenze bleiben Energie, Impuls und Masse konstant, sodass
kein Transfer über die Grenze hinweg stattfindet.
Während des Stoßes drückt der Impaktor auf die Platte. Die hierbei herrschende Kraft wird
Kontaktkraft (englisch contact force) genannt. Die Strecke, die die Platte am Ort des Stoßes
während des Stoßvorgangs durchläuft, wird als Durchbiegung (englisch deflection) bezeichnet,
die negative Differenz aus Durchbiegung und Impaktorbewegung ist die Eindrückung (eng-
lisch indentation).

Kraft

ZeitStoß

Schlag

Kritische Kraft 
für Schäden

kRes < 1

kRes = 1

Kraft

Zeit

a) b)

Abb. 1.1: a) Qualitativer Einfluss des Restitutionskoeffizienten kRes sowie b) Unterscheidung von
Stoß und Schlag.
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In der Literatur werden drei Geschwindigkeitsbereiche voneinander unterschieden. Die Berei-
che heißen niedrige Geschwindigkeit (englisch low velocity), hohe Geschwindigkeit (eng-
lisch high velocity) und höchste Geschwindigkeiten (englisch hyper velocity). Die ersten bei-
den Bereiche werden durch die Antwort der Platte auf den Stoß des Impaktors voneinander
getrennt. Im Bereich der niedrigen Geschwindigkeiten kommt es in der Platte zu globalen Ver-
formungen, sodass die Randbedingungen den weiteren Verlauf des Stoßes beeinflussen können.
Hierfür typische Geschwindigkeiten gehen bis 10m/s bei einer kinetischen Energie des Impak-
tors von ca. 50J. [8, 9]
Im Falle eines Stoßes mit hoher Geschwindigkeit wird die Platte nur lokal verformt, da nicht
genügend Zeit während des Stoßvorgangs verbleibt um die gesamte Platte zu beeinflussen. Im
Kontrast zu einem Stoß mit niedriger Geschwindigkeit muss hier die gesamte eingebrachte
Energie vor Ort absorbiert werden. Diese Effekte treten bei Geschwindigkeiten ab 300m/s und
einer kinetischen Energie des Impaktors von ca. 50J auf. [8]
Zwischen diesen beiden Bereichen liegt der mittlere Geschwindigkeitsbereich (englisch inter-
mediate velocity). Dieser weist Charakteristika beider Bereiche auf. Der Bereich der höchsten
Geschwindigkeit wird in km/s gemessen und ist vor allem im Weltall zu verorten.
Bei Impaktorgeschwindigkeiten von ca. 5m/s kann sich die Platte lokal oder global veformen,
je nach Massenverhältnis zwischen Impaktor und Platte [9]. Dieses Phänomen wird im nächsten
Kapitel näher erörtert.

1.3 Stand der Technik

Wie sich noch zeigen wird, muss die Verformung einer Platte verstanden werden, um einen Stoß
einer Masse auf eine Platte modellieren und berechnen zu können. Hierzu stellt die Analytik die
schnellste Möglichkeit zur Berechnung von Plattenverformungen dar. Je nach gewählten An-
nahmen, und damit je nach gewählter Plattentheorie, sind die hieraus resultierenden Ergebnisse
mehr oder weniger exakt in der Übereinstimmung zu realen, beobachtbaren Verformungen.
Diese unterschiedlichen Plattentheorien haben jeweilige Stärken und Schwächen und sollten
mit Bedacht eingesetzt werden.
In diesem Kapitel werden die grundlegenden Arbeiten zu den Plattentheorien sowie zu rele-
vanter Forschung zu Stoßmodellen und deren Erkenntnissen erläutert. Zur besseren Übersicht
werden hier und in den folgenden Kapiteln jeweils nur die Erstautoren namentlich genannt, alle
weiteren Autoren sind dem Literaturverzeichnis zu entnehmen.

Plattentheorien

Zur Berechnung der Verformung einer Platte unter Einwirkung einer externen Kraft können un-
terschiedliche physikalische Phänomene berücksichtigt werden. Diese Auswahl an Phänome-
nen werden in Plattentheorien gebündelt. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird noch gezeigt,
dass ein Verfahren benötigt wird, welches die Ergebnisse einer Plattentheorie mitnimmt, aber
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die hier grundlegende Differentialgleichung nicht direkt nutzt. Andere Methoden sind hier nicht
hilfreich. Die Plattentheorien bauen aufeinander auf und ergänzen sich jeweils um zusätzliche
Phänomene. Diese Progression ist der historischen Entstehung dieser Theorien geschuldet, an
denen bekannte Mathematiker und Ingenieure mitgewirkt haben. Daher wird an dieser Stelle
neben den physikalischen Eigenheiten der Plattentheorien auch ein historischer Exkurs zur Ent-
stehung eben jener gegeben. Im Jahre 1766 hat der Mathematiker Leonhard Euler einen ersten
Ansatz präsentiert, um die freie Vibration von Membran-Platten zu berechnen. Hierzu nutzte er
ein Netz aus Fäden, wodurch nur die Membranverformungen betrachtet wurden. Diese Theo-
rie wurde von Jacques Bernoulli um die Biegesteifigkeit der Platte erweitert. Dabei wurden
mehrere Balken in einem Gitter verbunden, sodass diese eine Platte nachbildeten. Der Phy-
siker Ernst Chladni griff die Idee von vibrierenden Platten in seiner Arbeit auf: er bepuderte
Platten und ließ sie vibrieren, sodass sich auf ihren Oberflächen Muster bildeten. Diese Muster
werden bis heute Chladnische Klangfigur genannt. Nachdem er Georg Christoph Lichtenberg
und Johann Wolfgang von Goethe seine Klangfiguren zeigte, präsentierte er seine Erkenntnisse
im Jahr 1809 vor Napoleon und stieß somit eine Reihe von Ereignissen an, die zur klassi-
schen Plattentheorie führen sollten. Die Französische Akademie der Wissenschaft schrieb ein
Preisgeld für die Person aus, welche eine mathematische Lösung zu den Experimenten von
Chladni präsentieren konnte. Als einzige Person reichte die Mathematikerin Sophie Germain
1811 eine Differentialgleichung ein, welche das Verhalten von frei vibrierenden Platten be-
schrieb. Ihre Lösung war jedoch fehlerhaft, sodass der Gutachter Joseph-Louis Lagrange zur
korrekten Gleichung verhalf. Der Mathematiker Claude Navier baute im Jahr 1823 auf diesen
Erkenntnissen und den Arbeiten von Jacques Bernoulli zu elastischen Balken auf und war der
erste, der eine Differentialgleichung präsentierte, die das Plattenverhalten bei einer gleichmäßi-
gen Belastung über die gesamte Fläche beschreibt. Darüber hinaus konnte er mit den nur kurz
zuvor von Joseph Fourier entwickelten Fourier-Reihen eine Lösung für bestimmte Randbedin-
gungen entwickeln. Siméon Denis Poisson erweiterte diese Lösung um laterale Vibrationen
runder Platten. Analog zu Navier leitete der Physiker Gustav Kirchhoff die gleiche Differen-
tialgleichung her, wählte jedoch einen anderen Ansatz. Da Kirchhoff sich insbesondere mit
den an den Rändern wirkenden Kräften beschäftigte und erste Überlegungen zu der Abwand-
lung der Differentialgleichung für stark durchgebogene Platten anfertigte, wird er heutzutage
mit der klassischen Plattentheorie assoziiert. Er entdeckte, dass bei großen Verformungen die
nicht-linearen Terme bei der Herleitung der Differentialgleichung berücksichtigt werden müs-
sen. Kirchhoff schrieb über seine Ergebnisse ein Buch, welches ins französische übersetzt und
zugleich von Barré de Saint-Venant erweitert wurde: Saint-Venant setzte die von Kirchhoff er-
dachte Kombination von Biege- und Membrananteilen, also lineare und nicht-lineare Anteile,
mathematisch um. Der Mathematiker Augustus Love machte sich nicht nur in der Schalentheo-
rie verdient, sondern präsentierte auch in der Elastizitäts-Theorie von Platten neue Lösungen.
Er übertrug die Annahmen des Bernoulli-Balkens auf die Kirchhoff’sche Plattentheorie, welche
von Kirchhoff bereits vorgeschlagen wurden. Hiermit kann auch bei Platten unter Biegebelas-
tung davon ausgegangen werden, dass der Querschnitt orthogonal zur gebogenen Mittelfläche
bleibt. Dies erfordert, dass die Plattendicke relativ gering zu den übrigen Abmaßen sein muss.
Eine Faustformel besagt, dass das Verhältnis von Länge oder Breite zu Dicke der Platte den
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Wert 30 nicht unterschreiten soll [10]. Analog zum Bernoulli-Balken wird eine solche Platte
heutzutage als Kirchhoff-Love-Platte bezeichnet, beziehungsweise die hier zugrunde liegende
Theorie als klassische Plattentheorie. Weitere wichtige Beiträge wurden von Stepan Timošenko
geliefert. Einerseits verband er die Forschungsbemühungen aus Russland, welche zuvor nicht
beachtet wurden, mit der westlichen Welt und lieferte andererseits selbst Beiträge zur Plat-
tentheorie runder Platten. Hierbei berücksichtigte Timošenko verschiedene Randbedingungen,
Löcher in Platten, aber auch große Durchbiegungen für runde und rechteckige Platten. Die end-
gültige Differentialgleichung für Platten mit großer Durchbiegung wurde schließlich von Theo-
dor von Kármán in Kooperation mit August Föppl präsentiert, welcher die zuvor gewonnenen
Erkenntnisse anderer Forscher nutzte und erweiterte. Bis zu diesem Zeitpunkt wurden in der
Forschung nur verhältnismäßig dünne Platten betrachtet, die der Kirchhoff-Love-Annahme un-
terliegen. Wird die Dicke der Platte jedoch erhöht, stellen sich über die Dicke Schubspannungen
ein, die den Querschnitt des Profils nicht mehr orthogonal zur Mittelfläche erscheinen lassen.
Mit diesem Problem beschäftigten sich die Ingenieure Raymond Mindlin und Eric Reissner. Sie
erstellten die Theorie der Schubverformung erster Ordnung, wobei ein konstanter Schub über
die Plattendicke berücksichtigt wird. Während mit der klassischen Plattentheorie die Verfor-
mung bei moderat dicken Platten unterschätzt wird, ist die Theorie der Schubverformung erster
Ordnung, auch Reissner-Mindlin-Modell genannt, korrekt. Wird das Reissner-Mindlin-Modell
um große Durchbiegungen der Platte erweitert, so sind alle wesentlichen physikalischen Phä-
nomene innerhalb der Platte hinreichend genau berücksichtigt. Bei großen Verformungen ist
besonders auf die versteifenden Effekte der Membrankräfte zu achten, sodass hier ein nicht-
linearer Verlauf bezüglich der Beziehung Durchbiegung-Kraft gegeben ist, siehe Abbildung
1.2. [11, 12]

Forschung zum Stoß zweier Körper

Die Forschung zu Stoßmodellen ist im Gegensatz zu der der Plattentheorien deutlich jünger.
Seit circa 100 Jahren werden weltweit von Forschern neue Modelle erstellt oder bestehende
erweitert und mit Experimenten abgeglichen. Hierbei wurden mehrere Stoßmodelle erstellt,
welche sich stark voneinander unterscheiden. Gemäß ihren Stärken und Schwächen kann das
Modell gewählt werden, welches zum betrachteten Problem am Besten passt. Hierbei tritt häufig
ein Konflikt mit der präferierten Plattentheorie auf, da diese oftmals nicht in das Stoßmodell in-
tegriert werden kann, obwohl das hier abgebildete Plattenverhalten berücksichtigt werden soll.
Dieser Konflikt führt dazu, dass modernere Stoßmodelle auf Plattentheorien gänzlich verzich-
ten und das Plattenverhalten in Form eines Parameters einbeziehen.
Im Folgenden werden die wichtigsten Forscher und ihre Arbeiten vorgestellt. Hieran anschlie-
ßend wird die Forschungslandschaft zu Stößen skizziert und in vier Themengebiete gruppiert
und erörtert.
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Durchbiegung

Linearer Verlauf:
Klassische Plattentheorie

Nicht-Linearer Verlauf:
Schubverformungstheorie erster 
Ordnung mit großer Verformung

Kraft

Abb. 1.2: Kraft-Durchbiegungs-Verlauf einer Platte bei Belastung mit einer Einzelkraft am Ort der
Belastung.

Karas war einer der ersten, der bereits 1939 ein vollständiges, semi-analytisches Modell zur
zeitlichen Beschreibung von Impaktor- und Plattenbewegung und der Kontaktkraft zwischen
Impaktor und Platte infolge eines Stoßes veröffentlichte [13]. Dieses Modell bedient sich der
klassischen Plattentheorie mit der Lösung von Navier, dem Hertz’schen Kontaktmodell sowie
dem Energieerhaltungssatz. Zur Zeit der Veröffentlichung musste das Modell aufwändig per
Hand gerechnet werden. Mit der Nutzung heutiger Computer geschieht dies in wenigen Se-
kunden. Dadurch, dass Karas die klassische Plattentheorie mit dem Lösungsansatz von Navier
verwendet, ist das Spektrum untersuchbarer Platten eingeschränkt: es können nur Platten be-
rechnet werden, die allseitig einfach gelagert, aus einem homogenen Material gearbeitet sind
und während des Stoßes keine großen Durchbiegungen erfahren. Darüber hinaus lässt die Lö-
sung von Karas nur einen Stoß in der exakten Mitte der Platte zu. Von Kalapis wurde das Modell
um die Beliebigkeit des Stoßortes erweitert, sodass nun die gesamte Platte untersucht werden
kann [14]. Von Roy wurde eine Erweiterung beigebracht, die eine plastische Verformung am
Impaktort berücksichtigt [15]. Das Modell von Karas ist in der Stoßforschung weit akzeptiert,
sodass es in diversen Veröffentlichungen von Forschern zur Verifizierung der eigenen Ergebnis-
se herangezogen wurde [15–19]. Obwohl es von Karas nicht beabsichtigt war, kann mit dessen
Modell das Verhalten der gesamten Platte, also Durchbiegung und Wellenausbreitung der Ver-
formung, beobachtet werden.
Shivakumar hat zwei Stoßmodelle entwickelt, die intuitiver und einfacher in der Handhabung
gegenüber dem Modell von Karas sind [20]. Beide Modelle bedienen sich der Plattensteifig-
keiten für Biege-, Schub- und Membrananteil. Diese Steifigkeiten bestimmen das Kraft-Durch-
biegungs-Verhalten einer Platte, siehe Abbildung 1.2. Shivakumar gibt Rechenvorschriften an,
um die Plattensteifigkeiten sowohl für den linearen Teil für Biegung und Schub als auch für
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den nicht-linearen Teil für Membran zu berechnen. Diese Vorschriften beziehen sich jedoch
auf allseitig einfach gelagerte oder fest eingespannte, jeweils runde Platten. Zusätzlich be-
schreiben diese Gleichungen nur die Plattensteifigkeiten in der jeweiligen Plattenmitte. Die
zwei Modelle sind das Energie-Balance-Modell (EBM) und das Feder-Masse-Modell (FMM).
Bei dem EBM besteht die Annahme, dass die gesamte kinetische Energie des Impaktors in
Biege-, Schub-, Membran- und Kontaktenergie umgewandelt wird. Das Modell löst nicht nach
der Zeit auf, liefert aber die Durchbiegung der Platte und die zugehörige Kontaktkraft im Zeit-
punkt der größten Durchbiegung. Die Stoßdauer kann somit nicht berechnet werden. Damit
dieses Modell anwendbar ist, muss sichergestellt sein, dass der zu Grunde liegende Stoß zu
einer gesamten Verformung der Platte führt. Zur Berechnung mittels EBM wird das Newton-
Raphson-Verfahren benötigt, da ein energetisches Gleichgewicht gesucht wird. Das FMM be-
handelt Impaktor und Platte als Punktmassen, welche mit einer Feder, die die Kontaktsteifigkeit
beschreibt, verbunden sind. Die Plattenmasse wiederum ist mit Federn für Biege-, Schub- und
Membransteifigkeit mit dem Grund verbunden. Dieses Modell kann im Gegensatz zum EBM
den Stoß zeitlich auflösen. Hierzu müssen zwei gekoppelte Differentialgleichungen - eine für
jede Masse - gelöst werden. Dabei werden die von Shivakumar präsentierten Gleichungen zur
Berechnung der Plattensteifigkeiten runder Platten verwendet. In der Literatur wird dieses Ver-
fahren für rechteckige Platten angewendet [21–23]. Streng genommen ist dies nicht zulässig,
da diese Gleichungen für runde Platten entwickelt wurden. Unter der Prämisse gleicher Flächen
ist die Näherung jedoch gut genug. Nichtsdestotrotz ist die Auswahl an möglichen Randbedin-
gungen für die Untersuchungen an den Platten eingeschränkt.
Die von Olsson veröffentlichten Arbeiten haben, nachdem Plattentheorien und Stoßmodelle ver-
fasst waren, zu einem tieferen Verständnis des eigentlichen Stoßverhaltens geführt [8]. Olsson
ist der Frage nachgegangen, warum kleine Massen mit großer Geschwindigkeit und große Mas-
sen mit kleinen Geschwindigkeiten, welche jeweils die gleiche kinetische Energie aufweisen,
zu unterschiedlichen Schadensbildern führen. Intuitiv müsste davon ausgegangen werden, dass
große Massen zu größeren Schäden führen als bei Stößen durch kleine Massen. In der Realität
ist dies aber umgekehrt, denn kleine Massen verursachen größere Schäden als große Massen bei
gleicher initialer kinetischer Energie. Das Problem konnte schließlich mit dem Massenverhält-
nis zwischen Impaktor und Platte beantwortet werden: kleine Verhältnisse von Impaktor und
Platte führen zu eher kurzen Stoßdauern, sodass die Platte sich nur lokal durchbiegt und Kraft
und Durchbiegung nicht in Phase sind; große Verhältnisse von Impaktor und Platte führen zu
längeren Stoßdauern, sodass die Platte sich global durchbiegt sowie Kraft und Durchbiegung
in Phase sind. Diese beiden Fälle, in denen die Platte sich lokal oder global durchbiegt, hat er
Stoß kleiner Masse (englisch small mass impact) und Stoß großer Masse (englisch large mass
impact) genannt. Die globale Durchbiegung bei einem Stoß großer Masse lässt sich so ver-
stehen, dass die Platte einer quasi-statischen Verformung unterliegt. Somit kann die kinetische
Energie des Impaktors von der gesamten Platte in Form von Biege-, Schub- und Membranver-
formung aufgenommen werden, wohingegen bei einem Stoß kleiner Masse nur das stoßnahe
Gebiet diese Energie aufnehmen kann. Damit konnte Olsson auch erklären, warum ein Stoß
kleiner Masse tendenziell zu höheren Kontaktkräften und damit zu größeren Schäden als bei
einem Stoß großer Masse zwischen Impaktor und Platte führt.
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Hierbei führte er aus, dass Stöße kleiner Masse nur dann auftreten, wenn die Stoßdauer nur so
lange währt bis die erste elastische Welle den Rand der Platte erreicht. Olsson errechnet mithin
für rechteckige Platten ein maximales Massenverhältnis von ca. MVk = 1/5 zwischen Impaktor
und Platte für Stöße kleiner Masse. Für die Stöße großer Masse setzte Olsson die Bedingung
an, dass die Stoßdauer deutlich länger als die Grundschwingungsdauer jener Platte dauern muss
und erhielt als Massenverhältnis zwischen Impaktor und Platte den Wert MVg = 2 [24, 25]. Bei
0,2 < MV < 2 existiert ein Übergangsgebiet, worin ein Stoß nicht klar dem Stoß einer kleinen
oder großen Masse zugeordnet werden konnte. Neben diesen grundlegenden Erkenntnissen zur
Klassifizierung von Stößen beschäftigte sich Olsson auch mit dem Schadensbild Delamination.
Mit dem Energieerhaltungssatz kann die Energiefreisetzungsrate bei einer Delamination ermit-
telt werden, und somit auch die nötige Kontaktkraft hierfür [6, 26]. Diese kritische Kontakt-
kraft ist nur von den Materialparametern der Platte abhängig: der Plattensteifigkeit D und der
Energiefreisetzungsrate in Mode II GII . Dieses Schadensmodell konnte Olsson erfolgreich un-
ter Nutzung des oben beschriebenen Feder-Masse-Modells in seine Arbeiten implementieren.
Hierfür konnte er die Biege- und Schubsteifigkeiten auf rechteckige Platten anpassen, die Mem-
bransteifigkeit hingegen wurde von Shivakumar für runde Platten übernommen [27]. [6, 24, 27–
35].
Aufbauend auf der Arbeit von Zener [36] entwickelte Olsson ein Modell für Kurzzeitstöße, de-
ren Wellenausbreitungen nie den Rand einer Platte erreichen [37]. Dieses Modell wurde auch
als Modell der unendlichen Platte bezeichnet, da nur Materialwerte und Impaktorgeometrie Ver-
wendung fanden, jedoch mit Ausnahme der Dicke.

Die zuvor genannten Personen haben grundlegende Arbeiten zum Verständnis von Stoßereig-
nissen verfasst. Diese Ideen wurden von zahlreichen weiteren Wissenschaftlern aufgegriffen,
hinterfragt und weitergedacht. An dieser Stelle kann nur ein Querschnitt über die bisher ge-
leisteten Arbeiten gegeben werden, jedoch werden alle wesentlichen Teilgebiete der Forschung
zu Stößen behandelt. Diese Teilgebiete lassen sich aufteilen in die Bereiche Experimente und
Methodiken, Initiierung von Delaminationen, Stoß außerhalb der Plattenmitte sowie schnelle
Vorhersage von Ergebnissen.

Im Bereich Experimente und Methodiken sind die Beiträge zusammengefasst, welche entweder
das Phänomen Stoß per Experiment untersuchen oder die zuvor genannten Autoren neue Metho-
diken vorstellen, um das Verhalten von Impaktor und Platte während des Stoßes zu berechnen.
So haben Cantwell und Morton Experimente durchgeführt, um den Stoß von Massen bei kleiner
und großer Geschwindigkeit auf faserverstärkte Coupons zu studieren [38–41]. Hierbei wurde
keine klare Trennung dieser Geschwindigkeitsbereiche eingeführt oder gar erläutert, sondern
einerseits ein Fallturm (kleine Geschwindigkeit) und andererseits eine Gaskanone (große Ge-
schwindigkeit) verwendet. Die Autoren haben insbesondere die Initiierung von Delaminationen
untersucht. Die hier gewonnenen Erkenntnisse lassen sich auch mit den Modellen von Olsson
für kleine und große Massen erklären. Ähnliche Versuche wurden von Naik durchgeführt [42].
Zusätzlich zu Cantwell und Morton wurden hier jedoch auch die Positionen von Impaktor und
Platte während des Stoßes zeitlich aufgelöst. Hiermit wurde experimentell bestätigt, dass kleine
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Massen eher zu kurzen Kontaktzeiten und große Massen zu langen Kontaktzeiten führen.
Neben experimentellen Versuchen finden sich in der Literatur auch Lösungsansätze zu numeri-
schen Berechnungen für Stoßvorgänge. Sie alle zeigen, dass eine numerische Berechnung von
Stoßbelastungen möglich ist. Noch vor Karas zeigte Kaiser im Jahr 1936, dass eine Berech-
nung der Durchbiegung der gesamten Platte bei freier Lagerung und gleichmäßiger Last mittels
Differenzenrechnung möglich ist [43]. Mit linearen Rechenmethoden und mit der Lagrange-
Gleichung konnten Streubel [44] und Heitzer [45] die Stoßbelastung auf anisotrope Platten be-
rechnen. Mit nicht-linearen Rechenmethoden beschäftigten sich Dobyns [46], Kobayashi [47]
und Qian [48]. Hierbei ist vor allem Kobayashi hervorzuheben, da er eine Methodik in Polar-
koordinaten vorstellte und hiermit runde Platten berechnete. Diese linearen und nicht-linearen
Rechenmethoden haben gemeinsam, dass sie nur für ausgewählte Probleme, z.B. nur für ein-
fach gelagerte Platten oder unter Annahme der klassischen Plattentheorie, anwendbar sind. So-
mit lassen sich zwar Stöße von spezifischen Platten berechnen, eine allgemeine Lösung stellen
diese aber nicht dar. Eine weitere Rechenmethodik ist die Dynamic Relaxation Method (DRM),
mit der Verformungen von Körpern mittels Minimalflächen berechnet werden, sodass alle pro-
pagierten Kräfte im Gleichgewicht zueinander sind. Obwohl von Turvey [49–51] mittels DRM
vielversprechende Untersuchungen zum Stoßvorgang getätigt wurden, wird die DRM heutzuta-
ge für Berechnungen statischer Strukturen statt dynamischer Stoßvorgänge genutzt [52]. Eben-
falls zu dem Bereich der numerischen Rechnungen gehören die Weiterentwicklungen der Kon-
taktgesetze. Dabei haben insbesondere Suemasu [53], Goldsmith [54] und Sun [55] Arbeiten
zu Kontaktgesetzen für dünne Platten, Kontakte zwischen Metallen bei dynamischen Belastun-
gen sowie experimentellen Untersuchungen durchgeführt. Darüber hinaus wurden aber auch
bestehende Methoden genutzt und weiterentwickelt, um Stoßvorgänge zu berechnen. Salvetti
erweiterte das FMM um eine Dämpfung [23], während Kalapis das Modell nach Karas so er-
weitern konnte, dass nun beliebige Stoßorte auf der Platte berechenbar sind [14].
Die bisherigen Forscher haben sich intensiv mit der Theorie auseinandergesetzt, sodass bis-
her nur wenig Transfer zur Anwendung der Modelle auf reale Szenarien veröffentlicht wurde.
So hat Kralovec [56] den Stoß auf Sandwichstrukturen untersucht, um Bauteile von Verkehrs-
flugzeugkabinen hinsichtlich Stoßlasten zu optimieren. Von Yuan [57] wurden Stoßmodelle zur
Berechnung von schockartigen Impulslasten, welche bei Explosionen entstehen, verwendet.

Im Bereich Initiierung von Delaminationen sind die Beiträge zusammengefasst, die sich mit
dem Phänomen Delamination in Folge eines Schlags beschäftigen. Obwohl es eigene For-
schungsrichtungen zu Schadensmodellen und -ereignissen von Faserverbundwerkstoffen gibt,
ist die Auswahl der Untersuchungen an Delaminationen durch einen Schlag im Vergleich zu den
Untersuchungen des zuvor vorgestellten Stoßverhalten zweier Massen gering. Diese Auswahl
lässt sich unterteilen in experimentelle und numerische Untersuchungen.
Um das Phänomen BVID und Stoß zu verstehen, hat Kumar mehrere Experimente durchgeführt
und dabei gezielt BVIDs hervorgerufen [58]. Liu konnte bei seinen Experimenten zeigen, dass
auch BVIDs in der Untersuchung durch Thermografie oder Röntgenstrahlen erdnussförmig sind
[59] und hauptsächlich durch die Biegesteifigkeiten der Platte erklärt werden können.
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Allgemeinere Experimente zum Zusammenhang des Stoßes zweier Massen mit resultieren-
der Delaminationen wurden von Schoeppner und McElroy vorgenommen. Schoeppner zeigte
in Experimenten, dass die Kontaktkraft über die Zeit bei Stößen ohne Delamination mit ei-
ner Sinus-Kurve angenähert werden kann und dass dieser Verlauf beim Einbringen von De-
laminationen stark gestört wird, da nun Energie während der Delamination dissipiert wird
[60]. McElroy hingegen konnte zeigen, dass bei vorgeschädigten Platten eine quasi-statische
Belastung genügt, um Kraft-Weg-Verlauf während einer Delamination und Schadensmodel-
le für Delaminationen bei Stößen zu verwenden [61]. Für ein tieferes Verständnis der Initiie-
rung von Delaminationen arbeiteten Naik und Yang. Naik zeigte durch die Variation von Mas-
se und Geschwindigkeit bei gleichbleibender kinetischer Energie bei experimentellen Tests,
dass bei hoher Masse und kleiner Geschwindigkeit die Schadensfläche größer ist als bei kleine-
rer Masse und höherer Geschwindigkeit [42]. Ebenfalls bei experimentellen Tests konnte Yang
nachweisen, dass die kritische Kontaktkraft, welche die Delamination hervorruft, von der Di-
cke h abhängt, und zwar im Verhältnis h3/2 [62]. Um Delaminationen für die Untersuchung
sichtbar zu machen, gibt es mehrere Möglichkeiten. Maierhofer verglich die Ultraschallunter-
suchung sowie diverse Thermographieverfahren miteinander. Um Delaminationen durch Schlag
effizient zu bewerten, konnte er kein explizites Verfahren empfehlen, da alle ihre jeweiligen Vor-
und Nachteile haben [63]. Sadeghi jedoch nutzte die Ultraschalluntersuchung, um den Schaden
von Stößen in Abhängigkeit von wechselnden Randbedingungen der Platte zu bewerten [64].
Neben experimentellen Untersuchungen wurden auch numerische Untersuchungen getätigt, um
auftretende Delaminationen zu berechnen. Z.B. konnte Maio zeigen, dass eine numerische Be-
rechnung eines Stoßes mit auftretender Delamination mit kommerzieller Software möglich ist
und alle Charakteristiken - wie die erdnussförmige Delamination - abbilden [65]. Chakraborty
konnte durch die Berechnung von multiplen Stößen an gleicher Stelle zeigen, dass die Delami-
nation nicht zwangsläufig an einem Punkt beginnen muss, sondern an zwei Stellen parallel, wel-
che wachsen und später ineinander übergehen können [17]. Sun konnte mit einem fortschrittli-
chen Modell mit Shell- und kohäsiven Elementen erfolgreich die Delamination bei stringerver-
steiften Platten berechnen [66]. Singh und Wang hingegen fassten mehrere Schadensmodelle
zusammen bzw. entwickelten aufbauend auf dem Hashin-Kriterium ein Delaminationsmodell
für Stoßvorgänge [62, 67]. Diese vorgestellten Modelle haben den gemeinsamen Nachteil, dass
sie teuer in der Implementierung sind und mehrere Materialparameter benötigen, die zusätzlich
zu bestimmen sind. An dieser Stelle soll der Vollständigkeit halber noch erwähnt werden, dass
ebenfalls Untersuchungen zu Schäden an isotropen Werkstoffen infolge von Stößen gemacht
wurden. Innerhalb dieser Dissertation liegt der Fokus auf anisotropen Werkstoffen, sodass in-
teressierte Leser an folgende Literatur verwiesen werden: [68–71].

Stöße treten selten genau in der Mitte der Platte auf. Dennoch haben sich bis heute nur wenige
Forscher mit der Fragestellung beschäftigt, welchen Einfluss der Stoßort auf Kontaktkraft und
Schadensinitiierung hat. Dies wird im Bereich Stoß außerhalb der Plattenmitte näher darge-
legt. Essenzielle Untersuchungen, welchen Einfluss der Stoßort hat, wurden erst in den letzten
10 Jahren getätigt. Als erster stellte Shariyat solche Untersuchungen vor und zeigte, dass bei
Stößen, die näher am Rand der Platte liegen, die Kontaktkräfte steigen [72, 73].
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Weitergehende Untersuchungen stammen von Nassir, der experimentell und analytisch den
Stoßvorgang auf runde Platten untersuchte [74]. Hierbei miss Nassir die Biege-, Schub- sowie
Membransteifigkeit der runden Platte an verschiedenen Radien. Mit einem Energieansatz wurde
die Kontaktkraft berechnet - die Kontaktkraft ist am Rand nicht nur höher, sondern Schäden tre-
ten im Vergleich zu Stößen in der Mitte nun früher auf. Diesen Effekt konnte Ghalami-Choobar
rekonstruieren [75]. Zwar wurde hier nun eine eckige Platte verwendet, alle Stöße lagen aber
auf einer Geraden zwischen Plattenmitte und Plattenecke. Informationen für beliebige Stoßorte
konnte Kalapis liefern, wobei gezeigt werden konnte, dass Stoßvorgänge auf der Diagonalen
einer Platte zu höheren Kontaktkräften führen können als bei unmittelbaren Nachbarn [14].
Jin beschäftigte sich ebenfalls mit exzentrischen Stößen und stellte ein numerisch-analytisches
Modell vor, welches sehr gute Resultate liefert [76]. Diese Methode ist jedoch komplex und
verwendet kommerziele Programme, sodass eine Reproduktion nicht möglich erscheint.

Um einen Nutzen aus den Forschungen der zuvor genannten Bereiche zu ziehen, ist es not-
wendig, diese in eine Anwendung zu überführen. Eine dieser Anwendungen ist die schnelle
Vorhersage von Ergebnissen. Modelle, die in der Lage sind in kürzerer Zeit ein zufriedenstellen-
des Ergebnis für Stoßbelastungen zu berechnen, können größere Parameterstudien durchführen
und aufzeigen, welche Platten an welchem Ort für welche Art von Stoß besonders gefährdet
sind. Somit können hieraus Richtlinien zum Entwurf solcher Platten abgeleitet werden.
Choi nahm den zeitlichen Verlauf der Kontaktkraft als sinusförmige Last an und unter Nutzung
von Eigenfrequenz, konzentrierter Masse und Ersatzfedersteifigkeiten berechnete er Durchbie-
gung und Kontaktkraft [77]. So konnte er unter anderem zeigen, dass das Massenverhältnis
MV die Stoßzeit beeinflusst, die Initialgeschwindigkeit v0 hingegen nicht. Des Weiteren konn-
te er zeigen, dass ein lineares Kontaktmodell für die Modellierung des Stoßes genutzt werden
kann und kaum Unterschiede in den Ergebnissen hinsichtlich herkömmlicher Kontaktmodelle
existieren [78]. Eine größer angelegte parametrische Untersuchung wurde von Tiberkak durch-
geführt, der mittels Mindlin-Plattentheorie und FE die Auswirkungen verschiedener Massen,
Plattengrößen und Geschwindigkeiten studierte [79]. Auch er konnte zeigen, dass die Para-
meter des Impaktors allein keine Rückschlüsse auf die Ergebnisse zulassen, sondern nur in
Kombination mit den Parametern der Platte, sodass beide in Bezug zueinander gesetzt werden
müssen. Borkowski entwickelte einen Ansatz mit Hilfe der Rayleigh-Ritz-Funktion zur Be-
rechnung des Stoßverhaltens [80]. Hierbei fand er eine Ansatzfunktion, um die geometrischen
Randbedingungen einer vollständig fest gelagerten Platte zu beschreiben. In Verbindung mit
dem Lagrange-Formulismus zur Berechnung der Kontaktkräfte arbeitet dieses Modell schnell
und exakt, allerdings kann es auch nur Platten berechnen, die komplett fest oder frei gelagert
sind. Mit Wahrscheinlichkeiten und Stößen auf Pipelines beschäftigte sich Troian [81]. Als Mo-
dell wird ein Bernoulli-Balken und ein vereinfachtes Stoßmodell mit Sinusform als Kontaktkraft
herangezogen. Hiermit werden Orte auf Pipelines und Parameter des Impaktors identifiziert, die
zum Versagen der Pipeline führen.
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Die hier zuvor genannten Forscher haben ihre Ergebnisse in Fachzeitschriften und auf Konfe-
renzen vorgestellt. Sie alle haben sich besondere Fragestellungen im Bezug des Stoßverhaltens
zweier Massen herausgesucht und versucht zu beantworten. Schließlich haben sich zwei Fach-
bücher etabliert, worin theoretisches Wissen als auch Beispiele und Anwendungsmöglichkeiten
aufgezeigt werden. Dies ist einerseits das Buch Impact Mechanics von Stronge [82]. Anderer-
seits richtet das Buch Impact Engineering of Composite Structures, herausgegeben von Abrate,
einen besonderen Fokus auf das Stoßverhalten von Faserverbundwerkstoffen [83]. Hierin hat
Abrate auch eigene Forschungsergebnisse einfließen lassen [21, 22, 84, 85].

In Tabelle 1.1 ist eine Übersicht über den Stand der Technik gegeben. Die vier Hauptbereiche
mit ihren wichtigsten Quellen sind hier zusammengefasst.

Zusammenfassung

Während die Forschung zu den Plattentheorien als abgeschlossen gilt, gibt es in der Untersu-
chung für das Stoßverhalten zweier Massen ungenutztes Potenzial. Vereinfacht zusammenge-
fasst lässt sich festhalten, dass das grundlegende Stoßverhalten bekannt, verstanden und sicher
analytisch sowie numerisch reproduzierbar ist. Um dieses Wissen jedoch eine Ebene höher zu
transportieren - die Anwendung auf real existierende Strukturen - muss noch Arbeit verrichtet
werden. So werden z.B. zu untersuchende eckige Platten als rund bei gleichem Flächeninhalt
angenähert, um bekannte Gleichungen für die Ersatzfedersteifigkeiten verwenden zu können.
Dies bedeutet auch, dass Stöße zwangsläufig in der Plattenmitte auftreten müssen, da sonst
die ecken- und randversteifende Wirkung rechteckiger Platten bei runden Platten nicht korrekt
wiedergegeben wird. Auch kann entlang des Plattenrands nur eine Art von Randbedingung auf-
gegeben werden, und zwar einfach oder fest gelagert. Diese Defizite können mit numerischen
Berechnungen aufgefangen werden, allerdings auf Kosten von Rechendauer und Aufwand für
die Implementierung.
Somit fehlt derzeit ein Modell zur Berechnung von Stößen, welches nicht nur schnell und zu-
verlässig arbeitet, sondern auch verschiedene Randbedingungen und Stoßorte sowie die tatsäch-
liche Geometrie der Platte berücksichtigt. Insbesondere bei Stößen großer Masse tritt dieses
Defizit stark hervor, während Stöße kleiner Masse hiervon kaum bis gar nicht betroffen sind.
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1.4 Ziele und Umfang dieser Arbeit

Schäden durch Stoßvorgänge sind eine Gefahr für Platten aus Faserverbundwerkstoffen. Die
hierbei verursachten Schäden werden oft nicht bemerkt oder sind mit dem bloßen Auge nicht
sichtbar. Diese Schäden können bei weiterer Beanspruchung der Struktur wachsen und letztlich
zum Versagen der Gesamtstruktur führen. Um einen solchen Schaden zu verhindern, muss der
Stoß vollständig verstanden werden, insbesondere welche Variablen den größten Einfluss auf
die Schadensentwicklung und -anfälligkeit haben. Mit diesem besseren Verständnis des Plat-
tenverhaltens ist die Vorhersage von Schäden möglich, bevor sie auftreten.
Zur Erarbeitung dieses Verständnisses werden zwei Forschungshypothesen aufgestellt, welche
im Rahmen dieser Dissertation überprüft werden sollen. Diese lauten wie folgt:

Forschungshypothesen

H1: Die Interaktion eines Impaktors mit einer Platte kann auf den Stoß zweier Massen
zurückgeführt und durch diesen beschrieben und charakterisiert werden.

H2: Das Auftreten von BVIDs in Platten aus Faserverbundwerkstoffen kann durch
quasistatische Eindrückversuche mit ausreichender Genauigkeit vorhergesagt werden.

Beide Forschungshypothesen, welche als ambitioniert erscheinen mögen, haben zum Ziel, die
Natur des Stoßes besser zu durchdringen und sogar zu entmystifizieren. Stöße sollen mit ein-
fachsten Mitteln erklärt werden können, anstatt auf komplexe dynamische Modelle zurück-
greifen zu müssen. Werden die Hypothesen gestützt, lassen sich weitere Erkenntnisse ableiten,
die bisherige Annahmen in ein anderes Licht rücken können und dazu beitragen, eine schnelle
Rechenmethode zu finden, um das Auftreten von BVIDs mit ausreichender Genauigkeit vor-
hersagen zu können. Diese ausreichende Genauigkeit ist insbesondere von den verfügbaren
Materialwerten abhängig.
Bei der Bearbeitung dieser Forschungshypothesen wird innerhalb dieser Dissertation ein linea-
res Materialverhalten berücksichtigt. Gemäß CS 25 und ECSS sind plastische Verformungen
generell zu vermeiden, sodass die Betrachtung von rein elastischem Materialverhalten ausreicht
[86, 87]. Je nach Dicke und Belastung der Platte können aber geometrisch nicht-lineare Verfor-
mungen auftreten, sodass sie in dieser Arbeit berücksichtigt werden. Der Fokus liegt auf dem
Stoß großer Massen, da hier noch nicht gehobenes Potenzial liegt. Stöße kleiner Masse werden
in der Analyse nicht berücksichtigt, da diese orts- und randbedingungsunabhängig sind, wobei
eben jene Einflüsse hier untersucht werden sollen.
In dieser Dissertation werden weder die Effekte von Dämpfung und Dissipation noch der Ein-
fluss von Schäden auf den Kontaktvorgang berücksichtigt. In der Literatur wird berichtet, dass
diese Effekte zwar den Kontaktvorgang beeinflussen können, dies jedoch erst nach einer ver-
gleichsweise langen Kontaktzeit oder nach dem Eintritt von Schäden der Fall ist [23].
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Wie im Laufe dieser Dissertation gezeigt wird, basiert die Analyse des Stoßvorgangs auf der
Ermittlung der maximalen Kontaktkraft, aus der anschließend abgeleitet wird, ob ein Schaden
entsteht oder nicht. Da die maximale Kontaktkraft bei der größten Durchbiegung und somit
zeitlich am Ende der ersten Hälfte des Stoßvorgangs auftritt, ist der Einfluss der Dämpfung in
diesem Abschnitt gering. Da der Stoßvorgang nach Erreichen der maximalen Kontaktkraft nicht
weiter analysiert wird, ist der Einfluss von Schädigungen in diesem Kontext nicht relevant. [83]

Der Aufbau dieser Dissertation folgt dem V-Modell, siehe Abbildung 1.3. Somit wird zunächst
ein grober Überblick über das Thema gegeben und anschließend sukzessive der Detailgrad er-
höht. Nachdem auf höchstem Detailgrad gearbeitet wurde, wird unter Rückgriff auf die zuvor
erarbeiteten Modelle und Strukturelemente der Detailgrad wieder verringert, um schließlich ein
konkretes Anwendungsszenario zu berechnen. Die einzelnen Nummern in Abbildung 1.3 spie-
geln die jeweils korrespondierenden Kapitelnummern wider.

Erkenntnisgewinn durch 
Analyse des Stoßvorgangs 
& Konsequenzen für den 

Leichtbau

RB, Größe, 
Material,

Geschwindigkeit

Stoßmodelle,
Kontaktmodelle,
Schadensmodelle

Bestimmung Plattensteifigkeiten &
DGL der Plattentheorie

Anwendung auf 
stringerversteifte Platten

6 Ausblick

Rückgriff auf Modelle

Rückgriff auf Strukturelemente
1

2

3

4

5

D
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Abb. 1.3: Aufbau dieser Dissertation anhand des V-Modells. Die einzelnen Nummern repräsentieren
die jeweiligen Kapitel.

Im Detail gliedert sich diese Dissertation wie folgt: im Anschluss an die hier bereits vorgestellte
Motivation und den Stand der Technik werden in Kapitel 2 die theoretischen Grundlagen gelegt,
um hiermit ein Modell für den Stoß sowie für den Kontakt zwischen Impaktor und Platte aus-
wählen zu können. Diese Modelle werden auf ihre Anwendbarkeit hin überprüft und letztlich je
ein Modell final ausgewählt. Zusätzlich wird ein Schadensmodell vorgestellt. In Kapitel 3, wel-
ches sich auf dem höchsten Detailgrad befindet, wird die Plattentheorie erster Ordnung vorge-
stellt. Diese wird benötigt, um die Durchbiegung einer Platte am beliebigen Ort unter beliebigen
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Randbedingungen zu errechnen, und so die gesuchten Plattensteifigkeiten zu gewinnen. Im An-
schluss wird ein Algorithmus erarbeitet, der unter Verwendung von Python in der Lage ist, den
Stoß eines runden Körpers auf eine rechteckige Platte beliebiger Geometrie, Randbedingung
und Material zu berechnen. In Kapitel 4 wird der zuvor erarbeitete Algorithmus angewendet.
Hierzu wird nun der Detailgrad gröber und auf die in Kapitel 2 erarbeiteten Modelle zurückge-
griffen. Hiermit werden grundlegende Überlegungen und Untersuchungen zur Natur des Stoßes
getätigt. Das Ziel ist die Stützung der Hypothesen H1 und H2. Als letzte Station im V-Modell
wird der Detailgrad in Kapitel 5 erneut verringert. Dabei wird auf die in Kapitel 1 eingeführ-
te Problematik zurückgegriffen: die Berechnung und Analyse eines realen Bauteils, hier einer
stringerversteiften Platte, wird vorgestellt. Unter Anwendung von stochastischen Mitteln wird
insbesondere der Einfluss der Plattendicke, welche als Massentreiber dieses Bauteils verstan-
den wird, in Bezug zur Schadensanfälligkeit untersucht. Diese Dissertation schließt mit einer
Zusammenfassung der vorgestellten Arbeit sowie den gewonnenen Erkenntnissen und einem
Ausblick auf mögliche weiterführende Arbeitspakete in Kapitel 6.
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In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen zum Verständnis von Stößen gelegt.
Zunächst werden unterschiedliche Stoßmodelle vorgestellt und in Bezug auf Vor- und Nachteile
gegeneinander abgegrenzt. Anschließend werden die Kontaktmodelle und deren Auswirkungen
auf die Berechnung von Stößen näher betrachtet. Das Kapitel schließt mit einer Definition von
Schäden und deren Messung bzw. Berechnung im Kontext Schlag. Somit stehen bereits alle
nötigen Werkzeuge zur Verfügung, um den Stoß eines Impaktors auf eine Platte zu berechnen
und zu bewerten.

2.1 Stoßmodelle

Eine Möglichkeit, um einen Stoß zu simulieren, stellt die Finite Elemente Methode (FEM) dar.
Wie in Kapitel 1.3 erörtert, gibt es hierzu vielerlei Veröffentlichungen. Sie alle haben gemein,
dass erstens ein kommerzielles Programm genutzt wird, zweitens der Aufwand zur Implemen-
tierung hoch ist und drittens die einzelnen Rechnungen verhältnismäßig lange dauern. Da in
dieser Dissertation eine schnelle Rechenmethode erarbeitet werden soll, die vollautomatisch
einen Parameterraum abarbeitet, wird auf die Verwendung der FEM mit ihren eingangs darge-
stellten Nachteilen zur Berechnung eines Stoßes verzichtet.
Im Folgenden werden vier semi-analytische Stoßmodelle näher betrachtet. Sie alle weisen nicht
die drei zuvor vorgestellten Nachteile der FEM auf, haben aber in Bezug zueinander ihre jewei-
ligen Stärken und Schwächen. Sie lassen sich in explizite und implizite Modelle aufteilen, je
nachdem ob sie alle Bestandteile der Lösung direkt vereinen (explizit) oder ob externe Teillö-
sungen herangezogen werden müssen (implizit). Auch wenn nicht alle Modelle im Laufe dieser
Dissertation genutzt werden, sollen sie hier vorgestellt werden, um die Vielfalt dieser wichtigen
Modelle aufzuzeigen. Sie werden absteigend in ihrer Komplexität und ihrem Lösungsaufwand
diskutiert.

2.1.1 Explizites Stoßmodell

Die Grundlage für das explizite Stoßmodell wurde bereits im Jahr 1939 von Karas erstellt [13].
Es bedient sich an einem analytischen Ansatz zur Berechnung der Durchbiegung, Eindrückung
und Kontaktkraft. Hierzu sind alle nötigen Informationen in der zu lösenden Gleichung enthal-
ten, wodurch es seinen Namen erhalten hat. Lediglich zur Berechnung der einzelnen Zeitschritte
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wird ein numerisches, explizites Verfahren angewendet. Platte und Impaktor können gemäß Ab-
bildung 2.1 beschrieben werden. Der Ursprung des rechtshändigen Koordinatensystems liegt in
der linken oberen Ecke. Die Platte hat die Maße a, b und h und weist die Masse M auf. Der
Impaktor hat einen Radius r, eine Initialgeschwindigkeit v0 sowie die Masse mi und trifft die
Platte am Ort (ξ,η). Es werden folgende Randbedingungen vorausgesetzt: rechteckige Platte,
welche an allen Rändern frei gelagert ist; die Kontaktkraft wird als Punktlast idealisiert; Impak-
tor und Platte bestehen aus isotropen Materialien; es herrscht keine Reibung zwischen diesen
beiden Körpern.

x

y

a

b

h

x

h

mi
v0

r

M

Abb. 2.1: Geometrie der untersuchten Platte.

Die nun folgende Herleitung dieses Modells folgt nach [13] und wurde von Kalapis um die Be-
liebigkeit des Stoßortes erweitert [14]. Sie basiert auf dem Lagrange-Formalismus, welcher die
Dynamik eines Systems beschreibt. Hierfür werden die kinetische Energie T und die potentielle
Energie U für die Platte bestimmt. Die kinetische Energie lässt sich folgendermaßen allgemein
für die Platte aufstellen:

T =
1
2

Mv2 =
ρh
2

∫ a

0

∫ b

0

(
∂

∂t
w(x,y, t)

)2

dydx. (2.1)

Mit dem Ansatz von Navier [88] lässt sich die Durchbiegung w(x,y) berechnen mit

w(x,y, t) = ∑
m

∑
n

Amn(t) sin
(mπx

a

)
sin
(nπy

b

)
. (2.2)

Hierbei sind Amn eine generalisierte Koordinate, welche zeitabhängig ist, und m, n sind gerade
Zahlen. Wird Gleichung 2.2 in Gleichung 2.1 eingesetzt und umgeformt, folgt für die kinetische
Energie:

T =
1
8

ρhab∑
m

∑
n

Ȧ2
mn. (2.3)

Zur Berechnung der potentiellen Energie U wird die Annahme getroffen, dass die Platte durch
den Stoß nur auf Biegung und Torsion belastet wird, sodass nur die Verzerrungsenergie betrach-
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tet werden muss. Zur Beschreibung dieser Energie wird zunächst eine Platte betrachtet, welche
entlang einer Achse mit dem Winkel Θ und Radius Rp gekrümmt wird, siehe Abbildung 2.2.
Die hierfür benötigte Energie lässt sich berechnen mit

∆U =
1
2
(My ∆y) Θ. (2.4)

Unter Ausnutzung der Beziehungen

R−1
p =

∂2w
∂x2 ∆x = RpΘ (2.5)

lässt sich Gleichung 2.4 umschreiben zu

∆U =
1
2
(My ∆y)

∂2w
∂x2 ∆x. (2.6)

Werden noch My und Mxy berücksichtigt, lautet Gleichung 2.6

∆U =
1
2

(
My

∂2w
∂x2 +Mx

∂2w
∂y2 −2Mxy

∂2w
∂x∂y

)
∆x∆y. (2.7)

Wird Gleichung 2.2 unter Beachtung von

D =
Eh3

12(1−ν2)
(2.8)

in Gleichung 2.7 eingesetzt, wobei D die Plattensteifigkeit, E das E-Modul und ν die Querkon-
traktionszahl sind. Nach einsetzen der Gleichung für die Biegelinie und der Integration über die
Plattenfläche ergibt sich für die Verzerrungsenergie:

U =
Dabπ4

8 ∑
m

∑
n

A2
mn

(
m2

a2 +
n2

b2

)2

. (2.9)
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Abb. 2.2: Ausschnitt einer entlang der y-Achse gekrümmten Platte.
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Die Lagrange-Gleichung zur Berechnung des dynamischen Systems lautet

d
dt

∂T
∂Ȧmn

− ∂T
∂Amn

+
∂U

∂Amn
= Qmn , (2.10)

wobei die generalisierte Kraft Qmn auf die rechte Seite eingefügt wird, da in Gleichung 2.9 die
Kontaktkraft zwischen Impaktor und Platte vernachlässigt wurde. Werden die Gleichungen 2.3
und 2.9 in Gleichung 2.10 eingesetzt folgt

Ämn +

(
m2

a2 +
n2

b2

)2

π
4ā2Amn =

4
ρhab

Qmn (2.11)

mit

ā =

√
D
ρh

=

√
Eh2

12ρ(1−ν2)
. (2.12)

Die Lösung der Differentialgleichung der Gleichung 2.11 folgt zu

Amn =
1

π2ā
(

m2

a2 +
n2

b2

) 4
ρhab

∫ t

0
Qmn(τ)sin

[(
m2

a2 +
n2

b2

)
π

2ā(t − τ)

]
dτ. (2.13)

Zur Bestimmung der generalisierten Kraft Qmn, welche als zeitvariabel betrachtet werden muss,
wird die infinitesimale Arbeit δE der statischen generalisierten Kraft entlang der generalisierten
Koordinate betrachtet. Diese Arbeit ist die gleiche wie eine Kraft P, welche die Kontaktkraft
zwischen Impaktor und Platte darstellt, entlang der Durchbiegung w verrichtet. Unter Benut-
zung von Gleichung 2.2 und der Tatsache, dass jeder Ort (ξ,η) auf der Platte getroffen werden
kann, ergibt sich

δE = P(τ)δw(ξ,η) = P(τ)δAmnsin
(

mπξ

a

)
sin
(nπη

b

)
= Qmn(τ)δAmn. (2.14)

Mittels Vergleich der Koeffizienten ergibt sich für die generalisierte Kraft

Qmn(τ) = P(τ) sin
(

mπξ

a

)
sin
(nπη

b

)
. (2.15)

Für ξ = a/2 und η = b/2 ergibt sich die Lösung von Karas [13]. Werden diese zwei Faktoren
allerdings im weiteren Vorgehen mitgenommen, können Stöße an beliebigen Orten (ξ,η) be-
rechnet und deren Auswirkung auf beliebige Orte (x,y) ausgewertet werden [14]. Somit ergibt
sich die Durchbiegung w durch eine zeitlich veränderliche Einzelkraft P gemäß den Gleichun-
gen 2.15, 2.13 und 2.2 zu
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w(x,y,ξ,η, t) =
4

ρhabπ2ā ∑
m

∑
n

sin
(mπx

a

)
sin
(nπy

b

)
sin
(

mπξ

a

)
sin
(nπη

b

)
(

m2

a2 +
n2

b2

) ·

∫ t

0
P(τ) sin

[(
m2

a2 +
n2

b2

)
π

2ā(t − τ)

]
dτ.

(2.16)

Um nun einen Stoßvorgang berechnen zu können, wird die Interaktion von Impaktor und Platte
betrachtet. Gemäß Abbildung 2.3 kann die vom Impaktor zurückgelegte Distanz ui in Abhän-
gigkeit der Durchbiegung w und der Eindrückung zein beschrieben werden:

ui = zein +w. (2.17)

Hierbei kann die vom Impaktor zurückgelegte Strecke u als Differenz der unbeschleunigten
Bewegung und der verzögerten Bewegung durch die Platte ausgedrückt werden:

ui = v0 t − 1
mi

∫ t

0
P(τ)(t − τ)dτ. (2.18)

Des Weiteren wird die Eindrückung zein als von P abhängig betrachtet. Somit ergibt sich ins-
gesamt für die Berechnung eines Stoßes folgende Gleichung mit dem Einsetzen der Gleichun-
gen 2.16 und 2.18 in Gleichung 2.17:

v0 t − 1
mi

∫ t

0
P(τ)(t − τ)dτ =

4
ρhabπ2ā ∑

m
∑
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sin
(mπx
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)
sin
(nπy

b
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)
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b

)
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b2

) ·

∫ t

0
P(τ) sin

[(
m2

a2 +
n2

b2

)
π

2ā(t − τ)

]
dτ+ zein(P(τ)).

(2.19)

Die Funktion zein kann nun mit einem Kontaktgesetz beschrieben werden, sodass nur noch
P(τ) als Unbekannte in Gleichung 2.19 auftritt. Mit einem numerischen Verfahren, z.B. dem
simplektischen Velocity-Verlet Algorithmus, kann diese Gleichung gelöst werden.
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2.1.2 Implizites Stoßmodell der unendlichen Platte

Das implizite Stoßmodell der unendlichen Platte betrachtet, wie der Name es schon sagt, den
Stoß auf eine unendliche Platte. Das bedeutet, dass die Randbedingungen und die tatsächliche
Größe der Platte für den Stoß keinen Einfluss haben, siehe Abbildung 2.4. Im Umkehrschluss
bedeutet das aber auch, dass nur die Stöße untersucht werden können, die nicht vom Platten-
rand beeinflusst werden. Ebenso können Stöße, die so kurz sind, dass die hierbei resultierenden
Schockwellen zum Stoßende den Plattenrand noch nicht erreicht haben, untersucht werden.
Denn wenn diese Schockwellen den Rand nicht erreicht haben, erscheint die gesamte Platte als
unendlich, sodass das hier erläuterte Modell genutzt werden kann. Des Weiteren wird die Dämp-
fung der Platte vernachlässigt, die Platte selbst wird als anisotrop behandelt. Der Ursprung des
Koordinatensystems liegt im Stoßort. Dieses Stoßmodell benötigt externe Teillösungen für die
verwendeten Plattensteifigkeiten, weshalb es als implizit bezeichnet wird.

Zur Herleitung dieses Modells wird der Arbeit von Olsson [37] gefolgt. Basierend auf der
Kirchhoff’schen Plattentheorie kann die Durchbiegung w als Summe der modalen Impulsant-
worten geschrieben werden:

w(x,y, t) =
∫ t

0
P(τ)∑

j
∑
k

Wjk(x,y)Wjk(ξ,η)
mA ωjk

sin [ωjk(t − τ)]dτ. (2.20)

Dabei bedeutet W die Eigenfunktion, ω Eigenfrequenz und mA das Flächengewicht der Plat-
te, j und k sind ungerade Zahlen. Die normalisierte Eigenfunktion der vom Kontaktvorgang
betroffenen Fläche, welche als Rechteck mit den Kantenlängen aeff und beff angenähert wird,
lautet:

Wjk =
2√

aeff beff
cos
(

jπx
aeff

)
cos
(

kπy
beff

)
(2.21)

w zeinui

v

x

zDurchgebogene Platte

Ruhende Platte

Abb. 2.3: Durchbiegung einer Platte durch Stoß. Eingetragen sind die Definitionen für ui, w, zein und
−→v .
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Abb. 2.4: Stoß auf eine unendliche Platte.

mit dem Ausdruck für die Eigenfrequenz ω eines Laminats mit den Plattensteifigkeiten D11,
D22, D12 und D16

ωjk = π
2

√
D11

mA

(
j

aeff

)4

+
2

mA
(D12 + 2D66)

(
j

aeff

)2( k
beff

)2

+
D22

mA

(
k

beff

)4

. (2.22)

Für anisotrope Platten gilt die Konvention, dass ihr lokales 1,2-System zur Beschreibung ihrer
richtungsabhängigen Ingenieurskonstanten mit dem Winkel α gegenüber dem globalen x,y-
System gedreht wird. Mit Einsetzen der Gleichungen 2.21 und 2.22 in Gleichung 2.20 sowie
mathematischer Umformungen wird die Durchbiegung am Stoßort gewonnen:

w(0,0, t) =
1

8
√

mAD∗

∫ t

0
P(τ)dτ (2.23)

mit

D∗ =
Dred + 1

2
√

D11D22 (2.24)

Dred =
D12 + 2D66√

D11D22
. (2.25)

Innerhalb dieses Modells gelten die gleichen geometrischen Beziehungen zwischen Impaktor
und Platte wie im expliziten Stoßmodell, sodass die Gleichungen 2.17 und 2.18 hier ebenfalls
benutzt werden können. Unter zweifacher Ableitung von Gleichung 2.17 und Einsetzen der
Gleichungen 2.18 und 2.23 hierein, wird folgende Differentialgleichung erhalten:

d2zein

dt2 +
1

8
√

mAD∗
3
2

P(τ)
zein

dzein

dt
+

P(τ)
mi

= 0. (2.26)

Wird in Gleichung 2.26 für P(τ) ein Kontaktgesetz, z.B. das Hertz’sche Gesetz, eingesetzt, ist
die DGL nur noch von zein abhängig und kann mit numerischen Methoden gelöst werden. Mit
der Lösung für zein(τ) und einem Kontaktmodell kann P(τ) berechnet werden.
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Die von dem Stoß effektiv betroffene Fläche mit den Kantenlängen aeff und beff lässt sich fol-
gendermaßen bestimmen [37]:

aeff = 2
√

π

(
D11

mA

) 1
4

(2(Dred + 1))
1
8
√

t (2.27)

beff = aeff

(
D11

D22

)− 1
4

. (2.28)

2.1.3 Implizites Feder-Masse-Modell für Stöße

Das implizite Feder-Masse-Modell (FMM) für Stöße beschreibt, wie der Name es bereits aus-
drückt, das Wechselwirken zwischen Massen, die mit Federn verbunden sind, wie in Abbil-
dung 2.5 zu erkennen ist. Das Modell wurde von Shivakumar [20] entwickelt und nimmt an,
dass Impaktor und Platte ohne Reibung miteinander interagieren und beschränkt sich in der Be-
trachtung allein auf den Stoßort. Hierbei werden die Massen von Impaktor mi und Platte Mred als
Punktmassen idealisiert. Impaktor und Platte sind mit einer Feder der Steifigkeit kk verbunden,
welche den Kontakt zwischen beiden Körpern modelliert. Die Platte ist mit zwei parallelen Fe-
dern am Boden verbunden. Diese Federn haben die Steifigkeiten kbs und km, welche die Biege-
und Schubanteile sowie den Membrananteil der Durchbiegung repräsentieren.

Impaktor

Platte

kk

kbs km

mi

Mred

x1

x2 w,

Abb. 2.5: Idealisierung eines Stoßes als Interaktion zweier Massen mit Federn. Die Anzahl der Fe-
derwindungen repräsentiert nicht die tatsächlich vorliegenden Steifigkeitsverhältnisse der
verschiedenen Anteile.

Wie noch gezeigt wird, werden diese Steifigkeiten mit einem externen Algorithmus berechnet
werden, weshalb dieses Modell als implizit bezeichnet wird. Shivakumar hat analytische For-
meln für die Berechnung von kbs und km präsentiert, die auf der Arbeit von Wolmir aufbaut [89].
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Diese Gleichungen gelten allerdings nur für Kreisplatten mit Radius rp bei Belastung in Plat-
tenmitte [20]. So gelten folgende Beziehungen für Schub-, Biege- und Membransteifigkeit:

kb,Shivakumar =
4πEh3

3(3+ν)(1−ν)r2
p

(2.29)

ks,Shivakumar =
4πGh

3

(
E

E −4νG

)(
1

4
3 + log rp

rk

)
(2.30)

kbs,Shivakumar =

(
1

kb,Shivakumar
+

1
ks,Shivakumar

)−1

(2.31)

km,Shivakumar =
πEh

a2(3+ν)4

[
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648

(1+ν)4 +
41
27

(1+ν)3 +
32
9
(1+ν)3 +

40
9
(1+ν)+

8
3
+

1
1−ν

[
(1+ν)4

4
+ 2(1+ν)3 + 8(1+ν)2 + 16(1+ν)+ 16

]] (2.32)

Der Kontaktradius rk ist abhängig von der Kontaktkraft P sowie dem verwendeten Kontaktge-
setz. Unter Verwendung der Gleichung 2.31 muss also die Plattensteifigkeit kontinuierlich neu
berechnet werden, um die aktuelle Kontaktkraft zu berücksichtigen. Dies führt zu einem erhöh-
ten Implementierungs- und Rechenaufwand. Es zeigt sich, dass ks,Shivakumar regelmäßig zwei
Größenordnungen größer ist als kb,Shivakumar und damit kaum einen Einfluss auf Gleichung 2.31
hat. Eine verhältnismäßig dicke, isotrope Platte mit einem Radius von 200mm, einer Höhe von
20mm und einem Impaktorradius von 13,5mm hat bei einer Spitzenlast von 15.000N nur einen
Schubsteifigkeitsanteil von 0,84%. Verhältnismäßig flachere Platten führen zu geringeren An-
teilen. Dieser Effekt verstärkt sich bei exzentrischem Kraftangriff, sodass in Randnähe zwar die
Schubanteile stark zunehmen, die Membrananteile jedoch überproportional anwachsen. Wäh-
rend kbs am Rand um ca. 20% gegenüber der Plattenmitte anwächst, steigt km hier um über
5.000%. Somit kann geschlussfolgert werden, dass die Abhängigkeit der Schubverformung von
Platten von der Kontaktkraft P vernachlässigt und als konstant angesehen werden kann.
Die Kraft P, die für die Durchbiegung w der Platte benötigt wird, kann folgendermaßen be-
stimmt werden:

P = Pbs +Pm = kbsw+ kmw3. (2.33)

Gemäß Abbildung 2.5 gilt w = x2. Zur Berechnung des Stoßes werden zunächst die Kräfte-
gleichgewichte an beiden Massen aufgestellt:

miẍ1 + ⟨x1 − x2⟩0 Pc(x1,w) = 0 (2.34)

Mredẅ+ kbsw+ kmw3 −⟨x1 − x2⟩0 Pc(x1,w) = 0 (2.35)

mit ⟨· · · ⟩ als Föppl-Klammer. Die Kontaktkraft Pc(x1,w) kann mit einem Kontaktmodell be-
rechnet werden.
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Die Punktmasse Mred ist eine reduzierte Masse. Da sich nicht alle infinitesimalen Volumenkör-
per in der Platte mit der gleichen Geschwindigkeit durchbiegen, wird auch nicht die gesamte
Platte gleichmäßig beschleunigt. Masseninkremente am Stoßort werden stärker beschleunigt
als Masseninkremente in Randnähe, siehe Abbildung 2.6. Um dies zu berücksichtigen, muss
die gesamte Masse der Platte reduziert werden:

Mred = ρh
∫ a

0

∫ b

0

(
wA(x,y)
w(ξ,η)

)2

dydx (2.36)

mit wA(x,y) als Durchbiegung eines jeden Punkts auf der Platte in generalisierter Koordinate.
Unter Beachtung der Föppl-Klammern und 2.36 können die gekoppelten Gleichungen 2.34 und
2.35 numerisch gelöst werden.
Die Federsteifigkeiten berücksichtigen das Verhalten der gesamten Platte, sodass dieses Modell
nur für Stöße genutzt werden sollte, die die gesamte Platte beeinflussen.

2.1.4 Implizites Energie-Balance-Modell

Das implizite Energie-Balance-Modell (EBM) wurde ebenfalls von Shivakumar vorgestellt [20].
Es stellt die zentrale Annahme auf, dass die gesamte initiale kinetische Energie des Impaktors
zum Zeitpunkt der maximalen Durchbiegung in Schub-, Biege-, Membran- und Kontaktarbeit
umgewandelt wird. Das bedeutet, dass sich zwingend die gesamte Platte verformen muss, da
auch hier mit Kontaktsteifigkeiten gearbeitet wird, welche die gesamte Platte beschreiben. Auch
an dieser Stelle werden die zuvor eingeführten Steifigkeiten verwendet, sodass auch dieses Stoß-
modell als implizit bezeichnet wird.

Um die Arbeiten zu berechnen, wird die jeweils anfallende Kraft über den Durchbiegungsweg
integriert:

Abs =
∫ w

0
Pbs dx2 =

∫ w

0
kbsx2 dx2 =

1
2

kbsw2 (2.37)

Am =
∫ w

0
Pm dx2 =

1
4

kmw4 (2.38)

Ac =
∫ zein

0
Pc d(x1 − x2) (2.39)

v

Abb. 2.6: Geschwindigkeitsfeld einer sich durchbiegenden Platte bei Stoß in Plattenmitte. Die Ge-
schwindigkeitsvektoren sind betragsmäßig in der Plattenmitte am höchsten.
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Da Pc, die Kontaktkraft zwischen Impaktor und Platte, in Gleichung 2.39 abhängig vom gewähl-
ten Kontaktmodell ist, wird das Integral an dieser Stelle nicht weiter aufgelöst. Die Summe der
Gleichungen 2.37-2.39 wird nun der initialen kinetischen Energie des Impaktors gleichgesetzt,
sodass sich folgender Ausdruck ergibt:

1
2

miv2
0 =

1
2

kbsw2 +
1
4

kmw4 +
∫ w

0
Pc dx1. (2.40)

Nach Einsetzen eines geeigneten Kontaktmodells kann die Gleichung 2.40 mit dem Newton-
Raphson-Verfahren gelöst werden.

2.1.5 Zusammenfassung

Die vier vorgestellten Modelle sind unterschiedlich komplex und für verschiedene Szenarien
anwendbar. Das explizite Stoßmodell arbeitet zwar exakt, kann aber nur isotrope Materialien
sowie die einfach gelagerte Platte berücksichtigen. Das implizite Stoßmodell der unendlichen
Platte kann zwar anisotrope Materialien berücksichtigten, jedoch nur Stöße kleiner Masse zu-
verlässig berechnen. Das implizite Feder-Masse-Modell sowie das implizite Energie-Balance-
Modell sind sich sehr ähnlich, da beide mit denselben Steifigkeiten arbeiten. Somit können nur
Stöße großer Masse zuverlässig berechnet werden, jedoch an beliebigen Orten und Randbe-
dingungen. FMM und EBM unterscheiden sich lediglich im Implementierungs- und Lösungs-
aufwand und dass das FMM den Stoß zeitlich auflösen kann. Ein Überblick über die Vor- und
Nachteile ist in Tabelle 2.1 gegeben.
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2.2 Kontaktmodelle

Ein Kontaktmodell beschreibt die unmittelbare Interaktion zwischen Impaktor und Platte wäh-
rend des Stoßes. Hierbei wird die Platte durch den Impaktor eingedrückt, wofür die Kontaktkraft
P benötigt wird. Somit kann mit einem Kontaktmodell die Kontaktkraft berechnet und in ein
Stoßmodell aus Kapitel 2.1 eingesetzt werden. Da unterschiedliche Annahmen während des
Stoßes getroffen werden können, gibt es unterschiedliche Modelle, die jeweils ihre Stärken und
Schwächen haben. Alle Modelle haben jedoch gemein, dass sie die Dehnratenabhängigkeiten
der verwendeten Materialien nicht berücksichtigen und ursprünglich für quasi-statische Proble-
me erstellt wurden. Es konnte aber gezeigt werden, dass bei Stößen geringer Geschwindigkeit
keine Dehnratenabhängigkeit auftritt [90] und die quasi-statischen Modelle für dynamische Pro-
bleme angewandt werden können [91].
An dieser Stelle werden ausgewählte Modelle für die Berechnung der Kontaktkraft vorgestellt.
Da nur elastische Verformungen betrachtet werden, wird auf Kontaktmodelle für plastische Ver-
formungen nicht näher eingegangen.

2.2.1 Hertz’sches Modell

Das von Hertz entwickelte und nach ihm benannte Modell stellt wohl das simpelste und weit
verbreitetste Kontaktgesetz dar [92]. Das Modell nimmt an, dass beide Körper isotrop und alle
Verformungen elastisch sind sowie keine Reibung während des Kontakts auftritt. Außerdem
wird angenommen, dass die Kontaktfläche in Bezug auf die Radien der Körper klein ist.
Durch leichte Adaptionen im Modell können unterschiedliche Geometrien untersucht werden.
An dieser Stelle wird das Modell für eine Kugel auf einen Halbraum vorgestellt. Ein Halbraum
ist eine unendlich große Geometrie mit einem definierten Rand, auf den der andere Körper
eindrücken kann. Das Modell wird folgendermaßen formuliert:

P = kHertz z
3
2
ein. (2.41)

Die Kontaktsteifigkeit kHertz für den Kontakt zweier Kugeln lautet

kHertz =
4
3

√
R∗E∗ (2.42)

mit

R∗ =

(
1

R1
+

1
R2

)−1

(2.43)

E∗ =

(
1−ν2

1
E1

+
1−ν2

2
E2

)−1

. (2.44)
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Hierbei sind R1, R2, E1, E2, ν1 und ν2 die Radien, die E-Moduln und die Querkontraktionszahl
der Kugeln 1 und 2. Soll nun der Stoß einer Kugel auf einen Halbraum untersucht werden,
gilt R2 = ∞ und damit R∗ = R1 = r, mit r als Radius der stoßenden Kugel. Die Formel zur
Berechnung der Kontaktkraft mit dem Hertz’schen Modell lautet nun wie folgt:

P =
4
3
√

r
(

1−ν2
1

E1
+

1−ν2
2

E2

)−1

z
3
2
ein. (2.45)

2.2.2 Modifiziertes Hertz’sches Modell

Wie in Kapitel 2.2.1 erwähnt, ist das Hertz’sche Modell nur für isotrope Materialien gültig. Um
den Kontakt zwischen einer isotropen Kugel und einem anisotropen Halbraum zu modellieren,
wird das Hertz’sche Modell modifiziert. Es konnte bereits gezeigt werden, dass der Lagenauf-
bau keinen Einfluss auf die Kontaktsteifigkeit hat [93, 94] und dass die Materialeigenschaften
über die Dicke größeren Einfluss haben als jene in der Plattenebene [95]. Anisotrope Materia-
lien werden somit über die Dicke als quasi-isotrop angenähert, sodass das Hertz’sche Modell
genutzt werden kann. Hierbei wird der in Gleichung 2.44 verwendete Term für die Querkon-
traktionszahl ν2

2 durch νrzνzr ersetzt, mit r und z für Radial- und Dickenrichtung im Laminat.
Die Werte in Radialrichtung entsprechen den mittleren Werten bei einer Integration von α über
0−360◦. Dieser Term ist für anisotrope Werkstoffe klein [96], sodass sich Gleichung 2.44 ver-
einfacht zu

E∗
mod =

(
1−ν2

1
E1

+
1

E∗
z

)−1

. (2.46)

Das E-Modul E∗
z kann mit Ezz angenähert werden [97], allerdings auch genauer berechnet wer-

den [98, 99] mit

E∗
z =

2
amodcmod

(2.47)

amod =

√
Er/Ez −ν2

rz
1−ν2

rr
(2.48)

bmod =
1+(Er/2Grz −1)−νrz(1+νrr)

1−ν2
rr

(2.49)

cmod =
1−νrr

Grr

√
amod + bmod

2
. (2.50)

2.2.3 Linearisiertes Hertz’sches Modell

Die von Hertz vorgestellte Formel zur Berechnung der Kontaktkraft, Gleichung 2.45, ist nicht-
linear abhängig von der Eindrückung z. Wird diese Gleichung in Stoßmodellen verwendet, wel-
che vorher linear waren, werden diese nun nichtlinear. Dies kann weitreichende Herausforde-
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rungen mit sich führen, beispielsweise in der Nutzung von speziellen Algorithmen.
Um dieser Herausforderung gar nicht erst zu begegnen, wird die Gleichung 2.45 linearisiert.
Hierzu wird zunächst eine maximale Kontaktkraft Pm vorhergesagt. Anschließend wird im P-
zein-Diagramm eine Gerade von dem Ursprung bis zu Pm des Hertz’schen Modells gezogen [78],
siehe Abbildung 2.7. Diese neue Gerade stellt nun das linearisierte Hertz’sche Modell dar:

P = klin zein. (2.51)

Wird Gleichung 2.51 nach zein umgestellt und in Gleichung 2.41 eingesetzt, ergibt sich die
Kontaktsteifigkeit für das linearisierte Hertz’sche Modell zu

klin = P
1
3

m,l k
2
3
Hertz. (2.52)

Das linearisierte Hertz’sche Modell eignet sich insbesondere bei kleineren Eindrückungen oder
wenn die maximale Kontaktkraft mit geringer Ungenauigkeit vorhergesagt werden kann. Denn
je größer Pm,l geschätzt wird, desto größere Abweichungen vom Hertz’schen Modell müssen in
Kauf genommen werden. Wird das linearisierte Kontaktmodell also in einem Stoßmodell an-
gewandt, muss es auf diesen Stoß angepasst werden und darf nicht für andere Stoßparameter
verwendet werden. Werden dennoch Parameter verändert und das zuvor festgelegte Pm,l nicht
erreicht, sind große Abweichungen zum Hertz’schen Modell zu erwarten. Sie können eine Grö-
ßenordnung von 10 und mehr aufweisen.

zein

P

Hertz

Lin. Hertz 3

Lin. Hertz 2

Lin. Hertz 1

Pm1

Pm2

Pm3

Abb. 2.7: Verlauf der Kontaktkraft in Abhängigkeit der Eindrückung für das linearisierte Hertz’sche
Modell.
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2.2.4 Durchbiegungsmodell

Die bisher vorgestellten Modelle nehmen an, dass die Kontaktfläche zwischen den Körpern aus-
schließlich von den Geometrien beider Körper und der Eindrückung abhängig ist. Wird ein bis-
her bekanntes Kontaktmodell auf eine Platte angewendet, wird die tatsächliche Durchbiegung
der Platte und deren Auswirkung auf die Kontaktfläche vernachlässigt. Bei einem Stoß einer
Kugel auf eine Platte kann die Durchbiegung der Platte die Kontaktfläche jedoch tatsächlich
beeinflussen: durch die Biegung der Platte legt diese sich quasi um die Kugel herum, wodurch
die Kontaktfläche erhöht wird [98]. Die Kontaktkraft wird dann auf eine größere Fläche verteilt,
was wiederum zu einer geringeren Eindrückung führt und in einer höheren Kontaktsteifigkeit
resultiert. Dieser Effekt tritt besonders bei hohen Durchbiegungen und dünnen Platten auf. Die-
ser Effekt lässt sich gemäß [98] mit folgender Gleichung berücksichtigen:

w(x0,y0,P)−w

(
x0 +

(
P

kHertz

) 1
3 √

r,y0,P

)
+

(
P

kHertz

) 2
3

=

(
P

kDurchb.

) 2
3

. (2.53)

Hierbei beschreiben die ersten beiden Terme die Durchbiegung der Platte an zwei unterschied-
lichen Orten: direkt unter der stoßenden Kugel sowie am Rand der Kontaktfläche. Für un-
terschiedliche Kontaktkräfte P kann mit einem numerischen Verfahren die Kontaktsteifigkeit
kDurchb. berechnet werden.
Da die hier benötigten Durchbiegungen von der Plattengeometrie und dem Stoßort abhängig
sind, muss kDurchb. mehrfach berechnet werden. Dadurch, dass die Durchbiegung nicht für je-
de beliebige Kombination an Randbedingungen mit analytischen Gleichungen durchführbar ist,
kann hier ein numerischer Aufwand entstehen, der nicht zu unterschätzen ist. Die Abhängigkeit
von P steigert den Rechenaufwand zusätzlich. Somit ist fraglich, ob das Verhältnis Aufwand zu
Nutzen gerechtfertigt ist und dieses Modell angewendet werden sollte.

2.2.5 Dickenmodell

Das Dickenmodell berücksichtigt ähnlich wie das Durchbiegungsmodell die tatsächliche Geo-
metrie der Platte, indem ihre finite Dicke berücksichtigt wird. Diese wurde zuvor als Halbraum
angenähert. Die zentrale Annahme in diesem Modell lautet, dass in einem Halbraum noch in
moderater Tiefe Verformungen durch den Kontakt entstehen können. Allerdings dürfen ebenje-
ne Verformungen nicht auf der Plattenunterseite auftreten, da unterhalb der Platte schlicht das
Material fehlt [53]. Somit muss die Kontaktkraft auf die übrige Plattenfläche verteilt werden.
Zur Berechnung dieses Effekts werden Kräfte superponiert, die die Verformungen auf der Un-
terseite ausgleichen. Da diese Kräfte jedoch zu zusätzlichen Spannungen auf der Oberseite der
Platte führen, die dort nicht auftreten dürfen, müssen diese ebenfalls durch zusätzliche Kräfte,
die superponiert werden, neutralisiert werden. Diese Kräfte führen allerdings zu einer im Ge-
gensatz zur ursprünglichen Kraft kleineren Verformung der Unterseite, welche wiederum durch
eine superponierte Kraft neutralisiert wird.
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Diese Superponierung von Kräften auf der Unter- und Oberseite wird nun unendlich oft wie-
derholt. Hierbei ist anzumerken, dass pro Iteration die entsprechenden Kräfte geringer werden,
da durch die finite Dicke der Platte Spannungen und Verformungen in die Platte übergehen und
sich über die Dicke verteilen. [53]
Diese Superponierungen können mit einer Reihenentwicklung und Summenfunktion mathema-
tisch beschrieben werden. Nach einigen Umformungen ergibt sich als Lösung für die Kontakt-
steifigkeit einer finiten Dicke nach [53]:

kDickenm. =
kHertz1− ln(2)P

1
3 k

2
3
Hertz K0

h

 3
2

. (2.54)

Hierbei sind h und K0 die Dicke der Platte sowie ein materialspezifischer Parameter, dessen
Berechnung im Anhang A beschrieben wird. Aufgrund der Vorgabe, dass die Unterseite der
Platte sich nicht verformen darf, gilt kDickenm. > kHertz.

2.3 Auswahl geeigneter Stoß- und Kontaktmodelle

Im vorhergehenden Kapitel wurden diverse Stoß- und Kontaktmodelle vorgestellt, die ihre je-
weils eigenen Stärken und Schwächen haben. Die Anforderungen an diese Modelle sind wie
folgt:
Wie bereits in Kapitel 1.4 geschildert, wird der Fokus in dieser Arbeit auf Stößen großer Massen
liegen. Daher muss das Modell diese Stöße abbilden können, idealerweise mit Zeitdiskretion.
Die Modelle müssen zuverlässig und genau arbeiten, was mit Literatur- und FE-Modellen abzu-
gleichen ist. Darüber hinaus muss das Modell für iso- und anisotrope Werkstoffe gelten sowie
für beliebige Randbedingungen. Idealerweise kann jede Kante einer rechteckigen Platte eine an-
dere Randbedingung aufweisen. Das Kontaktmodell soll, wenn es in ein Stoßmodell eingesetzt
wurde, nicht den Implementierungsaufwand stark erhöhen oder deutlich mehr Materialwerte als
das Stoßmodell fordern.

Auswahl Stoßmodell

Zur Auswahl des Stoßmodells werden die vier vorgestellten Modelle miteinander verglichen.
Ein qualitativer Vergleich der Modelle findet sich in Tabelle 2.1. Quantitativ werden im Fol-
genden alle Modelle auf das gleiche Problem angewendet und jeweils miteinander verglichen.
Hierfür wird ein Standardproblem herangezogen, welches von Karas vorgestellt wurde [13].
Obwohl es sich hierbei um einen Stoß kleiner Masse handelt und der Fokus dieser Arbeit auf
dem Stoß großer Massen liegt, wird dieses Problem untersucht, da in der Forschungslandschaft
für Stöße die eigenen Methoden von Forschern mit eben jenem Problem verifiziert werden.
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Hierbei wird eine allseits gelenkig gelagerte Stahlplatte mit den Maßen a = b = 200mm und
h = 8mm von einer Stahlkugel mit r = 10mm und v0 = 1.000mm/s gestoßen. Die Materi-
alwerte von Platte und Kugel sind identisch, es gilt E = 215.820N/mm2 und ν = 0,3. Der
Stoßort ist die Mitte der Platte und es handelt sich um einen Stoß kleiner Masse, MV = 0,013.
Bei allen Stoßmodellen wird das Hertz’sche Kontaktmodell angewendet, da dies einerseits in
der Literatur für die Vergleiche benutzt wird und andererseits leicht zu implentieren ist. Dies
soll die Auswahl für das Kontaktmodell nicht beeinflussen. Die Plattensteifigkeiten kbs und km
für das FMM und EBM wurden mit einer numerischen Rechnung und anschließender Auswer-
tung gemäß Gleichung 2.33 bestimmt.

In Abbildung 2.8 sind die unterschiedlichen Modelle, im Vergleich zu einer numerischen Rech-
nung mit Abaqus 2017 von Dassault Systèmes, Frankreich aufgetragen. Innerhalb von Abaqus
wurde die Kontaktkraft ermittelt, indem die gemittelte Beschleunigung aller Knoten des Im-
paktors mit der Impaktormasse multipliziert wurde. In der Abbildung ist zu erkennen, dass das
explizite Modell und die unendliche Platte die gleichen Ergebnisse liefern und etwas zeitversetzt
bei fast gleicher Kontaktkraft zur numerischen Lösung sind. Das FMM sowie das EBM zeigen
deutliche Abweichungen auf, was jedoch zu erwarten war. Gemäß den Gleichungen 2.35 und
2.40 werden Plattensteifigkeiten benötigt, die für die gesamte Platte gelten. Somit nehmen bei-
de Modelle an, dass die gesamte Platte in den Stoß involviert ist. Die Natur von Stößen kleiner
Masse bedingt jedoch eine Phasenverschiebung von Kontaktkraft zu Durchbiegung der Platte,
sodass zum Ende eines Stoßes die Platte sich noch in der Deformationsbewegung befindet. Das
EBM sieht jedoch vor, dass Kontaktkraft und Durchbiegung in Phase verlaufen, wodurch die
deutlich geringere Kontaktkraft in Abbildung 2.8 erklärt werden kann. Das FMM kann prinzi-
piell den Stoß einer kleinen Masse berechnen und die damit einhergehende Phasenverschiebung
berücksichtigen, jedoch ist die Plattensteifigkeit auf die gesamte Plattenfläche bezogen.
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Abb. 2.8: Vergleich der vorgestellten Stoßmodelle für einen Stoß kleiner Masse.
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Gemäß den Gleichungen 2.27 und 2.28 wird während des Impakts nur ein Rechteck mit den
Maßen aeff = beff = 117mm beeinträchtigt, sodass die hier verwendeten Steifigkeiten zu weich
sind und die Abweichungen in Abbildung 2.8 erklären. Diese Abweichungen übertreffen die
übrigen maximalen Kontaktkräfte, sodass zumindest von einem konservativen System ausge-
gangen werden kann, welches die Kontaktkraft über- und nicht unterschätzt.

Insgesamt zeigt sich, auch in Verbindung mit den theoretischen Aspekten aus Kapitel 2.1, dass
das explizite Modell für das vorliegende Problem das Modell der Wahl sein sollte. Es kann
auch die beim Kontakt entstehenden Stoßwellen in der Platte örtlich auflösen. Dies ist in Abbil-
dung B.1 im Anhang zu sehen. Allerdings ist das analytische Modell nicht für die Berechnung
von orthotropen Materialien ausgelegt und kann nur eine geometrische Randbedingung berück-
sichtigen. Da im weiteren Verlauf dieser Dissertation der Stoß an orthotropen Materialien un-
tersucht werden soll, eignet sich das explizite Modell nicht für die weitere Verwendung.

Die Modelle werden nun für den Stoß einer großen Masse miteinander verglichen. Dazu wer-
den die Geometrie- und Materialparameter sowie Randbedingung und Initialgeschwindigkeit
aus der vorhergehenden Untersuchung beibehalten. Lediglich der Radius des Impaktors wird so
geändert, dass sich das Massenverhältnis MVg = 2 einstellt. Dies geschieht für r = 53,46mm.
Auch an dieser Stelle wird erneut das Hertz’sche Kontaktmodell verwendet. Die Ergebnisse
dieser Berechnungen sind in Abbildung 2.9 zu erkennen.
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Abb. 2.9: Vergleich der vorgestellten Stoßmodelle für einen Stoß großer Masse.



38 2 Theoretische Grundlagen

Der Unterschied zum Stoß einer kleinen Masse zeigt sich direkt in der deutlich höheren Kon-
taktkraft und der deutlich größeren Kontaktzeit. Auch bei diesen Berechnungen werden die Er-
gebnisse mit einer numerischen Rechnung mittels Abaqus 2017 verglichen. Bei dem Kraftver-
lauf der Abaqus-Rechnung liegt ein starker negativer Ausschlag zu Beginn des Stoßes vor. Die-
ser lässt sich auf die durch das Material wandernde Stoßwelle, welche durch den Stoß entsteht,
erklären. Wie auch in der vorherigen Untersuchung wird die Kontaktkaft durch die Multiplizie-
rung von Beschleunigung des Impaktorkerns und seiner Masse berechnet. Eine durchwandernde
Stoßwelle beschleunigt die Partikel bzw. Knoten um sich herum, sodass gerade zu Beginn star-
ke Schwankungen in der Kontaktkraft zu erkennen sind. Da die Stoßwelle im weiteren Verlauf
mehrfach reflektiert wird und sich im Körper verteilen, ist dieser Effekt mit fortschreitender
Zeit nicht mehr zu beobachten. Zum Stoßende ist ein deutlich glatterer Verlauf zu erkennen
als noch zu Beginn. Im Vergleich aller Stoßmodelle erscheint nur das EBM als passend, die
anderen Modelle über- oder unterschätzen die Kontaktkraft. Für das Modell der unendlichen
Platte war es bereits abzusehen, dass die Kraft unterschätzt wird, da es für den Stoß kleiner
Massen ausgelegt ist. Das analytische Modell und das FMM zeigen jeweils ein ähnliches Er-
gebnis mit überschätzten Kraftverläufen; sie sind lediglich mit fortschreitender Zeit wachsend
voneinander phasenverschoben. Zudem weisen sie starke sinusförmige Schwankungen auf, wel-
che in der Realität nicht so ausgeprägt vorkommen. Diese Schwankungen ergeben sich aus der
Idealvorstellung punktförmiger Massen, welche kaskadierend beschleunigt werden. Selbst bei
starker Verkleinerung der Zeitinkremente bleibt dieser Effekt bestehen, sodass dieser nicht auf
numerische Fehler bzw. Ungenauigkeiten zurückzuführen ist, sondern auf die Physik des Sto-
ßes. Unmittelbar nach Stoßbeginn wird die Platte kontinuierlich beschleunigt, sodass sie sich
schlussendlich mit einer höheren Geschwindigkeit bewegt als der Impaktor. Die Eindrückung
wird verringert, die Kontaktkraft sinkt. Die Platte jedoch hat sich selbst als einen natürlich Wi-
derstand und kann sich nicht endlos lange mit einer Geschwindigkeit nach unten bewegen. Sie
bremst sich selbst ab. Der Impaktor holt nun die Platte wieder ein und die Eindrückung wird
vergrößert, die Kontaktkraft steigt. Die Platte wird durch die steigende Kontaktkraft abermals
beschleunigt. Dieser Zyklus dauert an bis die größte Durchbiegung erreicht ist. Ab diesem Punkt
kehrt sich der Effekt um: der Impaktor wird nun beschleunigt und von der Platte eingeholt. Da
die Platte wieder in ihren Ausgangszustand ohne Durchbiegung zurückstrebt, kann diese sogar
selbstständig beschleunigen. Diese Wellenbewegungen im Kraft-Zeit-Diagramm sind typisch
für Stöße großer Massen.
Diese starken Schwankungen lassen sich kompensieren: Hierzu wird zunächst für infinitesima-
le Zeitabschnitte der vorherrschende Kraftstoß berechnet. Die vorliegenden Kraftstöße werden
anschließend über die Kontaktzeit summiert. Im zweiten Schritt wird angenommen, dass die
Kontaktkraft während des Stoßes entlang der Zeitachse einer einzelnen Sinuskurve folgt. Unter
Berücksichtigung von Impuls- und Energieerhaltung sowie der Kontaktzeit wird eine Sinus-
kurve berechnet, deren infinitesimale Kraftstöße aufsummiert gleich groß zu denen im ersten
Schritt berechneten sind. Dies lässt sich mit folgender Gleichung beschreiben:

∫ t

0
P(τ)dτ =

∫ t

0
Psin sin

(
πτ

t

)
dτ. (2.55)
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Psin ist hierbei die maximale Kontaktkraft im sinusförmigen Verlauf. Diese Verteilung der Kon-
taktkraft entspricht einer Glättung der Daten, um den zuvor beschriebenen physikalischen Ef-
fekt zu kompensieren. Wird der gesamte Stoß in nsin Inkremente unterteilt, lässt sich der linke
Teil von Gleichung 2.55 vereinfachen zu

∫ t

0
P(τ)dτ =

nsin

∑
i=0

Pi ti (2.56)

mit ti und Pi als die Zeitdauer und Kontaktkraft des Inkrements i. Die rechte Seite von Glei-
chung 2.55 lässt sich umformen zu

∫ t

0
Psin sin

(
πτ

t

)
dτ = Psin

2t
π

. (2.57)

Somit ergibt sich für Psin unter Nutzung der Gleichungen 2.55, 2.56 und 2.57

Psin =
π

2t

nsin

∑
i=0

Pi ti. (2.58)

In Abbildung 2.9 ist der mit Gleichung 2.58 berechnete Verlauf der Kontaktkraft ebenfalls als
geglättetes Modell eingezeichnet. Es ist zu erkennen, dass dieser Verlauf nur knapp die nume-
risch berechnete Kontaktkraft überschätzt.
Zusammen mit der Glättung ergibt sich mit dem FMM ein Modell, welches die wichtigsten
Anforderungen zur Berechnung von Stoßvorgängen erfüllt. Es kann einen Stoß zeitlich auf-
lösen und hierzu Platte und Impaktor als Punktmasse im eindimensionalen Raum darstellen.
Doppel- bis hin zu Mehrfachschläge können abgebildet werden. Durch die Reduzierung der
Plattensteifigkeiten auf zwei Parameter können prinzipiell alle Arten und Variationsmöglich-
keiten von geometrischen Randbedingungen und alle Stoßorte berechnet werden. Dazu können
sowohl iso- als auch anisotrope Materialien in der Platte berücksichtigt werden, da diese durch
die Parameter innerhalb der Plattensteifigkeiten ausgedrückt werden.

Um abschließend ein Stoßmodell für die weiteren zu tätigenden Untersuchungen auszuwäh-
len, wird das Bestimmtheitsmaß R2 genutzt. Dieses Maß gibt die Güte eines Modells an, in
diesem speziellen Falle also in welcher Qualität die Ergebnisse des Basismodells durch ein hier
präsentiertes Modell vorhergesagt werden können. Als Basismodell dienen die Berechnungen
von Abaqus. Der Wert dieses Maßes kann zwischen 0 und 1 liegen, wobei ein höherer Wert für
eine stärkere Vorhersagekraft steht. Da das Bestimmtheitsmaß an dieser Stelle inbesondere den
qualitativen Verlauf zweier Modelle vergleicht und eine lineare Transformation der Amplitude
das Maß nicht beeinflusst, müssen die Amplitudenwerte gesondert betrachtet werden. Zur Aus-
wahl eines Modells werden folglich primär ein maximales R2 sowie sekundär eine möglichst
nahe Übereinstimmung der Amplituden herangezogen.
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Ergänzend zu Abbildung 2.9 sind in Tabelle 2.2 die Bestimmtheitsmaße R2 der einzelnen Stoß-
modelle aufgelistet. Das Bestimmtheitsmaß für das Energie-Balance-Modell konnte nicht auf-
gestellt werden, da dessen Werte konstant sind. Es zeigt sich für die übrigen Modelle, dass das
Bestimmtheitsmaß jeweils niedrig ist, für das geglättete Modell jedoch am größten ist. Dieser
allgemeine Umstand ist auf den Basiswert, die Abaqus-Berechnung, zurückzuführen, bei der es
zu Beginn des Stoßes zu starken Ausbrüchen in der Kontaktkraft kommt. Diese sind, wie zu-
vor beschrieben, auf die ausbreitenden Stoßwellen im Körper zurückzuführen und beeinflussen
somit das eigentliche Stoßgeschehen nicht. Daher wird das Bestimmtheitsmaß für die Zeiten
ab 0,2ms sowie 0,4ms erneut gebildet. Es ist zu erkennen, dass R2 nun stark gestiegen ist
und für das geglättete Modell nahe 1 liegt, es kann also durch lineare Transformationen den
Basiswert sehr gut repräsentieren. Da auch die maximalen Beträge der Kontaktkraft in Bezug
auf die Ergebnisse von Abaqus ähnlich hoch sind, eignet sich das geglättete Modell am besten
im Vergleich zu den übrig untersuchten zur Berechnung von Stößen. Im Kontrast zu den übri-
gen vorgestellten Modellen kann das FMM sowohl kleine als auch große Massenverhältnisse
konservativ sicher darstellen. Daher wird das FMM mit Glättung zur Modellierung von Stößen
verwendet. Zur Vereinfachung wird von nun an das geglättete FMM gemeint, sodass nur noch
P statt Psin verwendet wird. Im Verlaufe dieser Arbeit wird das FMM in Kapitel 3.4.2 noch
validiert werden, wodurch die hier getätigten Untersuchen gestützt werden.

Tabelle 2.2: Bestimmtheitsmaß R2 der untersuchten Stoßmodelle unter Berücksichtigung unter-
schiedlicher Zeiträume.

Zeitraum Expl. Modell FMM Unendl. Platte EBM Gegl. Modell

Gesamt 0,314 0,337 0,076 NaN 0,694

ab 0,2 ms 0,378 0,573 0,342 NaN 0,929

ab 0,4 ms 0,399 0,509 0,774 NaN 0,977

Auswahl Kontaktmodell

Zur Auswahl eines geeigneten Kontaktmodells werden die oben vorgestellten Modelle unter-
einander verglichen. Hierzu wird, wie unmittelbar zuvor festgelegt, das FMM verwendet. An
dieser Stelle wird die Glättung noch nicht angewendet, um die Einflüsse der unterschiedlichen
Kontaktmodelle nicht mit externen Faktoren zu manipulieren. Zum Vergleich werden drei Stöße
aus der Literatur mit fünf Kontaktmodellen berechnet, und zwar dem Hertz’schen Kontaktmo-
dell, dem modifizierten Hertz’schen Kontaktmodell, dem linearen Kontaktmodell, dem Durch-
biegungsmodell sowie dem Dickenmodell, siehe Kapitel 2.2. Bei allen drei Stößen trifft eine
Stahlkugel eine fest eingespannte Kohlenstofffaserverstärkte Kunststoffplatte [23, 100, 101].
Hierbei wurde für das E-Modul jeweils E22 verwendet, lediglich für das modifizierte Hertz’sche
Kontaktmodell wurde E∗

z gemäß Gleichung 2.50 verwendet.
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Die Material- und Geometrieparameter sind im Anhang in Tabelle C.1 zu finden, die Ergebnisse
sind in Abbildung 2.10 zu erkennen. Für alle drei Stöße ergeben sich innerhalb der untersuchten
Kontaktmodelle wenige Unterschiede. Erkenntnisse aus der Literatur werden hierdurch bestä-
tigt [78]. Selbst die Modelle, die die Plattendicke berücksichtigen, also das Durchbiegungs- und
Dickenmodell, zeigen nur marginale Unterschiede zum einfachen Hertz’schen Kontaktmodell.
Die zuvor aufgeworfene Frage, ob es sich lohnt, komplexere Modelle zu Gunsten einer höhe-
ren Genauigkeit zu verwenden, muss an dieser Stelle verneint werden. Analog zum Stoßmodell
wird auch für die Auswahl des Kontaktmodells das Bestimmtheitsmaß R2 sowie ein Vergleich
der Amplituden herangezogen. Hierfür ist in Tabelle 2.3 das Bestimmtheitsmaß der einzelnen
Kontaktmodelle aufgetragen. Auch hier gilt, dass das Bestimmtheitsmaß lediglich die Güte der
Repräsentanz unter der Prämisse einer linearen Transformation wiedergibt. Basiswert bei dieser
Untersuchung sind die experimentellen Daten. Es ist zu erkennen, dass das Hertz’sche Kontakt-
modell in allen drei untersuchten Fällen die beste Repräsentation darstellt. Im Vergleich der
extremalen Amplitudenwerte zeigt sich, dass das Hertz’sche Kontaktmodell und das lineare
Hertz’sche Kontaktmodell die beste Übereinstimmung haben. Da das Hertz’sche Kontaktmo-
dell höhere Werte für das R2 aufweist und weniger komplex als das lineare Hertz’sche Modell
ist, wird es für die weitere Verwendung ausgewählt. Die Diskrepanz zwischen den Berechnun-
gen und dem Experiment in Abbildung 2.10c wird auf fehlerhafte Filterung zur Rauschunter-
drückung aus den Rohdaten zurückgeführt [100].
Zusammengefasst ist festzuhalten, dass die Verwendung des klassischen Hertz’schen Kontakt-
modells ausreicht, um einen Stoß für anisotrope Materialien darzustellen. Daher wird dieses
Modell auf Grund der simplen Implementierung von nun an verbunden mit der Quersteifigkeit
E22 einer Lage verwendet, da die übrigen Modelle keinen positiven Mehrwert bieten können.
Zuvor konnte gezeigt werden, dass das explizite Modell in Kombination mit dem Hertz’schen
Kontaktmodell zu exakten Ergebnissen führt. Daher wird für fundamentale Analysen zur Natur
des Stoßes auf das explizite Modell zurückgegriffen. Dass nur isotrope, frei gelagerte Platten
untersucht werden können, ist an dieser Stelle nicht von Nachteil, da nicht der Einfluss von Ma-
terial oder unterschiedlichen Randbedingungen, sondern der reine Stoß untersucht werden soll.
Für weiterführende Analysen zum Einfluss von Material, Randbedingungen, Seitenverhältnis
und der Parameterstudie einer versteiften Platte wird das FMM mit dem Hertz’schen Kontakt
angewendet.

Tabelle 2.3: Bestimmtheitsmaß R2 der untersuchten Kontaktmodelle. Die Modelle beziehen sich auf
Abbildung 2.10.

Modell Hertz Mod. Hertz Linear Durchb. Dickenm.

a 0,952 0,922 0,928 0,893 0,899

b 0,915 0,875 0,881 0,839 0,835

c 0,355 0,283 0,338 0,220 0,254
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Abb. 2.10: Vergleich verschiedener Kontaktmodelle für einen Stoß großer Masse.
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2.4 Schadensmodelle

Nachdem die Kontaktkraft während eines Stoßes mit dem FMM und Hertz’sches Kontaktmodell
berechnet werden kann, muss im nächsten Schritt evaluiert werden, ob durch dieses Ereignis
ein Schaden entstanden ist oder nicht. Hierzu wird an dieser Stelle zunächst erörtert, wann
überhaupt ein Schaden vorliegt und anschließend untersucht, wie bewertet werden kann, ob
jener vorliegt oder nicht.

2.4.1 Definition von Schaden

Schaden ist Definitionssache. Dementsprechend obliegt es den involvierten Ingenieuren, ab
wann und unter welchen Bedingungen ein Bauteil als geschädigt angesehen werden kann. In
scharfer Abgrenzung des Schadens liegt der Defekt. Ein Defekt stellt eine tolerierte strukturelle
Abweichung von der Norm dar, welche keinen messbaren negativen Effekt auf das Bauteil hat.
[102]

Schäden in Faserverbundwerkstoffen

Insbesondere Faserverbundwerkstoffe weisen Defekte in Form von Zwischenfaserbrüchen (Zfb)
auf. Ein Schaden ist eine nicht gewünschte strukturelle Abweichung von der Norm mit messbar
negativem Effekt auf das Bauteil, welcher durch Anwachsen zu einem Verlust der Bauteilinte-
grität führen kann.
Bei einem Schlag sind die lokal auftretenden Lasten derartig hoch, dass die im Material vor-
handenen Defekte wachsen und sich zu Delaminationen ausbilden. Eine Delamination ist ein
Bruch der Matrix zwischen zwei Lagen, sodass diese voneinander getrennt sind und hier kein
Schub mehr übertragen werden kann.
Im Sinne der Philosophie safe life - flaw tolerant muss ein Bauteil mit Delaminationen bis zu
einem gewissen Schädigungsgrad nach wie vor alle Lastfälle über seine gesamte Lebenszeit er-
tragen können. Wie in Kapitel 1 bereits geschildert, führt dies zu einer Erhöhung der Trocken-
masse eines Flugzeugs. Daher wird an dieser Stelle definiert, dass ein Schaden infolge eines
Schlags die erste Delamination darstellt. Hierbei wird nicht näher betrachtet, wo, wie groß und
über welche Anzahl an Lagen Delaminationen auftreten - lediglich die allererste wird gemes-
sen. Somit existieren in der Bewertung nur zwei Zustände: geschädigt und nicht geschädigt.
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Schäden in metallischen Werkstoffen

Metallische Werkstoffe versagen nicht schlagartig. Sie verformen sich zunächst elastisch, bei
weiterer Belastung verformen sie sich elasto-plastisch bis sie bei noch weiterer Belastung rei-
ßen und somit endgültig versagen.
Es ist bei Stößen im niedrigen Geschwindigkeitsbereich davon auszugehen, dass diese Kau-
salkette der Verformung eingehalten wird. Bei Stößen im Höchstgeschwindigkeitsbereich tritt
meist sofort am Stoßort Versagen ein, ohne vorherige elastische oder plastische Verformung
[103, 104]. Plastische Verformungen sind eine dauerhafte Verformung des Materials, die nach
entfernen einer äußeren Kraft erhalten bleiben. Da diese Verformungen fühl- und sichtbar sind,
werden sie an dieser Stelle als Schaden bei metallischen Werkstoffen definiert.

2.4.2 Bewertung zum Vorliegen eines Schadens

Delamination in Faserverbundwerkstoffen

Zur Bewertung eines Schadens wird zunächst der Defekt Zfb betrachtet. Zfb treten insbeson-
dere bei Querzugbelastungen in einer Lage auf. Da bei Querbelastung keine Fasern entlang
ihrer Länge beansprucht werden, wird hierbei hauptsächlich die Matrix belastet. Da die Matrix
für gewöhnlich geringere Bruchlasten als das Fasermaterial hat, versagt die Matrix zuerst. Bei
einem Stoß dehnt sich die Platte durch und die Unterseite wird auf Zug belastet, sodass hier
vermehrt Zfb auftreten. Da Zfb auch durch andere Belastungen, wie z.B. zyklische Beanspru-
chungen, auftreten, befinden sich über die gesamte Dicke verteilt Zfb. Durch die große lokale
Beanspruchung wachsen die Zfb an bis sie die nächste Lage treffen. Weil zwischen den Lagen
für gewöhnlich ein moderat großer Winkel zwischen den Fasern herrscht, wächst der Zfb ent-
lang dieser Lagentrennung weiter. Dieses weitere Wachsen des Schadens wird Delamination
genannt. Einen weiteren Einfluss auf dieses Schadensbild haben interlaminare Schubspannun-
gen zwischen den Lagen, die zum örtlichen Versagen bei Spannungsspitzen führen. [5]
Bei einem Schlag treten die oben genannten Effekte lokal am Stoßort auf. Hierbei sind also
nur die Materialparameter sowie Lagenaufbau und Lagendicke für die Schadensinitiierung ent-
scheidend. Unter Berücksichtigung der wirkenden Schubspannungen analog zu denen in iso-
tropen Materialien und der Bruchmechanik, lässt sich die kritische Kontaktkraft Pkrit für die
Initiierung der ersten Delamination wie folgt berechnen [6]:

Pkrit = π

√
32GII,krit D∗√2/(Dred + 1)

3
(2.59)
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mit D∗ und Dred gemäß den Gleichungen 2.24 und 2.25. GII,krit ist die kritische Energiefreiset-
zungsrate im Modus II, also für Schub. Gleichung 2.59 kann lediglich eine Aussage darüber
treffen, ab wann eine erste Delamination initiiert wird, jedoch nicht über Größe, Anzahl oder
Lage.
Zur Beurteilung, ob eine Delamination durch einen Schlag initiiert wurde, wird die maximal
vorliegende Kontaktkraft mit Pkrit abgeglichen. Liegt sie oberhalb oder ist gleich Pkrit, liegt ein
Schaden vor, sonst nicht.

Schubversagen in metallischen Werkstoffen

Zur Bewertung der plastischen Verformung wird die Schubspannungs-Hypothese herangezo-
gen, wobei wirkende Normalspannungen zunächst vernachlässigt werden. Diese eignet sich
zur Anwendung bei schlagartigen Beanspruchungen, wie sie in dieser Dissertation zu erwarten
sind. Lokal am Ort des Stoßes dominieren die Schubkräfte, jedoch jene, die über die Dicke der
Platte angreifen. Nach dem Prinzip von Saint-Venant klingen diese Schubkräfte schnell ab und
haben nur geringe bis keine Auswirkungen auf die globalen Dehnungen und Spannungen der
Platte [105]. Dies hat zur Folge, dass der Schaden durch einen Schlag mit einem Durchstan-
zen der Platte verglichen werden kann. Um die Schubspannung zu bestimmen, welche bei dem
Durchstanzen auftritt, wird angenommen, dass die wirkende Kontaktkraft entlang einer Man-
telfläche wirkt, die im Radius h, also der Plattendicke, um den Kraftangriffsort liegt. Hierbei
wird davon ausgegangen, dass die Schubspannung τ bei Abscherung konstant über die Dicke
ist. Da aber die Mantelfläche außerhalb des Kontaktradius liegt und somit keine Kraft an der
Oberfläche wirkt, ist ein tatsächlicher Schubspannungsverlauf eines querkraftbelasteten Balken,
der der Bernoulli-Hypothese folgt, zu erwarten. Das bedeutet, dass an den Oberflächen keine
Schubspannung wirkt und der Verlauf über die Plattendicke parabelförmig angenommen wird,
siehe Abbildung 2.11. Um die maximal wirkende Schubspannung zu ermitteln, wird zunächst
die Spannung durch Abscherung berechnet. Hierzu wird die wirkende Querkraft P durch die
Mantelfläche mit Radius h und Dicke h um den Kontaktpunkt geteilt. Da in beiden hier betrach-
teten Modellen die Schubkräfte entlang der Plattendicke gleich sein müssen, sich aber anders
verteilen dürfen, müssen die Integrale der Schubspannungen gleich sein. Dies entspricht in Ab-
bildung 2.11 gleich großen Flächen der Schubspannung entlang der Plattendicke. Hieraus lässt
sich ableiten, dass die maximale Schubspannung im Bernoulli-Balken um den Faktor 1,5 größer
ist als im Modell der Abscherung, sodass dieser Faktor in die Berechnung von τ aufgenommen
wird.

Die vorliegende Schubspannung wird folgendermaßen berechnet:

τ =
3
2

P
2πh2 . (2.60)
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t =konst. t
3
2

t max

Schubspannung bei Abscherung Schubspannung im Bernoulli-Balken

=

Abb. 2.11: Schubspannungsverläufe bei Abscherung und im Bernoulli-Balken. Die schraffierten
Flächen beider Verläufe sind gleich groß.

Zur Bewertung, ob ein Schaden durch einen Schlag hervorgerufen wurde, muss eine Vergleichs-
spannung σv definiert werden. Aus einem einachsigen Zugversuch wird hierfür die Streckgren-
ze Re des Materials ermittelt. Es folgt mit der Schubspannungshypothese:

Re = σv = 2τ. (2.61)

Herrschen in Folge eines Schlags Schubspannungen oberhalb Re/2, wird eine plastische Ver-
formung erwartet und das Bauteil als geschädigt angesehen.
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In diesem Kapitel wird die Methodik zur Bewertung von Schäden durch Schlag erarbeitet.
Hierzu wird zunächst die allgemeine Herangehensweise zur Berechnung von Plattensteifigkei-
ten vorgestellt. Diese sind abhängig von Geometrie, Materialien und Randbedingungen sowie
vom Ort der Platte. Sie lassen sich bestimmen, indem am Ort des Interesses einer gegebenen
Platte mit einer Einzelkraft gedrückt und das sich hierbei einstellende Kraft-Durchbiegungs-
Verhältnis analysiert wird, siehe Abbildung 3.1. Für Platten mit bestimmten Geometrien und
Randbedingungen existieren analytische Lösungen, z.B. das Verfahren nach Ritz oder Lévy,
um das zuvor beschriebene Problem zu berechnen. Solche allgemeinen Lösungen gelten jedoch
nur für die klassische Plattentheorie und vernachlässigen nichtlineare Anteile. Für nichtlineare
Plattentheorien existieren ebenfalls analytische Lösungen zum oben genannten Problem, aller-
dings sind diese nur für einfach gelagerte Platten formuliert. [10, 106]
Da zur Berechnung der Plattensteifigkeiten aber zwingend eine nicht-lineare Plattentheorie zur
Anwendung kommen muss, und um größtmögliche Flexibilität hinsichtlich Material, Geome-
trie und Randbedingungen der Platte zu erhalten, wird die Finite-Elemente-Methode (FEM)
angewendet, um das oben beschriebene Problem zu berechnen. Hierfür wird das Python-Paket
FEniCS verwendet, welches ein open-source Projekt ist, und mit Hilfe der FEM wissenschaftli-
che Problemstellungen berechnen kann [107, 108]. Dieses Software-Paket wird herangezogen,
auf die hier vorliegenden Bedürfnisse adaptiert und verifiziert. Der gesamte Algorithmus bzw.
die Methodik zur Bewertung von Schäden durch Schlag wird schließlich verifiziert.

x

y

a

b

h

x

h

P Kraft

Durchbiegung

P = kmw
3 + kbsw

b)a)

Abb. 3.1: a) Geometrie und Ort der wirkenden Einzelkraft auf einer Platte. b) Erwarteter Kraft-
Durchbiegungsverlauf mit zugrundeliegendem Gesetz zur Bestimmung von kbs und km.
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3.1 Bestimmung der Plattensteifigkeiten rechteckiger Platten unter
beliebiger Lagerung

Wie in Kapitel 1.3 erläutert, existieren unterschiedliche Plattentheorien mit unterschiedlichen
Annahmen. Die älteste und simpelste ist die klassische Plattentheorie, welche jedoch nur für
dünne Platten mit geringen erwarteten Durchbiegungen geeignet ist. Das Verhältnis von Länge
oder Breite zu Dicke der Platte sollte den Wert von 30 nicht unterschreiten und die Verformung
nicht die halbe Höhe der Platte überschreiten [10]. Um diese Einschränkungen in weiteren Be-
trachtungen nicht berücksichtigen zu müssen, wird eine Plattentheorie gewählt, die alle erwarte-
ten Geometrien und Durchbiegungen berücksichtigt. Daher wird innerhalb dieser Dissertation
das Reissner-Mindlin-Modell mit großer Durchbiegung angewendet. Bei dünnen Platten und
kleiner Verformung liefert dieses Modell die gleichen Ergebnisse wie die klassische Platten-
theorie und bei moderat dicken und/oder großen Verformungen experimentell bestätigte Verfor-
mungen. Im Gegensatz zur klassischen Plattentheorie werden hier noch Schubkräfte über die
Plattendicke (für dicke Platten) sowie Membrankräfte (für große Verformungen) berücksichtigt.
Somit können Platten unabhängig von ihrer Geometrie oder deren erwarteten Verformung mit
demselben Rechenmodell berechnet werden, eine aufwändige Vorselektion ist somit nicht nö-
tig.
Das physikalische Verhalten einer Platte lässt sich mit den angenommenen Bedingungen ma-
thematisch in der Form einer Differentialgleichung (DGL) beschreiben. Diese DGL wird mit
Hilfe der FEM und vorgegebenen Randbedingungen auf einem gegebenen Gebiet gelöst. Hier-
zu muss die DGL zwingend in schwacher Form vorliegen. Diese schwache Form ist notwendig,
damit mathematisch gesehen eine Optimierung durchgeführt werden kann, die Variationsrech-
nung. Diese mündet in der Euler-Lagrange-Gleichung, in der die schwache Form einer DGL
vorkommt. Aus praktischer Sicht ist eine schwache Form notwendig, da hier keine zweifachen
Ableitungen mehr enthalten sind, die zu Schwierigkeiten bei ihrer Differenzierbarkeit führen
können. Darüber hinaus führt die schwache Form automatisch zu Neumann-Randbedingungen.
Die schwache Form einer DGL wird gebildet, indem die DGL mit einer Test-Funktion multi-
pliziert und anschließend über ein Gebiet Ω integriert wird. Für die Anwendung in der Struk-
turmechanik reicht es jedoch aus, das Prinzip der minimalen potentiellen Energie anzuwenden.
Denn die minimale potentielle Energie eines Systems entspricht mathematisch der schwachen
Form der zugrundeliegenden DGL [109]. Daher wird in diesem Kapitel der Ausdruck für die
potentielle Energie einer verformten Platte durch äußere Lasten allgemein aufgestellt.

Für das Reissner-Mindlin-Modell werden zunächst die kinematischen und konstitutiven Be-
ziehungen im folgenden Unterkapitel hergeleitet. Anschließend wird eine DGL in schwacher
Form aufgestellt, die das eingangs vorgestellte Problem einer Einzelkraft mit beliebigem Wir-
kort auf einer Platte mit beliebigem Material, Randbedingungen sowie Geometrie - solange sie
rechteckig bleibt - beschreibt.
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3.1.1 Herleitung der kinematischen und konstitutiven Gleichungen

Für die Plattentheorie nach Reissner-Mindlin, welche im englischen Sprachraum schlicht als
First Order Shear Deformation Theory (FOSDT) bezeichnet wird, werden die Annahmen der
Kirchoff-Love Plattentheorie teilweise übernommen. Beide Theorien haben gemein, dass Senk-
rechte zur Mittelfläche gerade bleiben und sich nicht etwa parabelförmig verformen und dass
Dehnungen über die Dicke nicht vorhanden sind. Die letzte Annahme von Reissner-Mindlin
lautet anders als bei Kirchoff-Love, dass Normalen der Transversen von Mittelflächen mit einer
Verformung so rotieren können, dass sie nicht mehr zwangsläufig senkrecht zur Mittelfläche
stehen. Somit wird ein konstanter Schub über die Dicke der Platte berücksichtigt, welcher zu
einer Scherung und somit zu der zusätzlichen Verdrehung im Profil führt. Diese Scherung führt
zu einer zusätzlichen Längenänderung in der Plattenebene:

u(x,y,z) = u0(x,y)+ zθx(x,y) (3.1a)

v(x,y,z) = v0(x,y)+ zθy(x,y) (3.1b)

w(x,y,z) = w0(x,y) (3.1c)

mit u,v,w als die Plattenbewegungen entlang der Achsen x,y,z sowie θx und θy als Drehung
um die Achsen y und x. Der Index 0 referenziert hier auf die Mittelfläche. Die Drehung θ ist in
Abbildung 3.2 dargestellt.

Vw0

VxQx

gxz
x

z

w0

u0

Abb. 3.2: Modell der Verdrehung einer Platte nach Reissner-Mindlin. In Anlehnung an [10].
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Die Dehnungen ε innerhalb einer Platte lassen sich folgendermaßen ausdrücken [106]:
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Mit Einsetzen der Gleichungen 3.1 in die Gleichungen 3.2 sowie der Notation γ = 2ε ergeben
sich folgende Gleichungen für die Dehnungen in der Platte
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Die ebenen Dehnungen lassen sich zusammenfassen zu
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In vereinfachter Schreibweise:

ε = ε
(0)+ z ε

(1). (3.5)

Die transversalen Schubverformungen sind

γ =

[
γxz

γyz

]
=

 θx +
∂w
∂x

θy +
∂w
∂y

 . (3.6)

Nachdem die kinematischen Beziehungen in der Platte aufgestellt sind, werden nun die konsti-
tutiven Beziehungen erläutert. In Abbildung 3.3 sind die in der Platte angreifenden Kräfte und
Momente aufgetragen.
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Abb. 3.3: Angreifende Kräfte und Momente innerhalb einer Reissner-Mindlin Platte.
In Anlehnung an [10].



52 3 Methodik zur Bewertung von Schäden durch Schlag

Diese lassen sich berechnen mit

N =


Nxx

Nyy

Nxy

= A


ε
(0)
xx

ε
(0)
yy

ε
(0)
xy

 (3.7)

M =


Mxx

Myy

Mxy

= D


ε
(1)
xx

ε
(1)
yy

ε
(1)
xy

 (3.8)

Q =

[
Qxz

Qyz

]
= S

[
γxz

γyz

]
(3.9)

unter Verwendung folgender Beziehungen:
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S =κkor

[
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A54 A55

]
. (3.12)

Die Einträge Ai,j und Di,j werden mit der klassischen Laminattheorie berechnet [5]. Der Schub-
korrekturfaktor κkor ist konstant und hat den Wert 5/6 [10].
Der Koppelquadrant Bi,j koppelt die Dehnungen und Verdrehungen an Momente und Kräfte und
tritt bei asymmetrischem Lagenaufbau auf. In der Luftfahrt werden symmetrische Lagenaufbau-
ten verwendet, sodass eine Berücksichtigung von B nicht nötig ist und dieser in der Herleitung
vernachlässigt werden konnte.
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3.1.2 Aufstellen der Variationslösung

Zur Anwendung des Prinzips der minimalen potentiellen Energie muss zunächst das Potential
der Platte aufgestellt werden:

Π =U −V (3.13)

mit U als inneres Potential und V als äußeres Potential. Das innere Potential teilt sich in Biege-,
Membran- und Schubanteile auf:

U =Ub +Um +Us. (3.14)

Diese Anteile lassen sich wie folgt darstellen

Ûb =
1
2

M(w,θ)ε(1)(w,θ) (3.15a)

Ûm =
1
2

N(u,v)ε(0)(u,v) (3.15b)

Ûs =
1
2

Q(w,θ)γ(w,θ). (3.15c)

Das innere Potential der einzelnen Anteile ergibt sich unter Verwendung der Gleichungen 3.7 -
3.9 und einer Integration über das Gebiet Ω somit zu:
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Je nach betrachteter Randbedingung muss Gleichung 3.14 um eine weitere Energie erweitert
werden: der Rotationsenergie Urot. Werden am Rand ∂Ω Rotationsfedern angebracht, so muss
deren Arbeit im inneren Potential mit berücksichtigt werden:

Urot =
∫

∂Ω

1
2

krotθ
2ds. (3.17)

Das äußere Potential V wird durch externe Kräfte und Momente verursacht:

V =
∫

Ω

(qxu+ qyv+ qzw)dxdy+ ∑
n=1

Pn∆n + ∑
n=1

Mnθn (3.18)

mit q als Flächenlast, P als Einzellast am Knoten n über der Strecke ∆n sowie dem Moment M
an Knoten n über den Winkel θn.
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In dieser Dissertation tragen nur Einzelkräfte zum äußeren Potential bei. Somit ergibt sich für
das gesamte Potential der Platte folgender Ausdruck:
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Dieses Potential in Gleichung 3.19 stellt nun die gesuchte, von FEniCS benötigte, schwache
Formulierung dar, um die Verformung einer Reissner-Mindlin Platte durch eine Einzelkraft zu
berechnen.

3.2 Berechnung mit FEniCS

FEniCS ist ein open-source Paket für Python unter den Lizenzen GNU LGPL und GNU PGL.
Es wurde erstellt, um automatisiertes Lösen von DGLn zu ermöglichen. FEniCS arbeitet in den
Sprachen Python und C++, wobei der Benutzer hauptsächlich in Python arbeitet. An wenigen
Stellen muss ein String in C++ Notation angegeben werden. Somit werden die Benutzerfreund-
lichkeit von Python und die Schnelligkeit von C++ kombiniert. Weitere Informationen zu FE-
niCS, seinen Paketen und seiner Arbeitsweise finden sich in [107, 108] und werden an dieser
Stelle nicht weiter behandelt. Die Funktionsweise der FEM wird an dieser Stelle ebenfalls als
bekannt vorausgesetzt, weiterführende Informationen finden sich in [109–111].
Um FEniCS nutzen zu können, müssen analog zu kommerziellen FEM-Programmen eine Rei-
he von Arbeitsschritten abgearbeitet werden. Die wichtigsten Schritte werden im Folgenden
erläutert, bezogen auf das in dieser Dissertation betrachtete Thema zur Berechnung von Durch-
biegungen einer Platte infolge einer Einzelkraft.

Domäne und Netz

Die Domäne beschreibt ein Gebiet, auf dem die gegebene DGL automatisiert gelöst werden soll.
Es ist möglich, mehrere Domänen zu erstellen, um beispielsweise unterschiedliche Materialien
zu berücksichtigen. Hier wird nur eine Domäne Ω mit Rand ∂Ω erstellt. Es ist wichtig, Domäne
und Rand separat zu betrachten. So können Potentiale, die nur auf dem Rand wirken, von den
Potentialen getrennt werden, die über die gesamte Domäne verteilt wirken. Um die noch zu de-
finierenden Randbedingungen leichter zu implementieren, werden die einzelnen Seiten Oben,
Rechts, Unten, Links genannt.
Die zuvor erstellte Domäne wird im zweiten Schritt mit einem Netz, welches die finiten Ele-
mente darstellt, versehen. Standardmäßig unterstützt FEniCS nur Dreieckselemente. Weitere
Informationen zu den Elementen finden sich im nächsten Abschnitt. Die externe Kraft muss
nicht zwangsläufig an einem Knoten angreifen, sondern wird gegebenenfalls automatisch auf
umliegende Knoten extrapoliert. Somit muss das Netz nicht für die angreifende Kraft opti-
miert werden, sondern es reicht aus, ein allgemeines Netz zu formulieren. Hierfür wird FEniCS
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lediglich mitgeteilt, wieviele Elemente in x- oder y-Richtung erstellt werden sollen. Eine Vi-
sualisierung von Domäne, Rand und Netz ist in Abbildung 3.4 gegeben.

Oben

Links Rechts

Unten

VW

W

Domäne Finite-Elemente Netz

Abb. 3.4: Verwendete Domäne und Netz in FEniCS.

Verwendete Elemente, Schub- und Membranversteifung

FEniCS verwendet Dreieckselemente zur Diskretisierung der Domäne. Hierbei kann ausge-
wählt werden, ob lineare, quadratische oder kubische Ansatzfunktionen genutzt werden sollen.
In dieser Dissertation werden quadratische Ansatzfunktionen verwendet, um eine höhere Ge-
nauigkeit der Ergebnisse zu erreichen. Die Dreieckselemente haben somit jeweils sechs Knoten.
Bei dünnen Platten oder großen Verformungen neigen Plattenelemente zur sogenannten Schub-
Blockade (englisch shear locking). Hierbei erscheint das Element steifer als es tatsächlich ist,
was auf eine ungenügende Integrationsregel zurückzuführen ist. Durch eine selektive Integra-
tion werden die transversale Schubverformung, Gleichung 3.6 als konstant betrachtet, Verfor-
mungsspitzen und damit einhergehende Schub-Blockaden vermieden. Ein Weiteres zu berück-
sichtigendes Phänomen stellt die Membran-Blockade (englisch membrane locking) dar. Bei der
reinen Betrachtung von Biegung müssen die ebenen Dehnungen εxx und εyy in Gleichung 3.4
zu Null werden. Diese Problematik ist lösbar, indem entweder lineare oder kubische Ansatz-
funktionen genutzt werden oder andererseits eine selektive Integration angewendet wird. Zur
gleichzeitigen Vermeidung beider Phänomene werden die linearen Anteile der ebenen Dehnung
in Gleichung 3.4 mit voller Integration und die nicht-linearen Anteile sowie die Schubdehnun-
gen in Gleichung 3.6 mit reduzierter Integration in Gleichung 3.19 berücksichtigt [109]. Dieses
Verfahren wird selektive Integration genannt und wird in dieser Arbeit angewendet. Dass die
Membran- und Schubanteile mit reduzierter Integration berechnet werden, muss FEniCS ex-
plizit mitgeteilt werden. Hierzu wird eine Subdomäne Ωr erstellt, in der reduzierte Integration
gilt.
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Gleichung 3.16 ändert sich somit zu:
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∫
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2
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1
2

Sγ
2(w,θ)dxdy. (3.20c)

Konstitutive Gleichungen

Die konstitutiven Gleichungen, in diesem Falle die Matrizen A,D,S aus den Gleichungen 3.10
- 3.12, werden separat vorab berechnet und anschließend an FEniCS übergeben. Weitere Infor-
mationen zur Geometrie werden in Vektorform an FEniCS übergeben.

Randbedingungen

In FEniCS kann jeder Rand eine eigenständige Randbedingung erhalten. Darüber hinaus wäre
es auch möglich, abschnittsweise Randbedingungen auf einem Rand zu definieren. Die in die-
ser Dissertation verwendeten Randbedingungen sind in Tabelle 3.1 aufgelistet. Es handelt sich
um die Bedingungen Fest, Einfach gelagert und Frei. Diese Bedingungen können randweise
beliebig kombiniert werden. Jedoch muss darauf geachtet werden, dass die gesamte Platte min-
destens statisch bestimmt ist.
Die in Kapitel 3.1.2 vorgestellte Torsionsfeder stellt keine eigene Randbedingung dar, da die-
se nur das innere Potential der Platte am wirkenden Rand erhöht. Daher wird dort, wo Tor-
sionsfedern wirken, die Randbedingung einfach gelagert angewendet, damit eine Verdrehung
senkrecht zum Rand möglich ist.

Auswertung der Ergebnisse

Die von FEniCS berechneten Ergebnisse können mit dem eigenen Paket VIPER betrachtet wer-
den. Sie können aber auch exportiert und mit Programmen wie ParaView studiert werden. Dar-
über hinaus können sie auch in einzelne Arrays zerteilt werden, um sie anschließend mit Python
weiter zu bearbeiten. Eine Aufarbeitung mit Matplotlib oder Gnuplot ist möglich.
In dieser Dissertation werden die von FEniCS produzierten Rohdaten zur Auswertung über-
nommen und nicht grafisch aufbereitet.
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Tabelle 3.1: Verwendete Randbedingungen in FEniCS.

Fest Einfach gelagert Frei

Oben

u(x,0) = 0

v(x,0) = 0

θx(x,0) = 0

θy(x,0) = 0

w(x,0) = 0

u(x,0) = 0

θy(x,0) = 0

w(x,0) = 0

[-]

Rechts

u(a,y) = 0

v(a,y) = 0

θx(a,y) = 0

θy(a,y) = 0

w(a,y) = 0

v(a,y) = 0

θx(a,y) = 0

w(a,y) = 0

[-]

Unten

u(x,b) = 0

v(x,b) = 0

θx(x,b) = 0

θy(x,b) = 0

w(x,b) = 0

u(x,b) = 0

θy(x,b) = 0

w(x,b) = 0

[-]

Links

u(0,y) = 0

v(0,y) = 0

θx(0,y) = 0

θy(0,y) = 0

w(0,y) = 0

v(a,y) = 0

θx(a,y) = 0

w(a,y) = 0

[-]
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Konvergenzanalyse

Die Elementgröße hat einen Einfluss auf die Güte der FEM-Lösung. Mit einer Konvergenzana-
lyse wird dieser Einfluss untersucht und eine optimale Elementanzahl ermittelt. An dieser Stelle
werden anisotrope und isotrope Platten untersucht, um mögliche Beeinflussungen des Materials
in der Analyse zu berücksichtigen. Die anisotrope Platte weist Ingenieurskonstanten von E11 =
161.000N/mm2, E22 = 11.400N/mm2, G12 =G13 = 5.170N/mm2, G23 = 3.980N/mm2 und
ν12 = 0,32 auf. Sie wird als quadratische Platte mit a = b = 200mm sowie als rechteckige
Platte mit a = 226mm und b = 650mm untersucht. In beiden Fällen hat sie eine Dicke von
h = 2,208mm und einen Lagenaufbau von [45,−45,0,−45,45,90]s mit einer Lagendicke von
0,184mm. Die rechteckige Platte wird mit den hier genannten Materialparametern in Kapitel 5
noch näher untersucht. Die isotrope Platte besteht aus Aluminium, die Ingenieurskonstanten
lauten somit E = 70.000N/mm2 und ν = 0,3. Sie wird nur als quadratische Platte mit Seiten-
längen a= b= 200mm und einer Dicke h= 5mm untersucht. Alle Platten sind einfach gelagert
und werden in ihrer Mitte oder Ecke, das entspricht der Mitte der rechten oberen Viertelplatte,
mit 1.000N belastet. Die Elementanzahl in beide Raumrichtungen ist identisch und wird va-
riiert. Die Ergebnisse der Analyse sind in Abbildung 3.5 wiedergegeben, worin eine schnelle
Konvergenz zu erkennen ist. Darüber hinaus ist die versteifende Wirkung der Dreieckselemente
bei kleinen Elementanzahlen ersichtlich. Aus diesen Ergebnissen wird geschlossen, dass für je-
de Raumrichtung 30 Elemente genutzt werden können, um einen guten Kompromiss zwischen
exakten Ergebnissen und akzeptabler Rechenzeit zu erhalten.
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Abb. 3.5: Konvergenzstudie für anisotrope und isotrope Platten. Belastung „Ecke“ bedeutet ein
Kraftangriff bei 3/4a, 3/4b.

Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate

Nachdem die Durchbiegung einer orthotropen Platte mit beliebiger Lagerung durch eine Ein-
zelkraft berechnet werden kann, werden die Plattensteifigkeiten mit der Methode der kleinsten
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Quadrate ermittelt, siehe Abbildung 3.6. Um die Steifigkeiten km und kbs am Ort (x,y) zu erhal-
ten, wird mit unterschiedlichen Kraftbeträgen auf die Platte gedrückt und deren Durchbiegung
an diesem Ort aufgezeichnet. Unter Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate werden
die erhaltenen Verhältnisse von Kraft und Durchbiegung an die aus Kapitel 2.1.3 bekannte Glei-
chung

P = kmw3 + kbsw (3.21)

angenähert. Die so erhaltenen Werte für km und kbs können mit dem Bestimmtheitsmaß R2 auf
Plausibilität überprüft werden.

Kraft

Durchbiegung

Kraft

Durchbiegung

P = kmw
3 + kbsw

Methode der 

kleinsten Quadrate

Abb. 3.6: Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate zur Ermittlung von kbs und km.

3.3 Vorstellung des Algorithmus

Der Algorithmus zur Bewertung von Schäden durch Schlag lässt sich in drei Abschnitte glie-
dern: Berechnen der Plattensteifigkeiten, Berechnen der Kontaktkraft sowie Schadensevaluati-
on. Die einzelnen Schritte innerhalb dieser Abschnitte sind im Flussdiagramm in Abbildung 3.7
zu erkennen. Alle nötigen Schritte wurden in den vorherigen Kapiteln bereits vorgestellt, so-
dass diese nunmehr miteinander kombiniert werden müssen. In Kapitel 3.2 wurde vorgestellt,
wie die Plattensteifigkeiten berechnet werden können; in Kapitel 2.3 wurde die Anwendung
des FMM inklusive Glättung diskutiert; in Kapitel 2.4 wurden Schadenskriterien und deren
Quantifizierung erörtert. Alle diese Modelle sind in Python abbildbar, sodass letztlich nur ein
übergreifendes Programm geschrieben wird, welches die entsprechenden Module nacheinander
aufruft. Somit kann durch die Eingabe der Parameter zu Geometrie und Material von Platte und
Impaktor sowie Randbedingung, Stoßort und Initalgeschwindigkeit des Impaktors mit nur ei-
ner Python-Routine berechnet werden, ob ein Schaden initiiert wurde oder nicht. Hierbei muss
hervorgehoben werden, dass nur angegeben wird, ob ein Schaden auftritt oder nicht. Es können
keine quantitativen Aussagen getroffen werden, wie groß dieser Schaden ist oder über welche
Fläche er sich erstreckt. Die Stärke dieser Routine liegt in der Automatisierung, sodass anhand
einer Parameterstudie errechnet werden kann, welche Randbedingungen der Platte zum Beispiel
eher zu Schäden neigt als andere.
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Geometrie

Material

Randbedingungen

Erstellen Kraft-Durchbiegungs-Diagramm mit FEniCS

Methode der kleinsten Quadrate zur Bestimmung von km und kbs

Anwendung Feder-Masse-Modell

Glättung

Bestimmung maximale Kontaktkraft

Kontaktkraft für ersten SchadenAbgleich

1. Berechnen Plattensteifigkeiten

2. Berechnen Kontaktkraft

3. Schadensevaluation

Abb. 3.7: Flussdiagramm zur Beschreibung des Algorithmus zur Ermittlung von Schäden infolge
eines Stoßes.

3.4 Validierung des Algorithmus

In diesem Unterkapitel wird der zuvor vorgestellte Algorithmus validiert. Dies ist ein wichtiger
Schritt, damit sichergestellt werden kann, dass der zu verwendende Algorithmus zuverlässig ist.
Die Validierung hilft auch, mögliche Fehlerquellen zu identifizieren und dafür Sorge zu tragen,
dass die Ergebnisse des Algorithmus möglichst genau sind.
Zuverlässigkeit liegt vor, wenn die Methode wiederholbar zu denselben Ergebnissen führt, so-
fern dasselbe Objekt untersucht wird. Da hier ein Computerprogramm verwendet wird, darf
intrinsisch davon ausgegangen werden, dass es zuverlässig arbeitet.
Es existieren verschiedene Möglichkeiten zur Validierung. An dieser Stelle eignet sich der Ver-
gleich mit externen Daten, insbesondere mit einer alternativen FEM-Software, mit Literaturda-
ten sowie mit experimentellen Daten. Da sich der hier benutzte Algorithmus in drei Abschnitte
gliedert - und sich in allen drei Abschnitten eigenständige Fehler zur Beeinträchtigung der Er-
gebnisse des gesamten Modells einschleichen können - werden diese nacheinander validiert.
Sobald ein Abschnitt validiert ist, wird der nächste aufbauende Abschnitt validiert, unter der
Prämisse, dass der vorhergehende valide ist.
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Der erste Abschnitt, Berechnen der Plattensteifigkeiten, wird mit einer kommerziellen FEM-
Software abgeglichen. Da vollständige Stoßvorgänge in einer solchen Software teuer in der
Berechnung sind, insbesondere wenn mehrere Parameter variiert werden, werden an dieser
Stelle lediglich die Plattensteifigkeiten verglichen. Bezüglich solch simpler Fälle darf ein FEM-
Programm als exakt arbeitend angesehen werden. Für den zweiten Abschnitt, Berechnen Kon-
taktkraft, werden Literaturdaten herangezogen. Einige Forscher konnten durch komplexe Mess-
technik oder geschickte Rechenmodelle die Kontaktkraft zwischen Impaktor und Platte wäh-
rend eines Stoßes ermitteln. Da diese Veröffentlichungen einem Peer-Review-Verfahren unter-
zogen wurden, dürfen diese Vergleichsdaten ebenfalls als valide angesehen werden. Für den
dritten und letzten Abschnitt, Schadensevaluation, werden experimentelle Ergebnisse herange-
zogen. Am hauseigenen Fallturm des Instituts für Strukturmechanik und Leichtbau (SLA) wur-
den hierfür Schäden infolge eines Schlags untersucht. Durch den Abgleich mit der Methodik
kann deren Validität untersucht werden.

3.4.1 Verifizierung der Plattensteifigkeitsberechnung mit alternativem Solver

Die Grundlage des zuvor beschriebenen Algorithmus bildet FEniCS, welches die Plattenstei-
figkeiten berechnet. Da es sich hierbei um ein Hilfsmittel zur Berechnung innerhalb des Algo-
rithmus handelt, das einen alternativen, kommerziellen Solver ersetzt, muss FEniCS zunächst
verifiziert werden. Dies wird dadurch erreicht, dass sowohl FEniCS als auch dem alternativen
Solver dieselben Berechnungsaufgaben vorgelegt und anschließend verglichen werden. Liegen
die Ergebnisse von FEniCS innerhalb eines 5%-Intervalls an denen des alternativen Solvers, gilt
FEniCS für die hier betrachtete Aufgabe als verifiziert.
Als alternative FEM-Software wird an dieser Stelle Abaqus 2017, Dassault Systèmes, Frank-
reich angewendet. Hierin werden S4R-Elemente verwendet. Es werden insgesamt sechs ortho-
trope Platten berechnet und verglichen. Bei diesen Platten wird das gleiche Material verwendet,
jedoch werden Randbedingung sowie Lagenaufbau und -anzahl variiert, siehe Tabelle C.2 im
Anhang. Alle Seiten sind entweder einfach oder fest gelagert, entsprechend den Randbedin-
gungen aus Tabelle 3.1. Die Lagenaufbauten sind orthotrop, quasi-isotrop sowie ein beliebiger
Aufbau. Alle Platten weisen einen symmetrischen Lagenaufbau auf, damit die Kopplungsma-
trix B zu Null wird. Die Ergebnisse der Rechnungen sind in Abbildung 3.8 zu sehen. Es ist
eine sehr gute Übereinstimmung zwischen Abaqus und FEniCS zu erkennen. Insbesondere die
Nichtlinearität durch Schub- und Membrananteile wird exakt wiedergegeben. Die Abweichun-
gen im linearen Bereich betragen maximal 2%, im nichtlinearen Bereich maximal 5%. Die hier
gezeigten Analysen beziehen sich auf Kraftangriffe in der Plattenmitte, bei exzentrischen Kraft-
angriffen ergeben sich Resultate gleicher Güte.
Die gesuchten Plattensteifigkeiten werden nun aus den FEniCS-Ergebnissen, Gleichung 3.21
und der Methode der kleinsten Quadrate berechnet. Die tatsächlich vorliegenden Werte für Kraft
und Durchbiegung aus FEniCS und die mit den erhaltenen Plattensteifigkeiten errechneten Wer-
te für Kraft und Durchbiegung werden anschließend mit dem Bestimmtheitsmaß verglichen.
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Abb. 3.8: Vergleich des Kraft-Durchbiegungsverhaltens einer Einzelkraft auf eine anisotrope Platte
zwischen dem kommerziellen Programm Abaqus und der hier vorgestellten Methodik.

Für alle betrachteten Fälle gilt für km und kbs ein Bestimmtheitsmaß R2 > 99%. Mit diesen
Ergebnissen wird die Berechnung der Plattensteifigkeiten mit FEniCS als verifiziert eklärt.

3.4.2 Validierung des geglätteten Feder-Masse-Modells

An dieser Stelle werden die berechneten Kontaktkräfte mit Daten aus der Literatur verglichen.
Durch den Vergleich dieser Ergebnisse mit bereits veröffentlichten Daten soll die Genauigkeit
und Zuverlässigkeit des Ansatzes zur Bewertung von Schäden validiert werden. Liegen die er-
rechneten Kontaktkräfte innerhalb eines 5%-Intervalls an den in der Literatur genannten Werten,
gilt das FMM als validiert.
Zu Beginn soll auf den Umstand hingewiesen werden, dass es in der Literatur nur wenige gut
dokumentierte Stoßversuche gibt. Dies liegt insbesondere an folgenden drei Gründen:
1. Die messtechnische Erfassung eines Stoßvorgangs ist schwierig. Die interessanteste Varia-
ble, die Kontaktkraft, kann nur mit größerem Aufwand korrekt gemessen werden. Dazu kann in
den Impaktor eine Kraftmessdose integriert werden, welche die Kontaktkraft direkt misst. Die-
se Kraftmessdose hat einen direkten Einfluss auf Radius und Masse des Impaktors. Außerdem
treten während des Stoßes Stoßwellen auf, die einerseits im Kraftsignal herausgerechnet wer-
den sollten und andererseits die Kraftmessdose beschädigen könnten. Eine Alternative stellt die
Messung der Plattendurchbiegung und der Impaktorbewegung dar, sodass aus der Bewegung



3.4 Validierung des Algorithmus 63

Tabelle 3.2: Vergleich der Methodik mit Literaturdaten zur Bestimmung der Kontaktkraft bei Stö-
ßen.

Energie [J] Geschw. [m/s] Lit. [N] FMM [N] |∆|

Choi [77]
0,35 5 678 598 11,8%

1,25 5 1.241 1.295 4,4%

Schöppner [60]

2,6 0,874 1.767 1.814 2,7%

4,2 1,11 2.456 2.493 1,5%

6 1,327 3.218 3.106 3,5%

7,6 1,494 3.826 3.654 4,5%

Salvetti [23] 4,4 1,91 5.292 5.143 2,9%

die Beschleunigung errechnet wird. Hieraus und aus der jeweiligen Masse lässt sich die Kon-
taktkraft berechnen. Allerdings ist auch dieser Weg mathematisch fehleranfällig. Nur wenige
Forscher haben den großen Aufwand betrieben, experimentelle Untersuchungen zur Kontakt-
kraft während eines Stoßes durchzuführen.
2. Gegenstand der Untersuchung im Bereich Stoßverhalten sind meist Schäden durch Schlag.
Sobald ein Schaden auftritt, ändert sich die Kontaktkraft schlagartig. Diese Änderung wird in
der hier vorgestellten Methode nicht berücksichtigt, sodass diese Literaturergebnisse nicht ge-
nutzt werden können. Auch der anfängliche Verlauf ohne Schaden kann nicht genutzt werden,
da hieraus nicht der restliche Kontaktkraftverlauf ohne Schaden extrapoliert werden kann.
3. Gut dokumentierte, experimentelle Ermittlungen von Kontaktkräften werden von anderen
Forschern aufgegriffen, um an diesen Experimenten ihre Modelle zu verifizieren. Somit wird
die scheinbare Menge an verwertbaren Daten zu Stößen nicht erweitert.
Der Vergleich zwischen ausgewählten Literaturdaten und dem hier präsentierten FMM ist in
Tabelle 3.2 gegeben. Die Platten sind einfach oder fest gelagert, bestehen aus Faserverbund-
werkstoffen und werden jeweils in der Mitte gestoßen. Die Materialwerte für die jeweiligen
Platten finden sich in Tabelle C.2 im Anhang. Die Ergebnisse zeigen sehr gute Übereinstim-
mungen innerhalb von 5%, abgesehen von einem Ausreißer. Bei diesem handelt es sich um
ein Experiment mit MV = 1. Gemäß Olsson [24] liegt ein Stoß mit großer Masse vor, wenn
MV > 2 ist, sodass es sich hierbei streng genommen nicht um einen Stoß handelt, der mit dem
FMM berechnet werden sollte. Unter dieser Prämisse erscheint die Differenz von 11,8% als
akzeptabel. Mit diesen Ergebnissen wird die Berechnung der Kontaktkraft mit dem FMM als
valide betrachtet.
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3.4.3 Validierung des Schadenmodells

Als letzte Validierung wird der Schaden infolge eines Schlags untersucht. Das Schadensmodell
wird als valide betrachtet, wenn die für die erste Delamination erforderliche Kontaktkraft qua-
litativ korrekt vorhergesagt wird. Eine solche liegt vor, wenn eine erste Delamination zwischen
zwei Impaktorgeschwindigkeiten - bei sonst gleichen Bedingungen - vorhergesagt wird.
Grundlage für diese Validierung sind untersuchte Stöße, welche am institutseigenen Fallturm
„Thörchen “ stattfanden. Die Versuche an anisotropen Platten werden aus einer Veröffentli-
chung zum Forschungsvorhaben „BirdStrike“ des SLA herangezogen [64]. Hierbei wird EP137,
ein Kohlefaserverbundwerkstoff, mit dem Lagenaufbau [(90,452/ − 452/90/02)s
(0/45/− 45/0)2]s, verwendet. Die Materialparameter der Platte sind Ex = 150.000N/mm2,
Ey = 9.000N/mm2, Gxy = 4.400N/mm2, Gyz = 3.458N/mm2, νyy = 0,27. Der Impaktor aus
Stahl hat einen Radius von r = 13,5mm und eine Masse mi von 0,72kg. Die kritische Ener-
giefreisetzungsrate im Modus II ist nicht bekannt. Für sehr ähnliche Werkstoffe wie EP137
liegt der Wert hierfür bei GII,krit = 0,6N/mm [33, 112–114]. Durch Vergleich der übrigen phy-
sikalischen Eigenschaften der anderen Werkstoffe mit EP137 ist ersichtlich, dass auch diese
ähnlich sind. Somit wird an dieser Stelle mit GII,krit = 0,6N/mm gearbeitet. Die Platte wird in
einen quadratischen Rahmen mit der Seitenlänge 250mm eingespannt, sodass eine feste Ein-
spannung vorliegt. Die für den Stoß tatsächlich relevante Fläche hat aufgrund der Dicke des
Rahmens eine Seitenlänge von a = b = 210mm. Zusätzlich wird in einer zweiten Versuchs-
reihe ein Elastomer zwischen Rahmen und Platte eingearbeitet, sodass eine einfach gelagerte
Randbedingung entsteht. Hierbei wird angenommen, dass die für den Stoß relevante Fläche
nun eine Seitenlänge von a = b = 230mm misst. Da hier eine verschmierte Lagerfläche für die
einfach gelagerte Randbedingung vorliegt, wird deren Mittelwert als tatsächlich wirkender Ort
der Randbedingung definiert. Pro betrachteter Randbedingung werden vier Stöße, die immer
in der Plattenmitte auftreffen, mit den initialen kinetischen Energien 7,14,20,27 J untersucht.
Aus Gleichung 2.59 ergibt sich die kritische Kraft zur Initiierung der ersten Delamination zu
Pkrit = 8.954N.
Die Ergebnisse des realen Experiments sowie der Berechnung mit dem FMM sind in Tabel-
le 3.3 zusammengefasst. Eine Dokumentation der örtlichen Verformung durch Stoß ist in Ab-
bildung D.1 gegeben. Es zeigt sich, dass sowohl bei der festen Einspannung als auch bei der
einfachen Lagerung die Initiierung des ersten Schadens korrekt vorhergesagt werden konnte.
Die experimentellen Ergebnisse entstammen einer Ultraschalluntersuchung zur Detektion von
Größe und Tiefe aufgetretener Delaminationen. In Abbildung 3.9 sind diese Untersuchungen
für die einzelnen Lagerungen und Energieniveaus zu erkennen. Bei einfach gelagerten Platten
ist nur eine verhältnismäßig kleine Delamination bei 27J vorhanden. Dies lässt sich mit der hier
berechneten vorherrschenden Kontaktkraft bestätigen: bei 9.337N liegt sie nur 4% oberhalb
der kritischen Kraft für die erste Delamination. Auch wenn die Formel 2.59 nur angibt, ob ein
Schaden vorliegt, darf bei dem geringen Überschuss an Kraft nur ein kleiner Schaden antizi-
piert werden. Bei der festen Lagerung übersteigt die Kontaktkraft bei 14J die kritische Kraft
um 16%, sodass hier bereits größere und mehrere Delaminationen in unterschiedlichen Tiefen
auftreten.
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Tabelle 3.3: Vergleich der Methodik mit experimentellen Daten zur Bestimmung von Schäden bei
Schlägen.

Energie

[J]

Geschw.

[m/s]

Schaden

in [64]

Schaden

FMM

Feste

Einspannung

7 4,37 Nein Nein (7.279 N)

14 6,17 Ja Ja (10.673 N)

20 7,52 Ja Ja (13.310 N)

27 8,74 Ja Ja (15.737 N)

Einfach

gelagert

7 4,33 Nein Nein (4.385 N)

14 6,22 Nein Nein (6.485 N)

20 7,60 Nein Nein (8.032 N)

27 8,79 Ja Ja (9.337 N)

Mit diesem Abgleich kann gezeigt werden, dass das FMM Delaminationen infolge eines Schlags
vorhersagen kann. Schon zuvor konnte erfolgreich gezeigt werden, dass die Kontaktkraft kor-
rekt berechnet wird. Im Zusammenspiel mit Gleichung 2.59 wird nun geschlussfolgert, dass die
Vorhersage des FMM in Bezug auf Delaminationen als valide angesehen wird.

Des Weiteren wurden experimentelle Versuche an isotropen Platten am Fallturm „Thörchen“
des SLA durchgeführt. Hierbei ist das erwartete Schadensbild der plastischen Verformung ein-
getreten. Unter Nutzung der FMM und Gleichung 2.60 wird die in der Platte wirkende Schub-
spannung berechnet. Zur Ermittlung der Vergleichsspannung gemäß Kapitel 2.4.2 wird ein
einachsiger Zugversuch mit dem Plattenmaterial durchgeführt. Die Ergebnisse sind in Abbil-
dung 3.10 zu sehen. Da bei den Zugversuchen lediglich E-Modul und Re gemessen werden soll-
ten, wurden die Versuche vorzeitig beendet, woraus sich die geringe gemessene Dehnung ergibt.
Es wurden Re = 95N/mm2 und E = 65.000N/mm2 gemessen. Mit der Schubspannungshypo-
these aus Gleichung 2.61 wird die benötigte Schubspannung zur Initiierung von plastischen Ver-
formungen zu τ = Re/2 = 47,5N/mm2 berechnet. Insgesamt werden sechs durchgeführte ex-
perimentelle Stöße an Aluminiumplatten mit dem FMM berechnet. Hierbei sind die Platten qua-
dratisch mit einer Seitenlänge von 210mm, sie sind fest eingespannt und haben eine Dicke von 2
oder 4mm. Die Koordinaten der Stoßorte sind (0mm,0mm), (80mm,0mm), (80mm,80mm),
wobei der Ursprung in der Plattenmitte liegt. Der Stahl-Impaktor hat einen Radius von 13,5mm.
Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.4 aufgelistet. Die sichtbaren Schäden bedeuten hier, dass mi-
nimale, leichte oder starke Dellen am Stoßort auftreten. Diese lassen sich mit der Berechnung
der vorherrschenden Schubspannung in Abhängigkeit des Radius innerhalb der Platte in Ab-
bildung 3.11 erklären. Die Schubspannungen direkt unterhalb des Impaktors liegen weit über
Re/2, sodass es hier zu Plastifizierungen kommt.
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Abb. 3.9: Ultraschalluntersuchungen von beschädigten Plattenausschnitten der Fallturmversuche
von Sadeghi. Entnommen aus [64].
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Mit steigendem Radius klingen die Schubspannungen ab und fallen unter Re/2. Gemäß dem
Prinzip von Saint-Venant werden nur Radien bis zum Erreichen der Plattendicke berücksich-
tigt. Bei minimalen Dellen fällt die Schubspannung innerhalb dieses Intervalls unter Re/2, bei
leichten Dellen wird am Ende des Intervalls Re/2 erreicht und bei starken Dellen bleibt die
Schubspannung dauerhauft oberhalb von Re/2. Somit lässt sich schlussfolgern, dass das FMM
die korrekte Kontaktkraft an unterschiedlichen Orten berechnen kann.
Da gezeigt werden konnte, dass das FMM sowohl bei anisotropen als auch bei isotropen Mate-
rialien einen Schaden korrekt berechnen kann, wird es im Folgenden als valide betrachtet und
wird für weiterführende Untersuchungen mit Bezug zu Schadensinitiierung verwendet.

Tabelle 3.4: Daten zu den durchgeführten Fallturmversuchen an isotropen Werkstoffen.

Dicke

[mm]

Fallhöhe

[mm]

Ort

[mm]

Kraft FMM

[N]

τ(x = h)

[N/mm2]

Sichtbare

Dellen

2 50 (0, 0) 521 31 Minimal

2 50 (80, 0) 825 49 Leicht

2 50 (80, 80) 1.236 74 Stark

4 250 (0, 0) 2.519 38 Minimal

4 350 (0, 0) 3.008 45 Leicht

4 250 (80, 80) 6.902 103 Stark
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Abb. 3.11: Berechnete Schubspannung gemäß Durchstanzmodell in Abhängigkeit vom Radius an
der Kontaktstelle. Die Ordinaten sind logarithmisch aufgetragen.





4 Analyse von Stoßvorgängen

In den vorherigen Kapiteln wurden die Grundlagen für eine Methodik zur Bewertung von Stö-
ßen und möglichen resultierenden Schäden geschaffen und verifiziert. Wie im V-Modell in Ab-
bildung 1.3 gezeigt, sollen nun unter Rückgriff auf diese Modelle die in Kapitel 1.4 aufgestellten
Hypothesen verifiziert werden. Die hier erarbeiteten Konsequenzen für den Leichtbau entsprin-
gen akademischen Beispielen und sollen ein tiefergehendes Verständnis für das Verhalten von
Impaktor und Platte während eines Stoßvorganges liefern.

4.1 Rückführung auf Stoß zweier Massen

In Kapitel 1.4 wurde die Hypothese H1 aufgestellt. In diesem Unterkapitel soll diese nun ge-
stützt oder falsifiziert werden. Sie lautet:

Forschungshypothese H1

H1: Die Interaktion eines Impaktors mit einer Platte kann auf den Stoß zweier Massen
zurückgeführt und durch diesen beschrieben und charakterisiert werden.

Zunächst wird ein allgemeiner, klassischer Stoß betrachtet. Es wird, wie in den vorherigen Ka-
piteln, eine eindimensionale Bewegung zweier Punktmassen ohne Dissipation angenommen.
Für das bessere Verständnis werden diese Punktmassen M1 und M2 genannt. Beide haben eine
initiale Geschwindigkeit v1,0 und v2,0 vor dem Stoß sowie v1,1 und v2,1 nach dem Stoß. Positive
Geschwindigkeiten entsprechen der Bewegungsrichtung in Abbildung 4.1.

M1 M2

v1,0 v2,0

Vor Kontakt Nach Kontakt

M1 M2

v1,1 v2,1

Abb. 4.1: Bewegungsrichtungen der Massen vor und nach dem Kontakt.
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Während des elastischen Stoßes gilt Energieerhaltung:

∑Ekin, 0 = ∑Ekin, 1 (4.1a)
1
2

M1v2
1,0 +

1
2

M2v2
2,0 =

1
2

M1v2
1,1 +

1
2

M2v2
2,1 (4.1b)

∑ p,0 = ∑ p,1 (4.2a)

M1 v1,0 +M2 v2,0 = M1 v1,1 +M2 v2,1. (4.2b)

Unter Verwendung der Gleichungen 4.1 und 4.2 werden die Geschwindigkeiten nach dem Stoß
beider Körper wie folgt berechnet:

v1,1 = 2
M1v1,0 +M2v2,0

M1 +M2
− v1,0 (4.3a)

v2,1 = 2
M1v1,0 +M2v2,0

M1 +M2
− v2,0. (4.3b)

Für die weiteren Betrachtungen gilt v1,0 > 0 und v2,0 = 0, d.h. die bewegte Masse M1 trifft die
ruhende Masse M2. Aus den Massenverhältnissen M1 und M2 lassen sich nun unter Verwendung
von Gleichung 4.3 folgende Aussagen tätigen

M1 = M2 ⇒ v1,1 = v2,0 ∧ v2,1 = v1,0 (4.4a)

M1 < M2 ⇒ v1,1 < 0 ∧ v2,1 > 0 (4.4b)

M1 > M2 ⇒ v1,1 > 0 ∧ v2,1 > 0. (4.4c)

Sollte Hypothese H1 zutreffen, muss ein Stoß einer Masse auf eine Platte den Gleichungen 4.4
genügen. Es wird zunächst Gleichung 4.4b betrachtet. Trifft Masse M1 die betragsmäßig grö-
ßere Masse M2, so fliegt unmittelbar nach dem Stoß M1 mit negativer Geschwindigkeit v1,1 < 0
weg, M2 hingegen bewegt sich mit positiver Geschwindigkeit v2,1 > 0 fort. Da keine Gravitation
wirkt, wird angenommen, dass sich M1 und M2 nicht erneut treffen werden. Diese Erkenntnisse
können nun auf das Beispiel von Platte und Impaktor übertragen werden. Hierbei steht M2 für
die Platte, welche sich nun in positiver Richtung bewegt. Da die Platte an ihren Rändern in ir-
gendeiner Art gelagert sein muss, wird die Bewegung beständig abgebremst, da eine unendliche
Durchbiegung physikalisch nicht möglich ist. Sobald die größte Verformung der Platte erreicht
ist, bewegt sie sich mit negativer Geschwindigkeit wieder zurück in Richtung Ausgangspunkt.
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Während dieser Plattenbewegung hat keine Interaktion mit der Masse M1 stattgefunden. Die
Bewegungen beider Massen verliefen asynchron zueinander. Dies ist in Abbildung 4.2a zu er-
kennen. Genau dieser Vorgang wird in der Literatur als Stoß kleiner Masse bezeichnet, welcher
erstens sehr kurz dauert und zweitens nicht in Phase mit der Durchbiegung der Platte verläuft,
siehe Kapitel 1.3 [21, 32, 33].
Bei Betrachtung von Gleichung 4.4c ist ersichtlich, dass beide Massen nach einem Stoß eine
positive Geschwindigkeit aufweisen. Um diese Geschwindigkeiten zu berechnen, werden die
Gleichungen 4.3 umgestellt. Unter Beachtung von v20 = 0 ergibt sich nach Umstellung

v1,1

v2,1
=

1
2
+

M2

2M1
. (4.5)

Für den Fall M1 > M2 wird die rechte Seite von Gleichung 4.5 kleiner eins. Hieraus folgt
v1,1 < v2,1 für den betrachteten Fall. Bei einem Stoß mit dem hier beschriebenem Massenver-
hältnis MV wird jedoch die Masse M2 ständig abgebremst, sodass die Masse M1 die Masse M2
einholt und sich ein erneuter Stoß ereignet. Dies geschieht so lange, bis die größte Durchbie-
gung erreicht ist. M2 bzw. die Platte ist nun bestrebt, in ihren Ausgangszustand zurückzukehren
- bedingt durch die Plattensteifigkeiten - und treibt nun ihrerseits M1 vor sich her. Dieser Vor-
gang ist in Abbildung 4.2b zu erkennen.

In der Literatur wird dieser Vorgang als Stoß großer Masse bezeichnet, welcher im Gegensatz
zum zuvor beschriebenen Ereignis erstens länger andauert und zweitens bei dem die Massen
M1 und M2 sich in Phase zueinander bewegen [24]. Somit kann auch ein Stoß großer Masse
qualitativ mit einem idealen Stoß beschrieben werden.
Für den Sonderfall M1 = M2 müsste M1 gemäß Gleichung 4.4a unmittelbar nach dem Stoß an
seiner Position verharren und sich nicht weiter bewegen, sofern keine Gravitation angenommen
wird. Im Beispiel von Platte und Impaktor würde sich auch hier zunächst die Platte durch-
biegen. Sobald diese ihre Ausgangsposition erreicht hat, berühren sich M1 und M2 erneut, ein
Doppelschlag tritt auf. Der Autor hat nach Recherche in der Literatur keine expliziten Beschrei-
bungen für dieses Phänomen finden können. Für die Untersuchung von Stößen ist dieser Fall
zunächst als nicht besonders zu klassifizieren, da auch hier lediglich ein Stoß zweier Massen
stattfindet. Wie aber noch im Laufe dieses Kapitels gezeigt werden wird, kann dieses beson-
dere Massenverhältnis herangezogen werden, um die Natur hinter dem Stoß von großer und
kleiner Masse zu beschreiben. Zur genaueren Überprüfung von Hypothese H1 wird das expli-
zite Modell herangezogen, da es sich hierbei um eine fundamentale Analyse handelt. Dieses
in Kapitel 2.1.1 vorgestellte Modell ist nur für wenige Szenarien anwendbar. Aufgrund seiner
analytischen Herleitung ist die hier stattfindende Repräsentation eines Stoßes als möglichst ex-
akt im Vergleich zur Realität zu betrachten. Es berücksichtigt neben der Zeitachse auch die
Vibration und die generelle Verformung der gestoßenen Platte, sodass hierdurch beeinflusste
Bewegungen in der Analyse bedacht werden müssen. Berechnet wird der Stoß einer Stahlku-
gel mit Radius R = 10 mm mittig auf eine einfach gelagerte Stahlplatte a = b = 200 mm und
h = 4 mm.
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Zeit
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M1 < M2 M1 > M2

a) b)

Abb. 4.2: Qualitativer Vergleich zum Einfluss des Massenverhältnisses auf den Stoß.

Die Ingenieurskonstanten von Stahl sind E = 215.820 N/mm2 und ν = 0,3. Die initiale ki-
netische Energie des Impaktors beträgt immer 10 J, sodass die initiale Geschwindigkeit v1,0
variabel ist, wie aus Gleichung 4.1 ersichtlich ist. Die für verschiedene Massenverhältnisse
MV zwischen Impaktor und Platte berechneten Stöße sind in Abbildung 4.3 abgebildet, wo-
bei hier die Impaktorgeschwindigkeit über die Zeit ausgewertet wird. Horizontale Verläufe der
Graphen zeigen eine unbeschleunigte Bewegung des Impaktors an.Es ist zu erkennen, dass für
MV < 0,2 die Impaktorgeschwindigkeiten nach dem ersten Stoß negativ sind, im Einklang
mit Gleichung 4.4b. Bei den Massenverhältnissen 0,1 und 0,05 sind kurze Episoden mit po-
sitiver, unbeschleunigter Bewegung vorhanden. Dies lässt sich auf die Vibration der Platte
zurückführen, sodass diese kurzzeitig vom Impaktor wegbeschleunigt wird, um in kürzester
Zeit diesen erneut zu treffen. Die Schallgeschwindigkeit von Transversalwellen in Stahl be-
trägt vSchall = 3.230 m/s, sodass diese nur 6,2 · 10−2 ms benötigen, um von der Plattenmitte
startend am Rand reflektiert zu werden und jene Mitte wieder zu erreichen. Hier beeinflussen
diese dann den Stoß wie oben beschrieben. Für kleiner werdende Impaktormassen gegenüber
der Plattenmasse verstärkt sich dieser Effekt, der mit Gleichung 4.3 beschrieben wird. Für die
Massenverhältnisse MV = 0,6 und 1,0 ist die Impaktorgeschwindigkeit nach dem ersten Stoß
positiv, sodass hier die Gleichungen 4.4c zum Tragen kommen. Für größer werdende Impak-
tormassen verstärkt sich dieser Effekt, welcher ebenfalls mit den Gleichungen 4.3 beschrieben
wird. Das gesuchte Massenverhältnis, bei dem der Impaktor nach dem ersten Stoß eine nähe-
rungsweise Geschwindigkeit von Null aufweist, liegt bei 0,2. Dies ist auch in Abbildung 4.3
zu erkennen. Offensichtlich sind die hier betrachteten Impaktormassen kleiner oder gleich der
absoluten Plattenmasse und MV = 0,2 stellt den Grenzwert zwischen dem allgemeinen Stoß-
verhalten dieser Massen dar.
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Abb. 4.3: Stöße verschiedener Massenverhältnisse. Übrige Parameter wie Geometrie, Materialien
oder kinetische Energie bleiben unverändert.

Mit der aus Kapitel 2.1.3 bekannten Gleichung 2.36 kann die gesamte Plattenmasse gemäß
ihrer Durchbiegung auf eine Punktmasse reduziert werden:

Mred = ρh
∫ a

0

∫ b

0

(
wA(x,y)
w(ξ,η)

)2

dydx. (4.6)

Diese Punktmasse ergibt für beliebig rechteckige, isotrope Platten unter einfacher Lagerung
den Wert Mred ≈ 0,2M. Wiegt also die Platte als konzentrierte Punktmasse nur das 0,2-fache
und der Impaktor das 0,2-fache der absoluten Plattenmasse, so sind beide Massen betragsmä-
ßig gleich groß bei einem idealen Stoß. Somit sind die Gleichungen 4.3 und 4.4 für einen Stoß
gültig. Hieraus kann geschlussfolgert werden, dass für MV < 0,2 der Impaktor von der Plat-
te abprallt und bei MV > 0,2 der Impaktor der Platte nachfolgt. Dieser Wert ist im Einklang
mit dem von Olsson berechneten Wert für MV = 0,2 als Grenze für Stöße kleiner Masse. Für
die Stöße großer Masse gibt Olsson MV > 2 an, das kann mit dem Modell des idealen Stoßes
nicht direkt belegt werden. Wenn jedoch berücksichtigt wird, dass bei einem Stoß großer Masse
die Kontaktkraft und die Plattendurchbiegung in Phase verlaufen, muss sich dieser Verlauf zu-
nächst einstellen. Also existiert zunächst für MV > 0,2 ein Übergangsgebiet, analog wie Olsson
es beschrieben hat. Für diese Ergebnisse hat er zwar auch rechteckige Platten untersucht, jedoch
jenen Wert durch Berechnungen von Wellenausbreitungen und Vibrationen erhalten. Die in die-
ser Dissertation vorgestellte Erklärung zur Grenze zwischen Stößen kleiner und großer Masse
stellt nicht nur einen intuitiven Ansatz dar, sondern nutzt einfache Werkzeuge aus der Dyna-
mik. Zusätzlich kann die Erkenntnis gewonnen werden, dass jener Grenzwert in Abhängigkeit
der betrachteten Randbedingung steht und somit nicht für jede Platte gleich ist.
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Dieser Nachweis kann für jede andere Konfiguration für Platte und Impaktor erbracht werden.
Hierbei ist aber zu beachten, dass bei starken Vibrationen der Platte die hierfür aufgewendete
Energie in der Energiebilanz berücksichtigt werden muss, also gilt u.U. v2,1 ̸= 0 bei gleichen
Massen. Tatsächlich wurde der sich einstellende Effekt für M1 = Mred bereits in der Litera-
tur mit Hilfe der FEM gezeigt [115]. Hier ist jedoch eine fest eingespannte, orthotrope Platte
verwendet worden, für die Mred ≈ 0,13M gilt. Allerdings wurde dieser Effekt dort weder the-
matisiert noch analysiert.
Die Hypothese H1 kann mit Hilfe der vorherigen Erkenntnisse gestützt werden. Ein Stoß eines
Impaktors auf eine Platte kann mit den Gesetzen eines idealen Stoßes beschrieben werden.

4.2 Vorhersage von Schäden auf Basis quasi-statischer Eindrückversuche

In Kapitel 3.4 konnte gezeigt werden, dass der Algorithmus zur Berechnung von Schäden in-
folge eines Schlags verifiziert ist. Grundlage hierfür bilden numerische Berechnungen der Plat-
tensteifigkeiten kbs und km. Hierbei wird eine Einzelkraft an einer Platte aufgebracht und die
anschließende Verformung gemessen. Dieses Vorgehen lässt sich analog an einem realen Ex-
periment in einer Prüfhalle nachbilden: eine Universalprüfmaschine drückt mit einem kugel-
förmigen Indentor auf eine gelagerte Platte; gleichzeitig wird die Durchbiegung dieser Platte
gemessen. Aus der sich hieraus ergebenden Kraft-Durchbiegungs-Beziehung lassen sich die ge-
suchten Steifigkeiten berechnen. In Kapitel 2.1.3 wurde bereits dargelegt, dass Biege-, Schub-
und Membrananteile an jedem Ort auf einer Platte als konstant angesehen werden können.
Nachdem die Plattensteifigkeiten mittels quasi-statischen Biegeversuchen gewonnen wurden,
können mit dem Algorithmus aus Kapitel 3.3 die Kontaktkraft für einen gegebenen Stoß und
anschließend der Schaden berechnet werden. Es ist somit möglich, die Steifigkeiten einer Platte
einmalig unter Zuhilfenahme einer Universalprüfmaschine zu berechnen. Anschließend können
verschiedene Stöße berechnet werden sowie der Umstand, ob sie zu einem Schaden führen oder
nicht. Somit müssen keine Fallturmversuche oder andere dynamische Untersuchungen durch-
geführt werden, um Stoßereignisse zu berechnen und zu bewerten.
Die zuvor aufgestellte Hypothese

Forschungshypothese 2

H2: Das Auftreten von BVIDs in Platten aus Faserverbundwerkstoffen kann durch qua-
sistatische Eindrückversuche mit ausreichender Genauigkeit vorhergesagt werden.

lässt sich somit stützen.



4.3 Besondere Eigenschaften von Stößen für unterschiedliche Massenverhältnisse 75

4.3 Besondere Eigenschaften von Stößen für unterschiedliche
Massenverhältnisse

Stöße können zu Ereignissen führen, die zunächst nicht der eigenen Intuition entsprechen müs-
sen. Vor allem bei dem Stoß großer Massen, auf den der Fokus in dieser Dissertation gelegt
wird, tritt dies auf. Die in Kapitel 4.1 vorgestellten Plattengeometrie und Materialien werden
hier erneut aufgegriffen, jedoch mit den Massenverhältnissen MV ∈ {1,2,3,5,10,20} bei all-
seits gleichbleibender Stoßenergie von 10 J. Da an dieser Stelle eine fundamentale Analyse
getätigt wird, wird das explizite Modell verwendet. Die Stöße mit Kontaktkraft- und Durch-
biegungsverlauf über der Zeit sind in Abbildung 4.4 zu erkennen. Zunächst fällt auf, dass das
charakteristische Merkmal für Stöße großer Massen vorliegt: Kontaktkraft und Durchbiegung
verlaufen jeweils in Phase bzw. haben nur geringe Abweichungen voneinander. An dieser Stelle
sollen die ersten 2 ms betrachtet werden. Auffällig ist, dass unabhängig von dem Massenver-
hältnis nach circa 0,5 ms der erste Stoß beendet ist, Impaktor und Platte haben sich vonein-
ander getrennt. Nach 1,2 ms erscheint das nächste lokale Minimum bezüglich Kontaktkraft
über alle Massen hinweg. Insbesondere in Abbildung 4.4a ist ersichtlich, dass die Kontakt-
kraft Frequenz und Amplitude aufweist, wobei die Frequenz fix und die Amplitude variabel
erscheint. Dies lässt sich auf zwei Phänomene zurückführen: einerseits findet eine ständige
Be- und Entschleunigung der Platte statt, sodass dieser vorliegende Verlauf zustande kommt;
andererseits propagieren in der Platte Wellen, die am Rand reflektiert werden und die Kontakt-
kraft bzw. Durchbiegung beeinflussen. Da der zweite Aspekt in seiner Wirkung nicht zu unter-
schätzen ist, können Stöße großer Masse auch als wellenkontrollierte Stöße bezeichnet werden.

Diese Wellen stellen Vibrationen dar, die wiederum von Plattengeometrie und -material ab-
hängig sind. Die Amplituden, welche auch als Kraftstoß definiert sein können, können sich
aus Energieerhaltung und Impulserhaltung errechnen. Dies ist ein Forschungsaspekt, der im
Rahmen dieser Dissertation nicht weiter vertieft, aber zur Vollständigkeit genannt wird. Des
Weiteren soll auf ein weiteres Ereignis innerhalb der ersten 2 ms näher eingegangen werden.
Während eines Stoßvorgangs können mehrere Stöße auftreten, wobei nicht der erste die höchs-
te Kontaktkraft aufweisen muss, siehe MV = 1 in Abbildung 4.4a.
Der erste Stoß muss nicht zwingend Pkrit zur Induzierung erster Schäden übersteigen, der nach-
folgende zweite Stoß kann dies hingegen schon. Daher ist es wichtig, einen Stoßvorgang zeitlich
so lange zu überwachen und zu analysieren bis kein weiterer Stoß mehr auftreten kann.
Aussagen zu Berechnungen, nach denen ein Stoß nur eine gewisse Zeit andauert, sind daher mit
Vorsicht zu tätigen. Ungünstige Überlagerungen von Vibrationen oder andere Umstände kön-
nen zu einem zweiten, dritten oder zu weiteren Stößen führen, die deutlich höhere Kontaktkräfte
hervorrufen. Diese Aspekte bei der Auswertung von Stößen, einerseits die Frequenz- und Am-
plitudennatur sowie andererseits die „versteckten“ höheren Kontaktkräfte bei nachfolgenden
Stößen, müssen berücksichtigt werden.
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Abb. 4.4: Evolution eines Stoßes über verschiedene Massenverhältnisse hinweg. a) Betrachtung der
Kontaktkraft. b) Betrachtung der Durchbiegung.

4.4 Konsequenzen für den Leichtbau von stoßgefährdeten Strukturen

Nach einer erfolgreichen Konstruktionsphase von Baugruppen kann es sich herausstellen, dass
die angewandte Konstruktion suboptimal in Bezug auf Stöße reagiert. Daher sollen in diesem
Kapitel Faktoren untersucht werden, die einen möglichen Einfluss auf den Stoß nehmen können.
Dies sind das Seitenverhältnis der Platte, sowie Randbedingungen und Lagenaufbau bei Faser-
verbundwerkstoffen. Zunächst werden die Einflüsse von Seitenverhältnis und Randbedingungen
für isotrope Platten untersucht, um mögliche Einwirkungen des Lagenaufbaus von Faserver-
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Abb. 4.5: Skizze der untersuchten Platte mit schematischer Darstellung der unterschiedlichen Rand-
bedingungen.

bundwerkstoffen auszuschließen. Anschließend wird der Einfluss des Lagenaufbaus separat be-
trachtet. Hierzu wird das FMM verwendet, obwohl es sich um fundamentale Analysen handelt.
Diese Ausnahme begründet sich in der Tatsache, dass das explizite Modell unterschiedliche
Randbedingungen und Faserverbundwerkstoffe nicht berücksichtigen kann. Außerdem sollen
im Folgenden nur die maximalen Kontaktkräfte ausgewertet werden, wozu das FMM genügt.
Somit soll für die Konstruktionsphase Methoden an die Hand gegeben werden, um frühzeitig
die Schadensanfälligkeit gegenüber Stößen bei Platten zu berücksichtigen und zu verringern.

4.4.1 Einfluss Seitenverhältnis und Randbedingungen

Es wird der Stoß einer Stahlkugel mit Radius R = 19 mm auf eine Aluminiumplatte innerhalb
einer Parameterstudie untersucht. Die Aluminiumplatte hat Dicken h ∈ {2,4,6,8} mm und eine
Fläche von A = 40.000 mm2. Je nach gewähltem Seitenverhältnis SV ∈ [1/5,5] variieren die
Längen a und b. Der Impaktor mit dem Massenverhältnis MV = 3 trifft die Platte jeweils mit
der Geschwindigkeit v0 = 3.000 mm/s in der Plattenmitte, sodass je nach gewählter Platten-
dicke die initiale kinetische Energie Ekin ∈ {3,6,9,12} J beträgt. Die Seiten der Platte können
jeweils auf drei verschiedene Arten gelagert sein: fest bzw. starr, einfach gelagert oder frei.

Die mathematischen Randbedingungen ergeben sich aus Tabelle 3.1. In Abbildung 4.5 sind
fünf untersuchte Konfigurationen abgebildet, wobei die Abkürzungen die jeweiligen Randbe-
dingungen darstellen. S steht für starr bzw. fest gelagert, E für einfach gelagert und F für freier
Rand.
Die Analyse der unterschiedlichen Seitenverhältnisse und Randbedingungen ist in Abbildung 4.6
zu erkennen. Die ermittelte Kontaktkraft ist gegen das logarithmische Seitenverhältnis für ver-
schiedene Plattendicken aufgetragen. Da das Massenverhältnis und die Anfangsgeschwindig-
keit des Impaktors konstant bleiben, variiert auch die kinetische Anfangsenergie des Impaktors.
Im Allgemeinen hat das Seitenverhältnis einen großen Einfluss auf die Kontaktkraft. Aufgrund
der unterschiedlichen Dicken h und der gleichen Massenverhältnisse MV und Initialgeschwin-
digkeit v0 in allen untersuchten Stößen variiert die Kontaktkraft zwischen den Diagrammen.
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Da sich alle vier Plattengruppen ähnlich verhalten, werden die 4 mm-Platten beispielhaft weiter
diskutiert. Erwartungsgemäß ist es unerheblich, in welche Richtung sich das Seitenverhältnis
bei komplett eingespannten und einfach gelagerten Platten ändert. In beiden Fällen steigt die
Kontaktkraft mit zunehmendem oder abnehmendem Seitenverhältnis. Dies ist darauf zurück-
zuführen, dass die Platte in jedem Fall schmaler und der Randeffekt stärker wird. Erwartungs-
gemäß hat die fest eingespannte Platte eine um bis zu 50% höhere Kontaktkraft im Vergleich
zur einfach gelagerten Platte. Die feste Einspannung führt im Gegensatz zu einer einfachen
Einspannung zu einer höheren Steifigkeit der Platte. Konträr zur einfach gelagerten Platte wei-
sen SFFS-Platten bei Seitenverhältnissen nahe 1 geringe Unterschiede auf. Im Bereich von
1/

√
2 < SV < 1,7 ist der Unterschied zwischen EEEE und SFFS kleiner als 5%. Da die ma-

ximale Kontaktkraft von SFFS immer geringer ist als die von EEEE, sollte SFFS bevorzugt
werden, wenn eine Wahl getroffen werden muss. Bei Kontaktkräften für ein SV > 1 nähern
sich die SFSF- und SFSS-Platten sehr schnell der SSSS an. Bei einem Seitenverhältnis von
1,3 beträgt der Unterschied zwischen den beiden Platten und der SSSS bereits weniger als 5%.
Die feste Randbedingung an der langen Kante der Platte dominiert schnell die kurze Kante, so-
dass es letztlich keinen Unterschied macht, ob und wie die kurze Kante eingespannt wird. Für
SV < 1 divergieren SFSS und SFSF schnell. Hier nähert sich SFSS bei niedrigen SV dem SFFS
an, sodass für SV < 0,3125 der relative Unterschied zwischen den beiden Platten weniger als
5% beträgt. Für sehr niedrige SV weist die SFSF besonders geringe Kontaktkräfte auf.

Für diese SV verwandelt sich die Platte in einen Plattenstreifen, dessen Randbedingungen keine
besondere Steifigkeit in der Platte bewirken. Je nach SV der Platte variiert der Einfluss der Rand-
bedingungen auf die Kontaktkräfte zwischen gar nicht und groß. So kann z.B. die Kontaktkraft
erheblich verringert werden, wenn die fest eingespannte Kante durch eine freie ersetzt wird,
während die Material- und geometrischen Parameter des Impaktors und der Platte unverändert
bleiben. Da dieses Ergebnis nicht überraschend ist, sondern erwartet wurde, ist es erwähnens-
wert, dass es für annähernd quadratische, isotrope Platten wenig Einfluss hat, wenn die Kanten
einfach gelagert oder hälftig fest gelagert und frei (SFFS) sind.

4.4.2 Einfluss Lagenaufbau

Es wird der Stoß einer Stahlkugel mit Radius R = 6 mm auf eine Platte aus Faserverbund-
werkstoffen untersucht. Die einfach gelagerte Platte hat den Lagenaufbau [α,−α]4,s mit La-
gendicken von 0,125 mm und besteht aus dem UD-Prepreg IM7/8552. Sie hat eine Kanten-
länge von a = b = 200 mm bei einer Dichte von ρ = 1,57 10−6 kg/mm3. Die Ingenieurskon-
stanten lauten E11 = 161.000 N/mm2, E22 = 11.400 N/mm2, G12 = G13 = 5.170 N/mm2,
G23 = 3.980 N/mm2, ν12 = 0,32 und GII,krit = 1 N/mm. Der Winkel α wird in Schritten
von 3,75◦ zwischen 0◦ und 90◦ variiert. Die initale Geschwindigkeit des Impaktors beträgt
v0 = 3.000 mm/s bei einem Massenverhältnis von MV = 3. Es werden in Schritten von 10 mm
unterschiedliche Orte auf der Platte untersucht.
Die Ergebnisse der Berechnungen sind in den Abbildungen 4.7 und 4.8 dargestellt, welche die
absolute Kontaktkraft sowie eine Normierung auf den Beginn der Delamination zeigen.
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Abb. 4.6: Einfluss von Plattendicke, Seitenverhältnis und Randbedingung auf einen Stoß. Übrige
Parameter bleiben unverändert. Die Abszisse ist logarithmisch aufgetragen.

Hier werden nur ausgewählte Stoßorte, die von Interesse sind, näher erläutert. Wie in Abbil-
dung 4.7 zu sehen ist, hat die Stapelreihenfolge einen enormen Einfluss auf die Kontaktkraft
zwischen Impaktor und Platte. Beim Aufprall in der Ecke steigt die Kontaktkraft um 33% und
in der Mitte um 46%, wenn die Stapelung variiert wird. Die Kontaktkraft entlang des Randes
hat einen Wert in der Größenordnung von 1.500 N und nimmt in der Ecke drastisch zu.
Werden die Kontaktkräfte mit der tatsächlich erforderlichen Kraft zur Einleitung der Delamina-
tion gemäß Gleichung 2.59 normiert, ist keine starke Abhängigkeit von der Stapelreihenfolge
zu beobachten, siehe Abbildung 4.8. Leichte Schwankungen von 10% sind weitaus geringer
als die Variation der absoluten Kontaktkraft. Für den Stoßort entlang der Kante hat die Stapel-
reihenfolge jedoch einen Einfluss, da die Faserorientierung parallel oder senkrecht zur nahen
Kante die Steifigkeit stark beeinflusst, siehe Abbildung 4.7.
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Zusammenfassend lässt sich feststellen, dass der Aufbau keinen (Mitte der Platte) bis hin zu
einem großen Einfluss (Rand und Ecke der Platte) haben kann, unabhängig davon, ob eine
Delamination induziert wird oder nicht. Berücksichtigt man die Gesamtgröße der Platte, so
können etwa 64% der Plattenfläche im Hinblick auf die Schadensvermeidung nicht optimiert
werden.
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Abb. 4.7: Einfluss des Lagenwinkels α auf die Kontaktkraft an unterschiedlichen Orten. Der Ur-
sprung des KOS liegt in der Plattenmitte.
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Abb. 4.8: Normierung der Kontaktkraft auf die für die erste Delamination benötigte Kraft Pkrit. Der
Ursprung des KOS liegt in der Plattenmitte.
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4.4.3 Zusammenfassung

Der Einfluss von Geometrie und Lagenaufbau bei Stößen muss berücksichtigt werden. Alleine
durch geschicktes Wählen von Randbedingungen einer Platte können die Kontaktkräfte redu-
ziert und somit mögliche Schäden verhindert werden. Auch wenn der Lagenaufbau die Kon-
taktkraft direkt beeinflusst, so beeinflusst er auch Pkrit, sodass sich diese gegenläufigen Effekte
näherungsweise aufheben. Für den Leichtbau von stoßgefährdeten Strukturen muss mithin ab-
gewogen werden, welchen Einfluss geänderte Randbedingungen oder Seitenverhältnisse einer-
seits auf Festigkeit und Stabilität und andererseits auf Stöße haben. Bei bestimmten Konfigura-
tionen gibt es keine Auswirkungen auf das Stoßverhalten, z.B. bei SSSS und SFSF für SV > 1
oder SFSF und SFFS für SV < 1.
Daher empfiehlt sich ein holistischer Ansatz während der Konstruktionsphase, um mögliche
Schäden durch auftretende Stöße frühzeitig zu berücksichtigen. So wie der derzeitige Standard
eine Analyse für Festigkeit und Stabilität darstellt, muss ein weiterer Standard für das Stoßver-
halten etabliert werden, da hier Potenzial ausgeschöpft werden kann.





5 Analyse des Einflusses von Stößen auf
Leichtbaukonstruktionen

Rumpftonnen moderner Großraumflugzeuge werden in Längs- und Umfangsrichtung versteift,
um höhere Stabilitäten und Steifigkeiten zu gewährleisten. Diese werden Stringer (verbaut längs
der Rumpftonne in Flugrichtung) und Spante (verbaut im Umfang der Rumpftonne quer zur
Flugrichtung) genannt und sind schubsteif mit der von außen sichtbaren Haut des Rumpfes ver-
bunden. Eine solche Konstruktion wird als stringerversteifte Platte bezeichnet. Um mögliche
Beeinträchtigungen durch BVIDs vorzubeugen, wird die Haut dicker ausgelegt als nötig, siehe
Kapitel 1.1. In diesem Kapitel soll exemplarisch ein einzelnes Hautfeld auf seine Schadens-
anfälligkeit gegenüber Stößen untersucht werden. Hieraus wird abgeleitet, ob und in welchem
Maße ein Hautfeld dünner gestaltet und somit Masse eingespart werden kann, ohne jedoch die
Schadensanfälligkeit überproportional zu steigern. Hierzu wird angenommen, dass ein fallendes
Werkzeug die stringerversteifte Platte trifft. Dies ist ein in der Realität vorkommendes Szenario,
z.B. bei der Fertigung oder Wartung des Flugzeugs. Hierzu wird zunächst ein Ausgangsszena-
rio definiert, welches sukzessive erweitert wird. Schließlich werden die gewonnenen Ergebnisse
interpretiert und Schlussfolgerungen gezogen.

5.1 Vorstellung des Referenzflugzeugs

Das hier betrachtete Referenzflugzeug ist ein zweistrahliges, modernes Flugzeug nach EASA-
Bauvorschrift CS-25 mit einer Flügelfläche von 354m2. Eine Skizze ist in Abbildung 5.1 gege-
ben. Der Rumpf hat einen Radius von 3m und wird als konstant kreisförmig angesehen. Alle
5◦ wird ein Stringer angebracht, sodass insgesamt 72 Stück über den Umfang verteilt sind. Die
einzelnen Stringer haben einen Abstand von 262mm voneinander. Des Weiteren wird ange-
nommen, dass die Türen des Flugzeugs sich jeweils über drei Spanten erstrecken. Bei einer
Türbreite von circa 1,3m ergibt sich ein Spantabstand von 650mm. Auf Stringer und Spante
liegen die Hautfelder, welche als eben angenähert werden. Diese ebenen Hautfelder werden als
einfach gelagert betrachtet, wobei entlang ihrer langen Seiten, an denen die Stringer verlaufen,
zusätzliche Torsionsfedern die verbauten Omega-Stringer repräsentieren.
Dieses Referenzflugzeug wird größtenteils in Faserverbundbauweise ausgeführt. Alle stoßge-
fährdeten Strukturen werden aus dem UD-Prepreg IM7/8552 hergestellt. Die Ingenieurskon-
stanten für dieses Material sind E11 = 161.000N/mm2, E22 = 11.400N/mm2, G12 = G13 =
5.170N/mm2, G23 = 3.980N/mm2, ν12 = 0,32 und GII,krit = 1N/mm. Die Faser-Gelege be-
stehen aus 12k-Rovings mit der Dichte ρFaser = 1,77g/cm3.
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Gelenkig gelagert

Torsionsfedern

Vordere Sektion

Mittlere Sektion

Hintere Sektion

Cockpitsektion

Hecksektion

Abb. 5.1: Einbauort von stringerversteiften Platten in einem modernen, zweistrahligen Referenz-
flugzeug. Die Bereiche des Flugzeugs, die hinsichtlich Stoß optimiert werden sollen sind
grün markiert. In Anlehnung an [118].

Die Matrix hat die Dichte ρMatrix = 1,30g/cm3. Mit einem Faservolumengehalt von ϕV =
0,577 ergibt sich eine Gesamtdichte des Laminats von ρLaminat = 1,57g/cm3 [116, 117]. Der
Lagenaufbau der Hautfelder beträgt [45,−45,0,−45,45,90]s mit einer Lagendicke
von 0,184mm. Insgesamt weist das hier betrachtete Referenzflugzeug eine Trockenmasse von
115.700kg auf.
Im Folgenden wird der Rumpf in Bezug auf seine Stoßgefährdung näher untersucht. Hierbei
werden nur vordere, mittlere und hintere Sektion betrachtet. Die Cockpit- und Hecksektio-
nen werden aufgrund ihres variablen Rumpfdurchmessers nicht in die Analyse mit einbezo-
gen, ebenso die Tür- und Fensterbereiche. In der hier getätigten Analyse werden lediglich die
Auswirkungen von Stößen behandelt. Weitere strukturmechanische Untersuchungen wie z.B.
zu Festigkeiten, Stabilität oder zu Aeroelastik werden an dieser Stelle nicht durchgeführt und
auch nicht weiter berücksichtigt. Des Weiteren wird angenommen, dass die hier verbaute La-
minatdicke am Rumpf und auf dem Flügel identisch ist. Kann also am Rumpf die Laminatdicke
verringert werden, so ändert sie sich auch an den Flügeln. Diese beschriebenen Flächen sind in
Abbildung 5.1 grün hervorgehoben.
Die Anzahl der im Rumpf verbauten Platten ist in Tabelle 5.1 aufgelistet. Die Anzahl der Platten
über Umfang und Länge entspricht nicht der vollen Auslegung mit der oben dimensionierten
Platte. In unmittelbarer Nähe der Fenster und der Verankerung Kabinenboden/Rumpf wird an-
genommen, dass die Platten dicker sind und nicht auf Stoß optimiert werden können. In der mitt-
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leren Sektion werden nur die Platten auf der Oberseite des Rumpfes berücksichtigt, da sich auf
der Unterseite der Flügelkasten befindet. Somit ergeben sich für eine Rumpflänge von 40,95m
eine Anzahl von 2.130 Platten, die in der Dicke variieren und somit für Stöße optimiert werden
können. Des Weiteren wird angenommen, dass die Flügel ebenfalls aus dem zuvor genannten
UD-Prepreg hergestellt werden und die gleiche Laminatdicke aufweisen wie der Rumpf.
Im Folgenden wird die Dicke des Laminats gleichmäßig in circa 2,5%-Schritten reduziert, be-
gonnen bei der Referenzdicke von 2,208mm. Durch Rundungen der dritten Nachkommastelle
ergeben sich Abweichungen in diesen Schritten. Die so eingesparten Massen sind in Tabelle 5.2
wiedergegeben. Eine Reduzierung der Hautdicke um 9,78% kann eine Massenreduzierung der
gesamten Rumpftonne um 11,21% nach sich ziehen. Somit wird weniger Flügelfläche, kleinere
Höhen- und Seitenleitwerke sowie schwächere Motoren benötigt. Dies resultiert in einer Sen-
kung des MTOM (Maximum Take-Off Mass - zu deutsch maximale Abflugmasse) um 2,64%
sowie einer Kraftstoffeinsparung von 2,21%. Somit liegt, insbesondere durch den Kauf von we-
niger Kraftstoff, ein großes Potenzial zur Kosteneinsparung in der Reduzierung der Hautdicke
der Rumpftonne. [119]

Tabelle 5.1: Geometrie der Rumpfsektionen und der hieraus resultierenden Anzahl an stringerver-
steiften Platten.

Sektion
Anzahl Platten

Umfang

Länge

[m]

Anzahl Platten

Axial

Gesamtanzahl

Platten

Vorne 58 10,40 12 696

Mitte 22 17,55 23 506

Hinten 58 13,00 16 928

Gesamt 40,95 2.130

Tabelle 5.2: Masseneinsparungen der stringerversteiften Platten durch Variation der Hautdicke.

Dicke

[mm]

Einsparung

Dicke [%]

Ersparnis

absolut [kg]

Ersparnis

relativ [%]

Einsparung mit

dyn. Faktor [%] [119]

2,208 0 0 0 0

2,148 2,72 62,82 0,054 3,12

2,100 4,89 113,07 0,098 5,6

2,040 7,61 175,90 0,152 8,72

1,992 9,78 226,15 0,195 11,21
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5.2 Überführung der Omega-Stringer in Torsionsfedern

Im Flugzeugbau werden Omega-Stringer zur Versteifung von Rümpfen eingesetzt. Sie werden
auf die Platten aufgesetzt, sodass dort, wo sich Stringer und Platte berühren, die Haut aufgedickt
ist. Der Umstand wird hier nicht berücksichtigt und ein idealer Omega-Stringer, der nur aus sei-
nem „Hut“ besteht, angenommen. Dieser Stringer kann als Torsionsfeder angesehen werden.
Die Herleitung hierfür folgt nach Mittelstedt/Schröder [1].
In Abbildung 5.2 sind die Dimensionen einer stringerversteiften Platte sowie eines Omega-
Stringers gegeben. Der Stringer wird in der Hälfte entlang seiner Symmetrieachse geteilt, die
Enden können so als fest eingespannt betrachtet werden. Die einzelnen Flächen werden mit
1,2,3 gekennzeichnet. Fläche 1 entspricht der Hautfläche und übernimmt deren Materialeigen-
schaften und Lagenaufbau sowie -dicke. Die Flächen 2 und 3 bestehen zwar ebenfalls aus dem
UD-Prepreg IM7/8552, haben jedoch den Lagenaufbau [45,0,−45,0,90,0,−45,0,45] mit der
Dicke einer Lage von 0,125mm. Die einzelnen Längen betragen b1 = 18mm, b2 = 27mm
und b3 = 13,5mm. Die Biegesteifigkeit EJ der einzelnen Flächen berechnet sich nach Mittel-
stedt [120] zu

EJ =
D11D22D66 −D11D2

26 −D2
12D66 + 2D12D16D26 −D2

16D22

D11D66 −D2
16

. (5.1)

Wird die versteifte Platte mit einer Einzellast beaufschlagt, biegt sie sich global durch, so-
dass sich auch an den Rändern mit Stringern ein Winkel aufbaut. Die hier entstehende Ver-
formung wird an den Omega-Stringer übertragen, der sich seinerseits ebenfalls verformt. In
Abbildung 5.3 ist die Verformungsfigur inklusive idealisierter Randbedingungen gegeben.

Der Stringer soll nun so abstrahiert werden, dass er durch eine Torsionsfeder ersetzt werden
kann, welche die gleiche Arbeit zur Verformung aufnimmt wie der gesamte Omega-Stringer
benötigt. Hierzu muss die Verdrehung ϕs am Kreuzungspunkt von b1 und b2 bekannt sein. Der
Omega-Stringer stellt ein 5-fach statisch unbestimmtes System dar, sodass das Kraftgrößenver-
fahren zur Anwendung kommt. Hierbei wird das gegebene System zu einem statisch bestimm-

b1

b2

b3

E1, J1, t1

E2, J2, t2

E3, J3, t3

a

b

bs

a) b)

Schnitt an Symmetrieachse
des Stringers

Abb. 5.2: Geometrie der Omega-Stringer.
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Abb. 5.3: Verformungsfigur und Ersatzsystem für Omega-Stringer. In Anlehnung an [120].

ten System vereinfacht und die hierbei fallen gelassenen Randbedingungen durch Einheitskräfte
und -momente ersetzt. Für die Verformung des Stringers werden nur die resultierenden Momen-
te berücksichtigt, da keine Torsionsmomente auftreten und Verformungen in Folge Schub oder
Normalkraft innerhalb der Plattenflächen vernachlässigt werden können. Die Einheitskräfte und
-momente sind in Abbildung 5.3 eingezeichnet. Zur Bestimmung des gesamten Momenten-
verlaufs des statisch unbestimmten Systems müssen die fünf Subsysteme jeweils miteinander
überlagert werden. Als Verformungsbedingung gilt:

δ10 δ11 · · · δ15

δ20 δ21 · · · δ25
...

... . . . ...

δ50 δ51 · · · δ55




1

X1
...

X5

= 0. (5.2)

Die Verschiebungen und Verdrehungen δi,j berechnen sich durch Überlagerung der einzelnen
Systeme mit

δi,j =
∫

b

MiMj

EJ
dx. (5.3)

Die Einheitskräfte X3, X4 und X5 bewirken keine Momente im Stringer, sodass deren Verschie-
bungen Null ergeben. Gleichung 5.2 vereinfacht sich somit zu

δ10 +X1 δ11 +X2 δ12 = 0 (5.4)

δ20 +X2 δ21 +X2 δ22 = 0. (5.5)
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Bezogen auf die Systeme in Abbildung 5.3 und unter Verwendung von Gleichung 5.3 bestim-
men sich die Verdrehungen mit

δ10 =
b2

3(EJ)2
(5.6a)

δ11 =
b1

(EJ)1
+

b2

3(EJ)2
(5.6b)

δ12 = − b2

6(EJ)2
(5.6c)

δ20 = − b2

6(EJ)2
(5.6d)

δ21 = δ12 (5.6e)

δ22 =
b2

3(EJ)2
+

b3

(EJ)3
. (5.6f)

Nach Gleichung 5.4 berechen sich die Verformungsbeiwerte X1 und X2 zu

X1 =
δ20δ12 −δ10δ22

δ11δ22 −δ12δ21
(5.7a)

X2 =
δ10δ21 −δ20δ11

δ11δ22 −δ12δ21
. (5.7b)

Durch Superponierung der Momentenverläufe der einzelnen Systeme gewichtet mit deren Ver-
schiebungsbeiwert ergibt sich der gesuchte Momentenverlauf des statisch unbestimmten Sys-
tems. Um nun die Verdrehung ϕ zu bestimmen, werden weggebendes und kraftgebendes Sys-
tem nach Gleichung 5.3 miteinander verrechnet. Hierbei ist das weggebende System das zuvor
berechnete (statisch unbestimmte) Gesamtsystem und das kraftgebende System dasjenige, das
sich durch Einbringung des Einheitsmoments M0 am gesuchten Ort am statisch bestimmten
System ergibt, vgl. Abbildung 5.3. Die final gesuchte Federsteifigkeit des Stringer kstr ergibt
sich aus dem Kehrwert der Verdrehung ϕ:

kstr =
1
ϕs

=
3(EJ)3

b2

(
1+X1 −

X2

2

) . (5.8)

Mit den oben genannten Geometriewerten und einer Gesamthautdicke t1 = 2,208mm für den
Omega-Stringer ergibt sich eine Torsionsfedersteifigkeit von kstr = 363,84Nmm. Wie in Ta-
belle 5.2 ersichtlich, wird die Hautdicke der Platte variiert, sodass kstr von der Plattendicke t
abhängig ist. In dem hier vorgestellten Beispiel ändert sich t nur wenig und hat somit kaum
Einfluss in die Gesamtrechnung. Hieraus schlussfolgernd wird für alle untersuchten Szenarien
kstr = 363,84Nmm angesetzt. Für die Berücksichtigung in FEniCS wird die Rotationssteifigkeit
krot mit kstr gleichgesetzt.
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5.3 Verifizierung der Plattensteifigkeitsberechnung für stringerversteifte
Platten

An dieser Stelle wird die Plattensteifigkeitsberechnung für das zu nutzende Modell, das FMM
mit Randbedingungen für eine stringerversteifte Platte, verifiziert. Hierfür wird, analog zu dem
Vorgehen in Kapitel 3.4.1, die Durchbiegung der Platte durch eine Belastung einer Einzelkraft
mit dem kommerziellen Programm Abaqus 2017, Dassault Systèmes, Frankreich verglichen.
Dabei wird jene Platte an dieser Stelle verwendet, welche im nächsten Abschnitt näher analy-
siert werden soll. Geometrie und Materialwerte sind den vorherigen Kapiteln zu entnehmen.
Innerhalb von Abaqus werden S4R-Elemente verwendet. Die Verifizierung wird an der dicksten
Platte an drei unterschiedlichen Orten durchgeführt, zum einen in der Plattenmitte (0mm,0mm)
sowie in der Plattenecke bei (56,5mm,162,5mm) und in der Randnähe eines Stringers
bei (84,75mm,162,5mm).
Die Ergebnisse sind in Abbildung 5.4 zu erkennen. Die Ergebnisse von FEniCS und Abaqus
stimmen sehr gut überein. Für die Berechnungen in der Mitte und der Ecke divergieren die Er-
gebnisse maximal um 2%. Für die Berechnung am Rand divergieren bei besonders niedrigen
Kontaktkräften die Ergebnisse um bis zu 6%. Diese Divergenz fällt aber mit steigender Kraft
bei 5.000N linear auf unter 2%. Da für die Berechnung der Plattensteifigkeiten alle Werte ei-
nes Kraft-Duchbiegungsverhaltens herangezogen werden, wird hierfür nur ein kleiner Fehler
erwartet. Das Bestimmtheitsmaß für alle drei untersuchten Orte beträgt stets R2 > 99%.
Hieraus wird geschlussfolgert, dass die Methodik zur Berechnung der Plattensteifigkeit für die
stringerversteifte Platte verifiziert ist. Aus den in Kapiteln 3.4.2 und 3.4.3 gewonnenen Er-
kenntnissen lässt sich ableiten, dass somit auch die Berechnung der Kontaktkraft sowie die
Vorhersage der Schadensinitiierung für die stringerversteifte Platte valide sind.
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Abb. 5.4: Vergleich des Kraft-Durchbiegungsverhaltens einer Einzelkraft auf eine stringerversteifte
Faserverbundplatte zwischen dem kommerziellen Programm Abaqus und der hier vorge-
stellten Methodik.
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5.4 Berechnung von Stößen

Wie zu Anfang des Kapitels geschildert, wird der Stoß eines fallen gelassenen Werkzeugs auf
eine Rumpftonne untersucht. Die Rumpftonne besteht aus aneinandergereihten Platten, die je-
weils mit Stringern verstärkt sind. Es wird angenommen, dass das Werkzeug nur die Platte
selbst und nicht den Stringer-Bereich trifft. Um die Zahl der Stoßorte endlich und damit den
einhergehenden Berechnungsaufwand übersichtlich zu halten, werden auf der Platte in äquidi-
stanten Entfernungen Stoßorte definiert, siehe Abbildung 5.5. Diese Stoßorte sind in x-Richtung
22,6mm und in y-Richtung 25mm voneinander entfernt.
Für die Berechnung wird die Symmetrie der Platte ausgenutzt, sodass nur ein Viertel dieser
diskretisiert wird. Es ergeben sich 65 zu berechnende Stoßorte. Für die spätere Analyse wird
die gesamte Platte berücksichtigt, da die Stoßorte teilweise auf den Symmetrielinien liegen.
Stöße, die irgendwo auf der Platte auftreten, haben symmetriebedingt eine vierfache Auftre-
tenschance, jene die auf einer Symmetrielinie auftreten nur eine zweifache und ein Stoß ge-
nau in der Mitte kann an keiner anderen Stelle auftreten. Hierdurch werden die zuvor erhalte-
nen Ergebnisse entsprechend gespiegelt und insgesamt sind 225 Stoßorte zu analysieren. Das
Werkzeug wird als Impaktor mit einem Gewicht mi ∈ {1; 1,1; 1,2; . . . ; 3}kg angenommen.
Die Plattenmasse beträgt maximal M = 0,5kg. Das Massenverhältnis ist somit stets größer
zwei, sodass ein Stoß großer Masse in allen Situationen vorliegt. Die Initialgeschwindigkei-
ten sind v0 ∈ {50; 100; 150; . . . ; 5.100}mm/s. Durch unterschiedliche Kombinationen von Ge-
schwindigkeit und Impaktormassen ergeben sich verschiedene kinetische Energien, wobei die
höchste 40J beträgt. Bei den hier vorgestellten Variablen handelt es sich um 21 Massen-, 102
Geschwindigkeits- und 225 Ortsparameter. Somit werden pro Platte 481.950 Stöße berechnet.

Dy = 25 mm

Dx = 22,6 mm

x

y

Abb. 5.5: Untersuchte Stoßorte innerhalb der Analyse. Aus Symmetriegründen wird nur ein Viertel
der Platte untersucht.
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Da insgesamt 5 Platten mit unterschiedlichen Dicken berücksichtigt werden, liegen insgesamt
2.409.750 Stöße zur Analyse vor. Die fünf untersuchten Platten werden mit abnehmender Mas-
se wie folgt benannt: SK1, SK2, SK3, SK4 und SK5.
Die in Kapitel 3.3 vorgestellte und verifizierte Methodik wird hier angewendet. An dieser Stelle
soll lediglich untersucht werden, ob ein Schaden vorliegt oder nicht. Dieser soll nicht wei-
ter quantifiziert werden. Alle Ergebnisse werden in einer SQLite-Datenbank gespeichert. Zur
Berechnung der 2.409.750 Stöße werden nur wenige Stunden benötigt, wovon ein nicht uner-
heblicher Anteil für das Speichern in der SQLite-Datenbank aufgewendet wird.
In Abbildung 5.6 sind exemplarisch für die Platten SK1 und SK5, welche die dickste und dünnste
Platte darstellen, die Plattensteifigkeiten aufgetragen. Es ist zu erkennen, dass kbs und km hoch-
gradig vom Ort abhängig sind. Es ist ersichtlich, dass die Steifigkeiten in der Mitte der Platte
moderat sind und sich zum Rand hin erhöhen. In der Ecke, in der sich zwei Ränder treffen, sind
die Steifigkeiten am höchsten. Diese qualitative Darstellung der Steifigkeiten gilt nicht uneinge-
schränkt für jede Plattenkonfiguration, da Randbedingungen, Lagenaufbau und Seitenverhältnis
diese beeinflussen. Da die Kontaktkraft direkt mit den Plattensteifigkeiten korelliert, werden am
Rand besonders hohe Kräfte erwartet. Die höchsten Kräfte werden in der Ecke zu messen sein.
Ebenfalls vom Stoßort abhängig ist die reduzierte Masse, welche gemäß Gleichung 2.36 be-
rechnet wird. In Abbildung 5.7 sind die Vorfaktoren zur Berechnung der reduzierten Masse für
die Platten SK1 und SK5 aufgetragen. In Kapitel 4.1 konnte bereits gezeigt werden, dass für
die Plattenmitte Mred ≈ 0,2M gilt. Dieser Wert sollte unabhängig der Plattengeometrie sein,
sodass die Plattendicke keinen Einfluss haben sollte. In dem hier betrachteten Beispiel in Ab-
bildung 5.7 zeigt sich, dass dieser Wert für die hier untersuchten Platten analog gilt, sodass für
die SK1 0,1935M und für die SK5 0,1973M gilt. In der Abbildung sind die gerundeten Werte
zu erkennen. Dieser leichte Unterschied wird auf die verwendete Randbedingung der Torsi-
onsfedern zurückgeführt. Im direkten Vergleich beider Platten sind Abweichungen von bis zu
13,2% an gleichen Orten zu erkennen, insbesondere in Randnähe. Da die Torsionsfedern als
rückstellendes Element bei der Durchbiegung der Platte wirken, beeinflussen diese auch die
globale Durchbiegung der Platte, insbesondere in der Nähe des Randes. Da mit Gleichung 2.36
die Verformung am Stoßort in Relation zur Verformung der gesamten Platte betrachtet wird,
wirkt sich die Torsionsfeder über die globale Plattenverformung auf die reduzierte Masse aus.
Bei dünnen Platten nehmen die Plattensteifigkeiten ab, sodass die Torsionsfedern insbesondere
am Rand die Plattenverformung stärker beeinflussen als bei dickeren Exemplaren. Daher sind
bei dieser speziellen Konfiguration der Platte unterschiedliche reduzierte Massen zu erwarten.
Dieser Effekt, welcher aus der Wechselwirkung der Torsionsfeder und der abnehmenden Plat-
tensteifigkeit resultiert, kann zu nicht erwartbaren und unintuitiven Schlussfolgerungen führen:
die reduzierte Masse der global betrachtet leichtesten Platte kann in einem speziellen Stoßort
größer sein als jene der global betrachtet schwersten Platte. Dies passiert im Punkt (0,250),
dort gilt Mred,SK1 = 0,085kg sowie Mred,SK5 = 0,087kg. Zusätzlich existieren mehrere Orte
bei den hier betrachteten Platten, in denen gleiche oder ähnliche reduzierte Massen vorliegen.
Es werden aber unterschiedliche Kontaktkräfte erwartet, da die Steifigkeiten kbs und km einen
größeren Einfluss haben.
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Abb. 5.6: Biege-, Schub- und Membransteifigkeiten der SK1 und der SK5.

5.5 Szenario-Erstellung und Durchführung

Das Ziel der Analyse der nachfolgenden Szenarien ist es, eine Aussage darüber zu treffen, wie
schadensanfällig eine gesamte Platte bzw. einzelne Orte sind. Hierzu wird das Verhältnis er-
rechnet, wie viele Stöße innerhalb einer gegebenen Menge zu einem Schaden führen. Treten
alle betrachteten Stöße mit einer gleichen Wahrscheinlichkeit auf, so entspricht dieses Verhält-
nis der Wahrscheinlichkeit für Schadensauftritt.
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Abb. 5.7: Vorfaktoren Mred/M für die reduzierten Massen der SK1 und der SK5. Die in der Platte
aufgetragenen Vorfaktoren wurden für eine bessere Lesbarkeit mit 100 multipliziert.

Treten die Stöße mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten auf, so müssen diese noch mitein-
ander verrechnet werden. Allgemein wird die Schadensanfälligkeit mit pSchaden bezeichnet, die
Wahrscheinlichkeiten pm und pv beschreiben die Wahrscheinlichkeiten von Massen und Ge-
schwindigkeiten. Alle folgenden Angaben beziehen sich jeweils auf eine eigenständige Platte,
wobei deren Dicke variiert wird.
Die hier betrachteten Stöße unterscheiden sich pro Platte durch Initialgeschwindigkeiten, Mas-
sen und Stoßort. Eine solche Kombination wird als Set betrachtet und mit ni bezeichnet, sodass
ein Stoß durch ein Set beschrieben werden kann. Beschreiben mehrere Sets den gleichen Stoß-
ort, sind sie in der Menge N(x,y) zusammengefasst. Die Menge aller Sets pro Platte ist N.
Ein Stoß wird als schädigend betrachtet, sofern P > Pkrit. Es gilt allgemein pro Set ni

δ(v,m,x,y) =

{
1, falls P > Pkrit

0, sonst.
(5.9)

Zur Analyse werden die lokale sowie die globale Schadensanfälligkeit ermittelt. Die lokale sagt
aus, wie anfällig ein bestimmter Ort für Schaden ist, wobei die globale sich auf die gesamte
Platte bezieht. In unterschiedlichen Szenarien werden unterschiedliche Bedingungen an die je-
weils neu erstellten Mengen Ni gestellt, welche die Realität allmählich besser widerspiegeln
sollen.
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5.5.1 Szenario 1 - Ausgangsszenario

Im Ausgangsszenario werden zunächst alle Sets berücksichtigt, es gilt ni ∈N1 = N. Diese treten
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auf. Die lokale Schadensanfälligkeit berechnet sich mit

p1,Schaden(x,y) =
∑v ∑m δ(v,m,x,y)

|N(x,y)|
, (5.10)

die globale Schadensanfälligkeit berechnet sich mit

p1,Schaden =
∑x ∑y ∑v ∑m δ(v,m,x,y)

|N|
. (5.11)

In Abbildung 5.8 sind die lokalen Schadensanfälligkeiten der dünnsten und dicksten Platte ge-
geben. Es ist zu erkennen, dass analog zu den Plattensteifigkeiten in Abbildung 5.6 die Anfällig-
keiten zum Rand stark ansteigen. Das Maximum befindet sich jeweils in der Ecke. Die Anfällig-
keiten der massereduzierten Platte steigen ceteris paribus gegenüber der dicken Ausgangsplatte
an. Unter Verwendung von Gleichung 5.11 zeigt sich, dass die prozentualen Masseneinsparun-
gen in den Plattendicken die globale Schadensanfälligkeit ceteris paribus erhöhen, in etwa sogar
mit dem gleichen Verhältnis wie die Masse eingespart wird. Die dickste Platte SK1 weist eine
Anfälligkeit von 44,66% auf, die dünnste Platte SK5 eine von 48,72%. Die Masseneinsparung
von 9,7% bewirkt hier eine Erhöhung der Schadensanfälligkeit um 9,09%. In den Abbildun-
gen 5.9 und 5.10 werden die Einflüsse von Impaktormasse und -geschwindigkeit gezeigt. Für
die Impaktormasse ergibt sich ein annähernd linearer Zusammenhang zwischen Masse und An-
fälligkeit, wobei die Anfälligkeit über alle Platten hinweg ähnlich zueinander ist bei gegebener
Masse. Der Einfluss der Impaktorgeschwindigkeit ist enorm, sodass Anfälligkeiten zwischen
0% und 100% vorliegen. Das Diagramm zeigt auch die globale Anfälligkeit für Geschwin-
digkeitsbänder an, also wenn nur gewisse Geschwindigkeiten berücksichtigt werden. Entlang
der Diagonalen sind die Anfälligkeiten einzelner Geschwindigkeiten abzulesen, in der linken
oberen Ecke diejenigen über alle Geschwindigkeiten hinweg. Es ist zu erkennen, dass bei nied-
rigen Geschwindigkeiten kaum Schäden durch Stöße auftreten, unabhängig von Stoßort und
Impaktormasse. Bei einem Band von 50−1.300mm/s werden insgesamt 122.850 Stöße unter-
sucht, wovon keiner zu einem Schaden führt. Erst bei höheren Geschwindigkeiten treten erste
Schäden auf. In Kombination mit Abbildung 5.9 lässt sich also festhalten, dass mit der Impak-
torgeschwindigkeit eine viel größere Steuerbarkeit hinsichtlich Schadensoptimierung vorliegt
als Masse oder Stoßort es vermögen.
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Abb. 5.8: Schadensanfälligkeiten der SK1 und der SK5 im Szenario 1.
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Abb. 5.10: Einfluss der Impaktorgeschwindig-
keiten im Szenario 1 für die Platte
SK1.
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5.5.2 Szenario 2 - Energiebeschränkung

Die Menge der im vorherigen Szenario betrachteten Stöße muss so nicht in der Realität auf-
treten. Um den Testumfang bei realen Tests zu reduzieren, wird die initiale kinetische Energie
auf 20J begrenzt, womit sich die Mächtigkeit dieser neuen Menge N2 um 12,47% verringert,
sodass |N2|= 421.875 gilt. Diese Verringerung ist in Abbildung 5.11 visualisiert.

Die Berechnungen der lokalen und globalen Anfälligkeiten erfolgen mit den Gleichungen 5.10
und 5.11 analog mit der Menge N2. Die lokalen Anfälligkeiten sind in Abbildung 5.12 gegeben.
Im Vergleich zur Menge N1 fallen die Anfälligkeiten geringer aus, was zu erwarten war. Auch
hier zeigt sich, dass die Plattenmitten jeweils am wenigsten anfällig sind. Jeweils zum Rand hin
steigt die Wahrscheinlichkeit eines Schadens an.
Die globale Anfälligkeit der SK1 sinkt auf 36,78%, die der SK5 auf 41,41%. Die Einflüsse der
Masse und Geschwindigkeiten sind in den Abbildungen 5.13 und 5.14 gegeben. Bemerkenswert
ist, dass die Impaktormasse scheinbar ab 1,5kg keinen Einfluss mehr auf die Schadensanfäl-
ligkeit hat und bei ca. 40% stagniert. Die Einschränkung Ekin < 20J wirkt sich besonders auf
die höheren Massen aus, siehe Abbildung 5.11. So führen bei mi = 1,5kg 8.966 von insgesamt
22.950 Stößen zu Schäden, bei mi = 3kg zu 6.630 von 16.425 Stößen. Der Einfluss der Ge-
schwindigkeiten ändert sich zur vorhergehenden Menge N erst ab einer Geschwindigkeit von
3.650mm/s, da ab hier Ekin > 20J für die größtmögliche Masse gilt.
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Abb. 5.11: Eingrenzung der Masse-Geschwindigkeits-Paare auf 20 J.
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Abb. 5.12: Schadensanfälligkeiten der SK1 und der SK5 im Szenario 2.
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keiten im Szenario 2 für die Platte
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5.5.3 Szenario 3 - Berücksichtigung menschlicher Ergonomie

Im dritten Szenario wird die initiale Geschwindigkeit des Impaktors, welche vor dem unmit-
telbarem Kontakt zur Platte vorliegt, weiter eingeschränkt. Diese Einschränkung ergibt sich
einerseits aus der menschlichen Ergonomie und andererseits aus der Kontur des Rumpfes.
Allgemein wird angenommen, dass eine Person ein Werkzeug fallen lässt, welches auf den
Rumpf trifft. Diese Person steht auf der höchsten Stelle am Rumpf und hält das entsprechende
Werkzeug maximal auf Brusthöhe. Gemäß der DIN-33402-2 ergibt sich für das 95. Perzentil der
männlichen Bevölkerung eine Körpergröße von 1,86 m sowie eine Ellenbogenhöhe von 1,18 m
[121]. Um die Fallhöhe von der Brust aus zu messen, wird die Ellenbogenhöhe um 10% erhöht.
Hiermit ergibt sich eine maximale Distanz gegenüber dem höchsten Punkt des Rumpfes von
1,3 m. Männliche Personen weisen eine durchschnittlich größere Körpergröße als Frauen auf,
sodass mit dieser Betrachtung die Berechnungen zur konservativen Seite abgesichert werden.
Im weiteren Verlauf wird angenommen, dass die geringste Distanz zum höchsten Punkt des
Rumpfes, von wo aus das Werkzeug fallen gelassen wird, 0 m beträgt.
Im Weiteren wird angenommen, dass diese Person immer auf derselben Höhe steht und sich
horizontal bewegen kann - auch wenn sie sich dann nicht direkt auf dem Rumpf befindet, siehe
Abbildung 5.15. Somit ist es möglich, dass ein fallendes Werkzeug nicht bei z = 0 den Rumpf
trifft, sondern erst später, und somit noch länger durch das Erdschwerefeld beschleunigt wer-
den kann. Somit müssten bei weiter außen liegenden Platten höhere initiale Geschwindigkeiten
zu erwarten sein. Jedoch werden in dieser Dissertation nur die Normalgeschwindigkeiten eines
Stoßes betrachtet. Die Normalgeschwindigkeit vn ergibt sich zu

vn = cos(ψ)v0. (5.12)

Hierbei beschreibt ψ den Winkel der Platte gegenüber dem Horizont, siehe Abbildung 5.15. Da
jede Platte eben und nicht gekrümmt ist, steigt ψ in 5◦-Schritten an und ist somit unstetig. Die
Distanz zϕ, die das Werkzeug ab z = 0 weiter fällt und beschleunigt, berechnet sich zu

zϕ = R−Rcos(ϕ). (5.13)

Hierbei stellt ϕ den Winkel über der Rumpftonne dar und markiert den Kontaktort zwischen
Werkzeug und Platte. Die initiale Normalgeschwindigkeit in Abhängigkeit von ϕ ergibt sich
zu

vn,ϕ = cos(ψ)
√

2g(zs + zϕ) (5.14)

mit zs ∈ [0, . . . ,1.300]mm als die Startfallhöhe oberhalb des Rumpfes und der Erdbeschleuni-
gung g. Es muss darauf geachtet werden, dass ψ unstetig und abhängig von ϕ ist:

ψ =
⌊

ϕ

5◦

⌋
5◦+ 2,5◦. (5.15)

Des Weiteren wird angenommen, dass nun nur die ungünstigen Fälle auftreten, also die extrema-
len Geschwindigkeiten resultierend aus zs. Mit steigendem ϕ steigt zwar die Beschleunigungs-



5.5 Szenario-Erstellung und Durchführung 99

strecke im Erdschwerefeld und führt zu einer höheren absoluten Geschwindigkeit, jedoch steigt
auch ψ an, wodurch die Normalgeschwindigkeit vn verringert wird. Diese Effekte heben sich
gegenseitig auf, sodass die höchste Normalgeschwindigkeit nicht bei ϕ = 90◦ zu erwarten ist.
Somit ergibt sich für vn,ϕ=50◦(zs = 0) = 3.061mm/s und vn,ϕ=25◦(zs = 1.300) = 5.064mm/s
als die maximalen Geschwindigkeiten für die extremalen Startfallhöhen. Die maximalen Ge-
schwindigkeiten der übrigen Startfallhöhen können an anderen Stellen des Rumpfes auftreten,
befinden sich aber betragsmäßig zwischen den zuvor angegebenen Werten. Damit werden die
nun weiter zu betrachtenden Geschwindigkeiten in diesem Bereich eingegrenzt. Diese Eingren-
zung ist in Abbildung 5.16 visualisiert. Es wird angenommen, dass alle Geschwindigkeiten
gleich wahrscheinlich auftreten. Die Menge der zu berücksichtigten Sets wird mit N3 bezeich-
net, die Mächtigkeit beträgt |N3 = 133.650|.
Die lokalen Anfälligkeiten der dicksten und dünnsten Platte ist in Abbildung 5.17 gegeben. Es
ist zu erkennen, dass bei beiden Platten die Anfälligkeiten stark gestiegen sind und nun am Rand
nahezu zu 100% Schäden vorliegen. Insbesondere die niedrigen Geschwindigkeiten, die weni-
ger initiale kinetische Energie mit sich führen und die sonst zu einer niedrigeren Anfälligkeit
beigetragen hätten, werden nicht mehr berücksichtigt.
Die globale Anfälligkeit der SK1 beträgt 85,14%, die der SK5 beträgt 90,7%. Wie in Abbil-
dung 5.18 zu erkennen, führen ab einer Impaktormasse von 2,5 kg alle Stöße zu Schäden,
unabhängig von der Plattendicke.

Abb. 5.15: Geometrie der Rumpftonne für un-
terschiedliche Fallhöhen. In Anleh-
nung an [118].
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Abb. 5.17: Schadensanfälligkeiten der SK1 und der SK5 im Szenario 3.
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5.5.4 Szenario 4 - Einbezug Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Im letzten Szenario wird die Menge der Sets weiter eingegrenzt. Hierzu wird nun nicht mehr
angenommen, dass jedes Set gleich wahrscheinlich auftreten kann. Vielmehr werden Wahr-
scheinlichkeiten für Massen und Geschwindigkeiten definiert und anschließend in die Analyse
einbezogen.
Zunächst werden die projizierten Längen entlang der x-Achse in Abhängigkeit des Winkels ϕ

für jede Platte berechnet:
xϕ = R(sin(ϕ)− sin(ϕ−5◦)). (5.16)

Wenn nur die rechte Seite des Rumpfes betrachtet wird, so nimmt die linke Platte 9,27% der ge-
samten projizierten Breite ein, während die letzte Platte oberhalb des Fensters nur noch 3,55%
einnimmt. Dieser Verlauf ist in Abbildung 5.19 zu erkennen. Anschließend werden die mittleren
Geschwindigkeiten mit Gleichung 5.14 pro Platte berechnet. Es wird nur noch die Geschwin-
digkeit ermittelt, die bei einer Fallhöhe von 0mm oder 1.300mm in der Plattenmitte auftritt.
Diese Geschwindigkeiten werden auf- bzw. abgerundet, sodass sie mit der Menge v0 beschrie-
ben werden können. Die Annahme ist nun, dass entlang des Rumpfdurchmessers in x-Richtung
das Werkzeug an jeder Stelle mit der gleichen Wahrscheinlichkeit fallen gelassen werden kann.
Jedoch bieten die Platten aufgrund ihrer unterschiedlichen Krümmung verschieden große proji-
zierte Angriffsflächen, sodass sich entsprechend verschiedene Wahrscheinlichkeiten für unter-
schiedliche Initialgeschwindigkeiten ergeben. Diese Wahrscheinlichkeiten werden mit pv be-
zeichnet. Zur Ermittlung von pv werden Tupel aus den zuvor berechneten Größen der gerunde-
ten Geschwindigkeit und Anteil der projizierten Fläche gebildet. Existieren Tupel mit gleicher
gerundeten Geschwindigkeit, werden sie zusammengelegt indem die gerundete Geschwindig-
keit beibehalten und die Anteile der projizierten Flächen addiert werden. Diese Tupel sind in
Abbildung 5.20 grafisch dargestellt. Für eine Fallhöhe von 0mm wird der Winkeleinfluss zur
Bestimmung der Normalgeschwindigkeit ab ϕ = 50◦ so groß, dass die initiale Geschwindigkeit
ab hier wieder fällt. Daher ergibt sich ein Sprung im Bereich 2.600−2.900mm/s. Gleiches gilt
für die Fallhöhe 1.300mm, wobei ab hier selbiger Effekt bereits bei ϕ = 20◦ eintritt, und sich so
eine Häufung der Geschwindigkeiten bei 5.050−5.100mm/s ergibt. Durch diese weitere Ein-
grenzung der Menge an Geschwindigkeiten wird für die hier verwendete Menge N4 eine Fall-
unterscheidung eingeführt, je nach verwendeter Fallhöhe. Die Mächtigkeiten dieser jeweiligen
Mengen ergeben sich zu |N4,0|= 47.250 und |N4,1300|= 26.550. Zur Bestimmung einer Massen-
wahrscheinlichkeit wird angenommen, dass die Masseverteilung der einzelnen Werkzeuge einer
Normalverteilung unterliegt. Einschränkend wird davon ausgegangen, dass die leichten Werk-
zeuge ab 1kg am häufigsten auftreten und nur sehr wenige eine Masse von 3kg aufweisen. Um
den einzelnen Massen eine Wahrscheinlichkeit pm zuzuordnen, wird die diskrete Verteilungs-
funktion aufgestellt und mit 2 multipliziert, da nur eine Seite der Dichtefunktion betrachtet
wird:

pm(x,µ,σm) =

√
2

σm
√

π

∫ mi

mi−1

e−
(x−µ)2

2σ2 dx. (5.17)



102 5 Analyse des Einflusses von Stößen auf Leichtbaukonstruktionen

Der Erwartungswert µ wird zu 1kg gesetzt, die Standardabweichung σm zu 0,5kg. Die hieraus
resultierenden Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Massen mi sind in Abbildung 5.21 gegeben.
Somit liegen 68,2% aller Massewahrscheinlichkeiten zwischen 1 und 1,5kg, 27,2% zwischen
1,5 und 2kg sowie 4,6% zwischen 2 und 3kg.

Abb. 5.19: Projizierte Trefferwahrscheinlich-
keiten der einzelnen stringerver-
steiften Platten.
In Anlehnung an [118].

0

10

20

30

40

50

0 1.000 2.000 3.000 4.000 5.000

A
uf
tr
it
ts
w
ah
rs
ch
ei
nl
ic
hk
ei
t 
[%
]

Initialgeschwindigkeit [mm/s]

h = 0mm
h = 1.300mm

Abb. 5.20: Resultierende Geschwindigkeitsver-
teilung für das Szenario 4.

0

5

10

15

20

25

1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

A
uf
tr
it
ts
w
ah
rs
ch
ei
nl
ic
hk
ei
t 
[%
]

Masse [kg]

Abb. 5.21: Auftrittswahrscheinlichkeiten für die unterschiedlichen Massen.



5.5 Szenario-Erstellung und Durchführung 103

Analog zu Gleichung 5.10 berechnet sich die lokale Schadensanfälligkeit mit

pSchaden(x,y) =
∑v ∑m pv pmδ(v,m,x,y)

|N3,(0,1300),(x,y)|
, (5.18)

die globale Schadensanfälligkeit analog zu Gleichung 5.11 mit

pSchaden =
∑x ∑y ∑v ∑m pv pmδ(v,m,x,y)

|N3,(0,1300)|
. (5.19)

Die Ergebnisse für die lokalen Schadensanfälligkeiten sind in Abbildung 5.22 zu erkennen.
Hier sind exemplarisch für die Platten SK1 und SK5 für die unterschiedlichen Fallhöhen die
Ergebnisse aufgetragen. Zunächst ist zu erkennen, dass zwischen den beiden Fallhöhen massive
Unterschiede herrschen. So werden bei zs = 0mm kaum bis keine Schäden erwartet - lediglich
in den Randzonen sind erhöhte Anfälligkeiten gegeben -, wohingegen bei zs = 1.300mm überall
sehr hohe Anfälligkeiten gegen Schäden gegeben sind.
Die globale Schadensanfälligkeit der SK1 für zs = 0mm beträgt 11,4% und für zs = 1.300mm
liegt sie bei 91,21%. Für die SK5 mit zs = 0mm ergibt die Schadensanfälligkeit 15,06% und
bei zs = 1300mm beträgt sie 93,73%.
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Abb. 5.22: Schadensanfälligkeiten der SK1 und der SK5 im Szenario 4 für unterschiedliche Fallhö-
hen.
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5.6 Interpretation der Ergebnisse

Am Beispiel eines modernen, zweistrahligen Referenzflugzeugs nach CS-25 Richtlinie der EA-
SA wurde der Einfluss der Hautdicke am Rumpf gegenüber Stößen untersucht. Mit der Verrin-
gerung der Hautdicke geht auch eine Massereduktion einher, welche zu Kosteneinsparungen im
operativen Geschäft führen kann. Zur Untersuchung wurden vier Szenarien erstellt, die aufein-
ander aufbauend die Realität eines sich in der Wartung befindenden Flugzeug widerspiegeln sol-
len. Die Ergebnisse dieser Szenarien sind in Tabelle 5.3 aufgelistet. Hierbei werden die globalen
Anfälligkeiten miteinander verglichen, da diese einen objektiven Vergleichswert darstellen. Die
Ergebnisse zu den lokalen Anfälligkeiten können den obigen Kapiteln entnommen werden bzw.
diese sind für alle untersuchten Platten in Kapitel E im Anhang abgebildet. Es ist zu erkennen,
dass zwischen den Szenarien die Anfälligkeiten innerhalb der Platten stark schwanken. Dies war
auch zu erwarten, da die untersuchten Sets verändert und verkleinert wurden. Auffällig ist, dass
die Anfälligkeiten aus Szenario 3 schon sehr ähnlich zu denen aus Szenario 4 sind, obwohl die
Massen- und Geschwindigkeitswahrscheinlichkeiten noch nicht berücksichtigt wurden. Somit
kann für eine erste Approximationslösung Szenario 3 genutzt werden, ehe das etwas komple-
xere Szenario 4 genutzt wird. Hierbei ist aber festzuhalten, dass die Wahrscheinlichkeiten für
die Masse einer akademischen Annahme unterliegen. In Anbetracht der Ergebnisse in Szena-
rio 4 scheinen die Massen jedoch keinen signifikant großen Einfluss zu haben, die initialen
Geschwindigkeiten aber umso mehr.

Tabelle 5.3: Massereduktion des Hautfelds durch Dickenänderung sowie deren globale Anfälligkeit
in den untersuchten Szenarien für die Platten SK1, SK2, SK3, SK4 und SK5 und deren
Auswirkung auf das gesamte Referenzflugzeug.

SK1 SK2 SK3 SK4 SK5

Dicke [mm] 2,208 2,148 2,100 2,040 1,992

Massenreduktion [%] 0 2,7 4,9 7,6 9,7

Anfälligkeit S1 [%] 44,60 45,94 46,71 47,82 48,72

Anfälligkeit S2 [%] 36,78 38,24 39,12 40,39 41,41

Anfälligkeit S3 [%] 85,14 87,35 88,47 89,90 90,70

Anfälligkeit S4 0mm [%] 11,40 12,65 13,29 14,28 15,06

Anfälligkeit S4 1300mm [%] 91,21 92,66 92,93 92,68 93,73

Massereduktion Rumpf [%] 0 3,12 5,6 8,72 11,21

Einsparung MTOM [%] 0 0,85 1,44 2,13 2,64
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Aus diesen Ergebnissen lassen sich zwei zentrale Erkenntnisse gewinnen:
1. Es ist prinzipiell möglich, die Hautdicke zu verringern, ohne dass die globalen oder lokalen
Anfälligkeiten stark steigen.
2. Wenn verhindert werden kann, dass das fallende Werkzeug eine gewisse Masse oder initiale
Geschwindigkeit jemals übersteigen wird, kann ein Schaden auf der stringerversteiften Platte
gänzlich ausgeschlossen werden.
Diese Ergebnisse werden im Folgenden näher erläutert.

Ad 1. Wie in Tabelle 5.3 zu sehen, steigen die Anfälligkeiten in den einzelnen Szenarien bei
einer Hautdickenverringerung von 9,7% um jeweils 5%-Punkte. Diese Verringerung der Haut-
dicke führt zu einer direkten Massenersparnis von 226,16kg, was ungefähr 0,2% der Trocken-
masse des Referenzflugzeugs entspricht. Diesen Einsparungen folgen sekundäre Effekte, z.B.
dass Versteifungen kleiner ausfallen, die Triebwerke kleiner dimensioniert oder mehr Kerosin
mitgeführt werden kann. Eine Reduzierung der maximalen Abflugmasse von 2,64% ist möglich
[119]. Wie eingangs dieser Dissertation erwähnt, wird die Haut deutlich dicker dimensioniert
als sie sein müsste und somit Potenzial vergeben [7]. Ob eine Platte global betrachtet zu 91,21%
oder zu 93,73% zu Schäden neigt, gerät vor diesem Hintergrund zu einer Philosophie-Frage.
Wenn mit einer verhältnismäßig geringen Erhöhung der Schadensanfälligkeit das Referenzflug-
zeug derart leichter gestaltet werden kann, dass es entferntere Ziele erreichen kann oder weniger
Kerosin verbraucht, muss die Frage gestellt werden, ob diese höhere Anfälligkeit vertretbar ist.
Neigt quasi die gesamte Platte zu 100% Schadensanfälligkeit, sollten die Prozesse im Hinter-
grund (Werkzeugauswahl, Anketten von Werkzeug) überdacht werden, um Schäden zu verhü-
ten, anstatt die Struktur robuster zu gestalten. Es gilt hier einen Kompromiss einzugehen, der
einerseits die Sicherheit und andererseits die Ökonomie berücksichtigt. Die näheren Aspekte
dieses Kompromisses müssen letztlich weiter untersucht werden. Sicher ist jedoch, dass wenn
er nicht eingegangen wird, Potenzial vergeben wird.
Ad 2. Wie bereits berichtet, besteht eine Strategie zur Verhütung von (Folge-)Schäden darin, die
Struktur besonders robust auszulegen. Eine Alternative hierzu kann vorsehen, Situationen, aus
denen Schäden resultieren, gar nicht erst aufkommen zu lassen. Das bedeutet, dass Werkzeuge
nur ein maximales Gewicht haben oder so bedient werden dürfen, dass sie eine gewisse Fallhö-
he nicht überschreiten. In Abbildung 5.23 sind für die SK1 und SK5 aufgezeigt, welche initiale
Geschwindigkeit eine 1kg schwere Masse aufweisen darf, damit sie am Stoßort keinen Schaden
verursacht. Am Beispiel der SK1 wird folgendes festgehalten: in der Plattenmitte ist die höchs-
te Geschwindigkeit von 5.100mm/s zulässig, in der Ecke die geringste mit 2.100mm/s. Um
niemals einen Schaden hervorzurufen, dürfte die Masse unter keinen Umständen schneller als
2.100mm/s sein, woraus sich eine maximale Fallhöhe von 224,77mm ergibt. Es ist offensicht-
lich, dass eine solch geringe Fallhöhe nicht garantiert werden kann und zu erwarten ist, dass
sie regelmäßig überschritten wird. Wird jedoch angenommen, dass Schäden im Randbereich zu
vertreten sind, kann die kritische Fallhöhe heraufgesetzt werden. Am Punkt (67,8mm,275mm)
beträgt diese bereits 521,92mm. Um noch größere Fallhöhen zu realisieren, könnten Matten auf
die Ränder aller stringerversteiften Platten gelegt werden. Diese Matten dämpfen den Stoß, wo-
durch die Gefahr eines auftretenden Schadens verringert werden soll.
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Abb. 5.23: Kritische Geschwindigkeit für einen Impaktor mit mi = 1 kg zum Einbringen der ersten
Delamination für die Platten SK1 und SK5.

Im direkten Vergleich mit der SK5 zeigt sich, dass letztere insbesondere in der Plattenmitte
ein Gebiet hat, welches höhere kritische Geschwindigkeiten gegenüber der SK1 erlaubt. Im
Umkehrschluss sind die kritischen Geschwindigkeiten am Rand niedriger. Wenn alle Stoßorte
auf der Platte als gleich wahrscheinlich betrachtet werden, ergibt sich eine gemittelte kritische
Geschwindigkeit für die SK1 von 3818mm/s und für die SK5 von 3755mm/s. Die Standardab-
weichung der kritischen Geschwindigkeit beträgt für die SK1 703mm/s, für die SK5 beträgt sie
879mm/s. Das bedeutet, dass die Plattendicke bei der Betrachtung der kritischen Geschwin-
digkeit, und damit der kritischen Fallhöhe, im Mittel kaum einen Einfluss hat. Die kritischen
Fallhöhen unterscheiden sich bei den hier gemittelten Geschwindigkeiten um 3,1mm. Bei dün-
nen Platten können lediglich Bereiche höherer und niedriger kritischer Geschwindigkeit, welche
klar voneinander abgegrenzt sind, erkennen, während bei dickeren Platten jener Übergang flie-
ßend ist. Dies lässt sich mit der unterschiedlichen Standardabweichung unterstreichen. Unter
Berücksichtigung der Schadensverhütung in Kombination mit einer maximalen Fallhöhe sollte
eine dünnere Platte favorisiert werden, da hier durch die stärkeren Abgrenzungen der kritischen
Geschwindigkeit eine induzierte Delamination weniger wahrscheinlich sein wird.





6 Zusammenfassung, Schlussfolgerung und Ausblick

In dieser Dissertation wurde eine Methodik entwickelt, um Stöße zu analysieren und einen
möglichen, hieraus resultierenden Schadenseintritt zu bewerten. Hierzu können Maße, Material
und Randbedingungen einer rechteckigen Platte beliebig gewählt werden; Material, Größe und
Geschwindigkeit eines kugelförmigen Impaktors können ebenfalls beliebig gewählt werden.
Mit dieser Methodik ist es möglich, einen Stoß zeitlich aufgelöst zu betrachten und die zwi-
schen Impaktor und Platte wirkende Kontaktkraft zu bestimmen. Der Betrag der Kontaktkraft
bestimmt über den Beginn von Schäden in Form von Delaminationen. Die für die erste Delami-
nation notwendige Kontaktkraft lässt sich aus dem Lagenaufbau und den Materialparametern
bestimmen, sodass eine Aussage über die Initiierung von Schäden getätigt werden kann.
Der inhaltliche Aufbau dieser Dissertation folgt dem V-Modell: zunächst wurden übergeordne-
te Themen wie Ausgangsszenario, Motivation und betrachtetes System erläutert. Anschließend
wurden geeignete Modelle zur Berechnung eines Stoßes identifiziert und getestet. In der tiefsten
Ebene und somit auf höchstem Detailgrad wurde die Plattentheorie erster Ordnung hergeleitet
und in der schwachen Form formuliert. Diese Theorie hat den Vorteil, dass sie verhältnismä-
ßig dicke Platten und große Verformungen berücksichtigt. Sollten jedoch dünne Platten oder
nur geringe Verformungen auftreten, ist sie immer noch anwendbar. Somit muss keine Fall-
unterscheidung bei der Berechnung aufgrund der Plattengeometrie durchgeführt werden. Von
einer Theorie höherer Ordnung wurde abgesehen, da keine nennenswerten Vorteile bzw. ge-
nauere Lösungen zu erwarten waren. Im nächsten Schritt wurde der Detailgrad wieder gröber
gewählt, das zuvor erarbeitete Modell wurde in eine Methodik zur Berechnung von Schäden
eingebettet. Hierzu wurde das Python-Paket FEniCS angewendet, das die schwache Form der
Differentialgleichung zur Plattentheorie erster Ordnung auf dem Gebiet der betrachteten Platte
unter Einbeziehung der Randbedingungen sowie einer angreifenden Einzellast löst. Jene Ein-
zellast, welche an einem beliebigen Ort auf der Platte wirken kann, wird unter Variation ihres
Betrages genutzt, um die Plattensteifigkeiten zu bestimmen. Diese Steifigkeiten werden in ei-
nem Feder-Masse-Modell angewendet, um schlussendlich die Kontaktkraft zwischen Impaktor
und Platte zu bestimmen. Dieses Modell wurde mit Literatur und experimentellen Versuchen
validiert. Die zuvor aufgestellten Forschungshypothesen konnten gestützt werden. Diese lauten
wie folgt:
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Forschungshypothesen

H1: Die Interaktion eines Impaktors mit einer Platte kann auf den Stoß zweier Massen
zurückgeführt und durch diesen beschrieben und charakterisiert werden.

H2: Das Auftreten von BVIDs in Platten aus Faserverbundwerkstoffen kann durch
quasistatische Eindrückversuche mit ausreichender Genauigkeit vorhergesagt werden.

Zu H1 konnte gezeigt werden, dass die Interaktion zwischen Impaktor und Platte mit Punktma-
ßen beschrieben werden kann. Wie bei einem klassischem Stoß unterliegen auch die Stöße auf
eine Platte mit beliebigen Randbedingungen der Energie- und Impulserhaltung. Hierzu muss
die gesamte Plattenmasse unter Berücksichtigung von Form und Randbedingungen auf einen
Punkt reduziert werden. Die dabei notwendigen Überlegungen wurden diskutiert und das Vor-
gehen anschließend hergeleitet.
In dem in dieser Arbeit etablierten Algorithmus wurde eine Reihenfolge an Arbeitsschritten de-
finiert, um schlussendlich einen Stoß zu berechnen. Sämtliche Arbeitsschritte erfolgen digital
und teils numerisch. Diese Arbeit kann auch mit Messungen an realen Bauteilen durchgeführt
werden. Ob virtuell oder real mit einer Einzelkraft auf eine Platte mit Messung ihrer Durchbie-
gung gedrückt wird, ergibt qualitativ gesehen keinen Unterschied. Somit wurde gezeigt, dass
eine Messkampagne ausreicht, um beliebige Stöße an einem Ort auf der Platte hinreichend ge-
nau zu berechnen. Somit wird H2 gestützt.
Mit diesem erlangten Wissen wurden Untersuchungen von Einflussparametern für einen Stoß
durchgeführt. Es wurde gezeigt, dass das Seitenverhältnis bei gleichem Flächeninhalt einen
enormen Einfluss auf die Kontaktkraft hat. Hierbei wurden unterschiedliche Randbedingungen
angenommen. Schon bei Seitenverhältnissen von zwei ist es unerheblich, ob die kurzen Seiten
fest eingespannt oder komplett frei sind, während die langen Seiten fest eingespannt sind. Auch
die Dicke der Platte hat einen Einfluss auf die Kontaktkraft, da diese mit steigender Dicke weni-
ger flexibel wird und somit mehr Energie in den Kontakt statt in die Plattenverformung gelangt.
Des Weiteren wurde der Einfluss des Lagenaufbaus von Faserverbundwerkstoffen untersucht.
Hierbei zeigte sich, dass prinzipiell ein großer Einfluss zwischen gewähltem Lagenaufbau und
Kontaktkraft vorherrscht. Dieser Effekt ist vom Ort auf der Platte abhängig, sodass allgemein
geschlussfolgert wurde, dass Lagenaufbauten, die größtenteils senkrecht zum nähesten Rand
stehen, zu höheren Kontaktkräften führen. In Ergänzung hierzu konnte gezeigt werden, dass
der Lagenaufbau auch einen Einfluss auf die benötigte Kraft für die Schadensinitiierung hat.
Es wurde letztlich demonstriert, dass mit einem Lagenaufbau kaum Gestaltungsspielraum zum
Verhüten von Schäden vorhanden ist. In einem letzten Schritt wurde der Detailgrad erneut ver-
ringert und der Stoß auf eine stringerversteifte Platte, wie sie in einem zweistrahligen Ver-
kehrsflugzeug nach CS-25 verbaut wird, analysiert. Hierbei wurden unterschiedliche Szenarien
entwickelt, welche unter Einbeziehung von Stochastik zu dem Ergebnis gelangen, dass mit der
Reduzierung von Massen im Rumpf keine signifikante Erhöhung der Schadensanfälligkeit ge-
genüber Stößen einhergeht.
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Die wichtigsten Erkenntnisse dieser Dissertation lassen sich wie folgt zusammenfassen:

• Der Stand der Technik konnte erheblich erweitert werden. Zuvor konnten nur Stöße auf
runde Platten, die als rechteckige Platten angenähert wurden, mit umlaufend gleichen
Randbedingungen und der Belastung in der Mitte semi-analytisch untersucht werden. Mit
dieser Arbeit können rechteckige Platten mit beliebigen Randbedingungen und beliebigen
Belastungsorten semi-analytisch berechnet und analysiert werden.

• Die Natur eines Stoßes wurde genauer studiert. Vorherige Untersuchungen in der Litera-
tur haben gezeigt, dass das Massenverhältnis zwischen Impaktor und Platte entscheidend
zum Verlauf der Kontaktkraft beiträgt. Ein Verhältnis, ab dem ein Stoß kleiner Masse
auftritt, wurde in der Literatur anhand von Überlegungen zu Vibrationen und induzier-
ten Wellen hergeleitet. In dieser Arbeit konnte dargestellt werden, dass jenes Verhältnis
schlicht durch einen idealen Stoß erklärt werden kann. Diese Erklärung ist nicht nur ein-
facher in der Herleitung, sondern auch intuitiver.

• Obwohl ein Stoß ein hochdynamisches Ereignis darstellt, konnte hergeleitet werden, dass
dieser mit Parametern aus quasi-statischen Versuchen berechnet werden kann. Somit müs-
sen keine experimentellen Stoßversuche, welche aufwändig bzgl. ihrer Messtechnik sind,
mehr durchgeführt werden, um die Kontaktkraft zwischen Impaktor und Platte zu erlan-
gen.

• Es wurde gezeigt, dass Geometrie, Material und Randbedingungen der Platte einen star-
ken Einfluss auf die Kontaktkraft und somit auf die Schadensinitiierung haben. Mit ge-
schickter Wahl der Randbedingungen kann die Kontaktkraft stark gesenkt werden, ohne
Geometrie oder Material zu ändern.

• Untersuchungen haben ergeben, dass die Kontaktkraft eines Stoßes sich mit dem Lagen-
aufbau einer Platte aus Faserverbundwerkstoffen ändert. Gleichzeitig ändert sich auch die
benötigte Kraft zur ersten Initiierung von Delaminationen. Diese Effekte heben sich ge-
genseitig auf, sodass mit der Variation des Lagenaufbaus kaum die Schadensanfälligkeit
beeinflusst werden kann.

• Stringerversteifte Platten, wie sie im Flugzeugbau der Vorschrift CS-25 angewendet wer-
den, sind mit den hier vorgestellten Methoden berechen- und analysierbar. Es wurde
dargetellt, dass eine Massenreduktion von 10% in Form von Dickenvariation zu keiner
stark erhöhten Schadensanfälligkeit führt. Hierzu wurden unterschiedliche Szenarien be-
trachtet, die die Wahrscheinlichkeiten von Initialgeschwindigkeit und Impaktormassen
berücksichtigt. Somit wurde gezeigt, dass im aktuellen Flugzeugbau noch Potenzial zur
Reduktion des Trockengewichts vorhanden ist.
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• Es wurde dargestellt, dass die Begrenzung einer maximalen Stoßgeschwindigkeit Schä-
den verhindern kann. Die Überschreitung dieser Geschwindigkeit kann unterbunden wer-
den, indem mögliche Fallhöhen systemseitig beschränkt werden. Im Durchschnitt haben
dicke und dünne stringerversteifte Platten die gleiche kritische Geschwindigkeit, um ei-
ne erste Delamination zu induzieren, aber dünnere Platten haben eine höhere Standard-
abweichung für die kritische Geschwindigkeit. Dies bedeutet, dass dünnere Platten Re-
gionen mit hoher und niedriger kritischer Geschwindigkeit aufweisen, die voneinander
getrennt sind, während dickere Platten einen ausgeprägten Gradienten zwischen diesen
Regionen aufweisen. Es hat sich also gezeigt, dass dünnere Platten im Vorteil sind, da die
Bereiche klarer voneinander getrennt sind und es daher unwahrscheinlicher ist, dass ei-
ne „Zwischengeschwindigkeit“ im Übergangsbereich der Regionen erreicht wird, die zu
einer Delamination führt.

• Die in dieser Arbeit erstellte Datenbank mit über 2,4 Mio. Datensätzen zu Stößen auf
eine stringerversteifte Platte ist nach Ermessen des Autors in ihrer Quantität einmalig
im Bereich der Forschung zu Stößen. Ebenso stellt die hier präsentierte strukturierte,
quantitative Analyse unter Einbeziehung von Wahrscheinlichkeiten ein Novum in diesem
Forschungsbereich dar.

Aus den Ergebnissen dieser Arbeit lassen sich weitere, zukünftige Arbeitspakete ableiten.
Einerseits kann die hier vorgestellte Methodik zur Berechnung der Plattensteifigkeiten sowie
der Kontaktkräfte mit einem neuronalen Netz ersetzt werden. Da zwischen den hier untersuch-
ten Stößen teilweise nur ein Parameter geändert wird, eignet sich dieser Ansatz. Somit wird die
hier erarbeitete Datenbank in ein neuronales Netz transferiert, um zukünftige Berechnungen zu
beschleunigen. Die Programmierung und das Trainieren eines neuronalen Netzes mit der hier
erarbeiteten Datenbank wurde bereits in einem ersten Schritt umgesetzt. Dabei hat sich gezeigt,
dass die Plattensteifigkeiten an den in Kapitel 5.4 definierten Punkten sehr genau ermittelt wer-
den können. Für Werte zwischen diesen Punkten, mit denen das Netz auch tatsächlich nicht
trainiert wurde, werden die Vorhersagen des Netzes sehr ungenau. Dieser Effekt wird in der
Literatur als „Overfitting“ beschrieben. Mit einem größeren Datensatz oder unter Reduzierung
der Parameter kann eine Verbesserung in den Ergebnissen erzielt werden. Hierzu sollte der be-
reits vorhandene Datensatz erweitert und das Training verbessert werden.
Andererseits stellt ein Ansatz für die Produktionstechnik eine weitere zukünftige Arbeit dar.
Wie zum Ende des letzten Kapitels beschrieben, ist die Untersuchung zur Verhütung von Schä-
den durch Werkzeugauswahl ein Thema mit Potenzial. Hierzu müssen Arbeitsabläufe, Schutz-
maßnahmen und Werkzeugdesign evaluiert werden. Diese Überlegungen sollten in einem Kon-
zept zusammenfließen, um zu verhindern, dass Delaminationen durch fallengelassene Werk-
zeuge entstehen. Sobald ein solches vorliegt, kann von der konservativen Auslegung abgerückt
und Masse im Rumpf eingespart werden. Wie zuvor beschrieben, können somit weitere Massen
reduziert und die Effizienz des Flugzeugs gesteigert werden.
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A Herleitung materialspezifischer Parameter für
Dickenmodell

Der materialspezifische Parameter K0 wird gemäß [53] folgendermaßen berechnet:

K0 = KD

(
kD,1

√
νD,1

1+ kD,1
−

kD,2
√

νD,2

1+ kD,2

)
(A.1)

KD =
Czz(Cxz +C44)

2πβD(νD,1 −νD,2)CxxC44

(
kD,1

νD,1
− kD,2

νD,2

)
(A.2)

βD =
kD,1Czz −νD,1Cxz√

νD,1(1+ kD,1)
− kD,2Czz −νD,2Cxz√

νD,2(1+ kD,2)
(A.3)

kD,1 =
CxxνD,1 −C44

Cxz +C44
(A.4)

kD,2 =
CxxνD,2 −C44

Cxz +C44
(A.5)

νD,1 =
CxxCzz −Cxxz(Cxxz+ 2C44)+

√
(CxxCzz −Cxxz(Cxxz+ 2C44))2 −4CxxCzzC2

44

2CxxC44
(A.6)

νD,1 =
CxxCzz −Cxxz(Cxxz+ 2C44)−

√
(CxxCzz −Cxxz(Cxxz+ 2C44))2 −4CxxCzzC2

44

2CxxC44
(A.7)

Cxx =
Exx(1−νzxνxz)

(1+νx)(1−νx −2νzxνxz)
(A.8)

Czz =
Ezz(1−νx)

(1−νx −2νzxνxz)
(A.9)

Cxz =
Exxνzx

(1−νx −2νzxνxz)
(A.10)

C44 = Gxz (A.11)





B Zeitliche und räumliche Auflösung des expliziten Modells

Das explizite Modell ist in der Lage, die generelle Verformung einer Platte infolge eines Sto-
ßes zu berechnen. Während die übrigen vorgestellten Stoßmodelle lediglich die Durchbiegung
am Stoßort beschreiben können, kann das explizite nicht nur die Verformung der gesamten
Platte, sondern auch die aus dem Stoß resultierenden Wellenbewegungen wiedergeben, siehe
Abbildung B.1. Dort sind für unterschiedliche Zeitpunkte die Verformungen der Platte, mit in-
vertierter z-Achse zur besseren Übersicht, bei Stoß in Plattenmitte und in der Plattenecke mit
oben genannten Material- und Geometrieparametern zu erkennen. Die ersten Abbildungen von
oben zeigen den Zustand der Platte bei maximaler Kontaktkraft, die zweiten Abbildung den
Moment, in dem sich der Impaktor von der Platte löst - der Stoß sowie der Stoßvorgang sind
nun beendet - und die übrigen Abbildungen den weiteren Verlauf der Plattendurchbiegungen
bzw. -schwingungen.
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Abb. B.1: Räumliche Auflösung der Plattendurchbiegung über die Stoßzeit mittels explizitem Mo-
dell.



C Benutzte Materialparameter

Tabelle C.1: Parameter für die Vergleiche der Stoßmodelle. Die Platten und Impatkoren a, b und c
entsprechen den jeweiligen Stößen in Abbildung 2.10.

Platte a b c

Material IM7-12k/MTM45-1 HTA6376 HTA6376

Lagenaufbau [(0,45,90,−45)s]4 [45,−45,90,0]4s [0,90,±45)s]4

a [mm] 150 125 127

b [mm] 100 75 127

h [mm] 4,13 4 6,2

Lagerung fest fest fest

E11 [N/mm2] 158.900 145.000 145.000

E22 [N/mm2] 7.700 10.300 10.300

G12 [N/mm2] 3.600 5.300 5.300

G23 [N/mm2] 3.200 3.950 3.950

ν12 0,36 0,3 0,3

ν23 0,5 0,5 0,5

ρ [kg/m3] 1,56 1,6 1,6

Impaktor a b c

Material Stahl Stahl Stahl

r [mm] 8 6,35 6,35

mi [kg] 2,41 2,25 1,5

E [N/mm2] 210.000 210.000 210.000

ν [−] 0,3 0,3 0,3

Geschw. [mm/s] 1.930 1.810 3.650

Quelle [23] [100] [101]
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Tabelle C.2: Materialparameter, Plattengeometrie und Lagenaufbau für die untersuchten anisotropen
Platten aus Kapitel 3.4.1.

Platte 1 Platte 2 Platte 3

E11 [N/mm2] 135.400 135.400 135.400

E22 [N/mm2] 9.600 9.600 9.600

G12 [N/mm2] 4.800 4.800 4.800

G13 [N/mm2] 4.800 4.800 4.800

G23 [N/mm2] 3.200 3.200 3.200

ν12 [−] 0,31 0,31 0,31

Lagenaufbau [02,902]4s [0,45,−45,90]s [60,−40]2s

Länge a & Breite b [mm] 200 x 200 200 x 200 200 x 200

t [mm] 4 1 1

Verhältnis Länge/Dicke [−] 50 200 200



D Stoß auf isotrope Platte

Mitte, t=2mm, h=50mm

Keine Verformung Leichte Verformung Starke Verformung

Seite, t=2mm, h=50mm Ecke, t=2mm, h=50mm

Mitte, t=4mm, h=250mmMitte, t=4mm, h=350mm Ecke, t=4mm, h=250mm

Leichte Verformung Minimale Verformung Starke Verformung

Abb. D.1: Örtliche Verformungen durch Stöße an isotropen Platten.





E Ergebnisse aus den Szenarien 1-4

In Kapitel 5 wurden exemplarisch die Platten SK1 und SK5, welche die schwerste und die
leichteste Platte darstellen, zur Visualisierung der erhaltenen Ergebnisse genutzt. Im Folgenden
werden die Ergebnisse aller Platten abgebildet. Dies umfasst die Biege-, Schub- und Mem-
bransteifigkeiten, die Ergebnisse der Szenarien 1-4 sowie die kritische Geschwindigkeit für die
Induzierung der ersten Delamination.
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Abb. E.4: Lokale Schadensanfälligkeiten der Platten SK1, SK2, SK3, SK4 und SK5 gemäß
Szenario 1: Berücksichtigung aller untersuchten Stöße.
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SK1 : t = 2,208 mm SK2: t = 2,148 mm SK3: t = 2,100 mm

SK4: t = 2,040 mm SK5: t = 1,992 mm

Abb. E.5: Lokale Schadensanfälligkeiten der Platten SK1, SK2, SK3, SK4 und SK5 gemäß
Szenario 2: Berücksichtigung aller untersuchten Stöße unter 20J Stoßenergie.
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SK1 : t = 2,208 mm SK2: t = 2,148 mm SK3: t = 2,100 mm

SK4: t = 2,040 mm SK5: t = 1,992 mm

Abb. E.6: Lokale Schadensanfälligkeiten der Platten SK1, SK2, SK3, SK4 und SK5 gemäß
Szenario 3: Berücksichtigung menschlicher Ergonomie.
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Abb. E.7: Lokale Schadensanfälligkeiten der Platten SK1, SK2, SK3, SK4 und SK5 gemäß
Szenario 4: Berücksichtigung menschlicher Ergonomie sowie Wahrscheinlichkeiten bei
einer Fallhöhe von 0mm über dem Rumpf.
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Abb. E.8: Lokale Schadensanfälligkeiten der Platten SK1, SK2, SK3, SK4 und SK5 gemäß
Szenario 4: Berücksichtigung menschlicher Ergonomie sowie Wahrscheinlichkeiten bei
einer Fallhöhe von 1300mm über dem Rumpf.
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Abb. E.9: Kritische Geschwindigkeit für eine erste Delamination und einer Impaktormasse von 1kg
für die Platten SK1, SK2, SK3, SK4 und SK5.
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