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6.1.2. Das Flächentheorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
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6.1.4. Lösungen im Fall des Zweiniveaumodells - Teil 2 . . . . . . . . . . 149
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Symbolverzeichnis und Parameter

Vektorielle Größen sind in Fettschrift dargestellt, langsam veränderliche Variablen durch˜ über dem enstprechenden Symbol (meist komplexe Gr̈oßen) und Anteile des Hamilton-
operators durch ̂ gekennzeichnet. Makroskopische Variablen sind in Großbuchstaben
und mikroskopische in Kleinbuchstaben gehalten (e, h bezeichnen Gr̈oßen bzgl. Elek-
tronen/Löchern). Insofern Felder in laufende Anteile zerlegt werden, kennzeichnet ein
hochgestelltes + ein in positiver z-Richtung laufender Anteil (-: entgegengesetzte Rich-
tung). Eine entsprechende Zerlegung in positive und negative Frequenzanteile wird durch
die Symbole (+), (-) beschrieben. Es werden im folgenden nur Symbole vorgestellt, die
in ihrem Geltungsbereich nicht auf ein Kapitel beschränkt sind, d.h., speziell eingeführte
Größen zur Verfolgung eines bestimmten Zwecks in den jeweiligen Kapiteln werden hier
nicht aufgeführt.
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Symbolverzeichnis und Parameter

E elektrisches Feld
D dielektrische Verschiebung
P Polarisation (Index b: Background)

(Index st: Polarisationsanteil des Übergangs zwischen
Leitungs- und Valenzband)

H magnetisches Feld
B magnetische Induktion
M Magnetisierung
ε0 Dielektrizitätskonstante
µ0 magnetische Feldkonstante
c Lichtgeschwindigkeit im Vakuum

nb, neff Brechungsindex (b: Background, eff: effektiv)
k0, keff Wellenzahl (0: Vakuum, eff: effektiv)
R1, R2 Reflexionskoeffizienten bzgl. der Intensität
r1, r2 Reflexionskoeffizienten bzgl. des elektrischen Felds

κ Resonatorverlustrate
I Intensität
N Dichte

g(N), gq Gain (gesamt/der Mode q)
a(N), aq Phasenfunktion
d(N), dk,q Ankopplungsfaktor des Lichts an die Dichte
γsp(N), γspk spontane Emission

γspq Rückwirkung der spontanen Emission auf die Mode q

ne,h
k Verteilungsfunktion von Elektronen/Löchern

f e,h
k Fermi-Verteilung von Elektronen/Löchern
pk mikroskopischer Polarisationsanteil

εe,hk Dispersionsrelation entprechender Bänder
ωk Frequenz des entsprechenden Übergangs

Ĥ0 wechselwirkungsfreier Anteil des Hamiltonoperators
(bzgl. Elektronen/Löchern)

ĤL wechselwirkungsfreier Anteil des elektrischen Felds

ĤcL Dipol-Wechselwirkung

Ĥcc Coulomb-Wechselwirkung

Ĥcp Fröhlich-Wechselwirkung
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Einige Parameter

Geometrie:
L (Resonatorlänge) : 250 µm ... 750 µm

w (Breite) : 6 µm ... 50 µm
d (Höhe aktive Schicht) : 0.25 µm

Optik:
nb (Brechungsindex akt. Schicht) : 3.590
nc (Brechungsindex Randschicht) : 3.452

λ (Wellenlänge) : 814 nm
dcv (Dipolmoment) : 0.3 e nm

R1, R2 (Reflexionskoeffizienten) : 0.3, 0.9
−→ neff (effektiver Brechungsindex) : 3.5123

−→ Γ (Confinement -Faktor) : 0.43
Pumpe:

η (Pumpeffizienz) : 0.5
J (Stromdichte) : 0.8 kA/cm2 ... 6.4 kA/cm2

Mikroskopik:
me (effektive Elektronenmasse) : 0.067

mh (effektive Löchermasse) : 0.330
εgap (Band-Gap bei 300 K) : 1.423 eV

τ e,heff (effektive Streuzeiten) : 100 fs
τ peff (effektive Streuzeiten) : 50 fs

−→ De
N (Diffusionskonstante Elektronen) : 994 cm2/s

−→ Dh
N (Diffusionskonstante Löcher) : 41 cm2/s

−→ DN (ambipolare Diffusionskonstante) : 79 cm2/s
Fermi (3D) Padé-Koeffizienten:

K1 : 4.8966851
K2 : 0.04496457
K3 : 0.1333760

−→ aus den anderen Parametern berechnet
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Symbolverzeichnis und Parameter
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Introduction and Overview

Since the first realization of a ruby laser by T. Maiman [1] almost 40 years ago lasers
have been focus of numerous theoretical and experimental investigations. Next to the
pioneering flash-lamp pumped solid state arrangement a number of different active me-
dia und resonator configurations have been considered and successfully realized. Among
those it is, in particular, the semiconductor laser that today is by far the most popular
type of laser. Its history dates back to the year 1962 when independently three labora-
tories demonstrated successfully lasing at a p-n-junction [4, 5, 6] following a suggestion
by Basov [2] and Bénoit [3] the year before. It, however, was not until 1969 when for
the first time lasing at a heterostructure [7] was achieved that in the following years has
proven to be the basis for many technical applications of semiconductor lasers.

For the development of a theoretical description of lasers the foundations were laid
in the years 1963/1964 by the derivation of fundamental laser equations by H. Haken
[8, 9, 10] and by W. E. Lamb [11]. Today there are many other theoretical treatises
existing in this field. All of them can in principle be partitioned into two groups:

1. models, that have the description of the laser active material as the main topic

2. models, that concentrate more on dynamical aspects of lasers

As a certain exception to this categorization are those theories that treat the laser fully
quantum mechanically. Those are necessary to a certain extent in order to be able to
explain the linewidth or to be able to treat differences compared to a semiclassical des-
cription.

Refering to dynamics, there are mainly three relaxation times belonging to the basic
set of variables like electrical field, polarisation and inversion necessary for describing a
laser. With these variables every laser system can be characterized independently of the
details of the laseractive material. Here, the following devision can be made [12]:

• Class A: For the representation of the dynamical features the electrical field is
sufficient.

• Class B: Electrical field and inversion are relevant for the dynamics.
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Introduction and Overview

• Class C: Electrical field, polarisation and inversion are necessary for the explana-
tion of the dynamics.

Responsible for that devision are the time scales refering to the relaxation times of the
three principal variables: If they are clearly distinct the laser is a system of the type
Class A. If they are close to each other the laser is of the type Class C. Note that this
devision is not strict in a sense that one can not find conditions under which the laser
must be described by all the principal variables but with cw-mode or close to cw-mode
operating conditions that devision can always be done.

To further elucidate the variety of the dynamical behaviour some examples of possible
phase transitions will be given in the following:

• first and second laser threshold, singlemode/multimode action: A local description
is sufficient (the spatial extension of the laser is of no relevance).

• transverse instability: The spatial extension of the laser in the transverse direction
is necessary.

• injection locking, parametric resonance, delay induced phase transitions: Outer
degrees of freedom come into play.

What the perception of the laser as a system with a big variety of possible dynamical
behaviour concerns the years 1965-1971 have to be emphasized when various solitary so-
lutions (single/multi soliton solutions, pulse train solutions) were found [13] and also the
year 1975 when H. Haken was able to show that the laser equations (in a certain frame
of modeling) are isomorphic to the Lorenz equations which clearly proves the possibility
that the laser can behave chaotic.

The pronounciation of the dynamics uptil here reveals that main investigations in
this thesis are more related to dynamics than related to a microscopic model which often
implicits a complexity of the underlying equations to an extent that makes it impossible
to solve the problem analytically anymore and often also goes far beyond the capabilities
of numerical simulations what the time concerns. Neither is it possible to resolve nume-
rically the structure in all its details in a number of modern semiconductor lasers nor
can one treat scattering processes and transport processes truely selfconsistently due to
the big extent of numerical work necessary therefore. Facing the fact that one has not
figured out all the possible solutions of macroscopic models analytically/numerically the
question is arising how results can be systematically categorized and understood and
especially how the quantity of such results can be checked in the presence of an uncer-
taintity of the underlying parameters. That microscopic modeling is necessary becomes
apparent if one thinks of the propagation of ultra short pulses (< 1 ps).
Here arises naturally the question why a ’microscopic’ theory was not neglected. First,
it is often the case that macroscopic coefficients have an uncertaintity relating to their
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quantities if these coefficients are not motivated microscopically (that does not mean
that it is necessary in a dynamical sense to have a microscopic model). Second, the
validity of the simplifications which have to be made in order to derive a macroscopic
model has to be checked by comparison with a microscopic model. Especially for nonli-
near systems it is very important to find the effectiv macroscopic coefficients which are
appropiate to a certain underlying microscopic model in order to enable a comparison
between these two models what the dynamics concerns, otherwise the ability to check
the accuracy of the macroscopic model is lost in the parameter space.

The thesis is arranged in the following way:

In the first part of chapter 2 the evolution equations of an electrical field in a
wave guide will be derived and a comparison between the Slowly-Varying-Amplitude-
Approximation (SVAA) and the paraxial approximation will be given. The second part is
devoted to the description of the laseractive material on several levels, starting from the
dipol interaction between the electrical field and the material and going to the influence
on the evolution by internal interactions (Coulomb interaction, Fröhlich interaction) on
a coherent and on an incoherent level (scattering).

The question which differences in the evolution equations are appearing if in con-
trary to chapter 2 the pulse of a photon is not neglected in the Hamilton operator or
– what is equivalent – if one reduces the description to the diagonal elements in fourier
space is answered in chapter 3. Based on transport theory an estimation of the diffusion
coefficients of electron and holes will be given.

Chapter 4 investigates the linewidth of a laser. Since the invention of semiconduc-
tor lasers the linewidth has been a topic of interest as a description of the linewidth
by Schawlow-Townes (as derived for gas lasers) does not lead to a satisfying answer in
the case of semiconductor lasers. A derivation will be shown that aims to resolve the
discrepancies. The theory then shows that the Schawlow-Townes’ formula is only ap-
proximately valid for high reflectivities (as is usually the case for gas lasers). During
the derivation of the equations in the density matrix formalism the equivalency of these
equations with the related equations including an additional noise term (Langevin equa-
tions) is shown. The conclusion: There is no need for an introduction of noise terms in
order to compute the linewidth (assumed that thermal noise is not important). Some
results of simulations of a semiclassical model concerning multimode are also shown.

The remaining two chapters are related to dynamical aspects. In chapter 5 the de-
gree of freedom of a tranverse extended system is the topic of interest which leads to an
additional instability compared to local systems. Stability considerations for the spati-
al homogeneous case enable estimations when the laser will filament in the transverse
direction. But it is just an estimation (and not a strictly valid stability analysis in the
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Introduction and Overview

mathematical sense) which indicates an alternative possibility how broad area lasers
could also be stabilized. Beside the stability considerations a comparison between a
microscopic and two macroscopic models (one of which is a variation of the complex
Ginzburg-Landau equation) concerning the shape of the transverse profil will be given.

In the last chapter a topic will be discussed that is very important in the field
of data transmission: the pulse propagation. The question of amplification of a pulse
under the condition of an invariant profile is a very challenging question in theoretical
(mathematical) sense and also in a practical sense. A sery of analytical results in this
field and its conditions will be introduced and its predictions will be checked numerically
against a somewhat more realistic semiconductor model. That matter represents one of
the physical situations that are really sensitive to the details of a microscopic model
concerning the dynamics, at least in a certain time frame.

12



1. Einleitung und Übersicht

Laser gibt es nunmehr seit 40 Jahren, wenn als Geburtsjahr das Jahr 1960 aufgefaßt
wird, in der ein Rubinlaser zum ersten Mal ’das Licht der Welt erblickte’ [1]. Für die
Entwicklung des Halbleiterlasers lassen sich, nachdem Basov [2] als auch Bénoit [3] 1961
Vorschläge unterbreitet haben, wie die nötige Inversion zu erreichen sein sollte, sowohl
das Jahr 1962, während dem es gleich drei Arbeitsgruppen gelang, Laserlicht an einem
p-n-Übergang zu erzeugen [4, 5, 6], als auch das Jahr 1969 hervorheben, als Laserakti-
vität erstmalig an einer Heterostruktur erfolgreich demonstriert wurde [7] und das die
technologische Anwendung von Halbleiterlasern in greifbare Nähe rückte.

Was die theoretische Beschreibung anbelangt, so sind wohl die Jahre 1963/1964 von
großer Bedeutung, in der die grundlegenden Gleichungen durch H. Haken [8, 9, 10]
und W. E. Lamb [11] aufgestellt wurden. Inzwischen gibt es auf diesem Gebiet viele
theoretische Abhandlungen. Diese lassen sich im Prinzip in zwei Gruppen einteilen:

1. Modelle, die das laseraktive Material als Schwerpunkt der Beschreibung haben

2. Modelle, die sich mehr auf den dynamischen Aspekt des Lasers konzentrieren

Eine gewisse Ausnahme in diesem Zusammenhang sind Betrachtungen, die den Laser
voll quantenmechanisch beschreiben, wie es zu einem gewissen Grad notwendig ist, um
z.B. die Laserlinienbreite erklären oder Unterschiede zu einer semiklassischen Beschrei-
bung behandeln zu können.

Was die Dynamik anbelangt, so sind es im wesentlichen die drei Relaxationszeiten
bzgl. der als Minimum zur Beschreibung des Lasers notwendigen Variablen wie elektri-
sche Feldstärke, Polarisation und Dichte (Inversion), nach denen das prinzipielle Verhal-
ten aller Laser charakterisiert werden kann, unabhängig von den Details des lasenden
Mediums. Folgende Einteilung kann dabei vorgenommen werden [12]:

• Class A: Zur Beschreibung der dynamischen Eigenschaften ist das elektrische Feld
ausreichend.

• Class B: Elektrisches Feld und die Dichte sind relevant für das zeitliche Verhalten.

• Class C: Elektrisches Feld, Polarisation und Dichte sind zur Erkl̈arung der Dyna-
mik notwendig.

13



1. Einleitung und Übersicht

Entscheidend für diese Einteilung sind dabei die Zeitskalen der zu den prinzipiellen Va-
riablen zugehörigen Relaxationszeiten: Sind sie klar voneinder getrennt, so handelt es
sich um einen Laser vom Typ Class A, liegen sie hingegen alle eng beisammen, so liegt
der Typ Class C vor. Diese Einteilung ist natürlich nicht starr in dem Sinn, als daß in
der Regel Betriebsbedingungen gefunden werden können, in denen die Beschreibung in
allen Variablen erfolgen muß. Hinsichtlich cw-Betrieb oder nahe am cw-Betrieb l̈aßt sich
diese Einteilung immer treffen.

Um ein wenig von der Vielfalt der Dynamik transparent werden zu lassen, seien ein
paar mögliche Phasenübergangspunkte aufgezählt:

• erste und zweite Laserinstabilität, Singlemode/Multimode-Betrieb: Eine lokale Be-
schreibung (keine Berücksichtigung der räumlichen Ausdehnung des Lasers) ist
ausreichend.

• transversale Instabilität: Die räumliche Ausdehnung in transversaler Richtung ist
notwendig.

• Injection-Locking, parametrische Resonanz, delayinduzierte Phasenübergänge: Äuße-
re Freiheitsgrade gewinnen an Bedeutung.

In der Auffassung des Lasers als ein System mit sehr reichhaltigen Möglichkeiten in
puncto Dynamik sind sowohl die Jahre 1965-1971, in denen der Frage nach gepulsten
Lösungen als eine Form von solitären Lösungen sowie Solitonen i.a. nachgegangen wurde
[13], als auch das Jahr 1975 zu nennen, in dem Haken [14] zeigen konnte, daß die Laser-
gleichungen (in einem bestimmten Rahmen der Modellierung) isomorph zu den Lorenz-
gleichungen sind, somit also klar die Möglichkeit besteht, daß der Laser sich chaotisch
verhalten kann.

An der thematischen Gewichtung des bisher Geschriebenen, dürfte dem Leser klar
sein, daß der Schwerpunkt dieser Arbeit eher bei der Dynamik als bei der mikroskopi-
schen Modellierung liegt, die allein schon aufgrund der meistens implizierten Komple-
xizität eine analytische Behandlung unmöglich macht und meistens auch einen zeitlich
sinnvollen Rahmen von numerischen Simulationen sprengt. Weder lassen sich in aller De-
tailtreue die Strukturen von Halbleiterlasern, die heutzutage einen komplizierten Aufbau
besitzen, numerisch abbilden, noch kann die Streudynamik als auch die Transporttheo-
rie wirklich selbskonsistent aufgrund des erforderlichen Aufwands berücksichtigt werden.
Vor dem Hintergrund, daß die Lösungsvielfalt von makroskopischen Modellen analy-
tisch/numerisch noch gar nicht komplett erfaßt ist, stellt sich die Frage, wie Ergebnisse
mikroskopischer Modelle überhaupt in systematischer Weise, vorallem hinsichtlich ei-
ner Überprüfbarkeit der Güte einer Beschreibung bei einer gewissen Unsicherheit der
eingehenden Parameter, eingeteilt und verstanden werden können. Daß mikroskopische
Modelle notwendig sind, versteht sich von selbst, wenn etwa an die Propagation ultra-
kurzer Pulse (< 1 ps) gedacht wird.
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An dieser Stelle kommt dann natürlich die Frage auf, warum trotzdem nicht auf eine
’mikroskopische’ Theorie verzichtet wurde. Zum einen kommt es oft vor, daß Koeffizi-
enten makroskopischer Modelle einer gewissen Willkür unterliegen, wenn sie nicht mi-
kroskopisch motiviert werden (was aber nicht heißt, das es dynamisch notwendig wäre,
mikroskopisch zu modellieren), zum anderen sind es die Vereinfachungen selbst, die not-
gedrungen gemacht werden müssen, um ein makroskopisches Modell zu erhalten, und die
auf ihre Gültigkeit durch einen Vergleich mit einem mikroskopischen Modell überprüft
werden müssen. Dabei ist es gerade bei nichtlinearen Systemen wichtig, effektive makro-
skopische Koeffizienten passend zur Mikroskopik zu finden, um einen Vergleich beider
Modelle in dynamischer Hinsicht zu ermöglichen, ansonsten geht die Überprüfbarkeit
des makroskopischen Modells im Parameterraum unter.

Doch nun zum Inhalt der vorliegenden Arbeit:

In Kapitel 2 wird im ersten Teil die Bewegungsgleichung des elektrischen Felds in
einem Wave-Guide aufgestellt, zudem ein Vergleich zwischen der Slowly-Varying-Ampli-
tude-Approximation (SVAA) und der paraxialen Näherung gemacht. Der zweite Teil
dient der Aufstellung der materialspezifischen Gleichungen auf verschiedenen Beschrei-
bungsebenen, ausgehend von der Dipolankopplung des elektrischen Felds an das Materi-
al bis zu internen Wechselwirkungen (Coulomb-WW, Fröhlich-WW) auf kohärenter als
auch inkohärenter Ebene (Streuung).

Die Frage, welcher Unterschied in den Bewegungsgleichungen auftritt, wenn im Ge-
gensatz zu Kapitel 2 der Impulsübertrag des Photons im Hamiltonoperator nicht ver-
nachlässigt wird bzw., was äquivalent dazu ist, wenn nicht von vorneherein die Be-
schreibung nur in den Diagonalelementen im Fourierraum erfolgt, wird in Kapitel 3
beantwortet. Basierend auf der Transporttheorie wird eine Abschätzung z.B. der Diffu-
sionskonstanten von Elektonen und Löchern gegeben.

Kapitel 4 geht der Frage nach der Linienbreite eines Lasers nach. Das ist insbe-
sondere seit es Halbleiterlaser gibt, immer wieder Gegenstand des Interesses, da eine
Beschreibung der Linienbreite nach Schawlow-Townes, wie sie für Gaslaser aufgestellt
wurde, zu keinem befriedigendem Resultat im Fall von Halbleiterlasern führt. Es wird
eine Möglichkeit aufgezeigt, die diese Diskrepanz aufzuheben vermag und aufzeigt, daß
die Linienbreite nach Schawlow-Townes nur im Grenzfall großer Reflektivitäten (wie bei
Gaslasern üblich) Gültigkeit erlangt. Bei der Herleitung entsprechender Gleichungen im
Dichtematrixformalismus wird auf die Gleichwertigkeit dieser Gleichungen mit ihren um
einen entsprechenden Noise-Term ergänzten Gleichungen (Langevin-Gleichungen) einge-
gangen. Als Fazit bleibt: Noise-Terme brauchen nicht extra eingeführt werden, um die
Linienbreite zu berechnen (vorausgesetzt, thermische Rauschquellen spielen keine Rol-
le). Zudem werden ein paar Resultate von Simulationen auf Basis einer semiklassischen
Beschreibung zum Multimode-Betrieb gezeigt.
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1. Einleitung und Übersicht

Die verbleibenden zwei Kapitel beziehen sich auf dynamische Aspekte. In Kapitel
5 geht es um den Freiheitsgrad eines transversal ausgedehnten Systems, der zu einer
zusätzlichen Instabilität gegenüber lokalen Systemen führt. Stabilitätsbetrachtungen für
den räumlich homogenen Fall lassen eine Abschätzung zu, wann der Laser in transver-
saler Richtung filamentiert. Allerdings handelt es sich wirklich um eine Abscḧatzung
(also keine streng mathematisch gültige Stabilitätsanalyse), die wiederum eine alterna-
tive Möglichkeit eröffnet, wie ein Broad-Area-Laser zu stabilisieren sein sollte. Nebenbei
erfolgt ein Vergleich zwischen einem mikroskopischen und zwei makroskopischen Model-
len (eines davon eine Variante der komplexen Ginzburg-Landau-Gleichung) hinsichtlich
der Form des sich einstellenden transversalen Profils.

Im letzten Kapitel wird ein für die Datenübertragung wichtiges Gebiet angegangen,
das der Pulspropagation. Die Frage nach der Verstärkung eines Pulses unter Beibe-
haltung seines Profils ist sowohl in theoretischer (mathematischer) als auch praktischer
Hinsicht von großem Interesse. Es wird eine Reihe analytischer Ergebnisse zu diesem Ge-
biet mit ihren Voraussetzungen vorgestellt und hinsichtlich ihrer Vorhersagen an einem
halbwegs realistischen Halbleiterlasermodell numerisch überprüft. Diese Thematik stellt
nun einer der Fälle dar, die in dynamischer Hinsicht wirklich sensitiv bzgl. der Feinheiten
einer mikroskopischen Modellierung sind, zumindest in einem gewissen Zeitfenster.
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2. Die Beschreibung der Dynamik

Die Dynamik des Lasers beinhaltet zwei Ebenen der Beschreibung, insofern die Model-
lierung über reine Bilanzgleichungen für das elektrische Feld und die Dichte hinausgeht:

1. Die Entwicklung des elektrischen Felds in Raum und Zeit wird durch die Maxwell-
schen Gleichungen festgelegt. In diesen tritt eine Polarisation auf, die den Einfluß
der Materie auf das elektrische Feld beinhaltet und die Schnittstelle zur Mikrosko-
pik darstellt.

2. Die Dynamik der Polarisation und damit letzendlich die gesamte Dynamik des
Festkörpers ist Gegenstand der mikroskopischen Beschreibung. Je nach Grad der
Modellierung reicht hier die Beschreibung von der rein kohärenten Ebene über
Streuprozesse bis hin zu höheren Korrelationen.

2.1. Die Makroskopik

Ausgangspunkt der Beschreibung seien die Maxwellschen Gleichungen (in SI-Einheiten):
Homogener Teil:

∇ ·B = 0 (2.1)

∇xE+
∂B

∂t
= 0. (2.2)

Inhomogener Teil:

∇ ·D = ρ (2.3)

∇xH− ∂D

∂t
= j. (2.4)

Materialgleichungen:

B = µ0 (H+M) (2.5)
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2. Die Beschreibung der Dynamik

D = ε0E+Ptot. (2.6)

ρ bezeichnet die freie Ladungsträgerdichte, D die elektrische Verschiebung, M die Ma-
gnetisierung und Ptot die Polarisation insgesamt. Die Rotation angewandt auf Gl. (2.2)
ergibt:

∇∇ ·E−4E = −∂∇xB
∂t

. (2.7)

Die Modellierung erfolgt für das Materialsystem GaAs/AlGaAs, das keine permanente
Magnetisierung M hat und somit als klein gegenüber H betrachtet werden kann. Somit
folgt aus Gl. (2.5) die einfachere Beziehung: B = µ0H.
Das primäre Interesse gilt den elektrischen Feldern, die im sichtbaren Spektralbereich lie-
gen, daher sollten Transportprozesse keine nennenswerten Beitr̈age liefern und deswegen
der Stromfluß j in Gl. (2.4) vernachlässigbar sein:

∇∇ ·E−4E = −µ0
∂2D

∂t2
. (2.8)

Eine elektrisch neutrale Probe enthält keine freien Ladungträger, daher:

∇ ·D = ε0∇ ·E+∇ ·Ptot = 0. (2.9)

Die Dynamik des elektrischen Felds wird dann beschrieben durch:

4E− 1

c2
∂2E

∂t2
= − 1

ε0
∇∇ ·Ptot +

1

ε0c2
∂2Ptot

∂t2
. (2.10)

Im nächsten Schritt wird die Polarisation Ptot näher betrachtet. Es gibt hauptsächlich
zwei Beiträge zur Polarisation:

1. Elektronen, die zu inneren Bändern gehören, benötigen eine höhere Anregungs-
energie in freie Zustände als Photonen im Bereich des sichtbaren Lichts haben und
werden deshalb nicht angeregt. Sie verändern nur die Phase, tragen also somit zu
einer Änderung der Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts im Medium bei, aus-
gedrückt durch den Brechungsindex nb, der wie die in der nachfolgenden Gleichung
auftretende elektrische Suszeptibilität aufgrund der gemachten Annahme rein reell
ist.

2. Äußere Elektronen können angeregt werden, so daß sie nicht nur die Phase sondern
auch den Betrag des elektrischen Felds ändern. Mit diesen Elektronen verbundene
Polarisation wird mit Pst bezeichnet.

Ptot = Pb +Pst

Pb = ε0χbE, n2
b = 1 + χb (2.11)
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2.1. Die Makroskopik

Gl. (2.10) liest sich dann unter der Annahme, daß χb nicht ortsabhängig ist:

χb∇∇ ·E+4E− n2
b

c2
∂2E

∂t2
= − 1

ε0
∇∇ ·Pst +

1

ε0c2
∂2Pst

∂t2
. (2.12)

Eine kleine Bemerkung am Rande: Falls die Polarisation Ptot nur linear vom elekektri-
schen Feld E abhinge:

Ptot = ε0χE,

dann folgte sofort aus Gl. (2.9):

∇ ·D = ε0(1 + χ)∇ ·E = 0.

Das elektrische Feld könnte nur rein transversal sein.

Weitere Schritte in der Beschreibung des elektrischen Felds hängen von der Geome-
trie des Lasers ab. Kantenemittierende Halbleiterlaser haben folgende typische Gestalt:

x

y

z
250 
µm20 - 200  µm 

d

act ive  layerAktive Schicht

Pumpstreifen

w
L

Abb. 2.1: Die Gestalt eines Broad-Area-Lasers (BAL)

Die Breite w des Streifens liegt typischerweise im Bereich von 50 µm bis 200 µm, die
Dicke d der aktiven Schicht bewegt sich auf einer Skala von ein paar hundert Nanome-
tern und die Länge L des Resonators erstreckt sich von ein paar hundert Mikrometern
bis ein oder zwei Millimeter.
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2. Die Beschreibung der Dynamik

Bei einem Halbleiterlaser wie in Abb. (2.1) ist die Verstärkung des Anteils des elektri-
schen Felds, der parallel zur x-Achse (transversale Richtung) ist, im allgemeinen gr̈oßer
als der Anteil in y-Richtung (laterale Richtung). Unter der Annahme, daß das elektri-
sche Feld in transversaler Richtung (Ex) polarisiert ist, kann Gl. (2.12) in folgender Form
geschrieben werden:

χb
∂2Ex

∂x2
+4Ex − n2

b

c2
∂2Ex

∂t2
= − 1

ε0

∂2Px

∂x2
+

1

ε0c2
∂2Px

∂t2
. (2.13)

Im weiteren wird Ex mit E bezeichnet (das Gleiche gilt für Px); zudem wird der Index
st im Ausdruck Pst vernachlässigt, wie das bereits in der Gl. (2.13) getan wurde, so daß
P den Beitrag der äußeren Elektronen in der Polarisation bezeichnet, der dynamisch
behandelt werden soll.
Das Problem ist immer noch dreidimensional im Raum. Die folgenden Näherungen haben
zum Ziel, das Problem in lateraler Richtung und in die verbleibenden Richtungen zu
separieren [15], um zu einer effektiven Beschreibung in x,z-Richtung zu gelangen, bei
der über eine quasi-stationäre Lösung in lateraler Richtung integriert wird. Weiterhin
wird eine Zerlegung in zwei laufende Wellen vorgenommen nach:

E = E+ + E− P = P+ + P−

E+ = ΦE(y)Ẽ
+(x, z, t)ei(keff z−ωt) + c.c. P+ = ΦP (y)P̃

+(x, z, t)ei(keff z−ωt) + c.c.

E− = ΦE(y)Ẽ
−(x, z, t)ei(−keff z−ωt) + c.c. P− = ΦP (y)P̃

−(x, z, t)ei(−keff z−ωt) + c.c.,
(2.14)

in welchen die schnellen Veränderungen in z-Richtung durch den Phasenfaktor beschrie-
ben werden. Die zeitlich langsam veränderliche Amplitude ΦE(y) trägt keine explizite
Abhängigkeit von der Zeit mehr, d.h., es wird nach stationären Lösungen in diesen
Richtungen gesucht. Die Frage, wie sich das elektrische Feld entlang der z-Richtung in
Abwesenheit einer Polarisation entwickelt, kann folgendermaßen beantwortet werden:
Durch Einsetzen von Gl. (2.14) in Gl. (2.13), vernachlässigen der Terme bzgl. der Pola-
risation und der entsprechenden Glieder, die die räumliche Änderung entlang der x-und
z-Richtung (sie werden als klein gegenüber der räumlichen Änderung in y-Richtung be-
trachtet, weil die aktive Schicht äußerst dünn ist) beschreiben, ergibt sich:

∂2ΦE(y)

∂y2
+ (−k2eff + ω2n

2
b

c2
)ΦE(y) = 0

und mit k2eff = k20n
2
eff , ω

2 = c2k20 folgt:

∂2ΦE(y)

∂y2
+ k20(n

2
b − n2

eff )ΦE(y) = 0. (2.15)

Es hängt von der Geometrie der aktiven Schicht und der benachbarten Schichten ab,
wie die Lösung von Φe(y) aussieht. Für die folgende (einfache) Geometrie, dargestellt in
Abb. 2.2, ist eine mögliche Lösung ΦE(y) folgende:
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2.1. Die Makroskopik

nc

nc

y

-d/2

d/2

n

x
Randschicht  AlGaAs

Randschicht  AlGaAs

Aktive Schicht  GaAs b

Intensität
Abb. 2.2: Die aktive Schicht und die benachbarten Schichten

ΦE(y) =

{
A cos(kby)

Be(−kc(|y|− d
2
))

|y| ≤ d
2

|y| ≥ d
2

(2.16)

mit:
kb = k0

√
n2
b − n2

eff

kc = k0
√
n2
eff − n2

c .
(2.17)

Im Fall eines in transversaler Richtung polarisierten elektrischen Felds fordert die Kon-
tinuität des Felds bei |y| = d

2
:

kc = kb tan

(
kbd

2

)
(2.18)

und bestimmt damit neff . Falls die Lösung ΦE(y) auch in Anwesenheit einer Polarisation
und in Gegenwart einer langsamen zeitlichen Abhängigkeit von Ẽ, P̃ nahezu unverändert
bleibt, folgt aus Gl. (2.13):(

χb
∂2

∂x2
+4(x,z) + k20(n

2
eff − n2

b)−
n2
b

c2
∂2

∂t2

)
ΦE(y)Ẽ

±ei(±keff z−ωt) ={
− 1

ε0

∂2

∂x2
+

1

ε0c2
∂2

∂t2

}
ΦP (y)P̃

±ei(±keff z−ωt). (2.19)
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2. Die Beschreibung der Dynamik

Dabei geht die Forderung nach getrennten Lösungen der Ansätze in Gl. (2.14) für die
unterschiedlichen Laufrichtungen ein.
ΦP (y) beschreibt die laterale Abhängigkeit der Polarisation, genauer ausgedrückt, den
Anteil der äußeren Elektronen an der Polarisation, welche stimuliert an- und abgeregt
werden und somit die Quelle des Lasers darstellen. Diese Prozesse sind auf die akti-
ve Schicht beschränkt. Wird die Gl. (2.19) über die lateraler Richtung integriert, an-
schließend durch

∫
ΦE(y) dy dividiert, so geht Gl. (2.19) mit folgender Definition des

sogenannten Confinement-Faktors Γ:

Γ =

∫
ΦP (y) dy∫
ΦE(y) dy

≈
∫
dΦE(y) dy∫
ΦE(y) dy

, (2.20)

der den transversalen Anteil des elektrischen Felds innerhalb der aktiven Schicht ins
Verhältnis zum gesamten Feld in dieser Richtung setzt, schließlich über in:(

χb
∂2

∂x2
+4(x,z) + k20(n

2
eff − n2

b)−
n2
b

c2
∂2

∂t2

)
Ẽ±ei(±keff z−ωt) ={

− 1

ε0

∂2

∂x2
+

1

ε0c2
∂2

∂t2

}
ΓP̃±ei(±keff z−ωt). (2.21)

Die in Gl. (2.16) dargestellte Lösung ist symmetrisch bzgl. der Mitte der aktiven Schicht.
Lösungen, die asymmetrisch sind oder bei denen die Polarisation parallel zur y-Achse
ist, führen zu Confinement-Faktoren, die kleiner sind als der mit Gl. (2.15) verbundene
Confinement-Faktor. Näheres ist zu finden in [15].

Der Einfluß der endlichen Geometrie in y-Richtung macht sich vor allem in einer
Änderung der Ausbreitungsgeschwindigkeit von c/nb nach c/neff des Lichts bemerk-
bar, wie unschwer zu erkennen ist, wenn von einer ebenen Welle (keine r̈aumliche und
zeitliche Abhängigkeit von Ẽ±) ausgegangen wird und die Polarisation der äußeren Elek-
tronen vernachlässigt wird. In diesem Fall ist const. ei(±keff z−ωt) eine exakte Lösung von
Gl. (2.21) unter der Bedingung keff = k0neff (ω = ck0).
Für elektromagnetische Felder, die im sichtbaren Spektralbereich liegen, sind i.a. nur
diejenigen Anteile aus Gl. (2.21) zu berücksichtigen, bei denen die Ableitungen in der
Zeit als auch in der z-Richtung mindestens einmal auf den schnellen Phasenfaktor an-
gewandt werden, wenn ein Ansatz enstprechend Gl. (2.14) gewählt wird (Propagation
in z-Richtung). Diese Art der Skalentrennung ist unter dem Namen Slowly-Varying-
Amplitude-Approximation (SVA-Approximation) bekannt und erlaubt eine Reduzierung
von Gl. (2.21) auf eine Differentialgleichung, die nur noch erster Ordnung in z und t ist.
Wird die Näherung ausgeführt, d.h., Ableitungen zweiter Ordnung auf Ẽ± und erster
oder zweiter Ordnung auf P̃± bzgl. z und t vernachlässigt, so ergibt sich aus Gl. (2.21):

±∂Ẽ
±

∂z
+

n2
b

neffc

∂Ẽ±

∂t
=

i

2keff

{
(1 + χb)

∂2Ẽ±

∂x2
+

Γ

ε0

∂2P̃±

∂x2

}
+

ikeffΓ

2n2
eff ε0

P̃±

(2.22)
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2.1. Die Makroskopik

als Basis für die Beschreibung der Makroskopik. Der scheinbar unterschiedliche Grad
der Näherungen für das elektrische Feld und der Polarisation erklärt sich dadurch, daß
die beiden Beiträge, in denen die Ableitungen des elektrischen Felds nach der Zeit und
nach z nur auf den Phasenfaktor wirken, sich gegenseitig aufheben im Gegensatz zur
Polarisation.

Einen etwas konsequenteren Weg in der Behandlung der Skalentrennung geht die
paraxiale Approximation [34], die im folgenden kurz vorgestellt werden soll. Dabei wird
sich herausstellen, daß die Näherung erster Ordnung zu einer Gleichung führt, die bis auf
die Anteile in Gl. (2.22), die dem Ausdruck ∇∇ ·Ptot entsprechen, also χb

∂2Ẽ±
∂x2 + Γ

ε0
∂2P̃±
∂x2 ,

mit Gl. (2.22) identisch ist.
Ausgangspunkt sei folgende Gleichung:

χb∇∇ ·E+4E− n2
b

c2
∂2E

∂t2
= − 1

ε0
∇∇ ·P+

1

ε0c2
∂2P

∂t2
. (2.23)

Es folgt eine Trennung in transversale als auch in longitudinale Anteile nach:

E = e(ikbz−ωt) (ET + Ezez) (2.24)

P = e(ikbz−ωt) (PT + Pzez) (2.25)

und

∇ = ∇T + ez
∂

∂z
. (2.26)

Für den transversalen Anteil ergibt sich somit:

χb∇T

[
∇T ·ET +

(
ikb +

∂

∂z

)
Ez

]
+

(
−k2b + 2ikb

∂

∂z
+

∂2

∂z2
+∇2

T

)
ET

−n
2
b

c2

(
−ω2 − 2iω

∂

∂t
+
∂2

∂t2

)
ET

= − 1

ε0

{
∇T

[
∇T ·PT +

(
ikb +

∂

∂z

)
Pz

]
− 1

c2

(
−ω2 − 2iω

∂

∂t
+
∂2

∂t2

)
PT

}
(2.27)

und für den longitudinalen Anteil:

χb

(
ikb +

∂

∂z

)
∇T ·ET + (1 + χb)

(
−k2b + 2ikb

∂

∂z
+

∂2

∂z2

)
Ez +∇2

TEz

−n
2
b

c2

(
−ω2 − 2iω

∂

∂t
+
∂2

∂t2

)
Ez

= − 1

ε0

{(
ikb +

∂

∂z

)
∇T ·PT +

(
−k2b + 2ikb

∂

∂z
+

∂2

∂z2

)
Pz

− 1

c2

(
−ω2 − 2iω

∂

∂t
+
∂2

∂t2

)
Pz

}
. (2.28)
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2. Die Beschreibung der Dynamik

Werden die Gleichungen mit Hilfe einer charakteristischen Breite b, einer charakteristi-
schen Länge l = kbb

2 und einer charakteristischen Zeit τ = lnb/c:

x = bx̃, y = bỹ, z = lz̃, t = τ t̃, f =
b

l
=

1

kbb
(2.29)

dimensionslos geschrieben, so folgt:

χb∇T̃

[
f∇T̃ ·ET̃ +

(
i+ f 2 ∂

∂z̃

)
Ez̃

]
+

(
2if

∂

∂z̃
+ f 3 ∂

2

∂z̃2
+ f∇2

T̃

)
ET̃

−
(
−2if ∂

∂t̃
+ f 3 ∂

2

∂t̃2

)
ET̃

= − 1

ε0

{
∇T̃

[
f∇T̃ ·PT̃ +

(
i + f 2 ∂

∂z̃

)
Pz̃

]
− 1

n2
b

(
−1

f
− 2if

∂

∂t̃
+ f 3 ∂

2

∂t̃2

)
PT̃

}
(2.30)

bzw.:

χb

(
if + f 3 ∂

∂z̃

)
∇T̃ ·ET̃ + (1 + χb)

(
−1 + 2if 2 ∂

∂z̃
+ f 4 ∂

2

∂z̃2

)
Ez̃ + f 2∇2

T̃
Ez̃

−
(
−1− 2if2 ∂

∂t̃
+ f 4 ∂

2

∂t̃2

)
Ez̃

= − 1

ε0

{(
if + f 3 ∂

∂z̃

)
∇T̃ ·PT̃ +

(
−1 + 2if 2 ∂

∂z̃
+ f 4 ∂

2

∂z̃2

)
Pz̃

− 1

n2
b

(
−1− 2if2 ∂

∂t̃
+ f 4 ∂

2

∂t̃2

)
Pz̃

}
. (2.31)

Unter der Annahme:

f � 1

kann nun eine Reihenentwicklung erfolgen. Konsistente Gleichungen ergeben sich mit:

ET̃ = E0
T̃ + f 2E2

T̃ + ...

Ez̃ = fE1
z̃ + f 3E3

z̃ + ...

PT̃ = f 2P2
T̃ + f 4P4

T̃ + ...

Pz̃ = f 3P 3
z̃ + f 5P 5

z̃ + ... (2.32)

In niedrigster Ordnung bzgl. f folgt dann für den longitudinalen Teil:

i∇T̃ ·E0
T̃ = E1

z̃ (2.33)
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2.1. Die Makroskopik

bzw. für den transversalen Teil unter Berücksichtigung von Gl. (2.33):(
∂

∂z̃
− i

2
∇2

T̃
+
∂

∂t̃

)
E0

T̃
=

i

2n2
bε0

P2
T̃
. (2.34)

In den ursprünglichen Einheiten ausgedrückt, wird die Propagation des elektrischen Felds
also durch folgende Gleichungen beschrieben:

i∇T ·ET = kbEz (2.35)

bzw.: (
∂

∂z
+
nb

c

∂

∂t

)
ET =

i

2kb
∇2

TET +
ikb

2n2
bε0

PT . (2.36)

Bei genauerer Betrachtung zeigt sich, daß die mit∇∇ ·Ptot verbundenen Anteile tatsäch-
lich von höher Ordnung sind. Vernachlässigen entsprechender Glieder in Gl. (2.22) oder
analoge Überlegungen zur effektiven Behandlung der y-Richtung, die von Gl. (2.13) nach
Gl. (2.22) geführt haben, liefert unter Verwendung von Gl. (2.14) und nach Durchführung
der paraxialen Approximation:

± ∂

∂z
Ẽ± +

n2
b

neffc

∂

∂t
Ẽ± =

i

2keff

∂2

∂x2
Ẽ± +

ikeffΓ

2n2
effε0

P̃±. (2.37)

Diese Gleichung stellt die Basis zur Beschreibung der Dynamik des elektrischen Felds
in dieser Arbeit dar, zumindest solange, wie monochromatisch gerechnet wird. Analoge
Überlegungen für den mehrmodigen Fall führen zu folgender Gleichung:

± ∂

∂z
Ẽ±

m +
n2
b

nm
effc

∂

∂t
Ẽ±

m =
i

2kmeff

∂2

∂x2
Ẽ±

m +
i (kc0)

2 Γ

2kmeffε0
P̃±e−i(∆keffz−∆ωt)

∆keff = kmeff − kceff , ∆ω = c (km0 − kc0) . (2.38)

Dabei wird die makroskopische Polarisation nun nicht in die gleichen Fourieranteile (Mo-
den m) zerlegt wie das elektrische Feld, sondern es wird nur ein Phasenfaktor heraus-
gezogen, der sinnvoller Weise einer Frequenz im Zentrum (Index c) des vorgewählten
Spektrums des elektrischen Felds entspricht. Der Vorteil besteht darin, daß für die mi-
kroskopische Polarisation in gewissen Grenzen ein anderer spektraler Bereich gewählt
werden kann. Es liegt in der Natur der gemachten Näherungen, daß das Spektrum eng
begrenzt werden muß.
An dieser Stelle sei noch erwähnt, daß einige Parameter, wie sie in den Gleichungen
eingehen, aus experimentellen Messungen stammen. Dies gilt insbesondere f̈ur den Bre-
chungsindex nb, der eigentlich den linearen Anteil der Polarisation Pst nicht beinhaltet,
aber bei Experimenten nicht separat gemessen werden kann. Numerische Simulationen
zeigen aber, daß der Beitrag des linearen Anteils von Pst zum gesamten Brechungsin-
dex ntot, der experimentell bestimmt werden kann, gering ist, so daß näherungsweise
nb ≈ ntot gilt.
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2. Die Beschreibung der Dynamik

2.2. Die Mikroskopik

2.2.1. Das Grundmodell

Der Aufbau des Halbleiters, der hier modelliert werden soll, besteht aus einer Schicht
GaAs, die in y-Richtung von zwei Schichten AlGaAs umgeben ist. Dies ist die techni-
sche Grundlage fast jeden heute bestehenden Halbleiterlasers oder Halbleiterversẗarkers
und verfolgt den Zweck, die elektrisch angeregten Ladungsträger in lateraler Richtung
in der GaAs-Schicht (kleinere Bandlücke als bei AlGaAs) zu lokalisieren und somit eine
niedrigere Schwelle des Lasers bzw. bessere Effizienz der Versẗarkung zu erhalten. Ohne
diesen speziellen Aufbau war es z.B. in den sechziger Jahren nur bei tiefen Temperaturen
möglich, überhaupt die Laserschwelle zu erreichen. Somit lagen technische Anwendun-
gen damals in weiter Ferne.
GaAs hat ein Leitungsband und drei Valenzbänder. Die niedrigste Anregungsenergie ei-
nes Elektron-Loch-Paars ist mit einem Übergang vom Schwerlochband ins Leitungsband
verbunden. Das ist die einzigste Form von Elekron-Loch-Paaren, die im nachfolgenden
Modell erfaßt wird, d.h., es handelt sich um ein Zweiband-Modell. Nicht berücksichtigt
wird das Leichtloch-Band, das bei k = 0 mit dem Schwerlochband degeneriert ist, als
auch das Splitoff-Band. Des weiteren wird angenommen, daß die GaAs-Schicht wenig-
stens 100 nm breit ist, so daß in guter Näherung keine Quantisierungseffekte in lateraler
Richtung auftreten und somit das Modell eines Volumenhalbleiters ausreichend sein soll-
te.
Werden die effektiven Massen von Elektronen im Leitungsband mitme und die effektiven
Massen von Löchern im Schwerlochband mit mh bezeichnet, dann liest sich der Hamil-
tonoperator Ĥ0 von ’wechselwirkungsfreien’ Elektron-Loch-Paaren in zweiter Quantisie-
rung:

Ĥ0 =
∑
k

εekc
†
kck +

∑
k

εh−kd
†
−kd−k (2.39)

mit der üblichen Terminologie für die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren von
Elektronen (c†k, ck) und Löchern (d†−k, d−k) mit Wellenvektor k. Wie schon angedeutet,
soll von isotropen Bändern ausgegangen werden, so daß die Energie von Elektronen und
Löchern nur vom Betrag k = |k| des Wellenvektors k abhängt:

εek = εgap +
h̄2k2

2me
, εh−k =

h̄2k2

2mh
(2.40)

Die Wechselwirkung mit dem elektrischen Feld wird durch den Hamiltonoperator ĤcL

beschrieben:

ĤcL = − ∑
k1,k2

dcvc
†
k1
d†−k2

1

V

∫
d3rE(r)ei(k2−k1)·r

− ∑
k1,k2

d∗cvd−k2
ck1

1

V

∫
d3rE(r)ei(k1−k2)·r
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2.2. Die Mikroskopik

dcv =
e

VE

∫
VE

ue∗k0
(r)ruhk0

(r), (2.41)

der aus der klassischen Wechselwirkung HcL = − ∫ E ·Pd3r unter Verwendung von:

P̂ = eψ†(r)rψ(r) (2.42)

mit der Entwicklung:

ψ(r) =
∑
k1

ck1

1√
V
eik1·ruek0

(r) +
∑
k2

d†−k2

1√
V
eik2·ruhk0

(r), (2.43)

wie sie bereits in die Darstellung von Ĥ0 eingeht, abgeleitet werden kann. Nur Übergänge
zwischen Valenz- und Leitungsband sind mit einem Dipolmoment verbunden. Dabei geht
die Annahme ein, daß das elektrische Feld E über die Ausdehnung einer Elementarzelle
(VE) als konstant betrachtet werden kann. Unter diesen Voraussetzungen kann gezeigt
werden [17], daß der Hamiltonoperator Ĥ1:

Ĥ1 =
∫
ψ†(r)

(
h̄

i
∇− eA(r)

)2

ψ(r)d3r+
∫
eψ†(r)ψ(r)U(r)d3r (2.44)

und der Hamiltonoperator Ĥ2:

Ĥ2 =
∫
ψ†(r)

(
h̄

i
∇
)2

ψ(r)d3r−
∫
eψ†(r)rψ(r)E(r)d3r (2.45)

zwei äquivalente Formulierungen sind. Beim Übergang von Gl. (2.44) nach Gl. (2.45)
wird von der Invarianz des elektrischen Felds unter einer geeigneten Eichtransformation
χ(r):

A′(r) = A(r) +∇χ(r)
U ′(r) = U(r)− ∂

∂t
χ(r) (2.46)

Gebrauch gemacht. Der zweite Term in Gl. (2.45) ist ĤcL.
Wird nun E nicht in positiver wie in negativer z-Richtung laufende Anteile nach Gl. (2.14)
zerlegt, sondern in einen Anteil E(+), der e−iωt im Phasenfaktor enthält, sowie einen An-
teil E(−) mit eiωt im Phasenfaktor nach:

E = E+ + E− = E(+) + E(−)

E+ = Ẽ+ei(keff z−ωt) + c.c. E− = Ẽ−ei(−keff z−ωt) + c.c.

E(+) =
(
Ẽ+eikeff z + Ẽ−e−ikeffz

)
e−iωt

E(−) =
(
Ẽ+∗e−ikeffz + Ẽ−∗eikeffz

)
eiωt,

(2.47)
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2. Die Beschreibung der Dynamik

so bleibt unter Vernachlässigung der nichtresonanten Terme E(−)c†kd
†
−k, E

(+)d−kck zunächst
folgender Hamiltonoperator:

ĤcL = − ∑
k1,k2

dcvc
†
k1
d†−k2

1

V

∫
d3rE(+)(r)ei(k2−k1)·r

− ∑
k1,k2

d∗cvd−k2
ck1

1

V

∫
d3rE(−)(r)ei(k1−k2)·r. (2.48)

Mit den Fourierentwicklungen:

E(+) =
∑
q

E(+)
q eiq·r, E(−) =

∑
q

E(−)
q e−iq·r (2.49)

ergibt sich dann:

ĤcL = − ∑
k1,k2

dcvE
(+)
k1−k2

c†k1
d†−k2

+ d∗cvE
(−)
k1−k2

d−k2ck1 . (2.50)

Im räumlich homogenen Fall, für den in diesem Kapitel die Bewegungsgleichungen auf-
gestellt werden sollen (siehe hierzu auch nächsten Abschnitt), liest sich der Hamilton-
operator dann:

ĤcL = −∑
k

dcvE
(+)
0 c†kd

†
−k + d∗cvE

(−)
0 d−kck. (2.51)

Mit dem Hamiltonoperator Ĥα := Ĥ0 + ĤcL ergeben sich mit:

ih̄
d

dt
Ô =

[
Ô , Ĥ

]
− + U †

(
ih̄
∂

∂t
ÔS

)
U, U = e−

i
h̄

∫
Ĥ dt (2.52)

(der Operator ÔS im Schrödingerbild kann selbst explizit zeitabhängig sein, tritt hier
aber nicht auf) folgende Bewegungsgleichungen:

∂ne
k

∂t

∣∣∣∣∣
α

=
i

h̄

(
dcvE

(+)
0 p∗k − d∗cvE(−)

0 pk
)

(2.53)

∂nh
−k

∂t

∣∣∣∣∣
α

=
i

h̄

(
dcvE

(+)
0 p∗k − d∗cvE(−)

0 pk
)

(2.54)

∂pk
∂t

∣∣∣∣∣
α

= − i
h̄

(
εek + εh−k

)
pk +

i

h̄
dcvE

(+)
0

(
1− ne

k − nh
−k

)
(2.55)

für:

• Elektronenverteilung: nek =
〈
c†kck

〉
• Löcherverteilung: nh−k =

〈
d†−kd−k

〉
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2.2. Die Mikroskopik

• Interbandpolarisation: pk =
〈
d−kck

〉
.

Um eine Verbindung zur Gl. (2.37) zu erhalten, wird pk in der gleichen Weise aufgeteilt
wie in Gl. (2.14):

P = P+ + P− = P̃+ei(keff z−ωt) + P̃−ei(−keff z−ωt) + c.c.

P =
1

V

∑
k

d∗cvpk + c.c. (2.56)

−→ pk = p̃+k e
i(keff z−ωt) + p̃−k e

i(−keff z−ωt),

und es folgt nach ein paar Umstellungen:

∂ne
k

∂t

∣∣∣∣∣
α

=
i

h̄
dcv

(
Ẽ+

0 p̃
+∗
k + Ẽ−

0 p̃
−∗
k

)
+ c.c. (2.57)

∂nh
−k

∂t

∣∣∣∣∣
α

=
i

h̄
dcv

(
Ẽ+

0 p̃
+∗
k + Ẽ−

0 p̃
−∗
k

)
+ c.c. (2.58)

∂p̃±k
∂t

∣∣∣∣∣
α

= −iω̃kp̃
±
k +

i

h̄
dcvẼ

±
0

(
1− ne

k − nh
−k

)
(2.59)

mit ω̃k = 1
h̄

(
εek + εh−k − h̄ω

)
. Terme, die zu den schnell oszillierenden Phasenfaktoren

e2ikeff z, e−2ikeff z führen, wie sie in den Gl. (2.57), (2.58) ebenfalls aufträten, wurden
vernachlässigt.

Zusätzliche Beiträge in den Gl. (2.57)-(2.59) ergeben sich durch folgende Prozesse:

• Pumpen:

Λe,h =
ηJV

ed

f e,h
k

(
1− ne,h

k

)
∑

k f
e,h
k

(
1− ne,h

k

)
f e,h
k : Fermiverteilung.

• Spontane Emission:

−γspk ne
kn

h
−k, γspk =

n3
b

ε0h̄π
|dcv|2

(
ωk

c

)3

• Nichtstrahlende Rekombination: −γnrne,h
k

• Coulomb-Streuung: −γe,heff

(
ne,h
k − f e,h

k

)
.
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2. Die Beschreibung der Dynamik

Streuung führt zu Dephasing der Interbandpolarisation: −γpkp̃±k .
Diese ’zusätzlichen’ Beiträge in den Gl. (2.57)-(2.59) sollen mit |β gekennzeichnet werden.
Eine erste Beschreibungsebene der Mikroskopik ist damit durch:

∂ne
k

∂t
=

∂ne
k

∂t

∣∣∣∣∣
α

+
∂ne

k

∂t

∣∣∣∣∣
β

,

∂ne
k

∂t

∣∣∣∣∣
β

= Λe − γnrne
k − γspk ne

kn
h
k − γeeff (ne

k − f e
k) (2.60)

∂nh
−k

∂t
=

∂nh
−k

∂t

∣∣∣∣∣
α

+
∂nh

−k

∂t

∣∣∣∣∣
β

,

∂nh
−k

∂t

∣∣∣∣∣
β

= Λh − γnrnh
−k − γspk ne

kn
h
−k − γheff

(
nh
−k − fh

−k

)
(2.61)

∂p̃±k
∂t

=
∂p̃±k
∂t

∣∣∣∣∣
α

+
∂p̃±k
∂t

∣∣∣∣∣
β

,
∂p̃±k
∂t

∣∣∣∣∣
β

= −γpkp̃±k (2.62)

gegeben. Im folgenden ein paar Worte zu den ’zusätzlichen’ Beiträgen:

• Pumpen: Die grundlegende Vorstellung geht von Elektronen aus, die in thermali-
siertem Zustand die aktive Schicht erreichen, d.h., jeder Zustand k würde mit ei-
ner entsprechenden Wahrscheinlichkeit fe,hk gepumpt, aber der betreffende Zustand
muß auch frei sein, da es sich um Fermionen handelt, so daß die Wahrscheinlich-
keit besser durch das Produkt fe,hk (1− ne,h

k ) ausgedrückt wird. Der Nenner in dem
Ausdruck Λe,h dient der Normierung auf die Stromdichte J.

• Spontane Emission: Sie wird durch eine semiklassische Beschreibung (das elektri-
sche Feld wird bisher klassisch behandelt) im Gegensatz zu einer rein quantenme-
chanischen Beschreibung nicht erfaßt. Die spontane Zerfallsrate γspk stammt aus der
Weißkopf-Wigner-Theorie. Für weitere Erläuterungen sei auf Kapitel 4 verwiesen.

• Nichtstrahlende Rekombination: Mit diesem Term sollen alle Zerfallskanäle der
Inversion, die nicht mit einer Emission von Licht oder nur mit einer Emission von
Licht in einem anderen Spektralbereich verbunden sind, zusammengefaßt werden.

• Coulomb-Streuung: Falls die momentane Verteilungsfunktion von Elektronen und
Löchern ne,h

k sich nur unwesentlich von der zur gleichen momentanen Dichte zu-
gehörigen Fermiverteilung f e,h

k unterscheidet, so kann ein Relaxationsansatz zur
effektiven Beschreibung der Streuprozesse wie oben gewählt werden. Allerdings
sollte in einem solchen Ansatz die Streuzeit γe,heff nicht selbst von k abhängen,
da ansonsten die Dichte i.a. nicht erhalten bleibt. Die Coulomb-Streuung selbst
bewirkt nur das Relaxieren der momentanen Verteilungsfunktionen in die entspre-
chenden Fermiverteilungen, eine Relaxation der Energie der Ladungsträger zur
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2.2. Die Mikroskopik

thermischen Energie entsprechend der Umgebungstemperatur muß durch Streu-
ung mit Phononen erfaßt werden, denn die Coulomb-Streuung selbst ist neben
dichteerhaltend auch energieerhaltend. Dieses thermische Relaxieren wird indirekt
durch das Festhalten der Temperatur, die ja zur Berechnung des chemischen Po-
tentials, das in die Fermifunktion eingeht, notwendig ist, in den Gl. (2.60)-(2.62)
’erfaßt’.

2.2.2. Weitere Wechselwirkungen

Wie im vorigen Abschnitt schon bemerkt, ist für eine selbstkonsistente Beschreibung
der Relaxationsprozesse die Berücksichtigung weiterer Wechselwirkungen wie Coulomb-
Wechselwirkung oder die Wechselwikung mit s̈amtlichen Arten von Phononen zur dyna-
mischen Behandlung des thermischen Relaxierens notwendig. Im folgenden wird auf die
Coulomb-Wechselwirkung als auch die Wechselwirkung zwischen Ladungstr̈agern und
der bei GaAs mit LO-Phononen verbundenen Polarisation (Fröhlich-Wechselwirkung)
näher eingegangen. Die direkte Wechselwirkung mit LO-Phononen stellt den wichtigsten
Prozess beim thermischen Relaxieren dar. Für die weitere Behandlung der Dynamik wird
von folgenden Hamiltonoperatoren ausgegangen:
a) Coulomb-Wechselwirkung:

Ĥcc =
1

2

∑
k,k

′
,q

Vcc(q)
[
c†k+qc

†
k′−qck′ck + d†k+qd

†
k′−qdk′dk − 2c†k+qd

†
k′−qdk′ck

]
(2.63)

mit:

Vcc(q) =
1

V

e2

ε0εs

1

q2
(2.64)

b) Ladungsträger-LO-Phononen-Wechselwirkung (Fröhlich-Wechselwirkung):

Ĥcp =
∑
k,q

[
Vep(q)c

†
k+qckbq + V ∗

ep(q)c
†
kck+qb

†
q+

Vhp(q)d
†
k+qdkbq + V ∗

hp(q)d
†
kdk+qb

†
q

]
(2.65)

mit:

Vep(q) = − i

ε0q

√
e2h̄

2γωLOV
, Vhp(q) =

i

ε0q

√
e2h̄

2γωLOV
,

γ =
1

ε0ω2
LO

(
1

ε∞
− 1

εs

)−1

. (2.66)
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Der Term:

Ĥex =
∑

k,k
′
,q

Vcc(k+ k′)c†k+qd
†
k′−qdk′ck,

der die Interbandaustausch-Energie beschreibt, kann bei kleiner Exzitonen-Bindungs-
energie im Verhältnis zur Bandlücke vernachlässigt werden.
Unter Einbeziehung dieser Wechselwirkungen treten in den Bewegungsgleichungen f̈ur
die Verteilungen ne,hk und der Polarisation p̃±k Korrelationen höherer Ordnungen auf,
im Fall der Coulomb-Wechselwirkung z.B. Viererkorrelationen 〈ABCD〉 der Operato-
ren A,B,C,D, die in einer ersten Näherung in entsprechende Produkte der genannten
Größen fakorisiert werden können, um so ein geschlossenes Gleichungssystem zu er-
halten. Diese Näherung ist die sogenannte Hartree-Fock-Näherung. Eine entsprechende
Näherung bzgl. der Fröhlich-Wechselwirkung würde Erwartungswerte

〈
b†q
〉
,
〈
bq
〉
mit sich

bringen, womit nach den einleitenden Bemerkungen klar sein dürfte, warum diese Be-
schreibungsebene auch kohärente Ebene genannt wird. Eine genauere Betrachtung zeigt
jedoch, daß die Erwartungswerte

〈
b†q
〉
,
〈
bq
〉
nur für q = 0 im isotropen Fall auftreten.

Unter der Forderung von Ladungsneutralität verschwinden allerdings dann die Bewe-
gungsgleichungen auch für diese Erwartungswerte, so daß nur Hartree-Fock-Beiträge in
dieser Stufe erster Ordnung der Näherung enthalten sind. Somit folgt:

∂ne
k

∂t

∣∣∣∣∣
(cc,1)

=
i

h̄

(
∆

+(cc,1)
k Ẽ+p̃+∗

k +∆
−(cc,1)
k Ẽ−p̃−∗

k

)
+ c.c. (2.67)

∂nh
−k

∂t

∣∣∣∣∣
(cc,1)

=
i

h̄

(
∆

+(cc,1)
k Ẽ+p̃+∗

k +∆
−(cc,1)
k Ẽ−p̃−∗

k

)
+ c.c. (2.68)

∂p̃±k
∂t

∣∣∣∣∣
(cc,1)

= − i
h̄

(
∆

e(cc,1)
k +∆

h(cc,1)
k

)
p̃±k +

i

h̄
∆

(cc,1)
k Ẽ± (1− ne

k − nh
−k

)
. (2.69)

Ein entsprechender Vergleich mit den Gl. (2.57)-(2.59) zeigt, daß:

∆
e,h(cc,1)
k = −∑

k′
Vcc(k− k′)ne,h

k′ (2.70)

die Elektron-Loch-Übergänge renormiert und:

∆
±(cc,1)
k =

∑
k′
Vcc(k− k′)p̃±k′ (2.71)

das Diplomoment dcv.
Eine Ordnung weiter in der Beschreibung werden diese höheren Korrelationen selbst
als dynamische Variablen behandelt, also z.B. 〈ABCD〉 und erst die Korrelationen
〈ABCDEF 〉, wie sie in den Bewegungsgleichungen von 〈ABCD〉 auftreten, in Ver-
teilungsfunktionen und Polarisationen faktorisiert. Auf dieser Stufe werden neben Re-
normierungen auch Streuprozesse behandelt. Dabei zeigt sich, daß die Streuprozesse
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2.2. Die Mikroskopik

auf dieser Beschreibungsebene keine instantanen Prozesse sind, wie es in den Annah-
men zur Herleitung der Boltzmann-Gleichungen der Fall ist, Energie-Zeit-Unschärfe als
auch Renormierungseffekte während des Streuvorgangs werden auf dieser Stufe erfaßt.
Insbesondere ist der Umfang der Gleichungen zur Beschreibung der Coulomb-Prozesse
aber so umfangreich, daß weitere Näherungen notwendig sind, so daß letzendlich die Be-
schreibung auf der Basis der Boltzmann-Gleichungen erfolgt. Im folgenden werden die
Näherungen im einzelnen vorgestellt:
a) Coulomb-Wechselwirkung:

• Beschreibung der Dynamik unter dem Einfluß von Ĥ0 und Ĥcc (nicht ĤcL, Ĥcp)

• Vernachlässigen der Beiträge, die zu k = k′, q = 0 oder q′ = 0 bei der Faktorisie-
rung führen

• Vernachlässigen der Terme mit Vcc(k− k′ − q)

• Adiabatische Elimination der Sechserkorrelationen 〈ABCDEF 〉

b) Fröhlich-Wechselwirkung:

• Adiabatische Elimination der Dreierkorrelationen 〈ABC〉

• Keine dynamische Behandlung der LO-Phononen. Die Phononen-Verteilung wird
gemäß der Bose-Einstein-Verteilung zu einer festen Temperatur vorgegeben. Die
LO-Phononen werden somit als Bad behandelt.

Mit diesen Näherungen ergeben sich dann folgende zusätzlichen Terme in der Beschrei-
bung der Dynamik:

∂ne
k

∂t

∣∣∣∣∣
(2)

= −2 Γee,out
k ne

k + 2Γee,in
k (1− ne

k)

+
1

ih̄

∑
±

[
∆±eh

k p̃±∗
k −∆±eh∗

k p̃±k
]

(2.72)

∂nh
−k

∂t

∣∣∣∣∣
(2)

= −2 Γhh,out
k nh

−k + 2Γhh,in
k (1− nh

−k)

+
1

ih̄

∑
±

[
∆±he

k p̃±∗
k −∆±he∗

k p̃±k
]

(2.73)

∂p̃±k
∂t

∣∣∣∣∣
(2)

= −
[
Γee,out
k + Γee,in

k

]
p̃±k + Γ±he,out

k ne
k + Γ±he,in

k (1− ne
k)

−
[
Γhh,out
k + Γhh,in

k

]
p̃±k + Γ±eh,out

k nh
−k + Γ±eh,in

k (1− nh
−k),

(2.74)
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die Streuung beschreiben. Für nähere Details der Herleitung und der Notation sei an
dieser Stelle auf [18, 19, 20] verwiesen.

Neben den erwähnten Möglichkeiten, Korrelationen in Produkte von Verteilungs-
funktionen und Polarisation zu zerlegen, gibt es bei der Beschreibung der Coulomb-
Streuung auch die Möglichkeit, die Sechserkorrelationen in Produkte von Verteilungs-
funktionen/Polarisation und Viererkorrelationen zu faktorisieren. Auf dieser Basis ist
es möglich, Abschirmung selbstkonsistent zu berechnen. Da diese in der verwendeten
Beschreibungsebene nicht enthalten ist, muß die Abschirmung nachtr̈aglich eingeführt
werden. Unter Verwendung der Lindhardschen Formel [21] geht das unabgeschirmte
Coulomb-Potential über in:

V s
cc(q, ω) =

Vcc(q)

ε(q, ω)
,

ε(q, ω) = 1− Vcc(q)
∑
k

(
ne
k+q − ne

k

εek+q − εek − h̄ωLO
+

nh
−k−q − nh

−k

εh−k−q − εh−k − h̄ωLO

)
.

(2.75)

Bei niedrigen Dichten kann im statischen Fall (ω = 0) das Wechselwirkungspotential
durch:

V s
cc(q, 0) =

1

V

e2

ε0εs

1

q2 + κ2
(2.76)

mit der Abschirmkonstanten:

κ2 = − 1

V

e2

ε0εs

∑
k

∂ne
k

∂k

(
∂εek
∂k

)−1

+
∂nh

−k

∂k

(
∂εh−k

∂k

)−1
 (2.77)

beschrieben werden. Im Fall hoher Dichten ergibt sich für ε(q, ω) näherungsweise:

ε(q, ω) =
ω2
q − ω2

ω2
q − ω2

pl − ω2

ω2
q = ω2

pl

1 + q2

κ2
+
C

4

(
h̄q2

2mrωpl

)2
 (2.78)

ω2
pl =

Ne2

ε0εsmr

.

Im statischen Grenzfall ω = 0 hat dann die Lindhardsche Formel folgende Darstellung:

V s
cc(q, 0) =

1

V

e2

ε0εsκ2
1 + αx2

1 + x2 + αx4
(2.79)
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mit:

x =
q

κ
und α = C

ε0εsh̄
2κ4

16mrNe2
, (2.80)

die im folgenden auch verwendet wird. Die Energierenormierungen ∆
e,h(cc,1)
k in Gl. (2.70)

erfahren selbst eine Ergänzung und gehen über in:

∆
e,h(cc,1)
k = −∑

k′
Vcc(k− k′)ne,h

k′ +
1

2

∑
k′

[V s
cc(k

′, 0)− Vcc(k′)] . (2.81)

Mit den veränderten Coulomb-Wechselwirkungen ergibt sich auch für die Wechsel-
wirkungspotentiale Vep(q), Vhp(q) eine veränderte Darstellung. Bei niedrigen Dichten
ist:

Vep(q) = − i

ε0

√
e2h̄

2γωLOV

q

q2 + κ2
, Vhp(q) =

i

ε0

√
e2h̄

2γωLOV

q

q2 + κ2
(2.82)

und bei hohen Dichten ergibt sich:

Vep(q) = − i

ε0

√
e2h̄

2γωLOV

x

κ

1 + αx2

1 + x2 + αx4
(2.83)

Vhp(q) =
i

ε0

√
e2h̄

2γωLOV

x

κ

1 + αx2

1 + x2 + αx4
.

2.2.3. Die Streuraten

Um ein Gefühl für die quantitativen Verhältnisse der Streuraten, ihre Abhängigkeiten
von der Dichte N und der Wellenzahl k sowie die Unterschiede in den verschiedenen
Modellen zum Screening zu vermitteln, sind in den folgenden Abbildungen die Streura-
ten für Elektronen (γek), Löcher (γhk) und die Interbandpolarisation (γpk) für die bereits
genannten Abhängigkeiten zu sehen. Grundlage der Berechnung der Streuraten ist da-
bei die Annahme, daß die entsprechenden Verteilungsfunktionen nur sehr gering von
den entsprechenden Fermifunktionen abweichen und die Interbandpolarisation klein ist.
Unter Verwendung des Ansatzes:

ne,h
k = f e,h

k + δf e,h
k (2.84)

in den Gl. (2.72)-(2.74) ergibt sich nach Linearisierung in δf e,h
k und unter der Berück-

sichtigung, daß die Fermifunktionen stationäre Lösungen zu den Gl. (2.72)-(2.74) sind,
folgende Gleichung für δf e,h

k und pk:

∂
∂t
δf e,h

k = −γe,hk δf e,h
k

∂
∂t
pk = −γpkpk

(2.85)
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mit:

γek = 2
(
Γee,in
k + Γee,out

k

)
γhk = 2

(
Γhh,in
k + Γhh,out

k

)
γpk = Γee,in

k + Γee,out
k + Γhh,in

k + Γhh,out
k

= 1
2

(
γek + γhk

)
.

(2.86)

In der Abb. (2.3) linke Spalte ((a)-(c)) sind die Streuraten zu sehen, die sich allein aus der
Coulomb-Wechselwirkung nach Gl. (2.76) ergeben. Dies entspricht der Abschirmung im
Niederdichte-Fall, ist aber wegen des Vergleichs zur entsprechenden Abschirmung im Fall
hoher Dichte einfach auf diesen übertragen worden. Die Teilabbildung (a) bezieht sich auf
Elektronen, (b) auf Löcher und (c) gibt die Streuraten der Interbandpolarisation wider.
Die rechte Spalte der Abb. (2.3) stellt die entsprechenden Streuraten mit LO-Phononen
nach Gl. (2.82) dar; die Reihenfolge ist analog zur linken Spalte. Abb. (2.4) zeigt die
entsprechenden Verhältnisse im Fall hoher Dichte nach Gl. (2.79) bzw. Gl. (2.83).
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2.2. Die Mikroskopik

(a) (d)

(b) (e)

(c) (f)

Abb. 2.3: Die Coulomb-Streuraten (a)-(c) nach Gl. (2.76) und
die entsprechenden Phononen-Streuraten (d)-(f) nach
Gl. (2.82)
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2. Die Beschreibung der Dynamik

(a) (d)

(b) (e)

(c) (f)

Abb. 2.4: Die Coulomb-Streuraten (a)-(c) nach Gl. (2.79) und
die entsprechenden Phononen-Streuraten (d)-(f) nach
Gl. (2.83)
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3. Die Wigner-Darstellung und
Transporttheorie

3.1. Die Wigner-Darstellung

Im letzten Kapitel wurde auf eine Darstellung, in der explizit die Ortsabhängigkeit zum
Ausdruck kommt, verzichtet. Sie ist in der Beschreibung des letzten Kapitels auch prinzi-
piell nicht mehr erfaßt. Wie im folgenden noch genauer dargelegt wird, geht die räumliche
Abhängigkeit durch die Beschränkung der Beschreibung im Dichtematrixformalismus
auf die Diagonalanteile im Fourierraum verloren. Zur Erinnerung: Die Basisgrößen zur
Darstellung der Dynamik waren bisher:

• Elektronenverteilung: nek =
〈
c†kck

〉
• Löcherverteilung: nh−k =

〈
d†−kd−k

〉
• Interbandpolarisation: pk =

〈
d−kck

〉
.

In diesen Definitionen treten nur Korrelationen zwischen Operatoren bzgl. Zuständen
mit gleichem Wellenvektor k auf. Allgemeiner ist daher folgender Satz von Basisgrößen:

• Elektronenverteilung: nek,k′ =
〈
c†kck′

〉
• Löcherverteilung: nh−k,−k′ =

〈
d†−kd−k′

〉
• Interbandpolarisation: pk,k′ =

〈
d−kck′

〉
,

mit dem die Möglichkeit räumlicher Inhomogenität ebenfalls erfaßt wird. Es sei folgende
Funktion [22, 23]:

nk(r) =
∫
d3r′e−ik·r′ψ∗(r− r′

2
)ψ(r+

r′

2
)

=
∑
k′
eik

′·rφ∗
k−k′

2

φ
k+k′

2

, ψ(r) =
∑
k

φk

1√
V
eik·r (3.1)
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3. Die Wigner-Darstellung und Transporttheorie

aus den Zuständen ψ(r) = 〈r|ψ〉 bzw. φk = 〈k|ψ〉 gebildet. Aus den Eigenschaften von
nk(r):

1

V

∫
d3rnk(r) = φ∗

kφk

1

V

∑
k

nk(r) = ψ∗(r)ψ(r) (3.2)

folgt, daß die Berechnung von Erwartungswerten einfach durch Integration/Summation
über den gesamten ’Phasenraum’ r,k erfolgt:〈

Ô(r)
〉

=
∫
d3rψ∗(r)Ô(r)ψ(r) =

1

V

∫
d3r

∑
k

Ô(r)nk(r)

〈
Ôk

〉
=

∑
k

φ∗
kÔkφk =

1

V

∫
d3r

∑
k

Ôknk(r).

(3.3)

Die Interpretation von nk(r) als Wahrscheinlichkeit, einen besetzten Zustand im Pha-
senraum r,k anzutreffen, ist zwar naheliegend, da nk(r) nicht positiv definit ist, jedoch
unzulässig.
In zweiter Quantisierung wird daraus folgender Dichtematrixoperator:

n̂e
k(r) =

∫
d3r′e−ik·r′ψe†(r− r′

2
)ψe(r+

r′

2
)

=
∑
k′
eik

′·rc†
k−k′

2

c
k+k′

2

=
∑
k′
eik

′·rn̂e
k−k′

2
,k+k′

2

. (3.4)

Somit können folgende Identifikationen vorgenommen werden:

• Elektronenverteilung: nek(r) =
∑
k′
eik

′·rne
k−k′

2
,k+k′

2

• Löcherverteilung: nh−k(r) =
∑
k′
eik

′·rnh
−k−k′

2
,−k+k′

2

• Interbandpolarisation: pk(r) =
∑
k′
eik

′·rp
k−k′

2
,k+k′

2

.

Um die Bewegungsgleichungen dieser Größen zu erhalten, kann direkt der Hamilton-
operator des letzten Kapitels verwendet werden, der ja komplett in Fourierdarstellung
gegeben ist. Die Wigner-Darstellung ergibt sich dann durch obige Transformation. Im
folgenden soll dies exemplarisch für die Elektronenverteilung unter Verwendung der Ha-
miltonoperatoren Ĥ0, ĤcL:

Ĥα = Ĥ0 + ĤcL =
∑
k1,k2

εek1,k2
c†k1

ck2
+ εh−k1,−k2

d†−k1
d−k2

− ∑
k1,k2

dcvE
(+)
k1−k2

c†k1
d†−k2

+ d∗cvE
(−)
k1−k2

d−k2ck1 (3.5)
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durchgeführt werden. Zunächst folgt:

ih̄
∂

∂t

〈
c†k−q

2
ck+q

2

〉∣∣∣∣∣
α

= −∑
k1

εek1,k−q
2

〈
c†k1

ck+q
2

〉
+
∑
k2

εek+q
2
,k2

〈
c†k−q

2
ck2

〉

−∑
k3

Uk+q
2
,k3

〈
c†k−q

2
d†−k3

〉
+
∑
k4

U∗
k−q

2
,k4

〈
d−k4

ck+q
2

〉
(3.6)

mit Uk1,k2 = dcvE
(+)
k1−k2

. Mit der Definition von nek(r) ergibt sich dann die Bewegungs-
gleichung:

ih̄
∂ne

k(r)

∂t

∣∣∣∣∣
α

=
∑
q

eiq·rih̄
∂

∂t

〈
c†k−q

2
ck+q

2

〉

=
1

V

∫
d3r′

∑
q′
eiq

′·r′
{

−∑
k′
e−ik′·rεe

k−q′
2
−k′

2
,k−q′

2
+k′

2

ne
k−k′

2

(r− r′)

+
∑
k′
e−ik′·rεe

k+q′
2
−k′

2
,k+q′

2
+k′

2

ne
k+k′

2

(r− r′)

−∑
k′
e−ik′·rU

k+q′
2
−k′

2
,k+q′

2
+k′

2

p∗
k+k′

2

(r− r′)

+
∑
k′
eik

′·rU∗
k−q′

2
−k′

2
,k−q′

2
+k′

2

p
k+k′

2

(r− r′)

}
.

(3.7)

Es wurden folgende Umbenennungen vorgenommen:{
q = q′ − k′

k1 = k− k′ − q
2

{
q = q′ − k′

k2 = k+ k′ + q
2{

q = q′ − k′

k3 = k+ k′ + q
2

{
q = q′ + k′

k4 = k+ k′ − q
2
.

Damit hat z.B. die in der Summe über k1 stehende Verteilungsfunktion der Gl. (3.6)
folgendes Aussehen: 〈

c†k1
ck+q

2

〉
−→

〈
c†
k−k′

2
−q′

2

c
k−k′

2
+q′

2

〉
und es gilt:∑

q′
eiq

′·r
〈
c†
k−k′

2
−q′

2

c
k−k′

2
+q′

2

〉
=

∑
q′

1

V

∫
d3r′eiq

′·r′ ∑
kI

eikI·(r−r′)
〈
c†
k−k′

2
−kI

2

c
k−k′

2
+

kI
2

〉
,

︸ ︷︷ ︸
ne

k−k′
2

(r−r′)
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3. Die Wigner-Darstellung und Transporttheorie

wie durch Auswertung der Integration überprüft werden kann. Die geschweifte Klammer
stellt nichts anderes als die Definition von ne

k−k′
2

(r− r′) dar.

Die weitere Auswertung macht von der Taylorentwicklung Gebrauch:

ne
k−k′

2

(r− r′) =
∑
m

(
1

2

)m
(
−k′ · ∂

∂k

)m

ne
k(r− r′)

1

m!
. (3.8)

Nun ist aber:∑
k′

k′e−ik′·rεe
k−q′

2
−k′

2
,k−q′

2
+k′

2

=
∑
k′′
−k′′eik

′′·rεe
k−q′

2
+k′′

2
,k−q′

2
−k′′

2

= i
∂

∂r

∑
k′′
eik

′′·rεe
k−q′

2
+k′′

2
,k−q′

2
−k′′

2

:= i
∂

∂r
εe
k−q′

2

(r). (3.9)

Mit einer analogen Definition von εh−k(r), Uk(r):

εh−k(r) =
∑
k′′
eik

′′·rεh−k+k′′
2
,−k−k′′

2

Uk(r) =
∑
k′′
eik

′′·rU
k+k′′

2
,k−k′′

2

(3.10)

folgt:

ih̄
∂ne

k(r)

∂t

∣∣∣∣∣
α

=
1

V

∫
d3r′

∑
q′
eiq

′·r′
{

−∑
m

(−i
2

)m
(
∂

∂r

)m

εe
k−q′

2

(r) ·
(
∂

∂k

)m

ne
k(r− r′)

1

m!

+
∑
m

(
i

2

)m
(
∂

∂r

)m

εe
k+q′

2

(r) ·
(
∂

∂k

)m

ne
k(r− r′)

1

m!

−∑
m

(
i

2

)m
(
∂

∂r

)m

U
k+q′

2

(r) ·
(
∂

∂k

)m

p∗k(r− r′)
1

m!

+
∑
m

(−i
2

)m
(
∂

∂r

)m

U∗
k−q′

2

(r) ·
(
∂

∂k

)m

pk(r− r′)
1

m!

}
. (3.11)

Was so gut funktioniert hat, wird gleich ein zweites Mal durchgeführt:

εe
k−q′

2

(r) =
∑
n

(
1

2

)n
(
−q′ · ∂

∂k

)n

εek(r)
1

n!
(3.12)

∫
d3r′

1

V

∑
q′

q′eiq
′·r′ne

k(r− r′) =
∫
d3r′

1

V

∑
q′

(
−i ∂
∂r′

eiq
′·r′
)
ne
k(r− r′)
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= i
∫
d3r′

1

V

∑
q′
eiq

′·r′ ∂
∂r′

ne
k(r− r′)

= −i
∫
d3r′

1

V

∑
q′
eiq

′·r′ ∂
∂r
ne
k(r− r′)

= −i ∂
∂r
ne
k(r). (3.13)

Im zweiten Schritt der Gl.(3.13) wurde partiell integriert. Unter ein wenig Umbenennung
und Umstellung führt das schließlich zu der Gleichung [18, 24]:

∂ne
k(r)

∂t

∣∣∣∣∣
α

=
1

ih̄

∑
m,n

im+n

2m+nm!n!

{

− (−1)m
(
∂

∂k′ ·
∂

∂r

)n (
∂

∂r′
· ∂
∂k

)m

εek′(r′)ne
k(r)

+ (−1)n
(
∂

∂k′ ·
∂

∂r

)n (
∂

∂r′
· ∂
∂k

)m

εek′(r′)ne
k(r)

− (−1)n
(
∂

∂k′ ·
∂

∂r

)n (
∂

∂r′
· ∂
∂k

)m

Uk′(r′)p∗k(r)

+ (−1)m
(
∂

∂k′ ·
∂

∂r

)n (
∂

∂r′
· ∂
∂k

)m

U∗
k′(r′)pk(r)

}∣∣∣∣∣k′=k
r′=r

. (3.14)

Die Bewegungsgleichungen von nh−k(r), pk(r) haben nach analoger Herleitung folgende
Gestalt:

∂nh
−k(r)

∂t

∣∣∣∣∣
α

=
1

ih̄

∑
m,n

im+n

2m+nm!n!

{

− (−1)n
(
∂

∂k′ ·
∂

∂r

)n (
∂

∂r′
· ∂
∂k

)m

εh−k′(r′)nh
−k(r)

+ (−1)m
(
∂

∂k′ ·
∂

∂r

)n (
∂

∂r′
· ∂
∂k

)m

εh−k′(r′)nh
−k(r)

− (−1)m
(
∂

∂k′ ·
∂

∂r

)n (
∂

∂r′
· ∂
∂k

)m

Uk′(r′)p∗k(r)

+ (−1)n
(
∂

∂k′ ·
∂

∂r

)n (
∂

∂r′
· ∂
∂k

)m

U∗
k′(r′)pk(r)

}∣∣∣∣∣k′=k
r′=r

(3.15)

∂pk(r)

∂t

∣∣∣∣∣
α

= − 1

ih̄
Uk(r) +

1

ih̄

∑
m,n

im+n

2m+nm!n!

{

+(−1)n
(
∂

∂k′ ·
∂

∂r

)n (
∂

∂r′
· ∂
∂k

)m

εek′(r′)pk(r)
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+(−1)m
(
∂

∂k′ ·
∂

∂r

)n (
∂

∂r′
· ∂
∂k

)m

εh−k′(r′)pk(r)

+ (−1)m
(
∂

∂k′ ·
∂

∂r

)n (
∂

∂r′
· ∂
∂k

)m

Uk′(r′)ne
k(r)

+ (−1)n
(
∂

∂k′ ·
∂

∂r

)n (
∂

∂r′
· ∂
∂k

)m

Uk′(r′)nh
−k(r)

}∣∣∣∣∣k′=k
r′=r

. (3.16)

3.2. Transporttheorie

In nullter Stufe, d.h., n+m = 0, ergeben sich folgende Gleichungen:

∂ne
k(r)

∂t

∣∣∣∣∣
(α,0)

=
i

h̄

(
dcvE

(+)p∗k(r)− d∗cvE(−)pk(r)
)

(3.17)

∂nh
−k(r)

∂t

∣∣∣∣∣
(α,0)

=
i

h̄

(
dcvE

(+)p∗k(r)− d∗cvE(−)pk(r)
)

(3.18)

∂pk(r)

∂t

∣∣∣∣∣
(α,0)

= − i
h̄

(
εek(r) + εh−k(r)

)
pk(r) +

i

h̄
dcvE

(+)
(
1− ne

k(r)− nh
−k(r)

)
(3.19)

mit:

Uk(r) =
∑
q

Uk+ q
2
,k− q

2
eiq·r = dcv

∑
q

E(+)
q eiq·r = dcvE

(+). (3.20)

Die Gleichungen Gl. (3.17)-(3.19) entsprechen den Gl. (2.53)-(2.55), in denen eine Orts-

abhängigkeit hinzugefügt und die Ersetzung E
(+)
0 → E(+) vorgenommen wird.

Eine Ordnung weiter in der Entwicklung (also n + m = 1) werden Transportprozesse
erfaßt, wie aus den Gleichungen:

∂ne
k(r)

∂t

∣∣∣∣∣
(α,1)

=
1

h̄

{
−∂ε

e
k(r)

∂k
· ∂n

e
k(r)

∂r
+
∂εek(r)

∂r
· ∂n

e
k(r)

∂k

}

+
1

2h̄

{
∂Uk(r)

∂k
· ∂p

∗
k(r)

∂r
− ∂Uk(r)

∂r
· ∂p

∗
k(r)

∂k

+
∂U∗

k(r)

∂k
· ∂pk(r)

∂r
− ∂U∗

k(r)

∂r
· ∂pk(r)

∂k

}
(3.21)

∂nh
−k(r)

∂t

∣∣∣∣∣
(α,1)

=
1

h̄

{
∂εh−k(r)

∂k
· ∂n

h
−k(r)

∂r
− ∂εh−k(r)

∂r
· ∂n

h
−k(r)

∂k

}

+
1

2h̄

{
−∂Uk(r)

∂k
· ∂p

∗
k(r)

∂r
+
∂Uk(r)

∂r
· ∂p

∗
k(r)

∂k
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−∂U
∗
k(r)

∂k
· ∂pk(r)

∂r
+
∂U∗

k(r)

∂r
· ∂pk(r)

∂k

}
(3.22)

∂pk(r)

∂t

∣∣∣∣∣
(α,1)

=
1

2h̄

{
−∂ε

e
k(r)

∂k
· ∂pk(r)

∂r
+
∂εek(r)

∂r
· ∂pk(r)

∂k

+
∂εh−k(r)

∂k
· ∂pk(r)

∂r
− ∂εh−k(r)

∂r
· ∂pk(r)

∂k

+
∂Uk(r)

∂k
· ∂n

e
k(r)

∂r
− ∂Uk(r)

∂r
· ∂n

e
k(r)

∂k

−∂Uk(r)

∂k
· ∂n

h
−k(r)

∂r
+
∂Uk(r)

∂r
· ∂n

h
−k(r)

∂k

}
(3.23)

ersichtlich ist.

Der Vergleich mit einer klassischen Verteilungsfunktion im Phasenraum fkl(r,p) un-
ter Verwendung des zu Gl.(3.5) klassischen Analogons [25, 26, 27]:

Hα =
p2

2m
− dcvE(r) (3.24)

dfkl(r,p)

dt
=

∂fkl(r,p)

∂t
+ {fkl(r,p), Hα} = 0 (3.25)

−→ ∂fkl(r,p)

∂t
= − p

m
· ∂fkl(r,p)

∂r
− dcv ∂E

∂r
· ∂fkl(r,p)

∂p
(3.26)

zeigt die Korrespondenz zu den Gl. (3.21),(3.22), wobei der Forderung dfkl(r,p)
dt

= 0 die
Annahme zugrunde liegt, daß fkl(r,p) die Liouville-Gleichung (3.25) erfüllt, was in der
Regel keine Beschreibung von Streuprozessen erlaubt, die mit Näherungen arbeiten,
wie sie z.B. zur Boltzmann-Streuung führen. Solange die Bewegungsgleichungen den
hamiltonschen Gleichungen der ursprünglichen Hamiltonfunktion entsprechen, wie in
diesem Fall, ist die Bedingung erfüllt.
Die Analogie tritt umso klarer in Erscheinung, wenn auf die Definitionen von εe,hk (r),
Uk(r) zurückgegriffen wird:

εe,hk (r) =
∑
q

εe,hk+ q
2
,k− q

2
eiq·r =

∑
q

εe,hk+ q
2
,k− q

2
δk+q

2
,k−q

2
eiq·r = εe,hk

Uk(r) =
∑
q

Uk+ q
2
,k− q

2
eiq·r = dcv

∑
q

E(+)
q eiq·r = dcvE

(+)(r),

die zeigen, daß die Terme, in denen die Ausdrücke:

∂εek(r)

∂r
,

∂εh−k(r)

∂r
,

∂Uk(r)

∂k
,

∂U∗
k(r)

∂k
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in den Gl. (3.21),(3.22) auftreten, verschwinden, also keinen Beitrag leisten. Es bleibt
dann bzgl. Ĥα:

∂ne
k(r)

∂t

∣∣∣∣∣
(α,1)

= − h̄k
me
· ∂n

e
k(r)

∂r

− 1

2h̄

{
dcv

E(+)(r)

∂r
· ∂p

∗
k(r)

∂k
+ d∗cv

E(−)(r)

∂r
· ∂pk(r)

∂k

}
(3.27)

∂nh
−k(r)

∂t

∣∣∣∣∣
(α,1)

=
h̄k

mh

· ∂n
h
−k(r)

∂r

+
1

2h̄

{
dcv

E(+)(r)

∂r
· ∂p

∗
k(r)

∂k
+ d∗cv

E(−)(r)

∂r
· ∂pk(r)

∂k

}
(3.28)

∂pk(r)

∂t

∣∣∣∣∣
(α,1)

=
1

2

{
− h̄k
me

+
h̄k

mh

}
· ∂pk(r)

∂r

+
dcv
2h̄

∂E(+)(r)

∂r
·
{
−∂n

e
k(r)

∂k
+
∂nh

−k(r)

∂k

}
. (3.29)

In dem Umfang der Beschreibung unter Verwendung des Hamiltonoperators Ĥα tritt eine
Abhängigkeit der Größe Uk(r) von k bzw. εk(r) von r nicht auf. Unter Berücksichtigung
z.B. der Coulomb-Wechselwirkung wurde im letzten Kapitel gezeigt, daß Renormierungs-
prozesse der Energie als auch des Dipolmoments auftreten, die dann die Redefinitionen
von εe,hk (r), Uk(r) nach:

εe,hk (r) −→ εe,hk (r)−∑
k′
Vcc(k− k′)ne,h

k′ (r) = εe,hk (r) + ∆
e,h(cc,1)
k (r) (3.30)

Uk(r) −→ Uk(r) +
∑
k′
Vcc(k− k′)pk′(r) = Uk(r) + ∆

(cc,1)
k (r) (3.31)

günstig erscheinen lassen. In diesen Größen treten dann die entsprechenden Abhängig-
keiten aber tatsächlich auf. Für nähere Details sei auf [18] verwiesen. Die Forminvarianz
der Gl. (3.21)-(3.23) unter den oben angegebenen Redefinitionen bleibt aber nur beste-
hen, wenn die Beschreibung auf kohärenter Ebene geführt wird. Die prinzipiellen Schrit-
te, die zu den Gl. (3.21)-(3.23) geführt haben, können in analoger Weise auch auf die
entsprechenden Teile der Bewegungsgleichungen angewendet werden, die Streuprozesse
beinhalten. In nullter Stufe (was die Wigner-Entwicklung anbelangt) tritt der Ort nur
parametrisch auf. Die entsprechenden Gleichungen des letzten Kapitels bleiben dann un-
verändert (mit Ausnahme der nun zusätzlichen parametrischen Abhängigkeit vom Ort).

Hinsichtlich einer in sich konsistenten mikroskopischen Beschreibung des Halbleiters
sind als Minimum die Gl. (3.21)-(3.23) in Verbindung mit den Gl. (2.72)-(2.74) zu lösen.
Für ein zweidimensionales räumliches System wie den Broad-Area-Laser ein ehrgeiziger
Wunsch, der auch in den nächsten Jahren vor allem aufgrund des Rechenaufwands (es
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gibt weitere ernstzunehmende Begrenzungen: so muß z.B. auch das numerische Verfahren
mit der zunehmend verfeinerten Modellierung schritthalten) nicht zu verwirklichen sein
wird.
Da der Aufwand vornehmlich in der Behandlung der Streuung liegt, muß diese durch eine
effektive Beschreibung ersetzt werden. An dieser Stelle wird die Welt des Laplaceschen
Dämons mit den Ansätzen (siehe letztes Kapitel):

∂ne,h
k (r)

∂t

∣∣∣∣∣
(2)

= −γe,heff

(
ne,h
k (r)− f e,h

k (r)
)

(3.32)

∂pk(r)

∂t

∣∣∣∣∣
(2)

= −γpeffpk(r) (3.33)

in Richtung Extremalprinzipien der Thermodynamik verlassen.

Für die Berechnung der Fermifunktionen fe,hk (r) ist die Kenntnis der chemischen Po-
tentiale µe,h(r) von Elektronen und Löchern notwendig, die ihrerseits von der Dichte und
Temperatur (die hoffentlich noch gut definiert ist, ansonsten macht der obige Relaxati-
onsansatz keinen Sinn) abhängen.
Gl. (3.25) kann auch in folgender Form geschrieben werden:

∂fkl(r,p)

∂t
+∇r · jI +∇k · jII = 0. (3.34)

Die Stromdichten je,h bzw. jp bzgl. Ĥα sind dann:

jeI =
h̄k

me

ne
k(r)

jeII =
1

2h̄

{
dcv

∂E(+)(r)

∂r
p∗k(r) + d∗cv

∂E(−)(r)

∂r
pk(r)

}
(3.35)

jhI = − h̄k
mh

nh
−k(r)

jhII = − 1

2h̄

{
dcv

∂E(+)(r)

∂r
p∗k(r) + d∗cv

∂E(−)(r)

∂r
pk(r)

}
(3.36)

jpI = −1

2

{
− h̄k
me

+
h̄k

mh

}
pk(r)

jpII = −dcv
2h̄

∂E(+)(r)

∂r

{
−ne

k(r) + nh
−k(r)

}
. (3.37)

Für die Berechnung der chemischen Potentiale µe,h(r) ist, wie schon gesagt, die Kenntnis
der makroskopischen Dichten Ne,h(r) notwendig. Der Einfluß der Gl. (3.27),(3.28) auf
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diese Größen verschwindet aber unter der Annahme isotroper Verteilungen:

N e,h(r) :=
1

V

∑
k

ne,h
k (r)

−→ ∂Ne,h(r)

∂t

∣∣∣∣∣
(α,1)

= − 1

V

∑
k

∇r · je,hI −
1

V

∑
k

∇k · je,hII = 0 (3.38)

wie Symmetrieüberlegungen bzw. Integrationen über die Winkel im sphärischen Koor-
dinatensystem zeigen. Entsprechend ergibt sich:

P (r) :=
1

V

∑
k

d∗cvpk(r) + c.c.

−→ ∂P (r)

∂t

∣∣∣∣∣
(α,1)

= − 1

V

∑
k

∇r · (d∗cvjpI + dcvj
p∗
I )

− 1

V

∑
k

∇k · (d∗cvjpII + dcvj
p∗
II ) = 0. (3.39)

Unter Hinzunahme weiterer Wechselwirkungen wie der Coulomb-Wechselwirkung bzw.
der Fröhlich-Wechselwirkung kann dann unter den Näherungen, wie sie im letzten Ka-
pitel vorgestellt wurden, Streuprozesse beschrieben werden, die das Relaxieren in die
entsprechenden Gleichgewichtszustände erfassen und ohne diese eine Beschreibung des
Lasers nicht möglich ist. Die Liouville-Gleichung (3.25) geht dann über in [25, 26, 27]:

fkl(r,p)

∂t
+
{
fkl(r,p), H

eff
}

=

(
fkl(r,p)

∂t

)
scat

Heff = Hα +Heff
cc +Heff

cp . (3.40)

Heff
cc , Heff

cp beschreiben dabei die effektiven Hamiltonoperatoren, die den Anteil in den
Bewegungsgleichungen exakt reproduzieren, der nicht mit Streuprozessen verbunden
ist. Für die folgenden Überlegungen werden die zusätzlichen Anteile Heff

cc , Heff
cp nicht

berücksichtigt. Entsprechend Gl. (3.38) folgt dann:

∂ne
k(r)

∂t
+∇r · jeI +∇k · jeII = −γeeff (ne

k(r)− f e
k(r)) (3.41)

∂nh
−k(r)

∂t
+∇r · jhI +∇k · jhII = −γheff

(
nh
−k(r)− fh

k (r)
)

(3.42)

∂pk(r)

∂t
+∇r · jpI +∇k · jpII = −γpeffpk(r). (3.43)

Die Streuprozesse sind in der Regel schnelle Prozesse, schnell im Hinblick auf andere
typische Zeitskalen, die mit dem Materialsystem verbunden sind, so daß im weiteren von
den stationären Zuständen der Gl. (3.41)- (3.43) ausgegangen wird, d.h., die Streuung
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stellt die Verteilungsfunktionen auf die quasi stationären Lösungen der Gl. (3.41) -(3.43)
ein. Somit folgt:

ne
k(r) = f e

k(r)− τ eeff (∇r · jeI +∇k · jeII) (3.44)

nh
−k(r) = fh

−k(r)− τheff
(
∇r · jhI +∇k · jhII

)
(3.45)

pk(r) = −τ peff (∇r · jpI +∇k · jpII) . (3.46)

Die Definitionen der Stromdichten in den Gl. (3.35)-(3.37) machen in dieser Weise streng-
genommen nur Sinn in Bezug auf Gl. (3.34), wenn die exakten Verteilungsfunktionen
verwendet werden. In den entsprechenden Bewegungsgleichungen gibt es dann im ei-
gentliche Sinne auch keine Streuprozesse, da diese selbst Näherungen entspringen, die
die Zeitumkehrinvarianz Hamiltonscher Systeme verletzen. Approximativ werden an die-
ser Stelle die Lösungen der Gl. (3.44)-(3.46) verwendet. Konkret haben die Stromdichten
in Gegenwart von Streuprozessen dann folgendes Aussehen:

jeI = τ eeff
h̄k

me

(
f e
k(r)

τ eeff
− h̄k

me
· ∂n

e
k(r)

∂r

− 1

2h̄

{
dcv

E(+)(r)

∂r
· ∂p

∗
k(r)

∂k
+ d∗cv

E(−)(r)

∂r
· ∂pk(r)

∂k

})

jeII = τ peff
dcv
2h̄

∂E(+)(r)

∂r

(
1

2

{
− h̄k
me

+
h̄k

mh

}
· ∂p

∗
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∂r

+
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2h̄

∂E(−)(r)

∂r
·
{
−∂n

e
k(r)

∂k
+
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−k(r)

∂k

})

+τ peff
d∗cv
2h̄

∂E(−)(r)

∂r

(
1

2

{
− h̄k
me

+
h̄k

mh

}
· ∂pk(r)

∂r
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dcv
2h̄

∂E(+)(r)

∂r
·
{
−∂n

e
k(r)

∂k
+
∂nh

−k(r)

∂k

})
(3.47)

jhI = −τheff
h̄k

mh

(
fh
−k(r)

τheff
+
h̄k

mh

· ∂n
h
−k(r)
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+
1
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E(+)(r)

∂r
· ∂p

∗
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∂k
+ d∗cv

E(−)(r)

∂r
· ∂pk(r)
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∂E(+)(r)
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(
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2
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me

+
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mh
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· ∂p
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+
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∂E(−)(r)
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·
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−∂n
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∂k
+
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−k(r)

∂k
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−τpeff
d∗cv
2h̄

∂E(−)(r)

∂r

(
1

2

{
− h̄k
me

+
h̄k

mh

}
· ∂pk(r)

∂r

+
dcv
2h̄

∂E(+)(r)
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·
{
−∂n

e
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∂k
+
∂nh

−k(r)

∂k

})
(3.48)
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jpI = −τpeff
1

2

{
− h̄k
me

+
h̄k

mh

}(
1

2

{
− h̄k
me

+
h̄k

mh

}
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dcv
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−∂n

e
k(r)

∂k
+
∂nh

−k(r)

∂k

})

jpII = τ eeff
dcv
2h̄
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τ eeff
− h̄k

me

· ∂n
e
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2h̄
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−τheff
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∂E(+)(r)
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(
fh
−k(r)

τheff
+
h̄k

mh

· ∂n
h
−k(r)
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+
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∂r
· ∂p

∗
k(r)

∂k
+ d∗cv

E(−)(r)

∂r
· ∂pk(r)

∂k

})
. (3.49)

Die zu den Gl. (3.38),(3.39) entsprechenden Gleichungen haben jetzt unter Berücksich-
tigung von Streuung in der approximativen Form (3.32),(3.33) folgende Gestalt:

∂Ne(r)

∂t

∣∣∣∣∣
(α,1)

=
1

3

τ eeff
π2

∫
dkk2

(
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2me
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2me
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∂r
· ∂E
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)
(3.50)

∂Nh(r)
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=
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(3.51)

∂P (r)
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∣∣∣∣∣
(α,1)

=
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(3.52)
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Beim Übergang von der Summation im k-Raum zur Integration ist:

∑
k

−→ 2
V

(2π)3

∫
d3k.

Bei der Integration in sphärischen Koordinaten führen nur folgende Kombinationen in
den Winkelanteilen zu Beiträgen 6= 0:

2π∫
0

dϕ

π∫
0

dϑ

 sinϑ cosϕ
sinϑ sinϕ
cosϑ

 −→
−→
−→

 sinϑ cosϕ
sinϑ sinϕ
cosϑ

 sinϑ ,
d.h., die diagonalen Anteile im k-Raum, die wegen der Isotropie zu einem Faktor 1/3
aufgrund der Beziehung:∫

d3kk2i =
1

3

∫
d3kk2 =

4π

3

∫
dkk4 i = x, y, z.

führen. Es wurde teilweise einmal partiell integriert. Die Anteile der Stromdichten je,h,pII

ergeben allesamt 0, wenn die entsprechenden Verteilungsfunktionen im Unendlichen ver-
schwinden.
Die verbleibenden Integrationen können leider nicht mehr alle durch die entsprechenden
makroskopischen Größen N e,h(r), P (r) ausgedrückt werden, um genau zu sein, dieje-
nigen Ausdrücke, die mit dem ballistischen Transport verbunden sind. Näherungsweise
ergibt sich:
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)
(3.53)
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(3.54)
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]
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+
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4
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(3.55)

mit:

De,h
N ≈ 1

3

τ e,heff

π2

∫
dkk2

h̄2k2

m2
e,h

∂f e,h
k (r)

∂µe,h(r)

∂µe,h(r)

∂N(r)
. (3.56)

Der Transport soll nur auf der makroskopischen Ebene, also in den Dichten Ne,h(r) erfaßt
werden. Die Coulomb-Wechselwirkung wurde in in dieser Herleitung (bis auf die mit ihr
verbundenen Streuprozesse in dem Relaxationsansatz in Gl. (3.32)) vernachl̈assigt, was
dazu führt, daß bisher kein Mechanismus vorhanden ist, der die Dichten Ne,h(r) mitein-
ander koppelt. Das ist der Preis der Vereinfachungen. Es soll davon ausgegangen werden,
daß quasi Ladungsneutralität herrscht, weil bei den auftretenden Dichten geringfügige re-
lative Abweichungen bereits extrem starke Coulombkr̈afte bewirken, d.h., effektiv bleibt
eine makroskopische Dichte N(r) = Ne(r) = Nh(r). Unter dieser Annahme verschwin-
den die entsprechenden Beiträge in der Gl. (3.55), die Differenzen Nh(r)−N e(r) tragen.
Numerisch berücksichtigt wird letzendlich nur die Diffusion. Über die in den Relaxati-
onsansatz in Gl. (3.32) eingehenden Fermifunktionen, zu deren Berechnung letzendlich
die makroskopische Dichte erforderlich ist, gehen die Diffusionsprozesse dann auch in
die Mikroskopik ein. Gl. (3.56) geht dann über in eine Gleichung für eine gmeinsame
Diffusionskonstante (ambipolarer Transport):

DN ≈ 2De
ND

h
N

De
N +Dh

N

. (3.57)

An diesem Punkt stellt sich natürlich die Frage, ob das gleichzeitige Auftreten einer ma-
kroskopischen Dichte als auch mikroskopischer Verteilungsfunktionen nicht etwas schizo-
phrener Natur ist, denn es sollte bei einer mikroskopischen Beschreibung die makrosko-
pische Dichte keine unabhängige Variable sein. Die Antwort lautet: Im Prinzip ja. Der
Aufwand, vor allem die Coulomb-Streuung in einem räumlich ausgedehnten System zu-
mindest in dem Umfang der Beschreibung des letzten Kapitels dynamisch zu behandeln,
steht derzeit einfach noch in keiner vernünftigen Relation zur Geschwindigkeit selbst von
Supercomputern.
Ein weiterer Bruch in der Konsistenz der Beschreibung scheint sich aufzutun, wenn noch-
mals daran erinnert wird, daß Transportprozesse des elektrischen Felds in der Herleitung
der Gl. (2.8) des vorigen Kapitels vernachlässigt wurden (Stromdichte j = 0, aufgrund
der Frequenz im optischen Bereich). Dann dürften streng genommen nicht einmal Dif-
fusionsprozesse auftreten, kann aber unter dem Gesichtspunkt der Kleinheit gegenüber
dem Beitrag der Polarisation in Gl. (2.8) gerechtfertigt werden.

52



3.2. Transporttheorie

Die Integration über die Fermifunktion im 3D-Fall zur Berechnung der Normierungs-
konstanten in Form des chemischen Potentials kann nicht analytisch ausgeführt werden.
Näherungsweise kann zur Berechnung die Padé -Approximation [21, 28] verwendet wer-
den:

βµe,h = lnνe,h −K1ln
(
K2ν

e,h + 1
)
+K3ν

e,h,

νe,h =
N

N0

, N0 =
1

4

(
2me,h

h̄2πβ

)3/2

, β =
1

kBT
(3.58)

mit drei konstanten Koeffizienten K1, K2, K3. Mit dieser Näherungsformel lassen sich
dann die Diffusionskonstanten De,h

N nach Gl. (3.56) abschätzen.
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3. Die Wigner-Darstellung und Transporttheorie
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4. Die Quantisierung des Lichts

Im vorletzten Kapitel wurde ein Beitrag in den Bewegungsgleichungen der Verteilungs-
funktionen ne,h

k phänomenologisch eingeführt, der den Einfluß der spontanen Emission
beschreibt. Dieser Beitrag ist eine Folge der Vakuumfluktuationen des elektrischen Felds.
Diese sind in der bisher verwendeten klassischen Beschreibung des elektrischen Felds
nicht enthalten, weshalb eine phänomenologische Einführung notwendig ist. In diesem
Kapitel soll dieser Beitrag motiviert werden. Zudem wird der Frage nachgegangen, wie
eigentlich der Einfluß der spontanen Emission auf das elektrische Feld selbst ist, der
bisher noch gar nicht behandelt wurde.

4.1. Die Dynamik in nullter Stufe der
Wignerentwicklung

Der Hamiltonoperator Ĥα hat analog zur Gl. (3.5) nun folgendes Aussehen:

Ĥα = Ĥ0 + ĤcL

Ĥ0 =
∑
k1,k2

εek1,k2
c†k1

ck2
+ εh−k1,−k2

d†−k1
d−k2

+
∑
j,q

εbq1,q2
b†j,q1

bj,q2

ĤcL = − ∑
j,k1,k2

gj,k1−k2
bj,k1−k2

c†k1
d†−k2

+ g∗j,k1−k2
b†j,k1−k2

d−k2
ck1

. (4.1)

Falls die aus Gl.(4.1) resultierenden Bewegungsgleichungen in der gleichen Approximati-
on der Wigner-Entwicklung beschrieben werden, die im vorherigen Kapitel von Gl.(3.5)
zu den Gl.(3.17)-(3.19) geführt haben, so kann gleich von einer Näherung des Hamilton-
operators ausgegangen werden, der zu denselben Gleichungen führt, ohne die Wigner-
Entwicklung explizit auszuführen. Es ist dann:

Ĥα = Ĥ0 + ĤcL

Ĥ0 =
∑
k

εekc
†
kck + εh−kd

†
−kd−k +

∑
j,q

εbqb
†
j,qbj,q

ĤcL = −∑
j,k,q

eiqrgj,qbj,qc
†
kd

†
−k + e−iqrg∗j,qb

†
j,qd−kck (4.2)
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4. Die Quantisierung des Lichts

mit:

εbq = h̄ωq, gj,q = i

√
h̄ωq

2ε0V
dcv · ej,q, ωq =

c

nb

q. (4.3)

Der gesamte Hamiltonoperator in Gl. (4.2) trägt nun eine parametrische Abhängigkeit
vom Ort, der nicht explizit angegeben wird.
Das elektrische Feld E(r) wird zum Operator Ê(r), hier entwickelt nach ebenen Wellen:

Ê = Ê(+) + Ê(−)

Ê(+) = i
∑
j,q

√
h̄ωq

2ε0
bj,q

1√
V
eiqrej,q. (4.4)

4.1.1. Die Dynamik unter Ĥα

Aus dem Hamiltonoperator Gl. (4.2) ergeben sich somit zunächst folgende Gleichungen
für die Verteilungsfunktionen und die Polarisation:

∂

∂t
ne,h
k

∣∣∣∣∣
(α,0)

=
i

h̄

∑
j,q

[
eiqrgj,q

〈
c†kd

†
−kbj,q

〉
− e−iqrg∗j,q

〈
b†j,qd−kck

〉]
(4.5)

∂

∂t
pk

∣∣∣∣∣
(α,0)

= − i
h̄

(
εek + εh−k

)
pk

+
i

h̄

∑
j,q

eiqrgj,q
〈
bj,q

(
1− d†−kd−k − c†kck

)〉
(4.6)

sowie für das elektrische Feld:

∂

∂t

〈
bj,q

〉∣∣∣∣∣
(α,0)

= − i
h̄
εbq
〈
bj,q

〉
+
i

h̄
e−iqrg∗j,q

∑
k

pk. (4.7)

In einer ersten Näherung können auch hier die Erwartungswerte in ein entsprechendes
Produkt von Erwartungswerten der einzelnen Operatoren (bj,q, c

†
kck) aufgebrochen wer-

den. Falls das gesamte quantenmechanische System durch entsprechende Zusẗande, die
in diesem Sinne faktorisierbar sind, besteht, stellt dieser Prozess keine Näherung dar.
Dieser Schritt führt dann zu:

∂

∂t
ne,h
k

∣∣∣∣∣
(α,0)

=
i

h̄

∑
j,q

eiqrgj,q
〈
bj,q

〉
︸ ︷︷ ︸

dcv ·〈Ê(+)(r)〉

p∗k −
i

h̄

∑
j,q

e−iqrg∗j,q
〈
b†j,q

〉
︸ ︷︷ ︸

d∗
cv ·〈Ê(−)(r)〉

pk (4.8)

∂

∂t
pk

∣∣∣∣∣
(α,0)

= − i
h̄

(
εek + εh−k

)
pk
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4.1. Die Dynamik in nullter Stufe der Wignerentwicklung

+
i

h̄

∑
j,q

eiqrgj,q
〈
bj,q

〉
︸ ︷︷ ︸

dcv ·〈Ê(+)(r)〉

(
1− nh

−k − ne
k

)
(4.9)

und für das elektrische Feld zu:

∂

∂t

〈
bj,q

〉∣∣∣∣∣
(α,0)

= − i
h̄
εbq
〈
bj,q

〉
+
i

h̄
e−iqr(−i)

√
h̄ωq

2ε0V
P(+)(r) · ej,q. (4.10)

Die Gl. (4.8)-(4.10) entsprechen den Bewegungsgleichungen, die aus einer semiklassischen
Beschreibung gewonnen wurden. Auf dieser Ebene ergibt sich durch die Quantisierung
des elektrischen Felds nichts neues gegenüber einer semiklassischen Beschreibung. Dabei
sei insbesondere die Aufmerksamkeit auf den Ausdruck

〈
bj,q

〉
gelenkt. Eigenzustände

zu diesem Operator sind die Glauberzustände, die z.B. über die Fragestellung nach
quasiklassischen Zuständen des Harmonischen Oszillators via Ehrenfestsches Theorem
definiert werden können. In diesem Sinne entspricht der Faktorisierung die Fragestellung
nach dem Analogon einer semiklassischen Beschreibung. Ohne zunächst eine Faktorisie-
rung durchzuführen, ergibt sich in einem weiteren Schritt:

∂

∂t

〈
c†kd

†
−kbj,q

〉∣∣∣∣∣
(α,0)

=
i

h̄

(
εek + εh−k − εbq

) 〈
c†kd

†
−kbj,q

〉
− i
h̄

∑
j3,q3

e−iq3rg∗j3,q3

〈
(1− d†−kd−k − c†kck)b†j3,q3

bj,q
〉

+
i

h̄
e−iqrg∗j,q

∑
k3

〈
c†kd

†
−kd−k3

ck3

〉
. (4.11)

Eine mögliche Faktorisierung, die zu einem geschlossenen Gleichungssystem f̈uhrt, ist
folgende:

∂

∂t

〈
c†kd

†
−kbj,q

〉∣∣∣∣∣
(α,0)

=
i

h̄

(
εek + εh−k − εbq

) 〈
c†kd

†
−kbj,q

〉
− i
h̄

∑
j3,q3

e−iq3rg∗j3,q3

〈
b†j3,q3

bj,q
〉 (

1−
〈
d†−kd−k

〉
−
〈
c†kck

〉)
+
i

h̄
e−iqrg∗j,q

∑
k3

[〈
d−k3

ck3

〉 〈
c†kd

†
−k

〉
+ δk3,k

〈
c†kck

〉 〈
d†−kdk

〉]
.

(4.12)

Die Gl. (4.12) kann formal integriert werden und es folgt dann näherungsweise (in sym-
bolischer Schreibweise):

∂S(t)

∂t
= ±iΩS(t) + F (t)
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4. Die Quantisierung des Lichts

−→ S(t) = e±iΩ(t−t0)S(t0) +

t∫
t0

dτe±iΩ(t−τ)F (τ)

≈ e±iΩ(t−t0)S(t0) + F (t)

t∫
t0

dτe±iΩ(t−τ)

︸ ︷︷ ︸
πδ±(Ω) t0→−∞

. (4.13)

F (t) muß eine langsam veränderliche Größe sein, gegebenenfalls muß vorher auf eine
entsprechende langsam Veränderliche transformiert werden. Die entsprechenden Nähe-
rungen führen dann zu folgenden Bewegungsgleichungen für Elektronen und Löcher:

∂

∂t
ne,h
k

∣∣∣∣∣
(α,0)

=
π

h̄

∑
j,q

{ ∑
j3,q3

[
δ+
(
εek + εh−k − εbq3

)
eiqre−iq3rgj,qg

∗
j3,q3

(1− nh
−k − ne

k)
〈
b†j3,q3

bj,q
〉
+ c.c.

]
− gj,qg

∗
j,q

∑
k3

[
δ+
(
εek3

+ εh−k3
− εbq

)
(
pk3

p∗k + δk3,kn
e
kn

h
−k

)
+ c.c.

] }
. (4.14)

Analog ergibt sich für pk über die Korrelationen
〈
bj,qc

†
kck

〉
,
〈
bj,qd

†
−kd−k

〉
folgende Be-

ziehung:

∂

∂t
pk

∣∣∣∣∣
(α,0)

= − i
h̄

(
εek + εh−k

)
pk

+
π

h̄

∑
j,q

{ ∑
j3,q3

[
2δ−

(
εek + εh−k − εbq3

)
eiqreiq3rgj,qgj3,q3

p∗k 〈bj3,q3bj,q〉 − 2δ+
(
εek + εh−k − εbq3

)
eiqre−iq3rgj,qg

∗
j3,q3

pk
〈
b†j3,q3

bj,q
〉 ]

+ gj,qg
∗
j,q

∑
k3

[
δ+
(
εek3

+ εh−k3
− εbq

)
(−δk3,kpk)

(
ne
k + nh

−k

) ]}
. (4.15)

Um das System zu schließen, wird noch eine Gleichung zur Bestimmung der zeitlichen
Dynamik von

〈
b†j1,q1

bj2,q2

〉
:

∂

∂t

〈
b†j1,q1

bj2,q2

〉∣∣∣∣∣
(α,0)

=
i

h̄

(
εbq1
− εbq2

) 〈
b†j1,q1

bj2,q2

〉
+
∑
k

[
e−iq2rg∗j2,q2

〈
b†j1,q1

d−kck
〉
− eiq1rgj1,q1

〈
c†kd

†
−kbj2,q2

〉 ]
=

i

h̄

(
εbq1
− εbq2

) 〈
b†j1,q1

bj2,q2

〉
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4.1. Die Dynamik in nullter Stufe der Wignerentwicklung

− π

h̄

∑
k

{ ∑
j3,q3

[
δ+
(
εek + εh−k − εbq3

)
eiq1re−iq3rgj1,q1

g∗j3,q3

(
1− nh

−k − ne
k

) 〈
b†j3,q3

bj2,q2

〉 ]
− eiq1re−iq2rgj1,q1

g∗j2,q2

∑
k3

[
δ+
(
εek3

+ εh−k3
− εbq2

)
(
pk3

p∗k + δk3,kn
e
kn

h
−k

) ]}
− π

h̄

∑
k

{ ∑
j3,q3

[
δ−
(
εek + εh−k − εbq3

)
e−iq2reiq3rg∗j2,q2

gj3,q3

(
1− nh

−k − ne
k

) 〈
b†j1,q1

bj3,q3

〉 ]
− e−iq2reiq1rg∗j2,q2

gj1,q1

∑
k3

[
δ−
(
εek3

+ εh−k3
− εbq1

)
(
p∗k3

pk + δk3,kn
e
kn

h
−k

) ]}
(4.16)

sowie von
〈
bj1,q1

bj2,q2

〉
benötigt:

∂

∂t

〈
bj1,q1

bj2,q2

〉∣∣∣∣∣
(α,0)

= − i
h̄

(
εbq1

+ εbq2

) 〈
bj1,q1

bj2,q2

〉
+
i

h̄

∑
k

[
e−iq1rg∗j1,q1

〈
d−kckbj2,q2

〉
+ e−iq2rg∗j2,q2

〈
d−kckbj1,q1

〉 ]
= − i

h̄

(
εbq1

+ εbq2

) 〈
bj1,q1

bj2,q2

〉
− π

h̄

∑
k

{ ∑
j3,q3

[
δ−
(
εek + εh−k − εbq3

)
e−iq1reiq3rg∗j1,q1

gj3,q3

(
1− nh

−k − ne
k

) 〈
bj2,q2

bj3,q3

〉 ]
+ e−iq1re−iq2rg∗j1,q1

g∗j2,q2

∑
k3

[
δ+
(
εek3

+ εh−k3
− εbq2

)
(
pk3
− δk3,kpk

)
pk
]
+ (j1,q1)←→ (j2,q2)

}
. (4.17)

Der Ausdruck (4.16) kann nun mit einer entsprechenden Gleichung für die faktorisierte

Verbundwahrscheinlichkeit
〈
b†j1,q1

〉 〈
bj2,q2

〉
verglichen werden. Ein analoges Vorgehen er-

fordert zunächst die Bewegungsgleichung für die Produkte
〈
c†kd

†
−k

〉 〈
bj,q

〉
,
〈
b†j,q

〉 〈
d−kck

〉
,

die dann formal nach Gl. (4.13) integriert werden. Es ist:

∂

∂t

〈
b†j1,q1

〉 〈
bj2,q2

〉∣∣∣∣∣
(α,0)

=
i

h̄

(
εbq1
− εbq2

) 〈
b†j1,q1

〉 〈
bj2,q2

〉
− π

h̄

∑
k

{ ∑
j3,q3

[
δ+
(
εek + εh−k − εbq3

)
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eiq1re−iq3rgj1,q1
g∗j3,q3

(
1− nh

−k − ne
k

) 〈
b†j3,q3

〉 〈
bj2,q2

〉 ]
− eiq1re−iq2rgj1,q1

g∗j2,q2

∑
k3

[
δ+
(
εek3

+ εh−k3
− εbq2

)
pk3

p∗k
]}

− π

h̄

∑
k

{ ∑
j3,q3

[
δ−
(
εek + εh−k − εbq3

)
e−iq2reiq3rg∗j2,q2

gj3,q3

(
1− nh

−k − ne
k

) 〈
b†j1,q1

〉 〈
bj3,q3

〉 ]
− e−iq2reiq1rg∗j2,q2

gj1,q1

∑
k3

[
δ−
(
εek3

+ εh−k3
− εbq1

)
p∗k3

pk
]}
.

(4.18)

Ein Vergleich von Gl. (4.16) mit Gl. (4.18) zeigt, daß sich beide Bewegungsgleichungen
um den Term:

π

h̄

∑
k

{
eiq1re−iq2rgj1,q1

g∗j2,q2

∑
k3

[
δ+
(
εek3

+ εh−k3
− εbq2

)
δk3,kn

e
kn

h
−k

]
+e−iq2reiq1rg∗j2,q2

gj1,q1

∑
k3

[
δ−
(
εek3

+ εh−k3
− εbq1

)
δk3,kn

e
kn

h
−k

]}
unterscheiden, der nichts anderes als den Einfluß der spontanen Emission darstellt. Das
entspricht dem zweiten Term (γspk n

e
kn

h
−k) in der letzten Zeile der Gl. (4.14) mit:

γspk =
2π

h̄

∑
j,q

δ+
(
εek + εh−k − εbq

)
gj,qg

∗
j,q =

n3
b

ε0h̄π
|dcv|2

(
ωk

c

)3

. (4.19)

γspk ist der Weisskopf-Wigner-Faktor, wie er bereits in Kapitel 2 angetroffen wurde.

Die Gleichungen können nun in zweierlei Hinsicht, was den quantenmechanischen
Zustand vor allem des elektrischen Felds anbelangt, betrachtet werden:

1. Der Zustand entspricht einem Photon-Number-State:
b†j,qbj,q

∣∣∣nb
j,q

〉
= nb

j,q

∣∣∣nb
j,q

〉
bzw.

〈
b†j,qbj,q

〉
= nb

j,q.

2. Der Zustand ist ein Glauberzustand:
bj,q |αj,q 〉 = αj,q |αj,q 〉 bzw.

〈
bj,q

〉
= αj,q.

Der Glauberzustand wäre eine stationäre Lösung der Differentialgleichung für den
Ausdruck

〈
b†j1,q1

bj2,q2

〉
−
〈
b†j1,q1

〉 〈
bj2,q2

〉
unter Vernachlässigung des Anteils der sponta-

nen Emission, mit anderen Worten: Die Beschreibung wäre wieder semiklassisch. Oder
anders formuliert: Das System wird, bedingt durch die spontane Emission, auf jeden
Fall von einem Glauberzustand abweichen, auch wenn ein solcher als Anfangszustand
gewählt wird.
Ein entsprechender Vergleich mit der faktorisierten Form kann auch für die verbleiben-
den Variablen gemacht werden. Die Unterschiede liegen jeweils in den Beitr̈agen, die ein
Kroneckersymbol (nicht die Deltafunktion) enthalten.
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4.1. Die Dynamik in nullter Stufe der Wignerentwicklung

4.1.2. Ĥα + phänomenologische Terme

Zu den Gleichungen für ne,h
k kann nun ganz analog zum Kapitel 2 entsprechende phäno-

menologische Terme wie elektrisches Pumpen und nichtstrahlende Rekombination als
auch die Coulomb-Streuung über den Relaxationsansatz hinzugefügt werden. Etwas Vor-
sicht ist allerdings trotzdem geboten: Die Coulomb-Streung bewirkt auch ein Dephasing
der Polarisation. Wird ein entsprechender Term −γpkpk in den Gleichungen für pk und

vorallem ein analoger Term −γpk
〈
c†kd

†
−kbj,q

〉
in Gl. (4.12) berücksichtigt, so ergibt die

formale Integration nach Gl. (4.13) nun keine Deltafunktionen mehr. Alle Gleichungen
behalten aber ihre Gültigkeit, wenn folgende Ersetzung vorgenommen wird:

δ± (h̄x) −→ 1

πh̄

1

γpk ∓ ix
=

1

πh̄
D±(γpk, x)

D±(γpk, x) =
γpk ± ix

(γpk)
2 + (x)2

L(γpk, x) =
γpk

(γpk)
2 + (x)2

.

Das entspricht exakt der adiabatischen Elimination, die, wie sich gleich zeigen wird, ei-
gentlich nur in Nähe der Resonanzstelle eine gute Näherung darstellt.

Neben den bereits genannten phänomenologischen Termen kann der Term
−2κ

〈
b†j1,q1

bj2,q2

〉
in Gl. (4.16) bzw. der Term −2κ

〈
bj1,q1

bj2,q2

〉
in Gl. (4.17) eingeführt

werden, der den Resonatorverlusten Rechnung trägt, je nach dem, ob eine räumlich
gemittelte Lösung angestrebt wird oder nicht. Im folgenden sei aber der räumlich auf-
gelöste Fall Gegenstand des Interesses. Das gekoppelte System (4.14)- (4.17) ist ohne
weitere Näherungen nur numerisch zu lösen. Es folgt zunächst:

∂

∂t
ne,h
k

∣∣∣∣∣
(α,0)

=
π

h̄

∑
j,q

{ ∑
j3,q3

[ 1

πh̄
D+(γpk, ω̃k,q3)

eiqre−iq3rgj,qg
∗
j3,q3

(
1− nh

−k − ne
k

) 〈
b†j3,q3

bj,q
〉
+ c.c.

]
− gj,qg

∗
j,q

∑
k3

[
δ+
(
εek3

+ εh−k3
− εbq

)
(
pk3

p∗k + δk3,kn
e
kn

h
−k

)
+ c.c.

]}
+ Λe,h − γnrne,h

k − γe,hk

(
ne,h
k − f e,h

k

)
(4.20)

mit ω̃k,q =
(
εek + εh−k − εbq

)
/h̄.

Die verbleibenden Gleichungen sind:

∂

∂t
pk

∣∣∣∣∣
(α,0)

= − i
h̄

(
εek + εh−k

)
pk − γpkpk
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+
π

h̄

∑
j,q

{ ∑
j3,q3

[
2δ−

(
εek + εh−k − εbq3

)
eiqreiq3rgj,qgj3,q3

p∗k 〈bj3,q3bj,q〉 − 2δ+
(
εek + εh−k − εbq3

)
eiqre−iq3rgj,qg

∗
j3,q3

pk
〈
b†j3,q3

bj,q
〉 ]

+ gj,qg
∗
j,q

∑
k3

[
δ+
(
εek3

+ εh−k3
− εbq

)
(−δk3,kpk)

(
ne
k + nh

−k

) ]}
(4.21)

∂

∂t

〈
b†j1,q1

bj2,q2

〉∣∣∣∣∣
(α,0)

=
i

h̄

(
εbq1
− εbq2

) 〈
b†j1,q1

bj2,q2

〉
− π

h̄

∑
k

{ ∑
j3,q3

[ 1

πh̄
D+(γpk, ω̃k,q3)

eiq1re−iq3rgj1,q1
g∗j3,q3

(
1− nh

−k − ne
k

) 〈
b†j3,q3

bj2,q2

〉 ]
− eiq1re−iq2rgj1,q1

g∗j2,q2

∑
k3

[
δ+
(
εek3

+ εh−k3
− εbq2

)
(
pk3

p∗k + δk3,kn
e
kn

h
−k

) ]}
− π

h̄

∑
k

{ ∑
j3,q3

[ 1

πh̄
D−(γpk, ω̃k,q3)

e−iq2reiq3rg∗j2,q2
gj3,q3

(
1− nh

−k − ne
k

) 〈
b†j1,q1

bj3,q3

〉 ]
− e−iq2reiq1rg∗j2,q2

gj1,q1

∑
k3

[
δ−
(
εek3

+ εh−k3
− εbq1

)
(
p∗k3

pk + δk3,kn
e
kn

h
−k

) ]}
(4.22)

∂

∂t

〈
bj1,q1

bj2,q2

〉∣∣∣∣∣
(α,0)

= − i
h̄

(
εbq1

+ εbq2

) 〈
bj1,q1

bj2,q2

〉
− π

h̄

∑
k

{ ∑
j3,q3

[ 1

πh̄
D−(γpk, ω̃k,q3)

e−iq1reiq3rg∗j1,q1
gj3,q3

(
1− nh

−k − ne
k

) 〈
bj2,q2

bj3,q3

〉 ]
+ e−iq1re−iq2rg∗j1,q1

g∗j2,q2

∑
k3

[
δ+
(
εek3

+ εh−k3
− εbq2

)
(
pk3
− δk3,kpk

)
pk
]
+ (j1,q1)←→ (j2,q2)

}
.

(4.23)

Es stellt sich an dieser Stelle die Frage, warum nur bei der Hälfte der in Frage kommen-
den Deltafunktionen δ± der Übergang zu D± vollzogen wurde. Dazu soll im folgenden
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exemplarisch die spontane Emission betrachtet werden. Eine analoge Definition von γk
nach Gl. (4.19) unter Verwendung von L anstatt der Deltafunktion ergibt dann:

γspk :=
2

h̄2
∑
j,q

gj,qg
∗
j,q

γpk
(γpk)

2 + (ω̃k)2

=
n3
b

ε0h̄π2
|dcv|2γ

p
k

c3

∞∫
0

dωq
(ωq)

3

(γpk)
2 + (ωk − ωq)2

(4.24)

(ωk = (εek + εh−k)/h̄), die nun aufgrund der nun endlichen Zerfallszeit der Polarisation
nicht mehr mit der spontanen Emission aus der Weisskopf-Wigner-Theorie (Gl. (4.19))
übereinstimmt. Wie leicht ersichtlich ist, ist die verbleibende Integration in Gl. (4.24)
nicht konvergent, Gl. (4.24) beinhaltet eine Ultraviolettkatastrophe. Es gibt eine Aus-
nahme: Im Grenzfall ist:

lim
γp
k→0

1

π

γpk
(γpk)

2 + (ωk − ωq)2
= δ (ωk − ωq)

und die beiden Gl. (4.19), (4.24) sind identisch. Allerdings ist der Grenzübergang aphy-
sikalisch, denn in Praxi gibt es keine unendlich langen Streuzeiten. Der Grenzübergang
mag in vielen physikalischen Systemen eine recht gute Näherung sein. Im Fall von Halb-
leitermaterialien liegt, wie in Kapitel 2 gezeigt, γpk in der Größenordnung von etwa 20
1/ps, was etwa eine Halbwertsbreite der Lorentzkurve von ungef̈ahr 2×13 meV mit sich
bringt. Das stellt mit Sicherheit keine Deltafunktion mehr dar.

Die Problematik liegt in der adiabatischen Elimination. Sie stellt letztendlich nur in
Nähe zur Resonanz eine gute Näherung dar, d.h., dort gibt die Lorentzkurve die Verhält-
nisse gut wider. Weiter von der Resonanzstelle entfernt muß der freien Dynamik (bzgl.

Ĥ0) komplexer Größen wie
〈
c†kd

†
−kbj,q

〉
während der Streuzeit τpk in zunehmendem Maße

Rechnung getragen werden, so daß sich offensichlich bei Aufsummation dieser Größen
für ωq →∞ eine schneller abfallende Funktion herausbildet, als es die Lorentzfunktion
ist, und somit die Konvergenz gesichert wird. Die Ultraviolettkatastrophe ist in diesem
Fall nicht eine Folge unzureichender physikalischer Modellierung sondern einer ungeeig-
neten Näherung.

Es wäre im Prinzip möglich, die Lorentzkurve für ωq → ∞ durch eine exponentiell
abfallende Funktion oder eine ähnlich konvergenzsichernde Funktion zu ersetzen. Da aber
weder diese konvergenzsichernde Funktion selbst noch die Stelle, an der der Übergang
erfolgt, bekannt sind, unterliegen diese Maßnahmen genauso einer gewissen Willkür im
näherungstechnischen Sinn wie der Übergang γpk → 0, der hier gewählt wird.
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4.2. Analyse im Fall zweier Propagationsrichtungen

Die folgenden Spezifikationen des Lasers bzw. Vereinfachungen lassen näherungsweise
analytische Lösungen des Problems zu:

• Beschränkung auf eine Polarisationsrichtung des elektrischen Felds, wie für die in
Kapitel 2 bereits vorgestellte Lasergeometrie getan

• Zwei Richtungen (Laufrichtungen im Resonator), bei denen Erwartungswerte wie〈
b†j,q1

bj,q2

〉
nicht verschwinden, d.h.,

〈
b†j,±qbj,±q

〉
sind möglich.

• Isotropie der Verteilungen ne,hk , pk

• Vernachlässigung von Gliedern, die schnell oszillierende Phasenfaktoren wie z.B.
e2iqr enthalten, falls über q summiert wird

Bevor die entsprechenden Gleichungen angegeben werden, seien noch folgende nützliche
Definitionen eingeführt:

Die Rückwirkung γspq n
e
kn

h
−k der spontanen Emission auf die Mode j,q mit:

γspq =
2π

h̄
gj,qg

∗
j,q

∑
k

δ+
(
εek + εh−k − εbq

)
=

ωq

ε0h̄π

mr

h̄
k |dcv|2 , (4.25)

wobei k über die Beziehung εek + εh−k = εbq gegeben ist. Zudem gilt die Beziehung:

∑
j,q

γspq n
e
kn

h
−k =

∑
k

γspk n
e
kn

h
−k. (4.26)

Die Verstärkung des elektrischen Felds ist durch:

gq :=
1

h̄2
gj,qg

∗
j,q

∑
k

L(γpk, ω̃k,q)
(
ne
k + nh

−k − 1
)

(4.27)

sowie die Phasenfunktion aq durch:

aq :=
1

h̄2
gj,qg

∗
j,q

∑
k

ω̃k,q

γpk
L(γpk, ω̃k,q)

(
ne
k + nh

−k − 1
)

(4.28)

bestimmt. Zudem sei noch folgende Definition eingeführt:

dk,q :=
2

h̄2
gj,qg

∗
j,qL(γpk, ω̃k,q)

(
ne
k + nh

−k − 1
)
, (4.29)

64



4.2. Analyse im Fall zweier Propagationsrichtungen

die die Rückwirkung der Intensität auf die Inversion beschreibt. Siehe hierzu auch
nächstes Kapitel. Es folgt dann mit nbj,q :=

〈
b†j,qbj,q

〉
:

∂

∂t
ne,h
k

∣∣∣∣∣
(α,0)

= −∑
q±
dk,q±n

b
q± −

1

2

∑
k3

[
γspk3

(
pk3

p∗k + c.c.
) ]
− γspk ne

kn
h
−k

+ Λe,h − γnrne,h
k − γe,hk

(
ne,h
k − f e,h

k

)
(4.30)

∂

∂t
pk

∣∣∣∣∣
(α,0)

= −iωkpk − γpkpk −
1

8π
γspk p

∗
k

∑
±
e2iq

±z 〈bq±bq±〉 − 1

8π
γspk pk

∑
±
nb
q±

+
1

2

∑
k3

[
γspk3

(
pk3
− δk3,kpk

) (
ne
k + nh

−k

) ]
(4.31)

∂

∂t
nb
q±

∣∣∣∣∣
(α,0)

= 2gq±n
b
q± +

1

2
γspq±

∑
k3

[ (
pk3

p∗k + c.c.
) ]

+ γspq±n
e
kn

h
−k (4.32)

∂

∂t

〈
bq±bq±

〉∣∣∣∣∣
(α,0)

= −2iωq±
〈
bq±bq±

〉
+ 2(gq± − iaq±)

〈
bq±bq±

〉
+ e−2iq±zγspq±

∑
k3

[ (
pk3
− δk3,kpk

)
pk
]

(4.33)

Zur Geometrie des Laserresonators sowie zu einigen hier bereits verwendeten Bezeich-
nungen sei auf die Abb. (4.1) des nächsten Abschnitts verwiesen.

Für nicht zu große Intensitäten des Lasers kann von einem spektralen Lochbrennen
abgesehen werden. Insofern ist es dann möglich, die Verteilungsfunktionen ne,hk durch
die zur gleichen Dichte gehörigen Fermiverteilungen fe,h

k zu ersetzten. Damit sind bei
gegebener Temperatur die in diesem Abschnitt eingeführten Funktionen gq, aq, dk,q nur
von der Dichte abhängig. Die entsprechenden Funktionen sind in Kapitel 5 dargestellt.
Das weitere Vorgehen in punkto Berechnung der Laserlinienbreite ist nun im Prinzip
relativ ’straight forward’: Ohne Kavität kann davon ausgegangen werden, daß die Pola-
risation klein ist bzw. bleibt, so daß sie in guter Näherung vernachlässigt werden kann.
Aus Gl. (4.32) (jetzt durch einen Resonatorverlustterm κ ergänzt) folgt dann unmittel-
bar für die mittlere räumliche Intensität:

nb
q± =

γspq±n
e
kn

h
−k

2(κ− gq±) . (4.34)

Allerdings ist die letzte Näherung zu grob, als daß Gl. (4.34) wirklich geeignet wäre, die
Linienbreite eines Lasers zu beschreiben. Zur Abschätzung des Lumineszenzspektrums
kann sie aber herangezogen werden.
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Gl. (4.30) kann durch Übergang zur makroskopischen Dichte N = 1
V

∑
k
ne,h
k in folgender

Form geschrieben werden:

Λ− γnrN =
1

V

∑
k

γspk n
e
kn

h
−k +

1

V

∑
k,q±

dk,q±n
b
q±

=
1

V

∑
k

γspk n
e
kn

h
−k +

1

V

∑
q±

2gq±n
b
q±. (4.35)

Aus Gl. (4.34) ist ersichtlich, daß der Gain gq nun nicht dem Resonatorverlust κ ent-
spricht, wie es bei Abwesenheit von spontaner Emission der Fall sein muß, sondern etwas
niedriger als der Resonatorverlust κ ist. Die Differenz wird durch die spontane Emission
kompensiert.

Die Gegenwart eines Resonators bewirkt, daß ein Teil der spontan emittierten Inten-
sität mit dem Halbleiter rückkoppelt, so daß letztendlich eine hohe Intensität erreicht
werden kann, falls die Rückkopplung phasenrichtig erfolgt. Hohe Kohärenz zeichnet denn
in der Regel ein solches System aus. Die Frage ist nur, wie die Phase und damit letzend-
lich der Resonator ( Fabry-Pérot, siehe nächsten Abschnitt) prinzipiell erfaßt wird. Der
Ausdruck für das Quadrat des elektrischen Felds in zweiter Quantisierung bzgl. einer
Fourierkomponente hat folgendes Aussehen:

〈
(Ej,q(r))

2
〉

=
h̄ωq

2ε0V

[ 〈
b†j,qbj,q

〉
+
〈
bj,qb

†
j,q

〉
− e2iqr

〈
bj,qbj,q

〉
− e−2iqr

〈
b†j,qb

†
j,q

〉 ]
(4.36)

Aus Gl. (4.36) ist unmittelbar ersichtlich, daß nur die Terme
〈
bj,qbj,q

〉
,
〈
b†j,qb

†
j,q

〉
pha-

sensensitiv sind. Die Intensität kann aber nach wie vor durch die Größe nb
j,q beschrieben

werden. Die Phasensensitivität kommt über die Ankopplung an die Polarisation pk, wie
aus der Struktur des gekoppelten Differentialgleichungssystems (4.30) - (4.33) ersichtlich
ist. Damit ist unmittelbar klar, daß unter Vernachlässigung der Polarisation der Reso-
nator eigentlich nicht mehr erfaßt werden kann.

Im nächsten Abschnitt wird die Beziehung zwischen den Gr̈oßen
〈
bq+bq+

〉
,
〈
bq−bq−

〉
berechnet, die eine Folge der Struktur des gewählten Resonators ist. Über die Rand-
bedingungen von

〈
bq+bq+

〉
und von

〈
bq−bq−

〉
an den Facetten kommt der Einfluß des

Resonators überhaupt erst ins Spiel und erlaubt eine Berechnung der Beziehung dieser
Größen. Um es gleich vorwegzunehmen: Auch das bereits in seinem Umfang reduzierte
System (4.30) - (4.33) wird im nächsten Abschnitt nicht voll analytisch gelöst, da es
immer noch zu komplex ist. Wesentliches wird aber übernommen werden.

An dieser Stelle seien nochmals die entsprechenden Bewegungsgleichungen f̈ur die
Größen

〈
b†q±

〉 〈
bq±

〉
bzw. nbq± explizit miteinander verglichen (räumlich gemittelt, also
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mit κ):

∂

∂t

〈
b†q±
〉 〈
bq±
〉∣∣∣∣∣

(α,0)

= 2 (gq± − κ)
〈
b†q±

〉 〈
bq±
〉
+

1

2
γspq±

∑
k3

[ (
pk3

p∗k + c.c.
) ]

(4.37)

∂

∂t
nb
q±

∣∣∣∣∣
(α,0)

= 2 (gq± − κ)nb
q± +

1

2
γspq±

∑
k3

[ (
pk3

p∗k + c.c.
) ]

+ γspq±n
e
kn

h
−k

(4.38)

Gl. (4.37) folgt direkt aus Gl. (4.18) unter den gleichen Näherungen, die zu den Gl. (4.30)
- (4.33) geführt haben. Unter Vernachlässigung der Polarisation kann sie auch direkt aus

der Bewegungsgleichung von
〈
bq±

〉
:

∂

∂t

〈
bq±
〉

= −i(ωq± + aq±)
〈
bq±

〉
+ (gq± − κ)

〈
bq±
〉

(4.39)

gewonnen werden, falls Gl. (4.39) in folgender Weise modifiziert wird:

• Die Bewegungsgleichung für bq± wird durch einen Rauschterm Fb (Operator) ergänzt,
der folgende Eigenschaften besitzt (H: Heaviside-Funktion):

1. 〈Fb〉 =
〈
F †
b

〉
= 〈FbFb〉 =

〈
F †
b F

†
b

〉
= 0,〈

F †
b (t)Fb(t

′)
〉
= γspq±n

e
kn

h
−kδ(t− t′)

2.
〈
b†q±(t)Fb(t

′)
〉
=
〈
F †
b (t

′)bq±(t)
〉
= 1

2
γspq±n

e
kn

h
−kH(t− t′).

• Die Bewegungsgleichung für
〈
bq±
〉
wird durch einen Rauschterm F<b> (kein Ope-

rator) ergänzt, der folgende Eigenschaften besitzt:

1. 〈F<b>〉kl = 〈F ∗
<b>〉kl = 〈F<b>F<b>〉kl = 〈F ∗

<b>F
∗
<b>〉kl = 0,

〈F ∗
<b>(t)F<b>(t

′)〉kl = γspq±n
e
kn

h
−kδ(t− t′)

2.
〈〈
b†q±

〉
(t)F<b>(t

′)
〉
kl
=
〈
F ∗
<b>(t

′)
〈
bq±

〉
(t)
〉
kl
= 1

2
γspq±n

e
kn

h
−kH(t− t′).

Falls stationärer Zustand vorliegt, dann ist nach Gl. (4.34) γspq±n
e
kn

h
−k = 2(κ− gq±)nb

q± ,

also mithin
〈
F †
bFb

〉
= 2(κ − gq±)n

b
q± . In der Gl. (4.39) stellt der Ausdruck (κ − gq±)

die Dissipation von
〈
bq±
〉
dar, somit ist die Beziehung

〈
F †
bFb

〉
= 2(κ − gq±)nb

q± nichts
anderes als ein Beispiel des Fluktuations-Dissipationstheorems.

Unter Verwendung der Gl. (4.39) ist leicht ersichtlich, daß die Kommutatorrelation:[
bq± , b

†
q±

]
−

= 1
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∂

∂t

[
bq±, b

†
q±

]
−

= 2 (gq± − κ) +
〈
Fbb

†
q±
〉
+
〈
bq±F

†
b

〉
−
〈
F †
b bq±

〉
−
〈
b†q±Fb

〉
(4.40)

ohne Rauschterm nicht erhalten bleibt, mit Rauschterm unter der Forderung
〈
Fbb

†
q±
〉
=〈

bq±F
†
b

〉
= (κ − gq±) × (nb

q± + 1) (über die anderen beiden analogen Beziehungen wur-

de bereits verfügt) bleibt die Kommutatorrelation jedoch erhalten. Diese Forderung ist
gleichwertig mit: [

Fb, F
†
b

]
−

= 2(κ− gq±). (4.41)

Der phänomenologische Verlustterm κ als auch der Gain gq± (über die Näherung der
adiabatischen Elimination) sind die Ursache dafür, daß die Kommutatorrelation (4.40)
nicht erhalten bleibt. Nun, nicht ganz: Eigentlich wurde nur der Kommutator[ 〈
bq±

〉
,
〈
b†q±

〉 ]
−
berechnet, der gar keine Kommutatorrelation darstellt, denn

〈
bq±

〉
ist

kein Operator mehr, sondern ein Moment. In diesem Sinne ergibt sich dann aber auch
nicht die Notwendigkeit, daß entsprechende ’Kommutatorrelationen’ erhalten bleiben
müssen. Die Tatsache, daß es sich um Momente handelt, deren Bewegungsgleichungen
bekannt sind, läßt die Einführung eines zusätlichen Rauschterms F<b> zur Bewegungs-
gleichung des entsprechenden Moments günstiger erscheinen. Gl. (4.39) stellt dann ei-
ne Langevin-Gleichung mit einem Rauschbeitrag dar, der zu einem Gaußschen Prozeß
gehört. In diesem Fall ist die Funktion f (〈bq±〉), die die betreffende Wahrscheinlichkeit
angibt, mit der das Moment 〈bq±〉 angetroffen wird, durch die Fokker-Planck-Gleichung
gegeben [29], deren stationäre Lösung durch:

f
(〈
b̃†q±

〉
,
〈
b̃q±

〉)
=

2(κ− gq±)
γspq±n

e
kn

h
−k

exp

−2(κ− gq±)
〈
b̃†q±

〉 〈
b̃q±

〉
γspq±n

e
kn

h
−k

 ,
〈
b̃q±

〉
= 〈bq±〉 e−i(ωq±+aq± )t (4.42)

gegeben ist. Die mittlere Intensität
〈〈
b†q±
〉 〈
bq±

〉〉
kl

ergibt nun mit der Wahrscheinlich-

keitsverteilung aus Gl. (4.42):

〈〈
b†q±

〉 〈
bq±
〉〉

kl
=

γspq±n
e
kn

h
−k

2(κ− gq±) =
〈
b†q±bq±

〉
st
. (4.43)

Das entspricht exakt der stationären Lösung von Gl. (4.38) (ohne Polarisation natürlich).

Eine entsprechende Einführung von Langevin-Gleichungen für:

∂

∂t

〈
bq±

〉 〈
bq±

〉∣∣∣∣∣
(α,0)

= −2i (ωq± + aq±)
〈
bq±

〉 〈
bq±
〉
+ 2 (gq± − κ)

〈
bq±
〉 〈
bq±

〉
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+ γspq±
∑
k3

[
pk3

pk
]

(4.44)

∂

∂t

〈
bq±bq±

〉∣∣∣∣∣
(α,0)

= −2i (ωq± + aq±)
〈
bq±bq±

〉
+ 2 (gq± − κ)

〈
bq±bq±

〉
+ γspq±

∑
k3

[ (
pk3
− δk3,kpk

)
pk
]

(4.45)

würde in dieser Form konzeptionelle Schwierigkeiten mit sich bringen, da über die Ei-
genschaften von Fb bereits verfügt wurde, es sei denn, die Polarisation wird wiederum
vernachlässigt. Die Quelle des zusätzlichen Anteils der Polarisation in Gl. (4.38) z.B.
ist die Faktorisierung nach Gl. (4.12), die neben dem allseits bekannten Produkt nekn

h
−k

der Verteilungsfunktionen auch ein Produkt in den Polarisationen zul̈aßt, die in einer
Kavität zumindest nicht von vorneherein vernachlässigt werden sollten. Es ist nämlich
möglich, den kompletten Ausdruck:

1

2
γspq±

∑
k3

[ (
pk3

p∗k + c.c.
) ]

+ γspq±n
e
kn

h
−k

in Gl. (4.38) als spontane Emission zu interpretieren, der neben dem Anteil der sponta-
nen Emission aus der Weisskopf-Wigner-Theorie einen zus̈atzlichen Anteil enthält, der
gerade die veränderte Bedingungen in einer Kavität beschreiben kann. Im folgenden sei
kein weiterer Gebrauch von der Langevin-Beschreibung gemacht, halten aber fest, daß
die Gleichungen unter Berücksichtigung der entsprechenden Anteile in der Polarisation
sich nicht mehr durch Langevin-Gleichungen erfassen lassen.

Es sei darauf hingewiesen, daß für eine numerische Implementierung die rechte Seite
der Gleichungen der Größen nb

q±,
〈
bq±bq±

〉
(Gl. (4.32), (4.33)) noch durch einen Term:

∓ c

nb

∂

∂z
nb
q± bzw. ∓ c

nb

∂

∂z

〈
bq±bq±

〉
ergänzt werden sollten. Dies liegt daran, daß die verwendete Form (4.2) des Hamiltonope-
rators der nullten Stufe der Wignerentwicklung entspricht. Einer räumlichen Verände-
rung der entsprechenden Momente muß damit explizit Rechnung getragen werden.

4.2.1. Das Fabry-Pérot

Bisher wurde der Resonator nur in der Form der zeitlich gemittelten Verlustrate κ in ei-
ner rein lokalen Beschreibung berücksichtigt. Insofern können keine Unterschiede in den
spektralen Eigenschaften zwischen noch so verschiedenen Resonatoren auftreten, voraus-
gesetzt, sie besitzen die gleiche gemittelte Verlustrate. Streng genommen ist eine Betrach-
tung eines räumlich ausgedehnten Systems unumgänglich. Unter geeigneten Näherungen
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4. Die Quantisierung des Lichts

kann aber die räumliche Ausdehnung des Systems vernachl̈assigt werden, vielmehr er-
geben sich gleichwertige Aussagen dann aus Korrelationen zu zwei unterschiedlichen
Zeitpunkten. Diese lassen sich aber aus den bisher dargestellten Gleichungen gewinnen.

E
-

E
o

E
+

B
o

B
-

B
+

qo -q

+q

r1 r2

0 L z

n

Abb. 4.1: Das Fabry-Pérot mit Polarisationsrichtung des einlau-
fenden (E−), reflektierten (E+) und transmittierten
(Eo) elektrischen Felds sowie die Polarisation der ent-
sprechenden magnetischen Felder

Mit r1 und r2 seien die Reflexionskoeffizienten des elektrischen Felds an der Vorder- und
Rückseite bezeichnet. Neben den Propagationsrichtungen (mit q± bezeichnet) ist in der
Abb. (4.1) auch die Polarisation der elektrischen Felder sowie der magnetischen Felder
zu sehen. Wie bisher sei angenommen, daß das Halbleitermaterial im wesentlichen rein
dielektrisch ist (M = 0 bzw. µr = 1). Von den vier Gleichungen für die Größen E, D,
H und B (siehe hierzu ein beliebiges Buch zur Elektrodynamik, z.B. [30]):

n× (Eo −E− − E+) = 0 n · (Do −D− −D+) = 0
n× (Ho −H− −H+) = 0 n · (Bo −B− −B+) = 0

(4.46)

sind dann bei senkrechtem Einfall (Polarisationsrichtungen aller Felder senkrecht zum
Normalenvektor n) die Gleichungen in der rechten Spalte trivialerweise erfüllt. Mit den
Bedingungen der linken Spalte verbleibt dann für ebene Wellen (Index q± wie bisher):

Eqo = Eq− − Eq+ , noEqo = ni (Eq− + Eq+) , (4.47)

wobei von der Beziehung B = µ0H und der Beziehung (2.2) in der FormBq = ni/(cq)q×
Eq Gebrauch gemacht wird. ni, no bezeichnen die Brechungsindizes in- und außerhalb
des Resonators. Als Lösung des Gleichungssytems ergeben sich direkt die Fresnelschen
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4.2. Analyse im Fall zweier Propagationsrichtungen

Fomeln für Reflexions- und Transmissionkoeffizient an der vorderen Facette, falls keine
weiteren Bedingungen gestellt werden:

r1 :=
Eq+

Eq−
= −n

i − no

ni + no

t1 :=
Eq0

Eq−
=

2ni

ni + no
(4.48)

Nun sind aber Eq+ , Eq− im stationären Betrieb noch durch eine weitere Beziehung mit-
einander verknüpft. In einer rein klassischen Behandlung des elektrischen Felds sollten
Eq+ , Eq− auch über:

Eq− = fq Eq+ cos(ϕq), (4.49)

in der fq den ’Feedback-Koeffizienten’ und ϕq die Phasenverschiebung nach Propagation
von der Frontfacette (r1) zur Endfacette (r2) und wieder zurück darstellen, miteinander
in Verbindung stehen. fq und ϕq sind unter der Annahme eines ortsunabhängigen Gains
gq (keine Sättigungseffekte) durch:

fq = r2 e
gqT , rq = r1fq = r1r2 e

gqT ,

T =
2Lnq

c
, nq = nb − nb

ck0
aq, ϕq = 2π

2Lnq

λ
(4.50)

gegeben. Für die Brechungsindexänderung durch die Phasenfunktion aq sei auf den Ab-
schnitt 5.4 verwiesen. Im weiteren kann ni näherungsweise mit nb identifiziert werden;
strenggenommen resultiert ein Reflexionskoeffizient r1, der von der Wellenlänge abhängt,
da ni eigentlich mit nq zu identifizieren ist. r2 kann dagegen wirklich als unabhängig von
den Internas der Anregung der aktiven Schicht betrachtet werden, da die entsprechende
Facette meist metallisch verspiegelt ist. Gl. (4.48) und Gl. (4.49) sind aber nur gleich-
zeitig zu erfüllen, falls:

fq cos(ϕq) =
1

r1
, bzw.

fq cos(ϕq) r1 = 1 (4.51)

gilt, d.h., die Roundtrip-Bedingung für stationären Betrieb im Semiklassischen. In der
Regel ist diese Bedingung nur an einer spektralen Position ab einer gewissen Pumpsẗarke
erfüllt, so daß also unter diesen Voraussetzungen Singlemode-Betrieb als auch eine ver-
schwindende Linienbreite zu erwarten ist.

Was die quantenmechanische Behandlung des elektrischen Felds anbelangt, so stellt
sich kurz und knapp die Frage: Was ist das Pendant zur Gl. (4.49) ? Hier die Antwort:

Eq− = fq Eq+ cos(ϕq) + Esp
q , (4.52)
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4. Die Quantisierung des Lichts

die zunächst die Fragestellung an den Ausdruck Esp
q , der den Anteil der spontanen

Emission zum elektrischen Feld darstellt, relegiert. Auf die Frage, wie ’Esp
q ’ quantitativ

zu bestimmen ist, sei in Kürze eingegangen. Unter der Beziehung (4.52) folgt als Lösung
des Gleichungssystems (4.47):

Eq− =
1

1− rqcos(ϕq)
Esp

q

Eq+ =
r1

1− rqcos(ϕq)
Esp

q (4.53)

Eqo =
t1

1− rqcos(ϕq)
Esp

q

mit rq = r1 fq. Für die mittlere emittierte Intensität ergibt sich also folgender Ausdruck:

Iqo :=
1

2
ε0n

oc
〈
(Eqo)

2
〉

=
1

2
ε0n

oc
t21

(1− rqcos(ϕq))2

〈(
Esp

q

)2〉
(4.54)

Nun zum Term ’
〈(
Esp

q

)2〉
’. Dieser könnte über:

〈
(Eq−)

2
〉

= f 2
q cos

2(ϕq)
〈
(Eq+)

2
〉
+ 2fqcos(ϕq)

〈
Eq+E

sp
q

〉
+
〈(
Esp

q

)2〉
(4.55)

berechnet werden, falls es gelingt,
〈
(Eq−)

2
〉
auch noch auf anderem Weg zu bestimmen.

Gl. (4.55) folgt unmittelbar aus Gl. (4.52). Für das weitere Vorgehen sind die folgenden
Annahmen:

A1
〈
Eq±E

sp
q

〉
= 0, d.h., es besteht keine Korrelation zwischen den propagierenden

Anteilen und dem während der Propagation ’hinzugefügten Noise’.

A2 Alle materialspezifischen Funktionen wie gq, aq, etc. seien ortsunabhängig, d.h.,
Sättigungseffekte spielen keine Rolle.

von Relevanz. Die erste Annahme müßte strenggenommen eigentlich bewiesen werden;
sie entspricht aber den bereits angegebenen Korrelationen

〈
b†q(t)Fb(t

′)
〉
=
〈
F †
b (t

′)bq(t)
〉
=

1
2
γspq n

e
kn

h
−kH(t− t′). Eq+ ist der in positiver z-Richtung propagierende Anteil des elektri-

schen Felds an der vorderen Facette bei z = 0. Der hinzugefügte Noise liegt zeittechnisch
gesehen in der Zukunft, somit t′ > t. Die Heavisdefunktion verschwindet in diesem Fall.
Die zweite Annahme kann nachträglich ’entschärft’ bzw. vielleicht auch ganz weggelas-
sen werden. Vorläufig dient sie der Vereinfachung, macht sie doch das Problem zu einem
rein lokalen, zeitabhängigen Problem.
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4.2. Analyse im Fall zweier Propagationsrichtungen

Nach Gl. (4.4) ist unter Vernachlässigung von Mischtermen verschiedentlicher Fou-
rierkomponenten (so wie in den Gl. (4.30) -(4.33) bereits getan):〈(

E±(z)
)2〉

=
∑
q±

〈
(Eq±(z))

2
〉

〈
(Eq±(z))

2
〉

=
h̄ωq±

2ε0V

[ 〈
b†q±bq±

〉
+
〈
bq±b

†
q±
〉

+ e2i(q
±z+π/2)

〈
bq±bq±

〉
+ e−2i(q±z+π/2)

〈
b†q±b

†
q±
〉 ]

=
h̄ωq±

2ε0V

[ 〈
b̃†q± b̃q±

〉
+
〈
b̃q± b̃

†
q±
〉

+ 2
∣∣∣〈b̃q± b̃q±〉∣∣∣ cos(2[q±z − (ωq± + aq±)t+

π

2

])]

≈ h̄ωq±

2ε0V

[
4
∣∣∣〈b̃q± b̃q±〉∣∣∣ cos2(q±z − (ωq± + aq±)t+

π

2

)]
. (4.56)

Größen mit Tilde bezeichnen wie im letzten Abschnitt langsam ver̈anderliche Größen,
die die Dynamik bzgl. Ĥ0 nicht mehr enthalten (Diracbild, wenn von aq abgesehen wird).
Beim Übergang zum Semiklassischen folgt dann die letzte Zeile, die nichts anderes als
das Quadrat der Entwicklung des elektrischen Felds nach laufenden Wellen darstellt:

Eq±(z) = i
∑
q±

√
h̄ωq±

2ε0

(
b̃q±

1√
V
eiq

±z−(ωq±+aq± )t − b̃∗q±
1√
V
e−iq±z−(ωq±+aq± )t

)
.

(4.57)

Da das elektrische Feld eine reelle Größe ist, folgt zwingend, daß bq± und b∗q± zueinander
komplex konjugiert sind, wie schon die Schreibweise andeutet. Damit ist aber unmittel-
bar klar, daß die Beziehung:

b∗q±bq± =
∣∣∣bq±bq± ∣∣∣

immer erfüllt, von der beim Übergang zur letzten Zeile der Gl. (4.56) Gebrauch gemacht
wird. Nun ist das eine Beziehung, die so nicht direkt für die entsprechenden quanten-
mechanischen Erwartungswerte übernommen werden kann.

〈
b†q±bq±

〉
und

〈
bq±bq±

〉
sind

vielmehr unabhängige dynamische Variablen. Hier kann allein die Bedingung:〈
bq±bq±

〉
=

〈
b†q±b

†
q±
〉∗

gestellt werden. Hingegen ist i.a.:〈
b†q±bq±

〉
6=

∣∣∣〈bq±bq±〉∣∣∣ ,
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4. Die Quantisierung des Lichts

wie unschwer aus den entsprechenden Gleichungen (4.32), (4.33) zu erkennen ist. Der
Leser sei hierzu auch auf das Ende des Abschnitts 4.2.1 verwiesen. Es sei hier nur noch
angemerkt, daß die folgenden Schritte anstatt für den Ausdruck 〈(Eq±)

2〉 nun separat

für nb
q± und

〈
bq±bq±

〉
in genau der gleichen Weise durchgeführt werden müßten, um das

gekoppelte Problem (4.30) - (4.33) zu lösen.

Zur Erinnerung: Die Operatoren hängen in der nullten Stufe der Wignerentwicklung
parametrisch vom Ort ab! Anstatt nun die entsprechenden Korrelationen in Abhängig-
keit vom Ort darzustellen, werden diese in Abhängigkeit von der Zeit berechnet. Über
die nach der Annahme A2 konstanten Ausbreitungsgeschwindigkeit im Resonator korre-
spondieren Ort und Zeit miteinander. Die zweite Zeile von Gl. (4.56) folgt unmittelbar
aus den bereits abgeleiteten Bewegungsgleichungen der entsprechenden Momente (wie-
derum sei die Polarisation vernachlässigt):

∂

∂t

〈
b†q±bq±

〉
= 2gq±

〈
bq±bq±

〉
+ γspq±n

e
kn

h
−k

∂

∂t

〈
bq±bq±

〉
= −2i (ωq± + aq±)

〈
bq±bq±

〉
+ 2gq±

〈
bq±bq±

〉
(4.58)

Das weitere Vorgehen ist nun relativ ’straight forward’: Es werden die Momente zu einem
Zeitpunkt t = 0 vorgegeben, die

〈
(Eq+)

2
〉
(bei z = 0) festlegen. Diese werden durch den

Resonator ’propagiert’, an der Facette r2 reflektiert und abermals durch den Resonator
’propagiert’, um schließlich nach der Zeit T

〈
(Eq−)

2
〉
an der Facette r1 festzulegen. Diese

alternative Berechnung von
〈
(Eq−)

2
〉
gestattet dann die Bestimmung von

〈(
Esp

q

)2〉
. Im

einzelnen folgt:

1. Propagation von r1 nach r2, also von z = 0 nach z = L (äquivalent: t = 0 −→ t =
T/2):

〈
b†q+bq+

〉
t=T/2

= egqT
〈
b†q+bq+

〉
t=0

+
γspq n

e
kn

h
−k

gq

(
egqT − 1

)
〈
bq+bq+

〉
t=T/2

= e(gq−i(ωq+aq))T
〈
bq+bq+

〉
t=0

2. Reflexion an r2 (z = L):

〈
b†q−bq−

〉
t=T/2

= r22

(〈
b†q+bq+

〉
t=T/2

+
γspq n

e
kn

h
−k

gq

(
egqT − 1

))
〈
bq−bq−

〉
t=T/2

= r22
〈
b†q+bq+

〉
t=T/2

3. Propagation von r2 nach r1, also von z = L nach z = 0 (äquivalent: t = T/2 −→
t = T ): Vom Prinzip dasselbe wie bei 1.
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4.2. Analyse im Fall zweier Propagationsrichtungen

Somit ist:

〈
(Eq−)

2
〉
z=0

=
h̄ωq

2ε0V
f 2
q

[ 〈
b†q+bq+

〉
z=0

+
〈
bq+b

†
q+

〉
z=0

+ 2
∣∣∣〈bq+bq+〉∣∣∣z=0

cos
(
2
[
− (ωq + aq)T +

π

2

])]

+
h̄ωq

2ε0V

[
γspq n

e
kn

h
−k

gq

(
r22e

2gqT − r22egqT + egqT − 1
) ]

(4.59)

Mit diesen Bemerkungen ist es unschwer, den ersten Term auf der rechten Seite von
Gl. (4.55) in Verbindung mit Gl. (4.57) als ersten Term auf der rechten Seite von
Gl. (4.59) widerzuerkennen. Mit der Annahme, daß die Korrelation zwischen Eq± und
Esp

q verschwindet, gibt der zweite Term auf der rechten Seite von Gl. (4.55) keinen Bei-
trag. Damit bleibt:

〈(
Esp

q

)2〉
=

h̄ωq

2ε0V

[
γspq n

e
kn

h
−k

gq

(
r22e

2gqT − r22egqT + egqT − 1
) ]

(4.60)

Die Zunahme der Amplitude entlang des Resonators (z-Achse) kann natürlich nur als
Lösung einer partiellen Differentialgleichung erhalten werden. Diese entfällt aber durch
die Beschränkung in den Diagonalanteilen im Fourierraum. Eine Wigner-Darstellung
entsprechend Kapitel 3 würde direkt zu einer solchen partiellen Differentialgleichung
führen. Der hier gemachte Kunstgriff über die Zeit ist dann natürlich nicht notwendig
und die Ortsabhängigkeit der Momente ergibt sich direkt aus der stationären Lösung
der partiellen Differentialgleichung.

Die Summation über j,q wird beim Übergang zum Kontinuum zu:

∑
j,q

−→ V

(2π)3
8π
∫
dq q2

Der Faktor 8π ergibt sich aus den Integrationen über die Winkel im sphärischen Koor-
dinatensystem multipliziert mit einem zusätzlichen Faktor 2 für die beiden Polarisati-
onsrichtungen. Dieser Faktor entfällt bei der Summation über q−:

∑
q−
−→ V

(2π)3

∫
dq q2

Mit:

q2 dq = n3
b

(2π)3

λ4
dλ
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geht dann Gl. (4.54) in:

Ioλ dλ = noc
h̄ωq

4

n3
b

λ4
t21

(1− rqcos(ϕq))2

×
[
γspq n

e
kn

h
−k

gq

(
r22e

2gqT − r22egqT + egqT − 1
) ]

dλ (4.61)

über. Ioλ ist die emittierte spektrale Intensitätsdichte des Lasers. Der sich mit Abstand
am schnellsten verändernde Anteil mit Variation der Wellenlänge in Gl. (4.61) ist der
Ausdruck:

t21
(1− rqcos(ϕq))2

,

so daß allein mit diesem für die Halbwertsbreite (FWHM) folgt:

∆ϕ 1
2

= 2 arccos

(
2rq − 1

rq

)
−→ ∆ω ≈ c

nbL
arccos

(
2rq − 1

rq

)

∆λ ≈ λ2

2πnbL
arccos

(
2rq − 1

rq

)
(4.62)

Damit ergibt sich ∆λ ≈ 0.2 nm in Abwesenheit von Gain (gq = 0) und mit folgendem
Satz von Parametern:

L = 250 µm, λ = 852 nm, nb = 3.5095 r1 =
√
0.3 r2 =

√
0.9.

Der Wellenlängenunterschied von einem Maximum zum nächsten liegt bei etwa 0.4 nm.

4.2.2. Einige Bemerkungen

Der Ausdruck für die spektrale Verteilung der Intensität beim Durchgang durch zwei
planparallele Platten (nichts anderes ist ein Fabry-Pérot) ergibt sich durch analoge Über-
legungen zu:

Ioutλ =
(t′1t2)

2

(1− rcos(ϕq))2
I inλ , t′1 =

2no

ni + no
(4.63)

mit r = r1r2. Anstatt rq (siehe Gl. (4.50) tritt hier nur r auf. r und rq sind für gq = 0
(kein Medium) identisch. Wird noch in Gedanken Iinλ durch den entsprechenden Aus-
druck für die spontane Emission ersetzt, so stellt sich direkt wieder der Ausdruck (4.61)
für die spektrale Verteilung der Intensität eines Lasers ein. Dies zeigt die Parallelität
zwischen passivem und aktivem Resonator auf.
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4.2. Analyse im Fall zweier Propagationsrichtungen

In vielen (vielleicht auch allen) Abhandlungen zur klassischen Optik wird der ent-
sprechende Ausdruck zur spektralen Verteilung beim Durchgang durch zwei planparallele
Platten aus Überlegungen zur Vielstrahlinterferenz gewonnen, siehe z.B [31]. Wird hier-
zu einmal ein komplexer als auch ein reeller Ansatz für das elektrische Feld gewählt, so
folgt für den wesentlichen Detailschritt zur Berechnung des gesamten Felds:

∑
n

(
reiϕq

)n
=

1

1− reiϕq∑
n

(rcos(ϕq))
n =

1

1− rcos(ϕq)
(4.64)

Das bedeutet für den entsprechenden Anteil in der Intensität:

I ∼ EE∗ ∼ 1

1 + r2 − 2rcos(ϕq)
=

1

(1− r)2 + 4rsin2
(
1
2
ϕq

)
I ∼ EE ∼ 1

1 + r2cos2(ϕq)− 2rcos(ϕq)
(4.65)

Während der komplexe Ansatz der in der Literatur verwendete ist, ist der reelle An-
satz identisch mit dem, was bereits im letzten/in diesem Abschnitt auf etwas anderem
Weg hergeleitet wurde. Mathematisch gesehen, ist der reelle Ansatz der ’richtige’, was
aber noch lange nicht heißt, daß er auch bessere Resultate im Vergleich zum Experi-
ment liefert. Denn allein schon aus der Überlegung, daß mehrere Fourierkomponenten
gleichzeitig existieren, macht es eigentlich notwendig, die hier vorgestellten Ans̈atze auf
die Superposition zu erweitern und nicht separat für jede einzelne Fourierkomponente
auszuführen. Experimentell hat sich der komplexe Ansatz bestens bewährt (passiver Re-
sonator), wobei auch hinzugefügt werden sollte, daß sich beide Resultate im wesentlichen
nur in den Fällen ϕq → 2nπ unterscheiden. Das Pendant aus dem komplexen Ansatz zur
Gl. (4.61) hat dann also folgendes Aussehen:

Ioλ dλ = noc
h̄ωq

4

n3
b

λ4
t21

(1− rq)2 + 4rqsin2
(
1
2
ϕq

)
×

[
γspq n

e
kn

h
−k

gq

(
r22e

2gqT − r22egqT + egqT − 1
) ]

dλ (4.66)

Die analogen Überlegungen, die zur Gl. (4.62) geführt haben, ergeben nun:

∆ϕ 1
2

= 4 arcsin

(
1− rq
2
√
rq

)
−→ ∆ω ≈ 2c

nbL
arcsin

(
1− rq
2
√
rq

)

∆λ ≈ λ2

πnbL
arcsin

(
1− rq
2
√
rq

)
. (4.67)
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Das ergibt ∆λ ≈ 0.05 nm mit den bereits angegebenen Parametern.

Es sei darauf aufmerksam gemacht, daß beide Resultate für rq → 1 in eine Delta-
funktion übergehen:

1− r2q
2π

1

1 + r2q − 2rqcos(ϕq)
−→ δ (ϕq)

(1− r2q)
√
1− r2q

2π

1

1 + r2qcos
2(ϕq)− 2rqcos(ϕq)

−→ δ (ϕq)

ϕq = 2nπ, n ∈ N0 (4.68)

Der Grenzübergang ist aber gleichbedeutend mit κ = gq, denn:

rq = r1r2e
gqT = e(gq−κ)T = 1

κ := − 1

T
ln (r1r2) = − c

2Lnq
ln (r1r2) . (4.69)

κ ist die mittlere optische Verlustrate einer Kavität, die räumlich nicht aufgelöst wird.
Das ist aber die Bedingung für Lasing nach der semiklassischen Beschreibung. Mit an-
deren Worten: Auf der semiklassischen Ebene verschwindet die Linienbreite.

Im Grenzfall rq → 1 ist es möglich, die Linienbreite durch folgende alternative Be-
trachtungsweise zu berechnen: Die endliche Linienbreite eines Lasers ergibt sich aus dem
semiklassischen Grenzfall der Monochromasie (Mode bq) durch hinzufügen von Noise (sie-
he Gl. (4.39)) mit gaußschen Eigenschaften zur besagten Mode des elektrischen Felds.
Das ’Intensitätsspektrum’ ist dann durch folgende Fouriertransformation:

nb
ω =

1

2π

∞∫
−∞

dt
〈
b†q(t)bq(0)

〉
e−iωt (4.70)

gegeben. Mit Gl. (4.39) folgt zunächst für den Ausdruck
〈
b†q(t)bq(0)

〉
:

∂

∂t

〈
b†q(t)bq(0)

〉
= i(ωq + aq)

〈
b†q(t)bq(0)

〉
+ (gq − κ)

〈
b†q(t)bq(0)

〉
+
〈
F †
b (t)bq(0)

〉
︸ ︷︷ ︸

H(−t) = 0

.

(4.71)

Es ist also: 〈
b†q(t)bq(0)

〉
= ei(ωq+aq)te(gq−κ)t

〈
b†q(0)bq(0)

〉
. (4.72)

Dies entspricht genau der Lösung von Gl. (4.39) ohne Noise-Operator. Je nach Art der
Herleitung von Gl. (4.72) kann also entweder der Standpunkt vertreten werden, daß

78



4.2. Analyse im Fall zweier Propagationsrichtungen

der Noise-Beitrag in Gl. (4.39) die Phasenkorrelation in
〈
b†q(t)bq(0)

〉
dämpft oder der

kohärente Anteil in der Laserintensität eben nur mit gq < κ verstärkt wird. gq kann als
die Verstärkung des kohärenten Anteils aufgefaßt werden. Daß der Laser nicht ausgeht,
ist wiederum erneut an:〈

b†q(t)bq(t)
〉

= e2(gq−κ)t
〈
b†q(0)bq(0)

〉
+ e2(gq−κ)t ×

t∫
0

dτ1e
−i(ωq+aq)τ1e−(gq−κ)τ1

t∫
0

dτ2e
i(ωq+aq)τ2e−(gq−κ)τ2

〈
F †
b (τ1)Fb(τ2)

〉

= e2(gq−κ)t
〈
b†q(0)bq(0)

〉
+ e2(gq−κ)t ×

t∫
0

dτ1e
−2(gq−κ)τ1γspq n

e
kn

h
−k (4.73)

auszumachen. Unter der Annahme, daß ein stationärer Prozeß vorliegt, kann der Anteil
der spontanen Emission (jetzt zeitunabhängig) vor das verbleibende Integral in Gl. (4.73)
gezogen und die Integration ausgeführt werden. Mit der Forderung〈
b†q(t)bq(t)

〉
=
〈
b†q(0)bq(0)

〉
folgt dann erneut die Beziehung (4.34). Mit Gl. (4.72) ist:

nb
ω =

1

π

κ− gq
(κ− gq)2 + (ω − ωq − aq)2

∆ωST = 2 (κ− gq) . (4.74)

∆ωST ist die Linienbreite nach Schawlow-Townes [32, 33], wie sie bereits in den Fünf-
ziger Jahren für Gaslaser (Zweiniveaumodell) hergeleitet wurde. Unter Verwendung der
Gl. (4.34) kann ∆ωST in die bekannte Form:

∆ωST =
γspq n

e
kn

h
−k

nb
q

= h̄ωq

γspq n
e
kn

h
−k

P out
2κ (4.75)

gebracht werden, wobei die ausgekoppelte Leistung über P out = nb
qh̄ωq2κ gegeben ist.

Um eine Verbindung der Linienbreite nach Schawlow-Townes mit den bereits herge-
leiteten Beziehungen (4.62), (4.67) zu erhalten, kann folgende Approximation für ∆ωST

unter Verwendung der Gl. (4.69) gemacht werden (rq = 1− ε, ε� 1):

∆ωST = 2 (κ− gq) = − 2

T
ln(rq) ≈ 2

T
(1− rq)

=
c

nbL
(1− rq) . (4.76)

Somit kann folgende genäherte Darstellung der Argumente von arccos bzw. arcsin in den
Beziehungen (4.62), (4.67) gewonnen werden:

2rq − 1

rq
= 1− (1− rq)

rq
≈ 1− (1− rq) = 1− nbL

c
∆ωST

1− rq
2
√
rq
≈ 1− rq

2
=

nbL

2c
∆ωST . (4.77)
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Die Reihendarstellungen von arccos bzw. arcsin sind:

arccos(1− ε) ≈
√
2
(
ε
1
2 +

1

12
ε
3
2 + · · ·

)
, ε =

nbL

c
∆ωST

arcsin(ε) ≈
(
ε +

1

6
ε3 + · · ·

)
, ε =

nbL

2c
∆ωST (4.78)

Damit geht z.B. in linearer Approximation des arcsin die Gl. (4.67) über in ∆ω ≈ ∆ωST .

Da die Linienbreite nach Schawlow-Townes für Gaslaser aufgestellt wurde, die sich
im Gegensatz zu Halbleiterlasern durch sehr geringen Gain auszeichnen, ist es gerade
für Gaslaser eminent wichtig, daß das Produkt r1r2 nahe bei 1 liegt und somit natürlich
auch rq. In diesem Grenzfall gehen z.B. die entsprechenden Gl. (4.67) und Gl. (4.74)
ineinander über. Bei Halbleiterlasern genügt es dagegen, nur eine Seite zu verspiegeln,
das Produkt r1r2 beträgt bei den in diesem Abschnitt gewählten Parametern etwa 0.52.
Damit sind Abweichungen von Schawlow-Townes auf jedenfall zu erwarten. Es gilt dabei,
daß die Linienbreite nach (4.67) immer größer (im Grenzfall rq → 1 gleich) der Linien-
breite nach Schawlow-Townes ist. Diese vergrößerte Linienbreite ist nun seit über vier
Jahrzehnten Gegenstand des Interesses ([10], [34] - [44]) und wurde durch verschiedene
Korrekturfaktoren (je nach Grundlage des Modells) zu erklären versucht.

An dieser Stelle soll den Modellen im einzelnen nicht nachgegangen werden. Es scheint
aber so zu sein (keine Garantie auf Vollständigkeit!), daß bei allen Abhandlungen als
abschließender Schritt gemeinsam ist, die Linienbreite nach:

∆ω = FWHM

 ∞∫
−∞

dt
〈
b†q(t)bq(0)

〉
e−iωt

 (4.79)

zu berechnen, wobei natürlich die Berechnung von
〈
b†q(t)bq(0)

〉
jeweils den Details der

physikalischen Modellierung unterliegt. Die Berechnung nach Gl. (4.79) könnte aber der
Grund zumindest für ein Großteil der Abhandlungen sein, eine Korrektur einführen zu
müssen. Denn Gl. (4.79) sollte eigentlich nur dann wirklich verwendet werden, wenn da-
von ausgegangen werden kann, daß das Spektrum ohne Rauschterme bereits deltaf̈ormig
um eine Resonanzstelle ist. Das Rauschen bringt dann nach Gl. (4.79) die Verbreiterung.
Das ist mit Sicherheit nur dann gültig, falls es sich um ein Zweiniveaumodell handelt
oder falls das Produkt r1r2 sehr nahe bei 1 liegt, so daß der Übergang nach Gl. (4.78)
gemacht werden kann.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen den beiden Arten der Berechnung der Lini-
enbreite besteht in der Schlußfolgerung, daß nach Gl. (4.67) für ein niedriges Produkt
r1r2 das Argument des arcsin größer als 1 werden kann. Das ist dann der Fall, wenn
die Linienbreite einer Mode des Fabry-Pérots so breit ist, daß sie die benachbarte Mode
’sieht’. Die Intensität fällt dann nicht mehr auf die Hälfte ab und in diesem Fall gibt es
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auch keine Lösung der Gl. (4.67). Die Berechnung nach Gl. (4.79) führt im Fall einer

exponentiell gedämpften Korrelation
〈
b†q(t)bq(0)

〉
(wie in den meisten Fällen) zu einer

Lorentzkurve im Fourierraum, die natürlich immer zuläßt, daß es eine Halbwertsbrei-
te gibt. Ein anderer Unterschied zeigt sich in der Indifferenz der Halbwertsbreite nach
Gl. (4.79) von der genauen Struktur des Resonators. Zwei Resonatoren unterschiedlicher
Geometrie, aber mit gleichem κ liefern nach Gl. (4.79) die gleiche Halbwertsbreite.

4.3. Einige analytische/numerische Resultate

Zum Abschluß dieses Kapitels seien die Lösungen zur Gl. (4.34) und zur Gl. (4.67)
grafisch veranschaulicht.

4.3.1. Einige materialspezifische Aspekte

Beginnend bei Gl. (4.34) zeigen die beiden folgenden Abbildungen die Abhängigkeit der
spektralen Intensitätsdichte von der Wellenlänge und der Dichte (Inversion). Bei der
Berechnung wird dabei die Annahme zugrunde gelegt, daß die Verteilungsfunktionen
von Elektronen und Löchern (ne

k, n
h
−k) quasi fermiverteilt sind, was bei nicht zu großen

Intensitäten gut gerechtfertigt ist. Für die Berechnung ist die Kenntnis des Gains gq,
γspq , etc. notwendig. Für die Abhängigkeit dieser und ähnlicher Größen von der Dichte
als auch von der spektralen Position sei der Leser auf das nächste Kapitel verwiesen.

Gl. (4.34) beeinhaltet einen Pol für diejenige spektrale Komponente, deren Gain gq
als erstes die Resonatorverluste κ erreicht, also der Bedingung für Lasing im Semiklassi-
schen, die nie erreicht wird. In Praxi bedeutet das, daß sich für zunehmende Dichte die
Intensität in einer spektralen Komponente konzentriert oder mit anderen Worten: Die
Linienbreite wird kleiner. Zur Beantwortung der Frage der Laserlinienbreite muß aller-
dings der Resonator hinzugezogen werden, der die in den Abb. (4.2), (4.3) zu sehende
Linienbreite nochmals um Größenordnungen verkleinert. Bei etwa N = 2.3× 1018 cm−3

wird der Gain positiv, d.h., im Mittel ist die stimulierte Emission gr̈oßer als die Absorp-
tion. Der Transparenzpunkt ist erreicht. Die semiklassische Laserbedingung würde etwa
bei einer Dichte etwas oberhalb von N = 2.5010× 1018 cm−3 erreicht werden.
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Abb. 4.2: Spektrale Intensitätsdichte in Abhängigkeit von der
Wellenlänge und der Inversion

Abb. 4.3: Spektrale Intensitätsdichte in Abhängigkeit von der
Wellenlänge und der Inversion82
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Abb. 4.4: Spektrale Intensitätsdichte in Abhängigkeit von der
Wellenlänge für sechs verschiedene Werte der Inversion

Abb. 4.5: Spektrale Intensitätsdichte in Abhängigkeit von der
Wellenlänge für sechs verschiedene Werte der Inversion
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Abb. 4.6: Wellenlängenabhängigkeit des Maximums der spektra-
len Intensitätsdichte von der Inversion

Zur besseren Darstellung, in welchem Maße sich die Linienbreite verkleinert, sind in
den zwei Abb. (4.4), (4.5) nochmals für jeweils sechs verschiedene Dichten die spektrale
Intensitätsdichte über der Wellenlänge aufgetragen. Die zu diesen Abbildungen gehöri-
gen Inversionsbereiche entsprechen denen aus den Abb. (4.2),(4.3). Die Asymmetrie der
spektralen Intensitätsdichte ist eine direkte Folge vor allem der Asymmetrie des Gains
gq. Insbesondere in Abb. (4.4) ist eine Blauverschiebung der spektralen Intensiẗatsdichte
zu größeren Dichten zu erkennen. In der Abb. (4.6) ist diese Blauverschiebung nochmals
dargestellt in Form der spektralen Position des Maximums der spektralen Intensiẗats-
dichte in Abhängigkeit von der Inversion. Auch dieses Verhalten ist eine direkte Folge
des Gains. Erneut sei dazu auch auf das nächste Kapitel verwiesen.

In den Abb. (4.7),(4.8) ist der Pumpstrom als Funktion der Inversion für die be-
reits bisher verwendeten Bereiche der Inversion zu sehen. Der Threshold-Wert Jth ist
dabei über den zum Aufbau der nach semiklassischer Theorie notwendigen Inversion
(N ≈ 2.5010× 1018 cm−3) in Abwesenheit von kohärenter Emission (nbq = 0) benötigten
Stroms definiert. Die zwei darauffolgenden Abb. (4.9),(4.10) geben die Intensität (über
das Spektrum integrierte Intensitätsdichte) in Abhängigkeit des Pumpstroms wider. Aus
Abb. (4.9) ist ersichtlich, daß kohärente Emission bereits unterhalb des nach semiklassi-
scher Theorie notwendigen Stroms einsetzt. Des weiteren ist ein exponentieller Verlauf
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der Intensität in Abb. (4.9) zu sehen im Gegensatz zur Abb. (4.10), die einen linea-
ren Verlauf zu erkennen gibt. Der Unterschied im Verhalten ist auf die unterschiedliche
Änderung der Inversion in Abb. (4.9) gegenüber Abb. (4.10) zurückzuführen. Im ersten
Fall ändert sich die Dichte um 0.4× 1018cm−3, im zweiten nur noch um 4.0× 1014cm−3.
Mit dem unterschiedlichen Anwachsen der Dichte ist vor allem ein unterschiedliches An-
wachsen der spontanen Emission (γspq ) verbunden.

Die lineare Abhängigkeit in der Beziehung zwischen der Intensität und des Pumpstroms
oberhalb eines gewissen Werts der Intensität ist eine direkte Folge des Energieerhal-
tungssatzes. Da die Dichte (Inversion) eingefroren wird, sind die meist dichteabhängigen
Konkurrenzprozesse zur kohärenten Emission ebenfalls quasi konstant. Zusätzliche Ener-
gie, die in das System gepumpt wird, verl̈aßt dann das System via kohärenter Emission.

Abb. 4.7: Die Abhängigkeit des Pumpstroms von der Inversion
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Abb. 4.8: Die Abhängigkeit des Pumpstroms von der Inversion

Abb. 4.9: Die Abhängigkeit der Intensität vom Pumpstrom
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Abb. 4.10: Die Abhängigkeit der Intensität vom Pumpstrom

4.3.2. Einige Aspekte zum Fabry-Pérot

Alle im letzten Abschnitt vorgestellten Resultate sind die Folge der Gl. (4.34), die den
materialspezifischen Part beschreibt. Wie angedeutet, ist für die letztendliche spektrale
Verteilung die Berücksichtigung des Resonators notwendig, in diesem Fall ein Fabry-
Pérot. Die beiden folgenden Abbildungen sind das Resultat der Gl. (4.66), die den Part
des Resonators ebenfalls beschreibt.

In der Abb. (4.11) ist die spektrale Intensitätsdichte in Abhängigkeit von der Wel-
lenlänge und der Inversion dargestellt, die über gq als auch aq in Gl. (4.66) eingeht. Das
Maximum der spektralen Intensitätsdichte wird bei der niedrigsten Inversion auf eins
normiert, bei allen anderen Dichten ist die Normierungskonstante so gewählt, daß die
Integration über das Spektrum flächenerhaltend bleibt. Das hat den Sinn, daß bei einer
angenommenen konstanten spektralen Eingangsverteilung die Energie erhalten bleibt.
Das ist sicherlich bei höheren Intensitäten keine gute Voraussetzung mehr, bei dem
hier dargestellten Ausschnitt des Spektrums als auch der Dichte ist sie aber relativ
gut erfüllt. Damit kann die Aufmerksamkeit auf die spektrale Umverteilung durch den
Resonator gelenkt werden, ohne genau zu wissen, was das Material selbst als Spek-
trum vorgibt. Eine entsprechende Gewichtung mit dem Eingangsspektrum entf̈allt dann.
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Abb. 4.11: Fabry-Pérot-Spektrum in Abhängigkeit von der Wel-
lenlänge und der Inversion

Abb. 4.12: Fabry-Pérot-Spektrum in Abhängigkeit von der Wel-
lenlänge für fünf verschiedene Werte der Inversion
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Abb. 4.13: Fabry-Pérot-Spektrum (kein Medium) in Abhängigkeit
von der Wellenlänge

Die Aufmerksamkeit des Lesers sei an dieser Stelle auf den Ausschnitt des Spektrums
gelenkt, das bereits um fast zwei Größenordnung kleiner ist als das der zugehörigen
Abb. (4.2). Gut zu erkennen ist die rasche Abnahme der Linienbreite ∆λ mit zuneh-
mender Inversion, die bei N = 2.4 × 1018cm−3 bereits bei ∆λ ≈ 0.05 nm liegt im
Gegensatz zu ∆λ ≈ 17 nm aus Abb. (4.2).

Die Abb. (4.12) stellt das Spektrum nochmals für fünf verschiedene Werte der Inver-
sion im Bereich 2.0×1018 cm−3 - 2.4×1018 cm−3 dar. Auch hier ist eine Blauverschiebung
zu verzeichnen. Das ist aber nun nicht die Folge der Blauverschiebung des Maximums
des Gains, wie das im letzten Abschnitt der Fall ist, sondern auf eine Modifikation des
Brechungsindexes durch die Phasenfunktion aq zurückzuführen (siehe Gl. (4.67)). Ein
Vergleich mit der Abb. (4.13), die die Verhältnisse bei einem leeren Resonator für die
bereits in diesem Kapitel verwendeten Werte für Reflexionskoeffizienten und Brechungs-
index widergibt, zeigt eine Verschiebung um etwa 0.2 nm, was etwa einer Brechungs-
indexänderung von ∆n = −8 × 10−4 entspricht. In den folgenden zwei Tabellen sind
ein paar typische charakteristische Größen für den leeren Resonator als auch den Reso-
nator mit Medium für drei verschiedene, bereits dargestellte Werte der Inversion nach
Gl. (4.62), (4.67) zusammengestellt (κ = 0.1119 ps−1).

89



4. Die Quantisierung des Lichts

Dichte [1018 cm−3] gq [ps
−1] rq ∆λ [nm] ∆ν

- 0.0000 0.5196 2.0× 10−1 81 GHz
2.4000 0.0546 0.7151 1.2× 10−1 50 GHz
2.5006 0.1116 0.9982 7.8× 10−3 3.2 GHz
2.5010 0.1118 0.9995 4.1× 10−3 1.7 GHz

Halbwertsbreiten nach Gl. (4.62)

Dichte [1018 cm−3] gq [ps
−1] rq ∆λ [nm] ∆ν

- 0.0000 0.5196 8.9× 10−2 37 GHz
2.4000 0.0546 0.7151 4.5× 10−2 18 GHz
2.5006 0.1116 0.9982 2.3× 10−4 96 MHz
2.5010 0.1118 0.9995 6.3× 10−5 26 MHz

Halbwertsbreiten nach Gl. (4.67)

Im direkten Vergleich ergibt sich vor allem ein deutlicher Unterschied zwischen Gl. (4.62)
und Gl. (4.67) in der Abhängigkeit von der Wellenlänge für rq → 1. Beide haben zwar
den gleichen Grenzwert, konvergieren aber unterschiedlich schnell. Dies ist eine direkte
Folge des unterschiedlichen Verhaltens von arccos, arcsin in der Gl. (4.78) für ε→ 0.

Die extremen Unterschiede in punkto notwendiger Auflösung des Spektrums bzgl. des
Mediums auf der einen Seite als auch des Fabry-Pérots auf der anderen Seite machen
es praktisch unmöglich, beide vereint darzustellen. Als vielleicht wichtigstes Fazit dieses
Abschnitts bleibt festzuhalten, daß eine Behandlung der Laserlinienbreite ohne genaue
Behandlung des Resonators i.a. sinnlos ist.

4.3.3. Ein Vergleich mit der semiklassischen Beschreibung

Wie schon bereits bemerkt, verschwindet die Linienbreite im Semiklassischen, allerdings
nur, solange ein stationärer Zustand gefunden werden kann (keine Noise-Terme). Unter
der Voraussetzung von Monochromasie ist der stationäre Zustand gesichert, da er analy-
tisch exakt berechnet werden kann. Auch bei sogenanntem Multimode-Betrieb (mehre-
re Fabry-Pérot-Moden) verschwindet die Linienbreite der einzelnen Fabry-Pérot-Moden
nach einer langen transienten Phase (10 - 100 ns). Allerdings ist die Intensität nun
zeitabhängig (siehe die Abb. (4.20), (4.21)). Das Fourierspektrum besteht aus diskreten
Frequenzen mit einem Abstand δω = 2π/T der Fabry-Pérot-Moden zueinander. Das
entspricht mathematisch gesehen einer Fourierreihe oder, was äquivalent dazu ist, einer
Fouriertransformierten, die aus Deltafunktionen an den spektralen Positionen besteht,
bei denen ein Resonatorumlauf einem ganzzahligen Vielfachen einer entsprechenden Wel-
lenlänge entspricht. Mit anderen Worten: Das Fabry-Pérot ist ein diskretes Fourierfilter,
aber nur dann, wenn der effektive Reflexionskoeffizient rq (siehe Gl. (4.50)) dem Wert 1
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(keine effektiven Verluste) entspricht. Das ist aber genau dann der Fall, wenn die semi-
klassische Laserbedingung erfüllt ist.

Neben der Folgerung, daß die Linienbreite im Semiklassischen verschwindet, ergibt
sich noch eine andere Konsequenz einer semiklassischen Behandlung: Es gibt keinen
Multimode-Betrieb, zumindest wenn keine zu großen Intensiẗaten zugelassen werden.
Ein Laser beginnt im Semiklassischen bei derjenigen Wellenl̈ange zu lasen, die als erste
die Laserbedingung (4.51) erreicht. Ein weiteres Anwachsen der Dichte würde zwar ande-
ren spektralen Positionen ebenfalls ermöglichen, die Laserbedingung zu erreichen, findet
aber nicht statt, weil ab dem Punkt, an dem Lasing zum ersten Mal einsetzt, jede weitere
Energiezufuhr (via Inversion) in die schon lasende Mode geht. Dabei muß natürlich vor-
ausgesetzt werden, daß die Verteilungsfunktionen von Elektronen und Löchern erhalten
bleibt (fermiverteilt), so daß die bisher verwendeten Definitionen von Größen wie die
des Gains gq, etc. gültig bleiben, weshalb die Intensität nicht zu groß werden darf. Dann
ist aber aufgrund des eindeutigen Maximums in der Abb. (5.32) eine spektrale Position
ausgezeichnet, an der das Lasen einsetzt.
Bei der voll quantenmechanischen Beschreibung ist dagegen aufgrund der Abhängig-
keit des durch den Halbleiter zur Verfügung gestellten Spektrums aus Gl. (4.34) von
der Inversion zuerst Multimode-Betrieb zu erwarten (siehe Abb. (4.4), (4.5)), bei et-
was höheren Intensitäten Singlemode-Betrieb (Spektrum enger als der Abstand zweier
Fabry-Pérot-Moden).

Wenn zu großen Intensitäten übergegangen wird, dann kommt es zu der Situation,
daß an der Resonanzstelle (spektrale Position der Laseraktivität) die Inversion ähnlich
schnell abgebaut wird wie sie durch Interbandstreuung an dieser Position aufgebaut wird,
d.h., das System sättigt am Laserübergang ab. Dann kann es zu dem schon vorher an-
diskutierten Anwachsen der Inversion an benachbarten spektralen Positionen kommen
und der Laser zeigt erneut Multimode-Betrieb. Dieser Wechsel von Multimode- nach
Singlemode- zurück nach Multimode-Betrieb wird tatsächlich experimentell festgestellt
[45, 46] und nach dem bisher Geschriebenen sollte klar sein, daß eine voll quantenme-
chanische Beschreibung zur Erkl̈arung notwendig ist. Gerade der Fall hoher Intensität
macht eine Simulation unumgänglich, sollen die quantitativen Verhältnisse dargestellt
werden; allerdings ist dieser Fall sensitiv bzgl. der genauen Interbanddynamik, die eine
volle Behandlung der Streudynamik notwendig macht. Gepaart mit einem räumlich aus-
gedehnten System (Resonator) ist das zur Zeit nicht zu machen.

Allerdings sollen die Verhältnisse ein wenig anhand von Simulationen auf semiklassi-
scher Basis unter Verwendung des Relaxationsansatzes anstatt der vollen Streudynamik
veranschaulicht werden, was den Intensitätsbereich natürlich einschränkt. Die hier invol-
vierten Größenskalen verhindern sowieso, daß eine Zeitspanne simuliert wird, die groß
gegenüber der Zeitskala ist, in der transientes Verhalten existiert. Um einigermaßen
diese transiente Phase zu überwinden, muß bei den hier vewendeten Parametern eine
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4. Die Quantisierung des Lichts

Zeitspanne von sieben Größenordnungen (0.5 fs - 5 ns) simuliert werden. Stationarität
ist deshalb außer Reichweite. Noch eine kurze Anmerkung, bevor zum Inhalt der fol-
genden Abbildungen übergegangen wird: Multimode-Betrieb sollte auf semiklassischer
Basis nicht auftreten, ist aber trotzdem zu sehen. Das liegt daran, daß das Zentrum des
vorgewählten Wellenlängenbereichs nicht beim Maximum des Gains liegt, also dort, wo
Lasen einsetzten würde. Zudem ist das transiente Verhalten nicht abgeschlossen. So wie
es scheint, gehen die gezeigten Simulationen aber in Singlemode über (wird nicht gezeigt).

In den folgenden sechs Abbildungen sind für drei verschiedene Pumpströme jeweils
vier verschieden große Ausschnitte des Fourierspektrums der Intensiẗat I(t):

I(t) = const.×
∣∣∣∣∣e−iωc

qt
∑
q

Ẽq(t) e
−i∆ωqt

∣∣∣∣∣
2

(4.80)

zu sehen. Alle relevanten Parameter, bis auf:

λc = 814nm, λ ≈ 813.5 nm ... 814.5 nm

sind mit denen aus den bisher gezeigten Grafen identisch. λc ist die Trägerwellenlänge.
Näheres hierzu siehe Gl. (2.39). Simuliert wird mit einem vorgewählten Wellenlängen-
bereich von 813.5 nm ... 814.5 nm mit einer Auflösung von 100 Stützstellen.

Die Auflösung des Fourierspektrums hängt dabei allein von der simulierten Zeitspan-
ne (4 ns) ab und liegt bei einem Wellenlängenunterschied von ∆λ ≈ 5.5× 10−4 nm. Zur
Berechnung der Spektren wurden 80000 Zeitpunkte verwendet.

Gut zu erkennen sind die äquidistanten Peaks im Spektrum bedingt durch das Fabry-
Pérot (jeweils obere linke Abbildung auf den nächsten drei Seiten). Wird der Ausschnitt
um einen Peak (linker oder rechter Peak neben dem Peak der Tr̈agerwellenlänge) ver-
größert, so sind gut die Relaxationsseitenbanden zu erkennen; ein klares Indiz, daß die
Dynamik keine Stationarität errreicht hat. Solche Relaxationsseitenbanden gruppieren
sich um jeden der Hauptpeaks des Fabry-Pérots.

In Abb. (4.20) ist ein Ausschnitt des zeitlichen Verlaufs I(t) zu sehen und in Abb. (4.21)
ist Iq(t) = |Ẽq(t)|2 für denselben Zeitbereich dargestellt.
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4.3. Einige analytische/numerische Resultate

Abb. 4.14: Intensitätsspektrum in Abhängigkeit von der Wel-
lenlänge: J/Jth ≈ 1.06

Abb. 4.15: Intensitätsspektrum in Abhängigkeit von der Wel-
lenlänge: J/Jth ≈ 1.06
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Abb. 4.16: Intensitätsspektrum in Abhängigkeit von der Wel-
lenlänge: J/Jth ≈ 1.11

Abb. 4.17: Intensitätsspektrum in Abhängigkeit von der Wel-
lenlänge: J/Jth ≈ 1.11
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Abb. 4.18: Intensitätsspektrum in Abhängigkeit von der Wel-
lenlänge: J/Jth ≈ 1.32

Abb. 4.19: Intensitätsspektrum in Abhängigkeit von der Wel-
lenlänge: J/Jth ≈ 1.32
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Abb. 4.20: Zeitlicher Verlauf der Intensität I(t): J/Jth ≈ 1.06

Abb. 4.21: Zeitlicher Verlauf der spektralen Komponente Iq(t) der
Intensität: J/Jth ≈ 1.06

96



5. Der Einfluß des transversalen
Freiheitsgrads

Im Bestreben nach höheren Leistungen von Laserdioden werden Resonatoren entwickelt,
die zunehmend breiter, d.h., eine entsprechend gr̈oßere Ausdehnung in transversaler
Richtung (x - Richtung in Abb. (2.1)) besitzen aus dem einfachen Grund, über die
vergrößerte aktive Zone die Gesamtleistung zu erhöhen. Verbunden mit einem Wech-
sel zu breiteren Strukturen, den sogenannten Broad-Area-Lasern (BAL), ist allerdings
eine Instabilität, die größenordnungsmäßig bei etwa 10 µm einsetzt und die zu einer
zeitabhängigen Verteilung des Lasersprofils in transversaler Richtung führt. Solange es
nicht auf Strahlqualität und allzu große Kohärenz ankommt, können ohne weitere Maß-
nahmen zur Stabilisierung solche BALs zum Einsatz kommen, z.B. zum optischen Pum-
pen anderer Lasersyteme.

Bestrebungen, diese Instabilität zu überwinden, erfolgen in den letzten Jahren vor
allem in zwei Richtungen:

1. Die aktiven Zone wird in transversaler Richtung in einzelne Streifen von einigen
Mikrometern aufgeteilt, die für sich genommen als stabile Lasereinheiten betrieben
werden. Zwischen den Streifen befindet sich ein anderes Material (Material b), das
je nach Konzeption einen höheren oder niedrigeren Brechungsindex besitzt als das
Material a, das elektrisch gepumpt wird. Dabei haben sich vorallem Konfiguratio-
nen als stabil erwiesen, bei denen Material b einen höheren Brechungsindex besitzt
(Antiguiding, siehe [47]).

2. Im Zuge der Chaos-Kontrolle kann gezeigt werden, daß bei geeigneter zeitverzöger-
ter Rückkopplung dynamisch instabile Systeme stabilisiert werden k̈onnen, insbe-
sondere auch die Lorenz-Gleichungen als Modellgleichungen für viele Lasersysteme.
Durch Anordnungen, in denen ein Teil des Lichts von einem externen gekrümmten
Spiegel in den Resonator zurückgeworfen wird, kann Stabilisierung erreicht werden
([48] - [53]).

Im folgenden soll der Phasenübergang vom stabilen zum instationären Betrieb sowohl an
einem mikroskopischen als auch makroskopischen Modellsystem veranschaulicht werden
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und dabei insbesondere das Verständnis des Mechanismus am makroskopischen Modell-
system vertieft werden (zumindest soweit, wie es die analytischen Fähigkeiten ermögli-
chen). Basierend auf dieser Grundlage soll dann eine Möglichkeit vorgestellt werden, wie
BALs ebenfalls zu stabilisieren sein sollten.

5.1. Ein mikroskopisches Modell

Grundlage des mikroskopischen Modells sind die Gl. (2.37) für die Beschreibung der
Dynamik des elektrischen Felds auf der makroskopischen Ebene und die Gl. (2.65)-(2.68)
in Verbindung mit den zusätzlichen Beiträgen der Gl. (2.69)-(2.71) zur Beschreibung des
mikroskopischen Anteils.
In den folgenden Bildern ist der zeitliche Verlauf der Intensität des elektrischen Felds, die
aus der Frontfacette (R1 = 0.3, siehe Tabelle auf Seite 7) ausgekoppelt wird, zu sehen.
Simulationen zu verschiedenen transversalen Ausdehnungen des Streifens, der elektrisch
gepumpt wird, werden gezeigt. An beiden Seiten ist jeweils ein 4µm breiter Rand, der
nicht elektrisch angeregt wird. Gepumpt wird mit J ≈ 2.5Jth. In einer ersten Sequenz
von Bildern ist ein größerer Ausschnitt des zeitlichen Verlaufs dargestellt. Eine zweite
Sequenz gibt die jeweilige Dynamik für eine Zeitspanne von 40 ps als 3d-Darstellung
wider.

Abb. 5.1: Breite: w = 6µm
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5.1. Ein mikroskopisches Modell

Abb. 5.2: Breite: w = 13µm

Abb. 5.3: Breite: w = 17µm
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Abb. 5.4: Breite: w = 50µm

Abb. 5.5: Breite: w = 6µm
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5.1. Ein mikroskopisches Modell

Abb. 5.6: Breite: w = 13µm

Abb. 5.7: Breite: w = 17µm
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5. Der Einfluß des transversalen Freiheitsgrads

Abb. 5.8: Breite: w = 50µm

5.2. Ein makroskopisches Modell

Lasersyteme werden in der Regel von einem relativ großen Bereich an Zeitskalen be-
gleitet. Dies gilt insbesondere für Halbleiterlaser. Die kürzeste Zeitskala ist hier die
Dephasing-Zeit τ peff mit etwa 50 fs. Der nächste relevante Zeitbereich liegt in diesem
Fall bei etwa 5 ps für die Verlustzeit der Kavität. Der dritte charakteristische Bereich
bringt die Zerfallszeit der Inversion mit sich und liegt bei einigen Nanosekunden. Alles
in allem überstreicht das hier behandelte Lasersystem also 5 Größenordnungen in der
Zeit.
In vielen Fällen wird der Laser nicht durch alle prinzipiell vorkommenden Variablen
dynamisch wirklich bestimmt. Oft ist die zeitliche Ver̈anderung einer oder mehrerer Va-
riablen langsam im Vergleich zu den Relaxationszeiten der restlichen Variablen, so daß
letztere adiabatisch (instantan) den ersteren folgen und somit adiabatisch eliminiert wer-
den können. Es verbleibt dann ein reduziertes Differentialgleichungssytem der langsam
veränderlichen Variablen.

Halbleiterlaser werden als Class-B-Laser qualifiziert, das bedeutet, das zu ihrem dy-
namischen Verständnis zwei dynamische Variablen (elektrisches Feld, Inversion) notwen-
dig sind. Entsprechend kann die Polarisation adiabatisch eliminiert werden, was obige
Zeitskalen nahe legen. An dieser Stelle sei aber darauf hingewiesen, daß das in der Regel
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nur auf cw-Betrieb zutrifft. Bedingungen, in denen der Laser pulst oder in der die An-
ordnung als Verstärker für kurze Pulse (< 1 ps) verwendet wird, lassen diese Näherung
nicht zu.
Neben der sehr kurzen Dephasing-Zeit der Polarisation sind auch die Zeitspannen, in
denen die Verteilungsfunktionen von Elektronen und Löchern in die entsprechenden
Quasi-Fermifunktionen relaxieren, in der gleichen Größenordnung, so daß bei nicht zu
starken elektrischen Feldern von den entsprechenden Quasi-Fermifunktionen ausgegan-
gen werden kann.

Aus Gl. (2.59),(2.62) folgt dann:

P̃± =
1

V

∑
k

d∗cvp̃
±
k =

|dcv|2
ih̄

1

V

∑
k

γpk − iω̃k

(γpk)
2 + (ω̃k)2

(
f e
k + fh

−k − 1
)
Ẽ±. (5.1)

Mit diesem Ausdruck kann dann Gl. (2.37) in folgender Form geschrieben werden:

∂

∂t
Ẽ± = iσ

∂2

∂x2
Ẽ± +

(
g(N)− ia(N)

)
Ẽ± ∓ neffc

n2
b

∂

∂z
Ẽ± (5.2)

mit:

σ :=
neffc

n2
b

1

2keff
(5.3)

g(N) :=
neffc

n2
b

keffΓ

2n2
eff ε0

|dcv|2
h̄

1

V

∑
k

γpk
(γpk)

2 + (ω̃k)2

(
f e
k + fh

−k − 1
)

(5.4)

a(N) :=
neffc

n2
b

keffΓ

2n2
eff ε0

|dcv|2
h̄

1

V

∑
k

ω̃k

(γpk)
2 + (ω̃k)2

(
f e
k + fh

−k

)
. (5.5)

Aus leicht ersichtlichen Gründen wird g(N) der Gain des elektrischen Felds bezeichnet,
da er die Verstärkung bzw. Dämpfung durch das Material beschreibt. a(N) bewirkt ei-
ne Phasenveränderung. Beide Funktionen hängen bei fester Temperatur nur von der
Dichte der Elektronen bzw. Löcher ab, da das chemische Potential und damit die Quasi-
Fermifunktionen nur noch diese Abhängigkeit tragen.
Bei der Definition von a(N) wurde auf die ’-1’ im Ausdruck (fek+f

h
−k−1) bewußt verzich-

tet, da dieser Anteil unabhängig von der Dichte ist und den effektiven Brechungsindex
nochmals um einen konstanten Beitrag erhöhen würde. Es sei darauf hingewiesen, daß
entsprechende Summation (bzw. Integration) in Gl. (5.5) unter Beibehaltung des ei-
gentlichen Ausdrucks (fek + fh

−k − 1) unter der Annahme parabolischer Bänder nicht
konvergiert. Unter Berücksichtigung der richtigen Dispersionsrelation tritt das Problem
nicht auf, genauso wenig wie bei der dynamischer Behandlung der Polarisation unter der
Annahme parabolischer Bänder. Der Grund liegt darin, daß die adiabatische Elimination
nur in der Nähe zur Resonanz des elektrischen Felds erlaubt ist, denn ω̃k kommt recht
schnell in die gleiche Größenordnung wie γpk (ω̃k ≈ γpk bei einer Verstimmung von etwa
1/120 Eop ≈ 13 meV).
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Es wird noch eine entsprechende Bewegungsgleichung für die Ladungsträgerdichte N
für ein quasi elektrisch neutrales System (N = Ne = Nh) benötigt:

∂

∂t
N =

1

V

∑
k

∂

∂t
ne
k =

1

V

∑
k

∂

∂t
nh
−k

= Λ− γnrN − γsp(N)− d(N)
( ∣∣∣Ẽ+

∣∣∣2 + ∣∣∣Ẽ−
∣∣∣2 )+ DN4N (5.6)

mit:

Λ =
1

V

∑
k

Λe,h =
ηJ

ed
(5.7)

γsp(N) =
1

V

∑
k

γspk f
e
kf

h
−k (5.8)

d(N) = 2
|dcv|2
h̄2

1

V

∑
k

γpk
(γpk)

2 + (ω̃k)2

(
f e
k + fh

−k − 1
)
. (5.9)

Die Funktionen g(N), a(N), d(N) und γsp(N) sind analytisch nicht bekannt, können
aber numerisch gewonnen werden. Da die Dichte durch die Laseraktivität in einem sehr
kleinen Bereich um die Transparenzdichte Ntr fixiert wird, reicht es in der Regel aus,
die Funktionen nur bis zum linearen Glied in der Dichte um die Transparenzdichte zu
entwickeln. Im folgenden sei aber zunächst keine spezielle Wahl des Entwicklungspunkts
N0 getroffen:

g(N) = g(N0) +
∂

∂N
g(N)

∣∣∣∣∣
N0

(N −N0) + ...

= g0 + g1 (N −N0) + ... (5.10)

An dieser Stelle ist der Übergang zu einem rein makroskopischen Modell abgeschlossen.
Um später einen analytischen Vergleich zu ermöglichen, sei eine weitere Vereinfachung
vorgenommen: der wesentliche Charakter wird bereits durch eine rein transversale Be-
schreibung erfaßt. Unter Vernachlässigung der Propagationsrichtung wird aus Gl. (5.2):

∂

∂t
Ẽ = iσ

∂2

∂x2
Ẽ +

(
g(N)− ia(N)

)
Ẽ − κẼ (5.11)

mit:

κ = −neffc

n2
b

1

2L
ln
(
r1r2

)
, (5.12)

die der Bedingung exp(−κ2L) = r1r2 entspricht und den optischen Verlusten durch den
Resonator Rechnung trägt. Eine Unterscheidung in den Propagationsrichtungen entfällt.
Zudem ist:

∂

∂t
N = Λ− γnrN − γsp(N)− d(N)

∣∣∣Ẽ∣∣∣2 +DN
∂2

∂x2
N. (5.13)
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In den folgenden vier Abbildungen ist die Abhängigkeit der Funktionen g(N), a(N),
d(N) und γsp(N) von der Dichte zu sehen (durchgezogene Linie). Zusätzlich sind die
Approximationen der Funktionen bis zur ersten Ordnung (linearer Term in der Taylor-
entwicklung, punktierte Linie) und bis zur vierten Ordnung (gestrichelte Linie) zu sehen.
Die Transparenzdichte liegt bei 3.48×1018 1/cm3, die Dichteschwankungen innerhalb der
elektrisch gepumpten Region (also durch die Lasertätigkeit selbst erzeugte Dichteände-
rungen) liegen bei etwa ±0.2 × 1018 1/cm3, so daß im Prinzip eine Entwicklung in der
Dichte bis zum linearen Glied vollkommen ausreichend wäre. Im Randbereich aber fällt
die Dichte um Größenordnungen ab.

Abb. 5.9: Der Gain g(N) in Abhängigkeit von der Dichte (durch-
gezogene Linie) sowie die lineare Approximation (punk-
tierte Linie) als auch die Approximation vierter Ordung
(gestrichelte Linie)

Dieser relativ enge Bereich der Dichtevariationen hängt mit dem sehr raschen An-
wachsen der Verstärkung des elektrischen Felds zusammen, wenn die Dichte einmal
den Transparenzpunkt übersteigt. Für die in Tabelle auf Seite 7 gegebenen Werte er-
gibt sich (κ ≈ 0.11 1/ps, g1 = 1.3 × 10−18 1/ps cm3) eine notwendige Erhöhung der
Dichte von nur ungefähr 0.1 × 1018 1/cm3, um die Resonatorverluste zu überwinden.
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Abb. 5.10: Die Phasenfunktion a(N)

Abb. 5.11: Die Rückkopplung d(N) des Lasers an die Inversion
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Abb. 5.12: Die spontane Emission γsp(N)

Im folgenden sei nochmals die Dynamik für die vier bereits eingangs des Kapitels ge-
zeigten Breiten des Pumpstreifens von 6 µm, 13 µm, 17 µm und 50 µm veranschaulicht,
wobei im Gegensatz zum Anfang des Kapitels auf eine mikroskopische Beschreibung
sowie auf die explizite Behandlung der z-Richtung verzichtet wird. Grundlage der Simu-
lationen sind allein die Gl. (5.11), (5.13). Die Funktionen g(N), a(N), d(N) und γsp(N)
werden nur bis zur ersten Ordnung (linear) in der Dichte behandelt, so daß die einfachste
Konfiguration der möglichen Kombinationen in der makroskopischen Beschreibung, wie
sie zu Beginn dieses Abschnitts vorgestellt werden, gewählt wird.
Die folgenden Abb. (5.13)-(5.20) sind direkt mit den Abb. (5.1)-(5.8) zu vergleichen.
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Abb. 5.13: Breite: w = 6µm

Abb. 5.14: Breite: w = 13µm
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Abb. 5.15: Breite: w = 17µm

Abb. 5.16: Breite: w = 50µm
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Abb. 5.17: Breite: w = 6µm

Abb. 5.18: Breite: w = 13µm

110



5.2. Ein makroskopisches Modell

Abb. 5.19: Breite: w = 17µm

Abb. 5.20: Breite: w = 50µm
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5.3. Einige analytische Aspekte

5.3.1. Der räumlich homogene Fall

Ausgangspunkt für die folgenden Betrachtungen sind die Gl. (5.11), (5.13), wobei die
auftretenden Funktionen nur bis zum linearen Term betrachtet werden. Im r̈aumlich
homogenen Fall ist die stationäre Lösung durch:

Etot
st = Este

−iωΦt (5.14)

mit:

ωΦ = a0 + a1 (Nst −N0) + δωΦ

Est =

√√√√Λ− γnrNst − γsp0 − γsp1 (Nst −N0)

d0 + d1 (Nst −N0)
eiϕ

Nst = N0 +
κ− g0
g1

(5.15)

gegeben. Zur Charakterisierung der Stabilität der stationären Lösung (siehe hierzu auch
[54]) ist dann folgendes Gleichungssytem, das durch Linearisieren der Gl. (5.11), (5.13)
an der stationären Lösung gebildet wird, auf Eigenwerte zu untersuchen:

∂

∂t

 δE
δE∗

δN

 =

 −i (σk
2 − δωΦ) 0 (g1 − ia1)Est

0 i (σk2 − δωΦ) (g1 + ia1)E
∗
st

a31E
∗
st a32Est a33

 , (5.16)

mit:

a31 = a32 = −d0 − d1 (Nst −N0)

a33 = −γnr − γsp1 − d1 |Est|2 − ηk2. (5.17)

Der Aufstellung der Matrix liegt folgender Ansatz zugrunde: E
E∗

N

 =


(
Est + δEeikx

)
e−iωΦt(

E∗
st + δE∗e−ikx

)
eiωΦt

Nst + δNeikx

 . (5.18)

Es ergibt sich folgendes charakteristisches Polynom in λ:

λ3 − a33λ2 +
((
σk2 − δωΦ

)2 − 2a31g1 |Est|2
)
λ

+2a31a1 |Est|2
(
σk2 − δωΦ

)
− a33

(
σk2 − δωΦ

)2
= 0. (5.19)

Für eine kubische Gleichungen der Form:

λ3 + bλ2 + cλ+ d = 0 (5.20)
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ergeben sich nach Cardano [55] folgende Lösungen:

λ1 = u1 + v1 − b

3

λ2 = u1e
i2π/3 + v1e

−i2π/3 − b

3

= −1

2
(u1 + v1) + i

1

2
(u1 − v1)

√
3− b

3

λ3 = u1e
i4π/3 + v1e

−i4π/3 − b

3

= −1

2
(u1 + v1)− i1

2
(u1 − v1)

√
3− b

3
(5.21)

mit folgenden Definitionen:

q2 + p3 > 0:

u1 = sign
(
−q +

√
q2 + p3

)
3

√∣∣∣∣−q +√
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)
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q2 + p3 < 0:

u1 =
3

√√
q2 + |q2 + p3|eiϕ

v1 =
3

√√
q2 + |q2 + p3|e−iϕ

ϕ =


π − arctan

( |q2+p3|
|q|

)
q ≥ 0

arctan
( |q2+p3|

|q|

)
q < 0

(5.23)

mit:

2q =
2b3

27
− bc

3
+ d

3p =
3c− b2

3
. (5.24)

Für die weiteren Überlegungen ist es hilfreich, eine Bestimmungsgleichung zu kennen,
bei der gerade der Realteil der Eigenwerte die Bedingung Re(λ) = 0 erfüllt, so daß an-
hand dieser zwischen stabilen und instabilen Bereichen im Parameterraum unterschieden

113



5. Der Einfluß des transversalen Freiheitsgrads

werden kann. Wird zwischen Realteil und Imaginärteil (λ = λr + iλi) unterschieden, so
ergibt sich aus Gl.(5.20) folgendes Paar an Gleichungen:

λ3r − 3λrλ
2
i + b (λ2r − λ2i ) + cλr + d = 0

3λ2rλi − λ3i + b2λrλi + cλi = 0.
(5.25)

Mit der Forderung λr = 0 folgt:

1. d = 0 −→ λi = 0
2. −bc + d = 0 −→ λ2

i = c.
(5.26)

Unter Berücksichtigung der Definitionen von b, c, d ist dann:

1. 2a31a1 |Est|2 (σk2 − δωΦ)− a33 (σk2 − δωΦ)
2

= 0

2. −a33g1 + a1 (σk
2 − δωΦ) = 0.

(5.27)

Aus Gl. (5.27) ergibt sich dann, daß stationäre Lösungen für Störungen mit Wellenvek-
toren k im Bereich (a31, a33 < 0):

1.

0 < k < k1krit ≈
√√√√2a31a1 |Est|2 + a33δωΦ

a33σ
, δωΦ ≤ 0

√
δωΦ

σ
< k < k1krit ≈

√√√√2a31a1 |Est|2 + a33δωΦ

a33σ
, δωΦ ≥ 0

(5.28)

2.

0 < k < k2krit ≈
√
a33g1 + a1δωΦ

a1σ
, δωΦ ≥ −a33g1

a1

instabile Eigenwerte (λr > 0) besitzen. In Gl. (5.28) wird der diffusive Anteil −ηk2 in
der Definition von a33 in guter Näherung für nicht zu kleine stationäre Felder Est ver-
nachlässigt. Das exakte Problem vierter Ordnung ist aber ebenfalls lösbar.

Im folgenden sei δωΦ = 0, d.h., daß sich ωΦ entsprechend dem Wert a(Nst) ≈
a0 + a1(Nst − N0) einstellt. Eine entsprechende Wahl hätte natürlich auch schon im
Ansatz (5.14), (5.15) gemacht werden können, um die Darstellung entsprechend zu ver-
einfachen. Durch Gl. (5.28) kommt aber klar zum Ausdruck, daß Bereiche von Insta-
bilität durch δωΦ beeinflußt werden können; für die hier verwendeten Parameter kann
durch eine entsprechende Wahl von δωΦ (δωΦ < −0.4 1/ps) das Sytem sogar komplett
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stabilisiert werden. Diese Problematik gewinnt schnell an Realität in Fällen, bei denen
nicht von einer räumlich homogenen stationären Lösung ausgegangen werden kann. Es
wird sich zeigen (siehe nächstes Kapitel), daß auch in diesem Fall ein gemeinsames ωΦ
unabhängig vom Ort gewählt werden kann, es ist aber i.a. δωΦ(x) = ωΦ−a(Nst(x)) 6= 0.
Leider ist die Stabilitätsanalyse in dieser Form dann nicht mehr gültig, ansonsten könnte
die Diskussion direkt anhand von Gl. (5.28) erfolgen. Die Möglichkeit aber, durch eine
entsprechende Wahl von δωΦ das System zu stabilisieren, gibt zumindest einen deut-
lichen Hinweis darauf, daß es geeignete inhomogene Zustände geben sollte, die stabil
sind.

In den folgenden Abb. (5.21), (5.22) sind die Realteile der Eigenwerte in Abhängig-
keit vom Wellenvektor k der Störung für drei verschiedene Pumpstärken zu sehen. Aus
diesen geht klar hervor, daß es im Prinzip nicht möglich sein sollte, im räumlich homo-
genen Fall stabile stationäre Lösungen zu finden, zumindest nicht für die hier gewählten
Parameter. Ein Vergleich mit den entsprechenden Simulationen (J/Jth = 2.5) aus den
beiden vorangegangenen Abschnitten zeigt jedoch, daß zumindest für Streifenbreiten
w < 10µm stabile stationäre Lösungen gefunden werden können. Wie läßt sich diese
Diskrepanz erklären?

Aus Abb. (5.23), in der k1krit als Funktion der Pumpstärke zu sehen ist, ergeben sich
z.B. folgende Werte für k1krit:

J/Jth = 1.1 k1krit ≈ 3.6× 10−1 1/µm 2π/k1krit ≈ 17µm
J/Jth = 1.25 k1krit ≈ 4.2× 10−1 1/µm 2π/k1krit ≈ 15µm
J/Jth = 2.5 k1krit ≈ 4.7× 10−1 1/µm 2π/k1krit ≈ 13µm

Entsprechende Störungen, die instabil sind, können sich also offensichtlich erst dann
entwickeln, falls die räumliche Ausdehnung des Lasers größer als 2π/k1krit ist. Mit ande-
ren Worten: Die Stabilitätsanalyse für den räumlich homogenen Fall erlangt erst dann
Gültigkeit, falls der Laser breiter als 2π/k1krit ist, ansonsten hat der Randbereich einen
merklichen (und offensichtlich stabilisierenden) Einfluß auf das System. Es ist genau
dieser Umstand, auf den im folgenden näher eingegangen wird.
Aus der Abb. (5.23) ist ersichtlich, daß für breitere Strukturen schwächere Pumpströme
gewählt werden müssen, um das System stabil zu halten. Dies deckt sich mit der experi-
mentellen Erfahrung für solche gewinngeführten Strukturen. Um diese Interpretation zu
untermauern, wurde nochmals ein w = 13µm breiter Laser simuliert, aber diesmal mit
einer Pumpstärke von J/Jth = 1.25 antatt einer Pumpstärke von J/Jth = 2.5 in den bis-
her gezeigten Simulationen. Nach der gerade erfolgten Abschätzung sollte das Sytem für
diese Pumpstärke (J/Jth = 1.25) stabil sein, wie aus Abb. (5.24) ersichtlich ist. Im Ge-
gensatz dazu ist im Fall J/Jth = 2.5 das Sytem nicht mehr stationär (siehe Abb. (5.18)).

115



5. Der Einfluß des transversalen Freiheitsgrads

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005
k [1/nm]

Re(λ1) [1/ps]

J/Jth = 1.25
J/Jth = 2.50
J/Jth = 5.00

Abb. 5.21: Re(λ1) in Abhängigkeit von k für drei Pumpstärken

-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0
0 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005

k [1/nm]

J/Jth = 1.25

J/Jth = 2.50

J/Jth = 5.00

Re(λ2), Re(λ3) [1/ps]

Abb. 5.22: Re(λ2) in Abhängigkeit von k für drei Pumpstärken

116



5.3. Einige analytische Aspekte

0

0.0001

0.0002

0.0003

0.0004

0.0005

1 2 3 4 5
J/Jth

k1krit [1/nm]

Abb. 5.23: k1krit in Abhängigkeit von der Pumpstärke
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5.3.2. Der räumlich inhomogene Fall

Nachdem es offensichtlich möglich ist, eine räumlich inhomogene stationäre Lösung, die
stabil ist, zu finden (siehe letzter Abschnitt), ganz im Gegensatz zum räumlich homo-
genen Fall, stellt sich direkt die Frage, ob es nicht möglich sein sollte, auch für breitere
Strukturen (w > 10µm) stabile stationäre Lösungen für Pumpstärken, die um einiges
größer als die Threshold-Pumpstärke sind, zu erhalten.
Um es vorweg zu nehmen: Es geht. Allerdings ist es nicht mehr möglich, eine Stabilitäts-
untersuchung analytisch auszuführen und so direkt etwa Aussagen über entsprechende
Maßnahmen zur Stabilisierung zu machen. Die Schwierigkeit liegt darin, daß neben der
i.a. analytisch unbekannten stationären Lösung auch das um die stationäre Lösung li-
nearisierte Problem nun in der Regel nicht diagonal bzgl. der Funktionen ist, nach denen
die Störung entwickelt wird.

∂
∂t
u = F (u, r,∇,p) −→ nichtlineares Problem in u

∂
∂t
δu = L (ust, r,∇,p) δu −→ linearisiertes Problem

L (ust, r,∇,p) =
(
∂F
∂u

)
ust(r)

−→ Jakobi−Matrix

(5.29)

Die Störung δu kann nun nach einem beliebigen, vollständigen Funktionensytem χk(r)
entwickelt werden, das die Randbedingungen erfüllt:

δu =
∑
k

ξkχk(r). (5.30)

Um ein lokales Problem in den Amplituden ξk ähnlich zum räumlich homogenen Fall zu
erhalten, muß an das Funktionensystem χk(r) die Forderung:∫

V

d3rχ∗
k′(r)ξTk′ · L(r,∇)ξkχk(r) ! = λk |ξk|2 δk,k′ (5.31)

gestellt werden. Selbst bei Kenntnis der stationären Lösung muß die Funktionenbasis
in der Regel via Gram-Schmidt oder mit einem entsprechenden Orthogonalisierungs-
verfahren explizit gewonnen werden. Nur in speziellen Fällen wird diese Forderung von
bekannten Funktionensystemen erfüllt.

Der räumlich homogene Fall zeichnet sich dadurch aus, daß bei Kenntnis der Eigen-
funktionen zum Differentialoperator (symbolisiert durch ∇ in der Matrix L) sich der
Ausdruck (5.30) zu:

L(∇)ξkχk(r) = λkξkχk(r)

−→
∫
V

d3rχ∗
k′(r)ξTk′ · L(∇)ξkχk(r) = λk |ξk|2

∫
V

d3rχ∗
k′(r)χk(r)

︸ ︷︷ ︸
δk,k′

(5.32)
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vereinfacht, vorausgesetzt, das Funktionensystem ist gleichzeitig auch orthogonal, was
in der Regel erfüllt ist, da die meisten Syteme hermitesch sind. Diese beiden kleinen
Umstände bringen es mit sich, daß so gut wie alle Stabilitätsanalysen bei nichtlinea-
ren, partiellen Differentialgleichungen von räumlich homogenen, stationären Lösungen
ausgehen!

Um im folgenden ein wenig die quantitativen als auch die qualitativen Verhältnisse
veranschaulichen zu können, werden weitere Vereinfachungen vorgenommen, um schließ-
lich eine Differentialgleichung für das elektrische Feld zu erhalten. Dazu sei der Diffusi-
onsbeitrag in Gl. (5.13) vernachlässigt. Für die stationäre Dichte Nst folgt:

Nst =
Λeff − d0

∣∣∣Ẽ∣∣∣2
γnr + γsp1 + d1

∣∣∣Ẽ∣∣∣2 , Λeff = Λ− γsp0 − γnrN0. (5.33)

Als spezieller Entwicklungspunkt N0 der Dichte kann Nth gewählt werden (nicht not-
wendig, aber praktisch):

g(Nth) := κ

−→ ∂

∂t
Ẽ = iσ

∂2

∂x2
Ẽ +

(
g1 − ib1

) Λeff − d0
∣∣∣Ẽ∣∣∣2

γnr + γsp1 + d1
∣∣∣Ẽ∣∣∣2 Ẽ − ia0Ẽ. (5.34)

Im weiteren sei zwischen Amplitude und Phase unterschieden:

Ẽ(x, t) = EA(x, t) e
−iωΦt−iΦ(x,t). (5.35)

Mit diesem Ansatz ergeben sich folgende zwei reelle Differentialgleichungen:

∂

∂t
EA = σ

(
2
∂

∂x
EA

∂

∂x
Φ + EA

∂2

∂x2
Φ
)
+ g1

Λeff − d0E2
A

γnr + γsp1 + d1E2
A

EA

EA
∂

∂t
Φ = σ

(
− ∂2

∂x2
EA + EA

(
∂

∂x
Φ

)2 )
+ a1

Λeff − d0E2
A

γnr + γsp1 + d1E2
A

EA +
(
a0 − ωΦ

)
EA.

(5.36)

Unter der Annahme, daß die Phasenfront nicht zu stark ortsabhängig ist, kann der

Beitrag
(

∂
∂x
Φ
)2

im 2. Teil von Gl. (5.36) vernachlässigt werden. Im stationären Zustand

(EA = EA(x),Φ = Φ(x) ist dann der 2. Teil von Gl. (5.36) von der Phase entkoppelt.
Im weiteren seien zwei Fälle parallel behandelt:

1. d1 sei vernachlässigt: d1 := 0

2. d1 sei nicht vernachlässigt: d1 6= 0.
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Ein integrierender Faktor ist in beiden Fällen ∂
∂x
EA. Somit ist:

1. 0 =
1

2
σ

(
∂

∂x
EA

)2

− 1

2

[
(a0 − ωΦ) +

a1Λeff

γnr + γsp1

]
E2

A

+
1

4

a1d0
γnr + γsp1

E4
A + const. (5.37)

2. 0 =
1

2
σ

(
∂

∂x
EA

)2

− 1

2
(a0 − ωΦ)E

2
A −

1

2d1
a1Λeff ln

(
1 +

d1E
2
A

γnr + γsp1

)

+ a1d0

[
1

2d1
E2

A −
1

2d21
(γnr + γsp1 ) ln

(
1 +

d1E
2
A

γnr + γsp1

)]
+ const.

Nach Separation der Variablen bleibt:

1. x− x0 =

EA∫
E0

A

ds
1√

av s2 − bv s4 − cv (5.38)

2. x− x0 =

EA∫
E0

A

ds
1√

av s2 + bv ln
(
1 + d1s2

γnr+γsp
1

)
− cv

mit folgenden Definitionen:

1. av =
1

σ

[
(a0 − ωΦ) +

a1Λeff

γnr + γsp1

]

bv =
1

2σ

a1d0
γnr + γsp1

cv =
2

σ
const. (5.39)

2. av =
1

σ

[
(a0 − ωΦ)− a1d0

d1

]

bv =
a1
σ

[
Λeff

d1
+
d0
d21

(γnr + γsp1 )

]

cv =
2

σ
const.

Die Gl. (5.38) lassen sich i.a. nicht mehr analytisch integrieren, sind aber in dieser Form
leichter durch ein Computeralgebrasytem zu l̈osen. Es bestehen allerdings zwei wichtige
Grenzfälle, bei denen eine analytisch geschlossene Lösung angegeben werden kann. Diese
beziehen sich beide auf den 1. Fall. Ein paar Eigenschaften der Lösungen aus diesen
Grenzfällen können direkt auch auf den 2. Fall übertragen werden, weshalb hier der 1.
Fall überhaupt betrachtet wird. Bevor nun näher auf diesen eingegangen wird, sei an

120



5.3. Einige analytische Aspekte

dieser Stelle noch angemerkt, daß der 2. Fall auf den 1. Fall reduziert werden kann, wenn
in Gl.(5.38) der Logarithmus bis zum quadratischen Term nach Taylor entwickelt wird
und anschließend der Grenzübergang d1 → 0 durchgeführt wird.

Alle folgenden Betrachtungen, wenn nicht explizit anders lautend, beziehen sich auf
den 1. Fall. Unter der Annahme, daß der Integrand zwei Nullstellen s1, s2 besitzt, kann
das Polynom 4. Ordnung in Gl. (5.38) in der Form −bv (s2 − s21)(s2 − s22) geschrieben
werden. Es ergeben sich folgende Bestimmungsgleichungen für s1, s2:

bv (s21 + s22) = av
bv s21s

2
2 = cv.

(5.40)

Mit der Koordinatentransformation:

s2 = s22 −
(
s22 − s21

)
sin2(ψ) bzw.

s21 = s21 −
(
s21 − s22

)
cos2(ψ) (5.41)

geht dann Gl. (5.38) in:

x− x2 = − 1

s2
√
bv

ϕ∫
0

dψ
1√

1− s22−s21
s22

sin2(ψ)
(5.42)

über. Das Integral auf der rechten Seite von Gl. (5.41) ist ein elliptisches Integral 1.
Gattung. In zwei Spezialfällen läßt sich diese Integration ausführen:

a) s2 = s1: Es bleibt die konstante (also räumlich homogene) Lösung mit: s1 = s2 =√
av/2bv =

√
Λeff/d0, cv = av2/4bv. Dies entspricht genau der Lösung (5.15), falls

ωΦ = 0 gewählt wird (zur Erinnerung: hier N0 = Nst).

b) s1 = 0: In diesem Fall ergibt sich aus dem Problem:∫
ds

1√
−bv s2 (s2 − s22)

−→ 1

s2
√
bv

∫
dt

1

t
√
1− t2 , s = s2t. (5.43)

Mit s2 =
√
av/bv =

√
2Λeff/d0, cv = 0 und:

∂

∂x
arcsech(x) = − 1

x
√
1− x2 (5.44)

folgt schließlich:

x− x0 = − 1√
av

arcsech

√ bv

av
s

∣∣∣∣∣∣
EA

E0
A

. (5.45)
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O.B.d.A. kann angenommen werden, daß das Maximum der Lösung bei x0 liegt (x0 = x2,
entsprechende Anfangsbedingung kann dann durch Verschieben der Lösung gewonnen
werden). Somit ist dann endgültig:

EA =

√
av

bv
sech

(√
av(x− x2)

)
= s2sech

(
s2
√
bv(x− x2)

)
. (5.46)

Da bei der Festlegung der Spezialfälle über die Integrationskonstante cv bereits verfügt
wurde, muß in der Regel direkt die Form (5.38) verwendet werden, um eine Lösung
zu erhalten, die die Anfangsbedingungen erfüllt. Bemerkenswert ist auf jeden Fall, daß
durch Veränderung der Integrationskonstanten cv das qualitative Verhalten der Lösung
verändert werden kann, eine typische Eigenschaft nichtlinearer Gleichungen. Die Lösung
geht dabei je nach Wahl des Parameters cv von der konstanten Lösung über biperiodi-
sches Verhalten in die sech-Funktion über. Um das Ganze etwas zu systematisieren kann
folgende Funktion cn definiert werden [55]:

x =

ϕ∫
0

dψ
1√

1−m2 sin2(ψ)

cn(x,m) = cos(ϕ), (5.47)

bekannt als cosinus amplitudinus oder als einer der drei Jacobischen Funktionen. Ein
entsprechender Vergleich mit Gl. (5.42) liefert m2 = (s22 − s21)/s22. Für die beiden darge-
stellten Grenzfälle folgt dann unmittelbar:

a) s1 = s2 −→ m = 0 cn(x, 0) = cos(x)
b) s1 = 0 −→ m = 1 cn(x, 1) = sech(x).

Gl. (5.41) kann dann durch die Funktion cn ausgedrückt werden (s = EA):

s = EA =

√
s21 − (s21 − s22) cn2

(
s2
√
bv(x− x2), m

)
. (5.48)

Qualitative Aussagen zum Verhalten der Lösung lassen sich aber auch ohne explizite
Angabe von Lösungen machen. Sozusagen einen Schritt vor der Separation der Variablen
ist: (

∂

∂x
EA

)2

= av E2
A − bv E4

A − cv = F (EA). (5.49)

Eine kurze Kurvendiskussion der Funktion F liefert dann folgende Eigenschaften:
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1. Aufgrund der Symmetrie der Funktion F (gerade Funktion) gibt es folgende Möglich-
keiten an reellen Nullstellen (alle Nullstellen si 6= 0 treten paarweise ±|si| auf):
• keine Nullstelle

• eine einfache Nullstelle bei EA 6= 0

• eine doppelte Nullstelle

• eine doppelte Nullstelle bei EA = 0 und eine einfache bei EA 6= 0

• zwei einfache Nullstellen jeweils bei EA 6= 0

• eine vierfache Nullstelle bei EA = 0.

2. Nähert sich die Lösung EA einer einfachen Nullstelle E1
A, so kann das Verhalten von

EA in der Nähe von E1
A durch folgende Differentialgleichung beschrieben werden:(
∂

∂x
EA

)2

= F ′(E1
A)
(
EA − E1

A

)
−→ EA = E1

A + 2F ′(E1
A) (x− x1)2 .

3. Bei einer doppelten Nullstelle E2
A liegen folgende Eigenschaften in unmittelbarer

Umgebung von E2
A vor:(

∂

∂x
EA

)2

=
1

2
F ′′(E2

A)
(
EA − E2

A

)2
−→ EA = E2

A + const. e±
√

1
2
F ′′(E2

A
) x, x→ ∓∞.

Für eine reelle Funktion muß F ≥ 0 gelten. Das physikalische Problem fordert hier
zudem EA ≥ 0. Folgende Szenarien sind unter diesen Bedingungen denkbar:

1. keine Nullstelle:
Es liegt monotones Verhalten vor (die erste Ableitung der Lösung verschwindet
nie); die Lösung ist ungebunden.

2. eine einfache Nullstelle bei EA 6= 0:
Angenommen, EA sei größer als die Nullstelle E1

A, bei der ein Minimum (F ′′(E1
A) >

0) angenommen wird. Zudem sei E′
A < 0. Dann bewegt sich die Lösung auf das

Minimum bei E1
A zu, danach kehrt sich die Bewegung um. Daraufhin gibt es nur

noch monotones Verhalten. Ist EA > E1
A, E

′
A > 0 tritt das monotone Verhalten

sofort ein. Die Lösung ist ungebunden.

3. eine doppelte Nullstelle:
Je nach Startposition und Richtung gibt es gebundene und ungebundene Lösungen.
Alle Lösungen sind in ihrem Verhalten monoton. Eine Umkehr der Bewegung gibt
es nicht.
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4. eine doppelte Nullstelle bei EA = 0 und eine einfache bei EA 6= 0:
Die Lösung ist für eine Anfangsbedingung, die kleiner ist als die einfache Nullstelle,
gebunden; je nach Startrichtung ist das Verhalten sofort monoton gegen 0 oder es
findet eine einzige Umkehr der Bewegung statt. Dies entspricht dem Fall m = 1,
s1 = 0. Für eine Anfangsbedingung, die größer als die einfache Nullstelle ist, liegt
der einzige Unterschied darin, daß die Lösung ungebunden ist (monoton gegen∞).

5. zwei einfache Nullstellen jeweils bei EA 6= 0:
Es existiert eine Lösung, die zwischen den Nullstellen oszilliert, also eine periodi-
sche Lösung. Dies entspricht dem Fall 0 ≤ m < 1 im cosinus amplitudinus. Für
m = 0 ist das Verhalten einfach periodisch, ansonsten biperiodisch. Die Anfangs-
bedingung muß zwischen den Nullstellen liegen; ansonsten gilt der zweite Teil des
gerade besprochenen Falls.

Der verbleibende Fall der vierfachen Nullstelle sei dem Leser als Übungsaufgabe über-
lassen.

Die Frage stellt sich, wozu die Aussagen anhand eines Modells, von dem nicht aus-
gegangen werden kann (zur Erinnerung: es wurde bisher nur der Fall d1 = 0 behandelt),
gut sind. Die Antwort: Alle qualitativen Aussagen bzgl. des 1. Falls in Gl. (5.38) lassen
sich ohne weiteres auf den 2. Fall in Gl. (5.38) übertragen. Der Grund liegt darin, daß
das qualitative Verhalten der Lösung von den Nullstellen der Funktion F bestimmt wird.
Eine Reihenentwicklung des Logarithmus bis zu quadratischen Gliedern im Argument
um die betreffende Nullstelle liefert als Gesamtausdruck ein gerades Polynom vierter
Ordnung in EA. Insbesondere sei darauf verwiesen, daß für cv = 0 im 1. Fall wie im 2.
Fall eine doppelte Nullstelle bei EA = 0 und eine einfache Nullstelle bei EA 6= 0 auftritt
und somit das gleiche Verhalten der Lösung vorliegt wie unter Punkt 4 dargestellt. Es
bleiben zumindest vorübergehend noch zwei Fragen zu klären:

1. Ist der Ansatz EA(x)e
−iωΦt−iΦ(x) berechtigt? Oder mit anderen Worten: Wie sieht

das Phasenverhalten überhaupt aus?

2. Wie groß ist ωΦ?

Die Frage 1 sei numerisch beantwortet. In den folgenden zwei Abbildungen ist die Phase
in Abhängigkeit von der transversalen Koordinate x und der Zeit t zu sehen. Die Phase
wird dabei nach:

Φtot(x, t) = ωΦt + Φ(x) = arctan

(
Im(Ẽ−)

Re(Ẽ−)

)
(5.50)

berechnet. Der Abb. (5.25) liegt die mikroskopische Beschreibung, wie eingangs des
Kapitels dargelegt, zugrunde; die Abb. (5.26) stammt aus dem ebenfalls schon bespro-
chenen makroskopischen, transversalen Modell. In der Abb. (5.26) wurde bewußt darauf
verzichtet, die Bildmenge des arctan über [-π

2
,π
2
] hinaus zu erweitern; es ergibt sich aber
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5.3. Einige analytische Aspekte

auch hier ein linearer Verlauf der Phase mit der Zeit. Als Werte für ωΦ ergeben sich aus
diesen Schaubildern:

mikroskopisch : ωΦ ≈ 0.03 1/ps

makroskopisch : ωΦ ≈ 0.9 1/ps

Der relativ große Unterschied wird relativ schnell klar, wenn nochmals Abb. (5.10) ver-
gegenwärtigt wird: Eine kleine Unsicherheit in der Bestimmung des Transparenzpunkts
überträgt sich direkt auf den Wert a0 (konstanter Term in der Taylorreihe von a(N)),
jedoch kaum auf die Terme höherer Ordnung in der Taylorentwicklung. Aus Abb. (5.10)
ist zu entnehmen:

a0 ≈ 0.7 1/ps

a1 ≈ 1.1× 10−18 1/ps cm−3

Offensichtlich entspricht ωΦ nicht dem Wert a0, wie es zumindest für die räumlich hom-
genene Lösung der Fall sein sollte. Aber es zeigt sich bei allen Simulationen:

ωΦ = a0 + a1(N̄ −N0), (5.51)

wobei N̄ den Mittelwert der Dichte über dem Pumpstreifen bezeichnet. Da seitliche Re-
sonatorverluste über eine erhöhte Inversion kompensiert werden müssen, ist insbesondere
für schmälere Anordnungen N̄ größer als für breitere Strukturen. ωΦ nähert sich aber
für breitere Strukturen dem Wert von a0 an. a0 selbst ist letztendlich nicht relevant für
das transversale Profil (läßt sich in Gl. (5.36) wegtransformieren) ganz im Gegensatz
zu a1, das die Abhängigkeit der Phasenfunktion a(N) von der Dichte widergibt. Für die
Berechnung der Lösung von Gl. (5.36) bzw. Gl. (5.38) ist also der Koeffizient av (siehe
Gl. (5.39)) eigentlich durch folgende Terme zu ersetzen (N0 = Nth):

1. av =
1

σ

[
−a1(N̄ −N0) +

a1Λeff

γnr + γsp1

]

2. av =
1

σ

[
−a1(N̄ −N0)− a1d0

d1

]
, (5.52)

was die Schwierigkeit mit sich bringt, daß zur Berechnung von N̄ die Lösung eigentlich
schon bekannt sein müßte. Ein nichtlineares Eigenwertproblem! Entweder wird ωΦ nu-
merisch gewonnen oder der Ausdruck a1(N̄ −N0) in av wird vernachlässigt.
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5. Der Einfluß des transversalen Freiheitsgrads

Abb. 5.25: Die Phase in Abhängigkeit von der Position x in trans-
versaler Richtung und der Zeit t (mikroskopisch)

Abb. 5.26: Die Phase in Abhängigkeit von der Position x in trans-
versaler Richtung und der Zeit t (makroskopisch)
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5.4. Der Modellvergleich

5.4. Der Modellvergleich

In den folgenden vier Abbildungen wird ein quantitativer als auch qualitativer Ver-
gleich zwischen dem mikroskopischen Modell, bestehend aus den Gl. (2.37), (2.65)-(2.68),
(2.69)-(2.71) und dem makroskopischen Modell mit den Gl. (5.11),(5.13) (lineare Ap-
proximation der Funktionen g,a,d,γsp in der Dichte) sowie dem analytischen Modell
Gl. (5.36) gezogen. Die durchgezogene Kurve entspricht jeweils dem makroskopischen
Modell, die gestrichelte dem mikroskopischen und die punktierte Kurve dem analyti-
schen Modell.

Die Gl. (5.36) ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit zwei frei wählbaren
Konstanten. Da es im einfachsten Fall zwei Abschnitte gibt (einen mit Λ 6= 0 und einen
Randbereich mit Λ = 0), sind also insgesamt vier frei wählbare Konstanten vorhanden,
von denen zwei über die Forderung der Stetigkeit der Funktion selbst und der zugehörigen
ersten Ableitung fixiert werden. Die verbleibenden zwei Konstanten werden dadurch
festgelegt, daß das Maximum des analytischen Modells dem des mikroskopischen Modells
entspricht. ωΦ, das in die Größe av eingeht (siehe Gl. (5.39)), wird entweder gleich a0
gesetzt wie im Fall der räumlich homogenen Stabilitätsanalyse oder der Wert wird aus
einer entsprechenden makroskopischen Simulationen übernommen. av ist die einzigste
Größe, die einer gewissen Unsicherheit unterliegt, die daher rührt, daß Gl. (5.36) zu
einer reinen Differentialgleichung für die Amplitude des elektrischen Felds reduziert wird
anstatt das gekoppelte Amplituden-Phasen-Problem zu lösen.

In den Abb. (5.27), (5.28) ist ωΦ entsprechend den Werten aus den Simulationen des
makroskopischen Modells gewählt (ωΦ > a0); in den Abb. (5.29), (5.30) geht ωΦ in zwei
Schritten gegen a0. Dabei demonstrieren die letzten beiden Abbildungen die Abhängig-
keit des transversalen Profils der Intensität von ωΦ, also die Abhängigkeit von der Größe
der Diffusionsgeschwindigkeit der Phase. Dieses Verhalten ist fundamental anders als in
Modellen, in denen die transversale Abhängigkeit nicht berücksichtigt wird. In diesen
ist die Intentsität unabhängig von ωΦ entsprechend einer Hopf-Bifurkation vom nichtla-
senden zum lasenden Zustand.
Gl. (5.36) als Grundlage des analytischen Modells gibt das Verhalten zwar qualitativ
ungefähr richtig wider, für eine quantitative Aussage ist dann aber zumindest das ma-
kroskopische, rein transversale Modell zu l̈osen, das unter den bisher gezeigten Bedin-
gungen de facto gleichwertig mit einer mikroskopischen Modellierung ist.

Um den Verlauf von Φ(x) besser verstehen zu können, sei nochmals kurz die Bewe-
gungsgleichung des elektrischen Felds (rein longitudinal) allein unter dem Einfluß der
Phasenfunktion a(N) angegeben:

c

nalt

∂

∂z
Ẽ+ +

∂

∂t
Ẽ+ = −ia(N)Ẽ+.
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5. Der Einfluß des transversalen Freiheitsgrads

Abb. 5.27: Das transversale Intensitätsprofil: w = 6µm

Abb. 5.28: Das transversale Intensitätsprofil: w = 17µm
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5.4. Der Modellvergleich

Abb. 5.29: Das transversale Intensitätsprofil: w = 17µm

Abb. 5.30: Das transversale Intensitätsprofil: w = 17µm
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5. Der Einfluß des transversalen Freiheitsgrads

Die Lösung ist (N = konst.) durch:

Ẽ+ = EAexp
(
i (k0naltz − ωt)

)
exp

(
− ik0a(N)

nalt

ck0
z
)

bzw.

Ẽ+ = EAexp(
(
i (k0nneuz − ωt)

)
nneu = nalt − nalt

ck0
a(N)

gegeben. Für δn0 = nneu − nalt und nalt = n2
b/neff ist dann:

δn = − n2
b

neffck0
a(N)

= − Γ

2neff ε0

|dcv|2
h̄

1

V

∑
k

ω̃k

(γpk)
2 + (ω̃k)2

(
f e
k + fh

−k

)
. (5.53)

Es folgt für den Brechungsindex im wesentlichen die gleiche Abhängigkeit von der Dichte

wie für a(N) (siehe Abb. (5.10)). Der Umrechnungsfaktor − n2
b

neff ck0
beträgt für die hier

gewählten Parameter ungefähr −1.52× 10−3. Entsprechend zu a0, a1 ist dann:

n0 ≈ −1.1× 10−3

n1 ≈ −1.7× 10−21 cm3.

Die Abb. (5.31) veranschaulicht nochmals die Abhängigkeit der Brechungsindexände-
rung von der Dichte und der Wellenlänge des Lasers. Aus der nächsten Abb. (5.32),
in der der Gain in Abhängigkeit von denselben Größen wie in Abb. (5.31) zu sehen
ist, ist zu entnehmen, daß Lasing (g(N) > 0) stets für Dichten auftitt, die alle auf der
abfallenden Flanke in Abb. (5.31) liegen, d.h., n1 ist bei Lasertätigkeit negativ. Das
ist insofern wichtig, als daß an Stellen erniedrigter Dichte ein höherer Brechungsindex
vorhanden ist, mithin also eine lokale Fokussierung stattfindet. Ein kurzer Blick auf das
Dichteprofil (Abb. (5.33)) verrät dann, daß hier ein selbst geformter Wellenleiter vorliegt.
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5.4. Der Modellvergleich

Abb. 5.31: δn in Abhängigkeit von der Dichte N und der Wel-
lenlänge λ des Lasers

Abb. 5.32: g in Abhängigkeit von der Dichte N und der Wellenlänge
λ des Lasers
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5. Der Einfluß des transversalen Freiheitsgrads

Abb. 5.33: Die räumliche Verteilung des stationären Dichteprofils
für w = 6µm

Mit zunehmender transversaler Breite w flacht das Dichteprofil ab, der Einfluß des selbs-
geformten Wellenleiters wird geringer, bis das System instabil wird. Das ist die physi-
kalische Erklärung des Phasenübergangs, die allerdings nicht dazu verwendet werden
kann, zu entscheiden, ob eine gewisse Konfiguration nun stabil ist oder nicht. Maßge-
bend sind hierzu die Gl. (5.11), (5.13), die sich im räumlich inhomogenen Fall einer
einfachen analytischen Betrachtung aus genannten Gründen entziehen.

5.5. Eine mögliche Stabilisierung

Im Sinne einer möglichen Stabilisierung von transversal ausgedehnteren Anordnungen
ist die physikalische Interpretation allerdings recht nützlich:
Das Abflachen des Dichteprofils ist eine Folge der Intensitätssättigung (es wird, wenn
vom Rand abgesehen wird, räumlich homogen gepumpt). Es wäre wünschenswert, wenn
sich das eben gezeigte Dichteprofil in gewissem Sinne wiederholen k̈onnte, sozusagen ein-
zelne Streifen, die für sich genommen ein stabiles stationäres Intensitätsprofil besitzen.
Der naheliegendste Schritt besteht folglich in einer periodischen Anordnung von Streifen
mit transversaler Ausdehnung w < 10µm, die soweit voneinander getrennt sind, daß sie
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5.5. Eine mögliche Stabilisierung

quasi entkoppelt sind. Es ergeben sich allerdings technische Schwierigkeiten, die Einze-
lemissionen der Streifen nachher kohärent zusammenzufügen.
Neben diesem technisch bereits realisierten Weg soll nun im folgenden eine weitere
Möglichkeit aufgezeigt werden, transversal ausgedehntere Syteme zu stabilisieren. Die
Ursache der Instabilität ist Intensitätssättigung. Demnach müßte es möglich sein, durch
ein entsprechendes Pumpschema diese Sättigung bei einer breiteren Anordnung auftre-
ten zu lassen. Da die Sättigung zur Mitte hin erfolgt, ist klar, daß in der Mitte der
Anordnung höher gepumpt werden muß als am Rand. Da der Laser elektrisch über
Metallkontaktierung angeregt wird und diese Äquipotentialflächen darstellen, kann ein
mögliches Pumpschema wie folgt aussehen:

Abb. 5.34: Inhomogenes Pumpprofil für w = 50µm in Einheiten
von Jth

In idealisierender Weise habe die notwendige elektrische Isolation zwischen den einzel-
nen Metallstreifen eine verschwindende Ausdehnung. In dieser Abbildung betr̈agt der
Faktor f, um den der Strom zur Mitte hin von einem Streifen zum nächsten erhöht wird,
1.25. Basiswert ist die bisher schon verwendete Stromstärke J/Jth = 2.5. Ausgehend von
diesem Wert, wird in den nächsten drei Abbildungen die Abstufung sukzessive bis zu
einem Faktor f von 1.75 erhöht.
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5. Der Einfluß des transversalen Freiheitsgrads

Abb. 5.35: w = 50µm, f = 1.25

Abb. 5.36: w = 50µm, f = 1.50
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5.5. Eine mögliche Stabilisierung

Abb. 5.37: w = 50µm, f = 1.75

Abb. 5.38: w = 50µm, mikroskopisch, analytisch: f = 1.75,
makroskopisch: f = 2.00 135



5. Der Einfluß des transversalen Freiheitsgrads

In Abb. (5.38) ist wieder der Vergleich zwischen mikroskopischem (gestrichelte Kurve),
makroskopischem (durchgezogene Kurve) und dem analytischen Modell (gepunktete
Linie) zu sehen. Bemerkenswert ist auf jeden Fall, daß bei der Stabilisierung zwischen
mikroskopischem und makroskopischem Modell ein Unterschied besteht: Während beim
mikroskopischen Modell eine Stabilisierung schon bei f = 1.75 erreicht wird, gelingt
das beim makroskopischen Modell erst kurz unterhalb dem Wert f = 2.00, für den die
makroskopische Kurve in diesem Schaubild zu sehen ist. Der Grund hierfür liegt in der
schon relativ hohen Intensität, bei der die Annahme einer Quasi-Fermiverteilung von
Elektronen und Löchern nicht mehr so gut ist wie in den bisher gezeigten Fällen.

Zum Abschluß sind in den Abb. (5.39),(5.40) die Nah- und Fernfelddynamik für eine
jeweils w = 50µm breite Struktur zu sehen, im ersten Fall unter räumlich homogenem
Pumpen (f = 1, instationär), im zweiten Fall stabilisiert durch räumlich inhomogenes
Pumpen (f = 1.75). Das Einsetzen der Stabilisierung sollte sich durch eine klare,
sogenannte Double-Lobe-Struktur im Fernfeld bemerkbar machen.

Neben dem Nachteil, das das zu erwartende Fernfeld nicht die Struktur eines Single-
Lobe hat, sind diesem Stabilisierungsschema auch relativ enge Grenzen auferlegt, was
die maximale transversale Breite anbelangt, die noch stabilisiert werden kann. Größen-
ordnungsmäßig dürfte die Grenze so um die 100 µm liegen, darüberhinaus gelangt die
notwendige Stromstärke in der Mitte, um einer entsprechenden Sättigung der Intensität
entgegenzuwirken, in Bereiche, die wohl materialzersẗorend sind. Letztendlich ist es unter
Verwendung dieses Stabilisierungsverfahrens aber wahrscheinlich nicht notwendig, über
einen gewissen transversalen Bereich hinauszugehen, um relativ große Intensiẗaten des
Lasers zu erhalten, denn bei diesem Verfahren ist es gerade notwendig, von vorneherein
große Ströme anzulegen, damit das Sytem sich stabilisiert.
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5.5. Eine mögliche Stabilisierung

Abb. 5.39: w = 50µm, f = 1.00 (homogenes Pumpen)

Abb. 5.40: w = 50µm, f = 1.75 137



5. Der Einfluß des transversalen Freiheitsgrads
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6. Die Pulspropagation

Die Fragestellung, wie sich ein Puls räumlich und zeitlich entwickelt, ist nach wie vor
ein interessantes Betätigungsfeld in praktischer als auch theoretischer Hinsicht. Dabei
ist gerade der praktische Aspekt in den letzten Jahren in den Vordergrund gerückt, bie-
tet doch eine genaue Kenntnis der Eigenschaften der Pulspropagation die Grundlage
für eine schnelle optische Datenübertragung, die einmal um etwa ein bis zwei Größen-
ordnungen schneller sein soll als die derzeitige Übertragung auf elektronischem Weg.
Auf der theoretischen Seite hat neben der Gleichung von Korteweg-de Vries die Sine-
Gordon-Gleichung als eine mögliche Basis zur Beschreibung von Pulspropagation zur
Entwicklung der Solitonentheorie beigetragen [56].

Eine in die Praxis bereits umgesetzte Erkenntnis aus der Theorie ist die Tatsache,
daß es dispersionsfreie Lösungen in einem ansonsten dispersiven Material geben kann,
wenn die zugrundeliegende Beschreibung nicht nur linear in den betreffenden Variablen
ist. Glasfaser hat die Eigenschaft, bei einer bestimmten Wellenl̈ange de facto verlustfrei,
bei einer etwas anderen Wellenlänge hingegen dispersionsfrei zu sein. Um die beiden
Vorteile miteinander zu verbinden, kann als Pulsform die dispersionsfreie Lösung der
Sine-Gordon-Gleichung mit einer Trägerfrequenz gewählt werden, bei der die Glasfaser
verlustfrei ist. Eine solche Kombination erlaubt Übertragungsweiten von mehr als 100
km ohne Zwischenverstärker [57].

6.1. Stand der Analytik

Alle notwendigen Grundlagen für das im folgenden dargestellte System von Gleichungen
zur Beschreibung von Pulspropagation, die analytische Lösungen zulassen, sind im Ka-
pitel 2 bereits dargelegt. Die in den nächsten fünf Abschnitten (6.1.1 - 6.1.5) folgenden
Darstellungen lehnen sich im wesentlichen an die Darstellungen des Übersichtsartikels
[13]. Ausgehend von der Gl. (2.37) zur Beschreibung der Ausbreitung des elektrischen
Felds (ohne transversale Richtung x) und den Gl. (2.57) - (2.59) zur Darstellung des
zeitlichen Verhaltens des Halbleiters kann unter folgenden idealisierenden Annahmen:

• keine weiteren Wechselwirkungen

• keine Zerfallsprozesse

• kein elektrisches Pumpen
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6. Die Pulspropagation

• eine Propagationsrichtung (+),

die sich bereits in den Gl. (2.57) - (2.59) widerspiegeln, und unter Verwendung der
Ansätze:

Ẽ+(z, t) =
1

2
EA(z, t)e

iΦ(z,t) (6.1)

p̃+k (z, t) =
1

2
(−iPk(z, t) +Qk(z, t)) e

iΦ(z,t) (6.2)

(EA, Pk, Qk rein reell) folgendes System an Gleichungen gewonnen werden (Rk = ne
k +

nh
−k − 1): (

∂

∂t
+ veff

∂

∂z

)
EA = veffα

1

V

∑
k

Pk (6.3)

EA

(
∂

∂t
+ veff

∂

∂z

)
Φ = veffα

1

V

∑
k

Qk (6.4)

mit:

veff =
cneff

n2
b

, α =
keffΓ

2n2
effε0

dcv

und:

∂

∂t
Rk = −dcv

h̄
EAPk (6.5)

∂

∂t
Pk =

dcv
h̄
EARk +

(
ω̃k +

∂

∂t
Φ

)
Qk (6.6)

∂

∂t
Qk = −

(
ω̃k +

∂

∂t
Φ

)
Pk. (6.7)

Um späteren Mißverständnissen vorzubeugen, sei hier betont, daß |EA| den Betrag des
elektrischen Felds darstellt und nicht EA. Dies mag merkwürdig erscheinen, da doch eine
Zerlegung in Amplitude und Phase eigentlich stets möglich und eindeutig sein sollte (bis
auf den Ursprung). Um aber die Kontinuität der Pasenfunktion Φ zu gewährleisten, muß
ein Vorzeichenwechsel von EA beim Durchgang durch den Ursprung zugelassen werden,
ansonsten ist ein Phasensprung von π unumgänglich.
Aus den Gl. (6.5) - (6.7) ist ersichtlich, daß:

R2
k + P 2

k +Q2
k =

(
R0

k

)2
, R0

k = konst. (6.8)

gilt. Im weiteren sei die Konstante R0
k = f e

k+f
h
−k−1, d.h., es wird eine Inversionsvertei-

lung gemäß den Fermiverteilungen von Elektronen und Löchern zu einer Anfangsdichte
N (z.B. durch entsprechendes elektrisches Vorpumpen) angenommen. Die Polarisation
sei zu Beginn 0 (P 0

k = Q0
k = 0, t = −∞).
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6.1. Stand der Analytik

6.1.1. Eine Lösung im Fall inhomogener Verbreiterung

Die partiellen Differentialgleichungen sind in ihrer Allgemeinheit nicht zu l̈osen. Deshalb
sei das Interesse von vorneherein auf Pulsl̈osungen gerichtet, die es erlauben Gl. (6.3),(6.4),
auf gewöhnliche Differentialgleichungen zu reduzieren. Mit dem Ansatz EA(z, t) = EA(t−
z/vp) und einem entsprechenden für Φ ergibt sich dann:

(
1− veff

vp

)
∂

∂t
EA = veffα

1

V

∑
k

Pk (6.9)

EA

(
1− veff

vp

)
∂

∂t
Φ = veffα

1

V

∑
k

Qk. (6.10)

Eine weitere Vereinfachung liegt in der Annahme, daß die Lösung die Bedingung Φ =
konst. erfüllen möge. Auf die dafür notwendige Bedingung sei später eingegangen. Mit
Hilfe von Gl. (6.7) kann dann Gl. (6.9) integriert werden:

(
1− veff

vp

)
EA + veffα

1

V

∑
k

Qk

ω̃k
= 0. (6.11)

Eine in Gl. (6.11) eigentlich auftretende Integrationskonstante ist null, falls als An-
fangsbedingung E0

A = 0, Q0
k = 0 gewählt wird. Division durch EA in Gl. (6.11) und

anschließende Differentiation führt dann zu:

veffα
1

V

∑
k

1

ω̃k

∂

∂t

(
Qk

EA

)
= 0. (6.12)

Bedingung (6.12) läßt sich mit dem Ansatz:

Qk = χkEA, χk = konst. (6.13)

erfüllen. Gl. (6.5), (6.6) haben nun folgende Form:

∂

∂t
Rk = −dcv

h̄
EAPk (6.14)

∂

∂t
Pk =

dcv
h̄
EARk + ω̃kχkEA. (6.15)

Die Gl. (6.14), (6.15) lassen sich als lineares gekoppeltes Differentialgleichungssystem in
der Variablen:

ϑ(t) =
dcv
h̄

t∫
−∞

dτEA(τ) (6.16)
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6. Die Pulspropagation

ausdrücken, zu deren Lösung der zeitliche Verlauf von EA nicht bekannt sein muß, eine
entscheidende Bedingung für deren Lösbarkeit. Da es eine allgemeine Theorie zu linea-
ren Differentialgleichungen gibt, kann eine Lösung zu den Gl. (6.14), (6.15) angegeben
werden:

Rk = −ω̃kχk
h̄

dcv
+

(
R0

k + ω̃kχk
h̄

dcv

)
cos(ϑ− ϑ0)− P 0

ksin(ϑ− ϑ0) (6.17)

Pk =

(
R0

k + ω̃kχk
h̄

dcv

)
sin(ϑ− ϑ0) + P 0

kcos(ϑ− ϑ0), (6.18)

die jegliche Anfangsbedingungen erfüllt. Neben den bisher genannten Startbedingungen
sei ϑ0 = 0. Verbleibt noch, Gl. (6.7) in der Form:

∂2

∂t2
ϑ =

1

τ 2p
sin(ϑ) τ−2

p = − ω̃kdcv
χkh̄

(
R0

k + ω̃kχk
h̄

dcv

)
(6.19)

zu lösen:

ϑ = 4arctan
(
ew/τp

)
(6.20)

(w = t − z/vp). Auf eine Herleitung wird im Rahmen eines allgmeineren Falls später
eingegangen. Da τp fixiert ist, folgt für χk als Funktion von ω̃k und τp:

χk = − ω̃kdcv
h̄

R0
kτ

2
p

1 + (ω̃kτp)2
. (6.21)

Das elektrische Feld ist dann:

EA =
2

τp

h̄

dcv
sech (w/τp) . (6.22)

Bleibt noch die Überprüfung der Bedingung Φ = konst., die ja Bestandteil bei der
Konstruktion der Lösung ist. Aus Gl. (6.10) folgt dann die Forderung:∑

k

χk = 0. (6.23)

Da die χk durch Gl. (6.21) bereits festgelegt sind, ist Gl. (6.23) i.a. nicht zu erfüllen,
hingegen aber: ∑

k

χk = konst., (6.24)

was nach Gl. (6.10) gleichbedeutend mit ∂
∂t
Φ = konst. ist. An dem beschriebenen

Lösungsweg ändert sich dadurch aber nichts, wenn in den bisherigen Gleichungen die
Ersetzung:

ω̃k −→ ω̃k +
∂

∂t
Φ
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vorgenommen wird. Mit Hilfe von Gl. (6.9) (EA = θ̇) ergibt sich folgende Bestimmungs-
gleichung für die Ausbreitungsgeschwindigkeit vp:

1− veff
vp

= veffατ
2
p

dcv
h̄

1

V

∑
k

(
R0

k + ω̃kχk
h̄

dcv

)
. (6.25)

6.1.2. Das Flächentheorem

Einige recht allgemeine Eigenschaften zur Pulspropagation können bereits aus dem
Flächentheorem gewonnen werden [58]:

∂

∂z
Θ = α′sin (Θ) , Θ =

dcv
h̄

∞∫
−∞

dτEA(τ) = lim
t→∞ϑ(t) (6.26)

α′ = πα
dcv
h̄

1

V

∑
k

R0
kδ (ω̃k) .

Voraussetzung ist, daß folgende Eigenschaften erfüllt sind:

• ∂
∂t
Φ = konst.

• EA(t = −∞) = 0.

O.B.d.A kann ∂
∂t
Φ = 0 angenommen werden (siehe letzter Abschnitt). Aus Gl. (6.6),

(6.7) folgt dann:

∂2

∂t2
Pk + ω̃2

kPk =
dcv
h̄

∂

∂t
(EARk) . (6.27)

Eine allgemeine Lösung ist durch:

Pk(t) =
dcv
h̄

∞∫
−∞

dτGk(t− τ) ∂
∂τ

(EA(τ)Rk(τ)) (6.28)

gegeben. Die Greensche Funktion Gk hat folgende Form:

Gk(t− τ) =
1

ω̃k
sin (ω̃k(t− τ))H(t− τ), H(t− τ) =

{
1 t ≥ τ
0 t < τ

(6.29)

Also ist:

Pk(t) =
dcv
h̄

t∫
−∞

dτ
1

ω̃k
sin (ω̃k(t− τ)) ∂

∂τ
(EA(τ)Rk(τ))

=
dcv
h̄

[ 1

ω̃k
sin (ω̃k(t− τ)EA(τ)Rk(τ))

∣∣∣∣t
−∞

+

t∫
−∞

dτcos (ω̃k(t− τ))EA(τ)Rk(τ)
]
.

(6.30)
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Wird von der Voraussetzung EA(t = −∞) = 0 Gebrauch gemacht, so verbleibt nur das
Integral in Gl. (6.30). Mit Gl. (6.3) folgt dann direkt:

∂

∂z
Θ = α

dcv
h̄

1

V

∑
k

∞∫
−∞

dtPk(t)

= α

(
dcv
h̄

)2
1

V

∑
k

∞∫
−∞

dt

t∫
−∞

dτcos (ω̃k(t− τ))EA(τ)Rk(τ)

= α

(
dcv
h̄

)2
1

V

∑
k

∞∫
−∞

dτEA(τ)Rk(τ)

∞∫
τ

dtcos (ω̃k(t− τ))

= α

(
dcv
h̄

)2
1

V

∑
k

∞∫
−∞

dτEA(τ)Rk(τ)

∞∫
0

dTcos (ω̃kT )︸ ︷︷ ︸
πδ(ω̃k)

. (6.31)

Die Lösung von Rk im Fall ω̃k = 0 des gekoppelten Differentialgleichungssystems (6.5),
(6.6) ist:

Rk = R0
kcos(ϑ), ω̃k = 0. (6.32)

Einsetzen der Lösung (6.32) in Gl.(6.31) und Ausführung der Integration ergibt die
aufgestellte Behauptung (6.26). Da die im letzten Abschnitt vorgestellte Lösung den zur
Ableitung des Flächentheorems notwendigen Voraussetzungen genügt, ist diese Lösung
ein mögliches Beispiel, das das Flächentheorem (Gl. (6.26)) erfüllt. Wie gesagt nur ein
Beispiel, da ja zur Herleitung des Flächentheorems keine weiteren Annahmen über die
Gestalt von Qk wie im letzten Abschnitt gemacht werden müssen. Allerdings ist eine
analytisch geschlossene Lösung ohne weitere Annahmen (wie die über die Gestalt von
Qk) in der Regel nicht zu finden.

6.1.3. Lösungen im Fall des Zweiniveaumodells - Teil 1

Im Gegensatz zum Zweibandmodell bedeutet ein Zweiniveaumodell in gewissem Sinn
einen Rückschritt, was die Modellierung eines Halbleitermaterials anbelangt, aber einen
Fortschritt in punkto Lösbarkeit. Die Rechtfertigung der Vereinfachung kann im Prinzip
nur dadurch erfolgen, daß gewisse Eigenschaften von Lösungen des vereinfachten Mo-
dells auch im Zweibandmodell erhalten bleiben, die aber auf analytischem Weg nur im
ersten Fall gewonnen werden können.

Alle Gleichungen im Abschnitt 6.1.1 behalten ihre Gültigkeit. Der Index k macht
natürlich keinen Sinn mehr, soll aber aus Gründen der Notation beibehalten werden.
Er kann in dem Sinn aufgefaßt werden, als daß er die spektrale Position markiert, die
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in Resonanz zur Trägerwelle steht, d.h., es kann von ω̃k = 0 ausgegangen werden. Die
Zustandsdichte zk an der spektralen Position k sei:

zk =
1

π2
k2dk =⇒ 1

V

∑
k

−→ zk. (6.33)

Es werden wieder laufende Lösungen der Form EA(z, t) = EA(t − z/vp) gesucht. Ei-
ne Lösung dieser Form ist die bereits im vorletzten Abschnitt angegebene zum Ansatz
Qk = χkEA.

Eine weitere Möglichkeit besteht in der Wahl Qk = 0. Dann gibt es prinzipiell zwei
Möglichkeiten: (

1− veff
vp

)
∂

∂t
Φ = 0, (6.34)

Gl. (6.34) (Äquivalent zur Gl. (6.10)) zu erfüllen:

1. vp = veff

2. Φ = konst.

Das Äquivalent zur Gl. (6.7) ist nun (Pk 6= 0):

ω̃k +
∂

∂t
Φ = 0

=⇒ Φ = −ω̃kt+ konst. (6.35)

Nicht jede der genannten Möglichkeiten läßt sich mit Gl. (6.35) kombinieren: Falls
vp = veff gewählt wird, so ist eine Verstimmung der Trägerfrequenz gegenüber der
Frequenz des Übergangs erlaubt (ω̃k 6= 0), Gl. (6.35) bewirkt lediglich eine Verschiebung
in die Resonanz des Übergangs, so daß von vorneherein ω̃k = 0 hätte gewählt werden
können. Im Fall Φ = konst. (also vp 6= veff ) bleibt nur die Wahl ω̃k = 0. Im weiteren sei
zunächst von vp 6= veff ausgegangen.

Die verbleibenden Gleichungen, die die materialspezifische Seite beschreiben, sind
nun:

∂

∂t
Rk = −dcv

h̄
EAPk (6.36)

∂

∂t
Pk =

dcv
h̄
EARk (6.37)

mit den Lösungen:

Rk = R0
kcos(ϑ) (6.38)

Pk = R0
ksin(ϑ). (6.39)
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Die Ausbreitung des elektrischen Felds ist nun durch:(
1− veff

vp

)
∂

∂t
EA = veffαzkR

0
ksin(ϑ), (6.40)

bzw. durch:

∂2

∂t2
ϑ = − 1

τ 2p
sin(ϑ) τ−2

p = veffαzkR
0
k

dcv
h̄

(
veff
vp
− 1

)−1

(6.41)

gegeben. Die Gl. (6.41) hat die gleiche Struktur wie die Gleichung, die ein mathemati-
sches Pendel beschreibt (τ−2

p =̂g/l). Von dieser Parallelität wird im folgenden gelegentlich
Gebrauch gemacht. Nach einer ersten Integration ist:

(
∂

∂t
ϑ

)2

=
2

τ 2p
(cos(ϑ) + c1) c1 =

τ 2p
2

(
dcv
h̄
E0

A

)2

− 1 (6.42)

mit der Integrationskonstanten c1, die nichts anderes als die Energie im System darstellt.
Das ist durch eine kleine Umstellung von Gl. (6.42):

1

2

(
∂

∂t
ϑ

)2

− 1

τ 2p
cos(ϑ) =

1

τ 2p
c1 (6.43)

leicht ersichtlich. Auf der linken Seite von Gl. (6.42) steht nun die Summe aus kinetischer
und potentieller Energie. Es kann also folgendes Verhalten erwartet werden:

1. c1 = −1: Das System hat die minimale denkbare Energie: Unterer Umkehrpunkt,
keine kinetische Energie. Die Lösung ist die konstante Lösung ϑ = ϑ0 = 0.

2. −1 < c1 < 1: Es ist soviel Energie im System, daß eine oszillatorische Bewegung
zwischen den Umkehrpunkten stattfindet. Der obere Umkehrpunkt wird nicht er-
reicht.

3. c1 = 1: Es findet genau eine vollständige Rotation des Pendels statt. Es handelt
sich um keine periodische Bewegung. An dieser Stelle sei schon bemerkt, daß das
der Lösung (6.20) entspricht.

4. c1 > 1: Das Pendel rotiert durch.

Zunächst seien die Fälle 1-3 behandelt. Nach Separation der Variablen folgt zunächst:

ϑ∫
0

dα√
2 (cos(α) + c1)

=
1

τp
(t− t0(z)) (6.44)
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und mit der Substitution sin(α/2) = ksin(ψ) und k =
√
(1 + c1)/2 ergibt sich ein

elliptisches Integral 1. Gattung:

ϕ∫
0

dψ√
1− k2sin2(ψ)

=
1

τp
(t− t0(z)) =

1

τp
(t− z/vp) =

1

τp
w. (6.45)

Neben der in Kapitel 5 eingeführten Jacobischen Funktion cn (cosinus amplitudinus)
(siehe Gl. (5.47)) kann das Pendant sn (sinus amplitudinus):

x =

ϕ∫
0

dψ√
1−m2sin2(ψ)

sn(x,m) = sin(ϕ) (6.46)

eingeführt werden. Auch hier sind die beiden Grenzfälle:

a) m = 0 sn(x, 0) = sin(x)

b) m = 1 sn(x, 1) = tanh(x)

direkt mit bekannten Funktionen verknüpft. Aus der Definitionen von cn und sn ist
unmittelbar klar, daß cn2+sn2 = 1 gilt. Der Vollständigkeit halber sei noch die Funktion
dn (delta amplitudinus) eingeführt:

dn(x,m) =
√
1−m2sn2(x,m) (6.47)

sowie folgende nüztliche Relationen angegeben:

∂

∂x
sn(x,m) = cn(x,m)dn(x,m)

∂

∂x
cn(x,m) = −sn(x,m)dn(x,m)

∂

∂x
dn(x,m) = −m2sn(x,m)cn(x,m). (6.48)

Es ist nun:

ϑ = 2arcsin
[
k sin(ϕ)

]
= 2arcsin

[
k sn

(
1

τp
w, k

)]

= 4arctan

1 + k sn
(

1
τp
w, k

)
dn
(

1
τp
w, k

)
− π. (6.49)

Mit Hilfe der Relationen (6.47) folgt dann für das elektrische Feld:

EA = 2k
1

τp

h̄

dcv
cn

(
1

τp
w, k

)
. (6.50)
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Bleiben noch die Grenzfälle c = −1 (k = 0) und c = 1 (k = 1) zu betrachten. Im ersten
Fall folgt unmittelbar ϑ = 0 und im zweiten:

k −→ 1 ϑ = 2arcsin

[
tanh

(
1

τp
w

)]
= 4arctan

[
ew/τp

]
− π

EA = 2
1

τp

h̄

dcv
sech(w/τp). (6.51)

Die Verbindung zur Gl. (6.19) und deren Lösung ist klar und wird durch eine Verschie-
bung von ϑ in Gl.(6.50) um den Betrag π erreicht: ϑ −→ ϑ±π. Das ist bedingt durch die
unterschiedliche Startposition des Winkels ϑ (wenn das Bild von einem mathematischen
Pendel verwendet wird); in Gl. (6.19) ist es der obere Umkehrpunkt, in Gl. (6.41) der
untere. Im Fall der Gl. (6.19) wurde bereits über die Anfangsbedingung E0

A = 0 verfügt,
was in diesem Abschnitt der Integrationskonstanten c1 = 1 entspricht.

Der vierte und letzte Fall beschreibt die Situation, in der sich genügend Energie im
System befindet, so daß das Pendel überschlägt, d.h., c1 > 1 bzw. k > 1. Da die Jaco-
bischen Funktionen nur für 0 ≤ k ≤ 1 gültig sind, muß dieser Fall gesondert behandelt
werden. Ausgehend von Gl. (6.44) wird diese ein wenig umgeformt:

ϑ∫
0

dα√
2(cos(α) + c1)

=

ϑ∫
0

dα√
s2 − (s2 − s1)12(1− cos(α))

=

ϑ∫
0

dα√
s2 − (s2 − s1) sin2(α/2)

(6.52)

s1 = 2(−1 + c1), s2 = 2(1 + c1).

Mit der Substitution ψ = α/2 bleibt dann folgendes Problem zu lösen:

ϕ∫
0

dψ√
1−m2sin2(ψ)

=

√
s2

2τp
(t− t0(z)), m =

√
s2 − s1
s2

= k−1.(6.53)

Es folgt also (
√
s2/2 = k):

ϑ = 2arcsin

[
sn

(
k

τp
w, k−1

)]
= 4arctan

1 + sn
(

k
τp
w, k−1

)
cn
(

k
τp
w, k−1

)
− π (6.54)

und:

EA = 2
k

τp

h̄

dcv
dn

(
k

τp
w, k−1

)
. (6.55)
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Im Grenzfall c1 = 1 (k = 1) ergibt sich wiederum Gl. (6.51).

Bisher wurde von vp 6= veff ausgegangen. Im weiteren soll jetzt vp = veff unter sonst
gleichen Voraussetzungen angenommen werden. Dann ist die Gleichung zur Beschreibung
der Ausbreitung des elektrischen Felds durch:

σ

2neffcε0
EA = αzkR

0
ksin(ϑ) (6.56)

gegeben. Der aufmerksame Leser hat sicherlich bemerkt, daß hier ein zus̈atzlicher Term,
der seinen Ursprung in der Annahme ohmscher Verluste hat, hinzugezogen wurde, der in
der bisherigen Beschreibung nicht enthalten war. Ohne diesen bliebe mit den in diesem
Kapitel gemachten Ansätzen nur die triviale Lösung EA = 0, mit diesem folgt:

∂2

∂t2
ϑ =

1

τ 2p
sin(ϑ) (6.57)

τ−2
p = αzkR

0
k

2neffcε0
σ

dcv
h̄
.

Die Funktionen ϑ und EA sind durch die Gl. (6.20) bzw. Gl. (6.22) gegeben, wenn in
diesen die Definition von τp aus Gl. (6.57) verwendet wird.

6.1.4. Lösungen im Fall des Zweiniveaumodells - Teil 2

Neben dieser Lösung sind weitere Lösungen möglich, allerdings muß von dem Ansatz
EA(z, t) = EA(t − z/vp) i.a. Abschied genommen werden. Allerdings nur für EA. Für
Φ gelte weiterhin Φ(z, t) = Φ(t − z/vp) mit der speziellen Wahl vp = veff . Zudem sei
weiterhin Qk = 0. Die damit im letzten Abschnitt gemachten Schlußfolgerungen bleiben
bis auf Gl. (6.40), die nun folgender Gleichung entspricht (σ = 0):

(
∂

∂t
+ veff

∂

∂z

)
EA = veffαzkR

0
ksin(ϑ), (6.58)

gültig. In den bisherigen Lösungen wurde durch den Ansatz EA = EA(t − z/vp) die
partielle Differentialgleichung (6.58) auf eine gewöhnliche Differentialgleichung reduziert.
In diesem Abschnitt soll nun explizit auf den partiellen Charakter eingegangen werden,
der i.a. eine viel größere Lösungsvielfalt zuläßt. Nur ist die Frage nach einer analytisch
geschlossenen Lösung in der Regel schwieriger zu beantworten als im Fall gewöhnlicher
Differentialgleichungen. Im folgenden sei eine transformierte Zeit τ :

τ = t− z/veff (6.59)
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eingeführt (mitbewegte Zeitkoordinate). Gl. (6.58) geht dann unter Berücksichtigung
von Gl. (6.16) in:

∂2

∂τ∂z
ϑ =

1

η
sin(ϑ), η−1 = αzk

dcv
h̄
R0

k (6.60)

über. Nach dem bisher Dargestellten ist klar, daß:

ϑ = 4 arctan
(
ew/τp

)
, (6.61)

w = τ +
zτ2p
η

= t− z/vp 1

vp
=

1

veff
− τ 2p

η

eine Lösung ist, die der Lösung (6.20) entspricht (mit einer analogen Beziehung (6.25)
für die Ausbreitungsgeschwindigkeit vp). Soweit nichts Neues; insbesondere wurde vom
partiellen Charakter kein Gebrauch gemacht. Im weiteren ist es etwas komfortabler, mit
der Unabhängigen ζ = z/η anstatt mit der Unabhängigen z zu rechnen:

∂2

∂τ∂ζ
ϑ = sin(ϑ). (6.62)

Gl. (6.60) ist die Sine-Gordon-Gleichung, die ihren Ursprung in einer Fragestellung aus
dem Gebiet der Differentialgeometrie hat (Enneper, 1870 [59]) und deren Eigenschaften
eingehend untersucht wurden. Im folgenden sei eine spezielle Eigenschaft dieser Glei-
chung vorgestellt, die es erlaubt, weitere Lösungen aus bisher bekannten Lösungen zu
konstruieren. Diese besagt:

Vier verschiedene Lösungen (ϑ0 · · ·ϑ3) der Differentialgleichung (6.62) sind über die
Beziehung:

tan

(
ϑ3 − ϑ0

4

)
=

(
b1 + b2
b1 − b2

)
tan

(
ϑ1 − ϑ2

4

)
(6.63)

miteinander verknüpft. Die Koeffizienten b1, b2 sind dabei die frei wählbaren Konstan-
ten einer bestimmten Transformation (Bäcklundtransformation), die von der Lösung ϑ0
nach ϑ1 mit der Wahl b1 und entsprechend von ϑ0 nach ϑ2 mit der Wahl b2 führen.
Eine vierte Lösung ϑ3, die unter nochmaliger Anwendung der Transformation entweder
aus der Lösung ϑ1 unter Verwendung von b2 oder aus der Lösung ϑ2 unter Verwendung
von b1 entsteht (beide Wege führen zum selben Ergebnis) ist dann durch die Beziehung
(6.63) gegeben.

Die Bäcklundtransformation besagt in diesem Fall folgendes:
Zwei Lösungen ϑ0, ϑi der Gl. (6.62) sind gefunden, falls die beiden Lösungen folgende
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Beziehungen (Differentialgleichungen erster Ordnung) erfüllen:

1

2

∂

∂t
(ϑi − ϑ0) = bi sin

(
ϑi + ϑ0

2

)
1

2

∂

∂x
(ϑi + ϑ0) =

1

bi
sin

(
ϑi − ϑ0

2

)
. (6.64)

Wird die triviale Lösung ϑ0 = 0 als Ausgangsbasis verwendet, so folgen die Lösungen:

ϑi = 4 arctan (eui) , ui =
τ

τi
+ ζτi, i = 1, 2 (6.65)

unter Verwendung von bi = 1/τi. Mit Gl. (6.63) folgt dann:

ϑ3 = 4 arctan
[
τ1 + τ2
τ2 − τ1 tan

(
arctan (eu1)− arctan (eu2)

)]
= 4 arctan

[
τ1 + τ2
τ2 − τ1

eu1 − eu2

1 + eu1+u2

]

= 4 arctan

τ1 + τ2
τ2 − τ1

sinh
(
1
2
(u1 − u2)

)
cosh

(
1
2
(u1 + u2)

)
 . (6.66)

Die Gleichung (6.62) kann unter Verwendung der neuen Unabhängigen ui, vi:

ui =
τ

τi
+ ζτi, vi =

τ

τi
− ζτi (6.67)

in der Form: (
∂2

∂u2i
− ∂2

∂v2i

)
ϑ = sin(ϑ). (6.68)

geschrieben werden. Die möglichen verschiedenen Lösungen unterscheiden sich nur in der
jeweiligen Wahl von τ1, τ2 und sie lassen sich z.B. nach der Fläche Θ (siehe Gl. (6.26))
einteilen (alle im folgenden dargestellten Lösungen erfüllen die Voraussetzungen des
Flächentheorems):

1. Θ = 4π: ϑ = ϑ3 mit unterschiedlichen Vorzeichen von τ1, τ2: τ1τ2 ≤ 0:

EA =
h̄

dcv
A

(2/τ1)sech(u1)− (2/τ2)sech(u2)

1−B (tanh(u1)tanh(u2) + sech(u1)sech(u2))

A =
τ 22 − τ21
τ 22 + τ 21

, B =
2τ1τ2
τ 22 + τ 21

(6.69)

2. Θ = 2π: ϑ = ϑi, i = 1, 2:

EA =
h̄

dcv

2

τi
sech(ui)
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3. Θ = 0: ϑ = ϑ3 mit gleichen Vorzeichen von τ1, τ2: τ1τ2 ≥ 0: siehe 1.

4. Θ = 0: τ1 = τ2:

ϑ = 4 arctan (v1sech(u1))

EA =
h̄

dcv

4

τ1
sech(u1)

1− v1tanh(u1)
1 + v21sech

2(u1)
(6.70)

5. Θ = 0: τ1, τ2 komplex mit: τ1 = τa + iτb und τ2 = τ ∗1 :

ϑ = 4 arctan

τa
τb

sin
[
(τb/|τ1|) v1

]
cosh

[
(τa/|τ1|) u1

]


EA =
h̄

dcv

4τa
|τ1|2sech

[
(τa/|τ1|) u1

]
cos

[
(τb/|τ1|) v1

]
− (τa/τb)sin

[
(τb/|τ1|) v1

]
tanh

[
(τa/|τ1|) u1

]
1 + (τa/τb)2sin2

[
(τb/|τ1|) v1

]
sech2

[
(τa/|τ1|) u1

] (6.71)

Achtung: hier:

u1 =
τ

|τ1| + ζ|τ1|, v1 =
τ

|τ1| − ζ|τ1|.

In den folgenden vier Abbildungen ist der zeitliche Verlauf der Amplitude des elektri-
schen Felds EA chronologisch zu den Fällen 1. und 3. - 5. der Veranschaulichung halber
dargestellt.

In den Abb. (6.1), (6.2) sind die beiden Fälle dargestellt, in denen Θ = 4π bzw.
Θ = 0π ist. Diese Lösungen sind die Superposition zweier Lösungen nach 2. zu unter-
schiedlichen τ1, τ2. Im ersten Fall (Θ = 4π) besteht die Superposition aus Pulsen mit
gleicher Phase, im zweiten Fall ist die Phase der Einzelpulse um π gegeneinander ver-
schoben. Für t → ∞ geht die Lösung in die lineare Superposition der Einzellösungen
nach 2. über, d.h., im Grenzfall t→∞ dürfen die Einzellösungen einfach addiert werden.
Ansonsten stellt Gl. (6.63) die Gleichung dar, nach denen die Lösungen superpositioniert
werden dürfen.
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Abb. 6.1: Der zeitliche Verlauf von −EA nach (6.69): τ1τ2 < 0
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Abb. 6.2: Der zeitliche Verlauf von EA nach (6.69): τ1τ2 > 0
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Abb. 6.3: Der zeitliche Verlauf von EA nach (6.70)
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Abb. 6.4: Der zeitliche Verlauf von EA nach (6.71)
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6.1. Stand der Analytik

Ein paar Angaben zu den verwendeten Parametern: Alle Zeitangaben werden in Einhei-
ten von τ1 ausgedrückt, Längenangaben werden mit vscτ1 skaliert. Mit Kenntnis folgender
Größen:

τ 21
η
veff :=

1

2
τ1
τ2

:= ι

vsc := v1p
1

v1p
:=

1

veff
+
τ 21
|η|

ist das Problem dann vollständig bestimmt. Ein Vergleich der hier eingeführten Definiti-
on von v1p mit vp aus Gl. (6.61) verrät, daß η in den gezeigten Beispielen negativ gewählt

wird, d.h., R0
k = ne,0

k + nh,0
−k − 1 < 0 (siehe Gl. (6.60)). Es handelt sich also um ein

System, das anfänglich unterhalb des Transparenzpunkts liegt, also bei Kohärenzverlust
zwischen Polarisation und elektrischem Feld ein Signal dämpft, oder kurz: Das System
ist ein sogenannter Attenuator. Dann ist v1p < veff .

In Abb. (6.1) beträgt ι = −(3+√5)/2, in Abb. (6.2) ist ι = (3−√5)/2. Die Sequenz
von Kurven beziehen sich auf den zeitlichen Verlauf von EA an folgenden Orten: z = 0,
1, 3, 5, 10 ×vscτ1. Oder mit anderen Worten: Die Abszisse ist die retardierte Zeit eines
Signals mit v1 an den betreffenden Orten. Deutlich ist das Zerfallen des ursprünglichen
Pulses zu erkennen.

Die Abb. (6.3) gibt den Fall τ1 = τ2 wider, d.h., ι = 1. Diese Lösung stellt den
Grenzfall dar zwischen Lösungen, die in Einzelpulse zerfallen (Fall 1. und 3.) und der
in Abb. (6.4) dargestellten Lösung, die lokalisiert bleibt. Hier findet nur eine Oszillation
um die Abszisse statt (neben der translatorischen Bewegung mit der Geschwindigkeit
1/v1p = 1/veff + |τ1|2/η). Aus Platzgründen wird hier auf die Beschriftung der Abszisse
verzichtet, ist aber die gleiche wie in den bisherigen Abbildungen dieses Kapitels, wenn
die eben gegebene Definition der Geschwindigkeit v1p verwendet wird. Die oben gegebenen
Definitionen ändern sich im Fall der Abb. (6.4) zu:

|τ1|2
η
veff :=

1

2
τa
|τ1| := r

vsc := v1p
1

v1p
:=

1

veff
+
|τ1|2
|η|

und ι beträgt in diesem Fall (3 − √5)/2. Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird auf
den zeitlichen Verlauf bei z = 10× vsc|τ1| in der Abb. (6.4) verzichtet.
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6.1.5. Lösungen im Fall des Zweiniveaumodells - Teil 3

Neben den gerade behandelten Lösungen gibt es weitere Lösungen, die sich aus einer
Ähnlichkeitstransformation ergeben. Es ist leicht ersichtlich, daß eine Lösung ϑ(z, τ) zur
Gl. (6.60) dieselbe bleibt, wenn zu den Variablen z̄ = a±1z, τ̄ = a∓1τ übergegangen wird.
Ein möglicher Ansatz, die partielle Differentialgleichung (6.60) auf eine gewöhnliche zu
reduzieren, ist:

ϑ(z, τ) = τmf

(
zτn

η

)
. (6.72)

Mit diesem Ansatz ergibt sich dann folgendes Problem in der Variablen u:

u
∂2

∂u2
f(u) +

∂

∂u
f(u) = sin(f(u)), u =

zτ

η
(6.73)

mit der Wahl m = 0, n = 1 in Gl. (6.72). Die Gl. (6.73) läßt sich nicht mehr analy-
tisch lösen. In der folgenden Abbildung ist das elektrische Feld EA für den Fall eines
Attenuators gezeigt (η < 0), d.h., es wird folgendes Problem numerisch gel̈ost:

u
∂2

∂u2
f(u) +

∂

∂u
f(u) = −sin(f(u)), u =

zτ

|η| (6.74)

Die Skalierungen werden analog zum letzten Abschnitt gewählt, hier allerdings vsc =
veff . Zu sehen sind der jeweilige zeitliche Verlauf an den Orten z = 1, 1.5, 2×vscτ1. Als
Anfangsbedingung wird:

f(0) = π + 0.1 f ′(0) = −sin(f(0))

gewählt, d.h., EA(t = −∞) = 0 und damit sind die Voraussetzungen des Flächentheo-
rems erfüllt. Charakteristisch an diesem Typ von Lösung ist die Reduzierung der Pulse
(die Anteile ober- und unterhalb der Abszisse) mit zunehmender Propagationsdauer.

In Abb. (6.6) ist der zeitliche Verlauf von ϑ selbst für den Ort z = 2×vscτ1 zu sehen.
Es werden hier zwei verschiedene Anfangsbedingungen gewählt:

1. f(0) = π + 0.1, f ′(0) = sin(f(0)): ϑ −→ 2π = Θ

2. f(0) = π − 0.1, f ′(0) = sin(f(0)): ϑ −→ 0 = Θ.
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Abb. 6.5: Der zeitliche Verlauf von EA nach (6.73)
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Abb. 6.6: Der zeitliche Verlauf von ϑ nach (6.73)
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Es ist klar ersichtlich, daß im Fall eines Attenuators die Lösungen nach:

Θ = (2n− 1)π n ∈ N instabil
Θ = 2nπ n ∈ N0 stabil

(6.75)

charakerisiert werden können. Im Fall eines Amplifiers (η > 0) sind die Verhältnisse
genau umgekehrt. Das folgt direkt aus der Betrachtung des Vorzeichens von f ′(0) zu
gegebenem f(0) in Gl. (6.73) bzw. aus der Betrachtung des Vorzeichens von Θ′(0) zu
gegebenem Θ(0) in Gl. (6.26).

An dieser Stelle sei erwähnt, daß Störungen von Lösungen zur Gl. (6.60) bzw. zur
Gl. (6.62), die die Fläche Θ erhalten, zwar zeitlich nicht anwachsen aber auch nicht
gedämpft werden. Mit anderen Worten: die betreffenden Lösungen sind stabil, aber
nicht asymptotisch stabil. Der Beweis kann über geeignet gewählte Ljapunovfunktionen
für den Fall des Attenuators als auch für den Fall des Amplifiers erfolgen [13].

6.1.6. Eine Lösung im adiabatischen Grenzfall

In den bisherigen Modellgleichungen werden sämtliche Relaxationsprozesse vernachlässigt.
Das mag für bestimmte Typen von Lasern eine sehr geeignete Beschreibung sein, z.B.
für Gaslaser. Hier ist es ein einfaches anzunehmen, daß Pulse kürzer sind als sämtliche
Relaxationszeiten. Wie sehen die Verhältnisse aber bei Halbleiterlasern aus?

Hier ergeben sich Beschränkungen in zweierlei Hinsicht: Die zur Zeit kürzesten Pul-
se, die durch eine bestimmte Ti:Saphir-Konfiguration erzeugt werden können, haben
eine Pulsdauer von ca 6 fs. Das ist zwar sehr kurz, aber nicht kurz genug, um als klein
gegenüber den Relaxationsprozessen im Halbleiter betrachtet werden zu können (insbe-
sondere Coulomb-Streuung). Zum zweiten ist klar, daß für Wellenlängen im sichtbaren
Bereich die SVA-Approximation nun wahrlich nicht mehr aufrecht erhalten werden kann:
Bei einer Wellenlänge von λ = 814 nm beträgt die Periodendauer T ≈ 2.7 fs. Insofern
ist klar, daß der kurzzeitige Grenzfall (kurz gegen alle Relaxationsprozesse) so einfach
nicht zu errreichen ist und schon gar nicht auf Basis der bisherigen Beschreibung erfaßt
werden kann.

Was hingegen möglich sein sollte, ist der langzeitige Grenzfall. Dies muß an die-
ser Stelle etwas präzisiert werden: Mit langzeitig sei hier der Fall beschrieben, in der
die Pulsdauer lang gegen Relaxationsprozesse der Polarisation und der Verteilungsfunk-
tionen in die Quasi-Fermifunktionen ist. Dies sollte im Rahmen der in dieser Arbeit
verwendeten Parameter mit einer Pulsdauer zwischen 1 ps und 10 ps der Fall sein. Un-
ter diesen Voraussetzungen kann dann die Polarisation adiabatisch eliminiert werden als
auch die Verteilungsfunktionen von Elektronen und Löchern durch die entsprechenden
Quasi-Fermifunktionen ersetzt werden. Da alles Relevante zur Aufstellung der grund-
legenden Gleichungen bereits im Abschnitt 5.2 dargelegt wurde, kann als Basis einer
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Beschreibung zunächst folgende Gleichungen dienen (rein longitudinale Ausdehnung):

∂

∂t
Ẽ± ± veff ∂

∂z
Ẽ± =

(
g(N)− ia(N)

)
Ẽ± (6.76)

∂

∂t
N = Λ− γnrN − γsp(N)− d(N)

( ∣∣∣Ẽ+
∣∣∣2 + ∣∣∣Ẽ−

∣∣∣2 )+ DN
∂2

∂z2
N. (6.77)

Im folgenden sei die Beschreibung auf eine Propagationsrichtung (+) beschränkt; des
weiteren kann in guter Näherung angenommen werden, daß alle weiteren Prozesse wie
elektrisches Pumpen, nichtstrahlende Rekombination, spontane Emission oder Diffusion,
die in den Gl. (6.76),(6.77) auftreten, langsame Prozesse sind gegenüber der kohären-
ten Emission (für nicht zu schwache Pulse) als auch der Propagationsdauer durch den
Resonator (liegt im Bereich von Pikosekunden). Zudem sei angenommen, daß eine Ent-
wicklung der Funktionen g(N), a(N) und d(N) bis zum linearen Glied um die Trans-
parenzdichte Ntr (g(Ntr) = d(Ntr) = 0) genügt. In dieser reduktionistischen Hinsicht
verbleibt:

∂

∂t
Ẽ+ + veff

∂

∂z
Ẽ+ = −ia0Ẽ+ +

(
g1 − ia1

)
nẼ+ (6.78)

(n = N −Ntr) bzw. mit I+ = |Ẽ+|2:
∂

∂t
I+ + veff

∂

∂z
I+ = 2g1nI

+ (6.79)

∂

∂t
n = −d1nI+. (6.80)

So einfach die Struktur der gekoppelten Differentialgleichungen (6.79), (6.80) auch sein
möge, lassen sie sich doch, wie es scheint, nur in einem einzigen Fall analytisch l̈osen.
Durch Einführen einer transformierten Koordinate τ = t − z/vp, vp 6= veff ergibt sich
zunächst folgender Satz gekoppelter Differentialgleichungen, falls I+ = I+(τ) (laufende
Lösungen) angenommen wird:

p
∂

∂τ
I+ = 2g1nI

+, p = 1− veff
vp

∂

∂τ
n = −d1nI+. (6.81)

Aus Gl. (6.81) ist leicht ersichtlich, daß folgende Beziehung gilt:

d1pI
+ + 2g1n = c1, c1 = konst. (6.82)
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Mit Hilfe von Gl. (6.82) bleibt also folgendes Problem für I+ bzw. n zu lösen:

∂

∂τ
I+ =

c1
p
I+ − d1

(
I+
)2

∂

∂τ
n = −c1

p
n +

2g1
p
n2. (6.83)

Die Lösung zur Gl. (6.83) für I+ ist:

I+ = ± c1
pd1

α
(
e−(c1/p)(τ−τ0) ± α

)−1
,

+ : I+ < c1
pd1

− : I+ > c1
pd1

α = ±I+0
(
c1
pd1
− I+0

)−1

,
+ : I+0 < c1

pd1

− : I+0 > c1
pd1

(6.84)

und für n:

n = ± c1
2g1

β
(
e(c1/p)(τ−τ0) ± β

)−1
,

+ : n < c1
2g1

− : n > c1
2g1

β = ±n0

(
c1
2g1
− n0

)−1

,
+ : n0 <

c1
2g1

− : n0 >
c1
2g1
.

(6.85)

Dabei ist nach Gl. (6.82) klar, daß nur zwei der drei Konstanten I+0 , n0, c1 frei wählbar
sind. Eine kleine Inspektion der Lösung (6.84) bzw. (6.85) ergibt:
Die Intensität I+ wird sofort verstärkt bzw. gedämpft, je nachdem, ob g1 größer oder
kleiner Null ist oder mit anderen Worten: Je nachdem, ob die Anfangsdichte ober- oder
unterhalb der Transparenzdichte liegt. Das ist unabhängig vom Anfangswert der Pola-
risation. Das Verhalten ist monoton sowohl für die Intensität als auch für die Dichte.
Die Intensität strebt dabei der Sättigungsintensität c1/(pd1) asymptotisch zu sowie die
Dichte der Transparenzdichte, bei der das Differentialgleichungssytem (6.81) entkoppelt.
Eine Konsequenz des monotonen Verhaltens liegt in der Tatsache, daß es im Prinzip zwei
Lösungsschare gibt, die voneinander getrennt bleiben: Lösungen, bei denen die Anfangs-
dichte über der Transparenzdichte liegt, die Intensität instantan verstärkt wird und die
Dichte immer größer als die Transparenzdichte bleibt, bzw. Lösungen, bei denen die
Anfangsdichte unterhalb des Transparenzpunkts liegt und bei denen die Verhältnisse
genau umgekehrt sind. Insbesondere findet ein Überschwingen der Dichte in den jeweils
anderen Bereich nicht statt.

6.1.7. Ein kurzes Résumée

In den bisher dargestellten Abschnitten dieses Kapitels wurden analytische Lösungen
vorgestellt, die beschreiben, wie sich ein Puls unter verschiedenen Bedingungen zeitlich
und räumlich entwickelt. Die verschiedenen Bedingungen lassen sich dabei im wesentli-
chen folgendermaßen charakterisieren:
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1. Volle Kohärenz der Polarisation als auch der Ladungsträger oder mit anderen Wor-
ten: Keinerlei Zerfallsprozesse, unendlich langes Gedächtnis des Anfangszustands.

2. Volle Dekohärenz der Polarisation, was gleichbedeutend ist mit sofortigem adiaba-
tischen Folgen der Dynamik der Polarisation entsprechend dem Verlauf des elek-
trischen Felds, kein Gedächtniseffekt des Anfangszustands.

Einziger Wechselwirkungsprozess, unter dem die Dynamik erfolgt, ist die Feld-Dipol-
Wechselwirkung. Bis auf den letzten Abschnitt sind die bisher vorgestellten Lösungen
der ersten Kategorie zuzurechnen. Das Flächentheorem gibt Rahmenbedingungen an,
unter denen sich spezielle Pulsformen, die der ersten Kategorie zugehören, entwickeln
können. Wenn von dem möglichen Anwachsen der Fläche nach Gl. (6.26) einmal ab-
gesehen wird, d.h., wenn von Pulsen mit Θ = 2nπ im Fall des Attenuators bzw. von
Pulsen mit (2n − 1)π im Fall des Amplifiers ausgegangen wird, so gibt es unter der
Einschränkung der Flächenerhaltung nur zwei prinzipielle Möglichkeiten, einen Puls
in energetischer Hinsicht zu dämpfen bzw. zu verstärken (hier nur aus der Sicht einer
gewünschten Verstärkung):

1. Da die elektrische Energie proportional zur Fläche unter E2
A ist, ist eine Lösung

möglich, die zwei wachsende Anteile von EA unterschiedlichen Vorzeichens besitzt,
so daß Θ erhalten bleibt, nicht aber die Fläche unter E2

A. Ein Ansteigen der Am-
plitude ohne gleichzeitige Verkürzung des Pulses ist in diesem Fall möglich.

2. Der Puls möge von der Gestalt sein, daß EA das Vorzeichen nicht wechselt. Dann
kann trotdem Energie aus dem Ladungsträgersytem gewonnen werden, falls mit
dem Anwachsen der Amplitude eine Verkürzung der Pulsdauer verbunden ist, der-
art, daß wiederum Θ erhalten bleibt, die Fläche unter E2

A aber anwächst.

Natürlich können beide Fälle auch in Kombination auftreten. Unter diesem Aspekt möge
der Leser die entsprechenden Lösungen nochmals revue passieren lassen.

6.2. Ein Vergleich mit dem bisherigen Halbleitermodell

Für die in den bisherigen Abschnitten dargestellten Lösungen dieses Kapitels wurden
Voraussetzungen verwendet, die in Praxi im Fall eines Halbleiters i.a. nicht zu erfüllen
sind. Dies trifft insbesondere auf die Annahme zu, daß die Relaxationszeit der Pola-
risation als auch die entsprechenden Relaxationszeiten der Verteilungsfunktionen von
Elektronen und Löchern in die entsprechenden Quasi-Fermifunktionen sehr lang ge-
genüber der Pulsdauer sind gemäß dem Fall voller Kohärenz des vorigen Abschnitts.
Hingegen sollte der umgekehrte Fall, in dem die eben genannten Relaxationszeiten klein
gegenüber der Pulsdauer sind, in dem Sinn zu verwirklichen sein, als daß weitere Pro-
zesse wie spontane Emission, nichtstrahlende Rekombination, elektrisches Pumpen oder
räumliche Transportprozesse in guter Näherung für die Dauer einer Propagation durch
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den Resonator/Verstärker vernachlässigt werden können. Mit anderen Worten: Die Mo-
dellgleichungen (6.79), (6.80) sollten die Dynamik von Pulsen mit Pulsbreiten im Bereich
einiger Pikosekunden recht gut widergeben. Unter anderem soll ein Vergleich zwischen
dieser reduzierten Beschreibung und der ’vollen’ Beschreibung mit dynamischer Polari-
sation, etc. gemacht werden.

Da es aus simulationstechnischer Sicht praktisch unendlich viele Parameter gibt, die
verändert werden können und unter deren Abhängigkeit entsprechende Vergleiche ge-
zogen werden können, müssen Vergleiche unter Veränderung einiger weniger Parameter
gemacht werden, die im folgenden vorgestellt werden sollen, verbunden mit der Hoff-
nung, sie mögen einen Großteil des qualitativ Relevanten widergeben:

• Pulsform: Als Pulsform (was den zeitlichen Verlauf anbelangt) wird die Solitonl̈osung
(6.22) für vier verschiedene Halbwertsbreiten (FWHM) der Intensiẗat von 100 fs,
250 fs, 500 fs und 1000 fs gewählt. Zum Vergleich wird eine zweite Pulsform ver-
wendet: Eine gaußsche Pulsform mit denselben Halbwertszeiten der Intensiẗat. Das
Maximum des gaußschen Profils ist dabei so gewählt, daß die Pulsenergie (zeitlich
integrierter Intensitätsverlauf) dem des sech-Profils (Solitonlösung) gleicher Dauer
entspricht. Diese Angaben betrifft eine erste Vergleichsreihe.

Da unterschiedliche Pulsbreiten mit unterschiedlichen Intensiẗaten des Solitons
verbunden sind (siehe Gl. (6.22)), werden in einer weiteren Vergleichsreihe die
Pulsenergien zu den Halbwertsbreiten 250 fs, 500 fs und 1000 fs durch eine ent-
sprechende Vergrößerung der Amplitude auf die Pulsenergie für den Fall einer Halb-
wertsbreite von 100 fs gesetzt. Diese Pulse stellen dann natürlich keine Solitonen
mehr dar (bzgl. der Gleichungen, für die sie bisher eine exakte Lösung darstellten).

In einer dritten Simulationsreihe erfolgt ein Vergleich von Pulsen mit Halbwerts-
breiten von 100 fs, 250 fs und 500 fs für den Fall gleicher Pulsenergie entsprechend
einem Puls mit einer Pulsbreite von 1000 fs durch entsprechende Verkleinerung
der Amplituden. Auch in der zweiten und dritten Vergleichsreihe wird dasselbe f̈ur
den Fall eines gaußschen Profils ausgewertet.

• Trägerfrequenz: Die oben genanten Pulsformen werden mit den beidenWellenl̈angen
λ = 814 nm (wie bisher in allen gezeigten Simulationen) und mit λ = 835 nm kom-
biniert. Die erste der angegebenen Wellenlänge befindet sich relativ nah bei der
Resonanzstelle zu fek + fh

−k − 1 = 0 (Transparenzpunkt) bei einer fixen Anfangs-
dichte von 3.4×1018 cm−3. Die zweite Wellenlänge befindet sich am Maximum des
Gains zu dieser Dichte.

Ein paar abschließende Bemerkungen, bevor die Ergebnisse im einzelnen vorgestellt und
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diskutiert werden:

Es wird rein longitudinal gerechnet. Da die Pulsformen, die von außen in den Re-
sonator/Verstärker eingespeist werden, im Prinzip zeitlich unendlich ausgedehnt sind,
müssen diese abgschnitten werden. Dies erfolgt bei 1% des Maximums des elektrischen
Felds (0.01% des Maximums der Intensität). Die Angaben zum Puls sind entweder In-
tensitätsangaben in Einheiten von MW/cm2 nach der Propagation durch den Resonator
oder, falls die Verstärkung des Pulses Gegenstand der Betrachtung ist, die elektrische
Energie im Resonator/Verstärker in Einheiten von pJ für eine angenommene transver-
sale als auch laterale Ausdehnung von jeweils 1 µm (FWHM) in Form eines räumlichen
sech-Profils.

Der Resonator selbst wird als 500 µm lang angenommen; er wird mit 1200 Stütz-
stellen aufgelöst, was sich als notwendig erweist für Pulse im Bereich von 100 fs, soll die
vorhandene Dispersion wirklich ihren Grund in der Wechselwirkung mit dem Halbleiter
haben und nicht in der mangelnden Auflösung. Die zeitliche Schrittweite beträgt 0.5 fs.
Das Elektron- und Lochband wird mit 100 Stützstellen aufgelöst und bis zu einem Wert
kmax = 30/aB (aB: Bohrscher Radius) berücksichtigt.

Die bisherigen Angaben betreffen das ’volle’ Modell. Zum Vergleich wird auch das
’adiabatische’ Modell (Gl.(6.79),(6.80)) verwendet, allerdings nur im Fall des zeitlichen
sech-Profils als Pulsform. Unter den Bildern zum zeitlichen Verlauf der Intensiẗat ist
der Anfangs- und Endwert von Θ angegeben, um eine Vergleichsmöglichkeit mit dem
Flächentheorem zu geben. Um es gleich vorwegzunehmen: Es hat seine Gültigkeit ein-
gebüßt. Ist auch nicht überraschend, da die Voraussetzungen einfach nicht mehr gültig
sind. Der Vollständigkeit halber befinden sich diese Angaben auch unter den entspre-
chenden Bildern aus Simulationen zum adiabatischen Modell, obwohl dafür das Flächen-
theorem wahrlich nicht aufgestellt wurde. Alle weiteren notwendigen Angaben zu den
Bildern erfolgen aufgrund erheblicher Platzersparnis im fortlaufenden Text.

Nun im einzelnen zu den im folgenden dargestellten Simulationen: Die Abb. ( 6.7)
- (6.12) bilden eine Einheit und stellen die Verhältnisse für Pulse mit sech-Profil und
unterschiedlichen Pulsbreiten- und Intensitäten als auch für die zwei bereits angege-
benen Trägerwellenlängen vor. Die Polarisation ist in den gezeigten Simulationen eine
eigenständige dynamische Variable.

1. Abb. (6.7): Anfangsprofil: sech-Profil (siehe (6.22)) für zunehmende Pulsbreiten
von 100 fs, 250 fs, 500 fs, 1000 fs, λ = 814 nm
dargestellt: Intensitätsverlauf für die entsprechenden Pulsbreiten ((a) – (d)) nach
der Propagation durch den Resonator/Verstärker sowie die darin enthaltene Ener-
gie des elektrischen Felds für den Fall (a) und (d)
Im Teilbid (d) ist neben dem Intensitätsverlauf des Ausgangssignals (durchgezo-
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6. Die Pulspropagation

gene Linie) das Eingangsprofil (gestrichelte Linie), skaliert auf das Maximum des
Ausgangssignals, als auch das Profil des Eingangssignals mit einer Halbwertsbreite
entsprechend dem Ausgangssignal (strichpunktierte Linie) zu sehen.

2. Abb. (6.8): Dasselbe wie unter 1. mit λ = 835 nm.

3. Abb. (6.9): Im Prinzip dasselbe wie unter 1., wobei die Pulsenergien durch Ver-
größern der Amplitude der längeren Pulse auf die Pulsenergie des Pulses mit einer
Pulsbreite von 100 fs gesetzt wurden. In Teilbild (e) sind die entsprechenden Pul-
senergien in einem Schaubild zusammengefaßt:

durchgezogene Linie : 100 fs
gepunktete Linie : 250 fs
gestrichelte Linie : 500 fs

strichpunktierte Linie : 1000 fs

Das gilt für alle weiteren Abbildungen diesen Typs. λ = 814 nm.

4. Abb. (6.10): Dasselbe wie unter 3., nur daß alle Pulsenergien durch Verkleinern der
Amplitude auf die eines Pulses mit einer Pulsbreite von 1000 fs gesetzt wurden.
λ = 814 nm.

5. Abb. (6.11): Das Äquivalent zu 3. mit λ = 835 nm.

6. Abb. (6.12): Das Äquivalent zu 4. mit λ = 835 nm.

Die Abb. (6.13) - (6.18) sind das Analogon zu den eben vorgestellten Simulationen. Das
Profil ist gaußsch. Die Amplitude wurde dabei jeweils so gewählt, daß die Pulsenergie
des Eingangssignals mit dem des entsprechenden sech-Profils identisch ist.
Die Abb. (6.19) - (6.24) ist der letzte Teil dieser Trilogie und entspricht der ersten Serie
(also wiederum sech-Profil), nur daß hier die Polarisation keine eigenständige Variable
mehr ist, mit anderen Worten: Sie wurde adiabatisch eliminiert.

Da die Eingangssignale selbst nie explizit mit der ’richtigen’ Amplitude grafisch dar-
gestellt werden, sollen die Eingangsamplituden für die beiden verwendeten Profile zu den
vier unterschiedlichen Pulsbreiten angegeben werden, um so eine Vergleichsmöglichkeit
mit der Amplitude des Profils nach der Propagation durch den Resonator/Verstärker zu
erhalten:

Pulsbreite (FWHM) [fs] sech: I [MW/cm2] Gauß: I [MW/cm2]

100 2859 3044
250 457.2 487.1
500 114.3 121.8
1000 28.6 30.4
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6.2. Ein Vergleich mit dem bisherigen Halbleitermodell

(a) Θ : 2.00 π → 1.19 π (b) Θ : 2.00 π → 1.05 π

(c) Θ : 2.00 π → 1.10 π (d) Θ : 2.00 π → 1.13 π

(e) (f)

Abb. 6.7: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e), (f) für die Fälle (a) und (d):
λ = 814 nm 165



6. Die Pulspropagation

(a) Θ : 2.00 π → 3.05 π (b) Θ : 2.00 π → 5.26 π

(c) Θ : 2.00 π → 7.60 π (d) Θ : 2.00 π → 10.52 π

(e) (f)

Abb. 6.8: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e), (f) für die Fälle (a) und (d):
λ = 835 nm166



6.2. Ein Vergleich mit dem bisherigen Halbleitermodell

(a) Θ : 2.00 π → 1.19 π (b) Θ : 2
√
2.5π → 1.71 π

(c) Θ : 2
√
5π → 2.65 π (d) Θ : 2

√
10π → 4.19 π

(e)

Abb. 6.9: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e) für die Fälle (a) – (d): λ = 814 nm
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6. Die Pulspropagation

(a) Θ : 2
√
0.1π → 0.64 π (b) Θ : 2

√
0.25π → 0.61 π

(c) Θ : 2
√
0.5π → 0.80 π (d) Θ : 2.00 π → 1.13 π

(e)

Abb. 6.10: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e), (f) für die Fälle (a) und (d):
λ = 814 nm168



6.2. Ein Vergleich mit dem bisherigen Halbleitermodell

(a) Θ : 2.00 π → 3.05 π (b) Θ : 2
√
2.5π → 6.08 π

(c) Θ : 2
√
5π → 9.68 π (d) Θ : 2

√
10π → 14.61 π

(e)

Abb. 6.11: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e) für die Fälle (a) – (d): λ = 835 nm
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6. Die Pulspropagation

(a) Θ : 2
√
0.1π → 2.20 π (b) Θ : 2

√
0.25π → 4.38 π

(c) Θ : 2
√
0.5π → 6.95 π (d) Θ : 2.00 π → 10.52 π

(e)

Abb. 6.12: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e), (f) für die Fälle (a) und (d):
λ = 835 nm170



6.2. Ein Vergleich mit dem bisherigen Halbleitermodell

(a) Θ : 1.74 π → 1.18 π (b) Θ : 1.74 π → 0.93 π

(c) Θ : 1.74 π → 0.96 π (d) Θ : 1.74 π → 0.98 π

(e) (f)

Abb. 6.13: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e), (f) für die Fälle (a) und (d):
λ = 814 nm 171



6. Die Pulspropagation

(a) Θ : 1.74 π → 2.15 π (b) Θ : 1.74 π → 3.84 π

(c) Θ : 1.74 π → 5.85 π (d) Θ : 1.74 π → 8.43 π

(e) (f)

Abb. 6.14: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e), (f) für die Fälle (a) und (d):
λ = 835 nm172



6.2. Ein Vergleich mit dem bisherigen Halbleitermodell

(a) Θ : 1.74 π → 1.18 π (b) Θ : 1.74
√
2.5π → 1.38 π

(c) Θ : 1.74
√
5π → 2.09 π (d) Θ : 1.74

√
10π → 3.37 π

(e)

Abb. 6.15: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e) für die Fälle (a) – (d): λ = 814 nm
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6. Die Pulspropagation

(a) Θ : 1.74
√
0.1π → 0.65 π (b) Θ : 1.74

√
0.25π → 0.57 π

(c) Θ : 1.74
√
0.5π → 0.71 π (d) Θ : 1.74 π → 0.98 π

(e)

Abb. 6.16: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e), (f) für die Fälle (a) und (d):
λ = 814 nm174



6.2. Ein Vergleich mit dem bisherigen Halbleitermodell

(a) Θ : 1.74 π → 2.15 π (b) Θ : 1.74
√
2.5π → 4.35 π

(c) Θ : 1.74
√
5π → 7.25 π (d) Θ : 1.74

√
10π → 11.39 π

(e)

Abb. 6.17: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e) für die Fälle (a) – (d): λ = 835 nm
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6. Die Pulspropagation

(a) Θ : 1.74
√
0.1π → 1.67 π (b) Θ : 1.74

√
0.25π → 3.29 π

(c) Θ : 1.74
√
0.5π → 5.40 π (d) Θ : 1.74 π → 8.43 π

(e)

Abb. 6.18: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e), (f) für die Fälle (a) und (d):
λ = 835 nm176



6.2. Ein Vergleich mit dem bisherigen Halbleitermodell

(a) Θ : 2.00 π → 1.65 π (b) Θ : 2.00 π → 1.38 π

(c) Θ : 2.00 π → 1.26 π (d) Θ : 2.00 π → 1.17 π

(e) (f)

Abb. 6.19: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e), (f) für die Fälle (a) und (d):
λ = 814 nm 177



6. Die Pulspropagation

(a) Θ : 2.00 π → 4.76 π (b) Θ : 2.00 π → 6.60 π

(c) Θ : 2.00 π → 8.60 π (d) Θ : 2.00 π → 11.19 π

(e) (f)

Abb. 6.20: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e), (f) für die Fälle (a) und (d):
λ = 835 nm178



6.2. Ein Vergleich mit dem bisherigen Halbleitermodell

(a) Θ : 2.00 π → 1.65 π (b) Θ : 2
√
2.5π → 2.60 π

(c) Θ : 2
√
5π → 3.67 π (d) Θ : 2

√
10π → 5.18 π

(e)

Abb. 6.21: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e) für die Fälle (a) – (d): λ = 814 nm

179



6. Die Pulspropagation

(a) Θ : 2
√
0.1π → 0.37 π (b) Θ : 2

√
0.25π → 0.59 π

(c) Θ : 2
√
0.5π → 0.83 π (d) Θ : 2.00 π → 1.17 π

(e)

Abb. 6.22: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e), (f) für die Fälle (a) und (d):
λ = 814 nm180



6.2. Ein Vergleich mit dem bisherigen Halbleitermodell

(a) Θ : 2.00 π → 4.76 π (b) Θ : 2
√
2.5π → 7.59 π

(c) Θ : 2
√
5 π → 10.79 π (d) Θ : 2

√
10π → 15.30 π

(e)

Abb. 6.23: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e) für die Fälle (a) – (d): λ = 835 nm
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(a) Θ : 2
√
0.1π → 3.54 π (b) Θ : 2

√
0.25π → 5.57 π

(c) Θ : 2
√
0.5π → 7.90 π (d) Θ : 2.00 π → 11.19 π

(e)

Abb. 6.24: Der Intensitätsverlauf (a) – (d) für vier verschiedene
Halbwertsbreiten und der zeitliche Verlauf der Pulsener-
gie im Resonator (e), (f) für die Fälle (a) und (d):
λ = 835 nm182



6.2. Ein Vergleich mit dem bisherigen Halbleitermodell

Soviel zum Inhalt, nun zur Interpretation: In den ersten vier Teilbildern (a) - (d) der
Abb. (6.7) ist gut das unterschiedliche Verhalten der Pulsform zu sehen. Da gleichzeitig
die Intensität zu den unterschiedlichen Pulsl̈angen um zwei Größenordnungen variiert,
lassen sich die Simulationen nur bedingt miteinander vergleichen. Bemerkenswert er-
scheinen auf jedenfall folgende Gesichtspunkte:

Große Intensitäten bei kurzen Pulsen bringen in der Regel eine Veränderung der Puls-
form mit sich, die darin begründet ist, daß nun genaue Internas der Streudynamik, also
die genaue Dynamik der Verteilungsfunktionen und mit ihnen die der Polarisation einen
entscheidenden Einfluß haben. Um das zu unterstreichen, sollten diese Abbildungen mit
ihren Pendants der Abb. (6.9), in der alle Pulsenergien mit der des kurzen Pulses (100
fs) identisch sind (nur noch eine Größenordnung Unterschied in den Intensitäten), bzw.
der Abb. (6.10), in der alle Pulsenergien mit der des langen Pulses (1000 fs) identisch
sind, verglichen werden. Besonders im niederenergetischen Fall der Abb. (6.10) ist die
Pulsform zu allen Pulsdauern so gut wie keiner Veränderung unterworfen. Am ’resisten-
testen’ erweist sich dabei die Pulsform im Fall des 1000 fs langen Pulses. Dies ist nicht
nur eine Folge auch der bei gleicher Pulsenergie um eine Größenordnung niedrigeren
Intensität gegenüber der eines 100 fs langen Pulses, sondern auch der Tatsache, daß die
Polarisation dem langen Puls im adiabatischen Sinn besser folgen kann. Dies sollte durch
einen Vergleich mit den entsprechenden Abb. (6.19) - (6.24), in denen die Polarisation
adiabatisch eliminiert ist, klar zum Ausdruck kommen. In diesen Simulationen ist so
gut wie keine Abhängigkeit der Pulsform von Dauer und Intensität zumindest im Fall
λ = 814 nm zu erkennen.

Die Teilbilder (e) der Abb. (6.9), (6.10) zeigen auch klar, daß Begriffe wie der Gain
(in diesen Abbildungen negativ) vorsichtig gehandhabt werden müssen, da diese Abbil-
dungen klar zum Ausdruck bringen, daß diese nicht mehr in der gewohnten Weise nur
eine Funktion des Zustands des Materials sind, sondern auch durch Pulsl̈ange und In-
tensität bestimmt werden. Am besten ist das für kurze Pulse sichtbar, die im Fall einer
anfänglichen Dämpfung zwar zunächst einen exponentiell abfallenden Verlauf haben,
dies aber durchaus nicht so bleiben muß. Prinzipiell kann folgendes festgestellt werden:
Je kürzer der Puls zu Anfang, desto stärker fällt eine Dämpfung zu Beginn oder desto
geringer eine anfängliche Verstärkung aus. Dies ist eine unmittelbare Folge der Energie-
Zeitunschärfe: Je kürzer der Puls, um so breiter das Energiespektrum, d.h., desto höher
im Band liegende Zustände werden angesprochen, die zu einer gegebenen Anfangsdichte
in stärkerem Maße den Puls dämpfen oder in geringerem Maß verstärken. Wenn dann
noch eine dynamische Verbreiterung des Pulses stattfindet wie im Fall eines Pulses mit
100 fs Pulsbreite, so kann aus einer anfänglichen Dämpfung letztendlich Verstärkung
resultieren. Diese Begründung wird auch dadurch untermauert, daß der in den vorhe-
rigen Kapiteln u.a. dargestellte cw-Betrieb bei einer Dichte leicht unterhalb der hier
gewählten Anfangsdichte von 3.4 × 1018 1/cm3 stattfindet, wohlgemerkt bei gleicher
Trägerwellenlänge von λ = 814 nm. Das bedeutet, daß Pulse mit Halbwertsbreiten, die
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6. Die Pulspropagation

noch wesentlich größer als 1000 fs sind, verstärkt werden müssen im Gegensatz zu den
hier vorgestellten Pulsen mit einer Pulsl̈ange zwischen 100 fs und 1000 fs.

An dieser Stelle sei die Aufmerksamkeit nochmals explizit auf einen Vergleich der
Teilbilder (e) der Abb. (6.9), (6.10) (dynamisch behandelte Polarisation) mit den Teil-
bildern (e) aus den Abb. (6.21), (6.22) (adiabatisch eliminierte Polarisation) verwie-
sen: Bei adiabatisch eliminierter Polarisation scheint es keine Energie-Zeitunschärfe zu
geben oder mit anderen Worten: Erst durch die Behandlung der Polarisation als ei-
genständige dynamische Variable scheint Energie-Zeitunschärfe möglich. Der an dieser
Materie interessierte Leser sei auf [20, 60] verwiesen. Dort wird der Fragestellung, wann
in der Behandlung der Streudynamik von LO-Phononen an Ladungsträgern der Effekt
der Energie-Zeitunschärfe zumindest prinzipiell erfaßt wird und wie die Unterschiede
zu einer Behandlung nach Fermis Golden Rule sind, die die Energie-Zeitunschärfe nicht
beinhaltet, nachgegangen. Zwar handelt es sich hier um kein Streuproblem, zudem sind
die gezeigten Simulationen Ergebnis einer semiklassischen Beschreibung. Aber: Die se-
miklassische Beschreibung kann, wie in Kapitel 4 gezeigt, durch Abbruch der Korrelati-
onsdynamik auf kohärenter Ebene mit

〈
bq
〉
als dynamischer Variable zur Beschreibung

des elektrischen Felds erfolgen. Das genaue Äquivalent zu [20, 60] wäre natürlich eine Be-

schreibung in der Variablen
〈
b†qbq

〉
. Die Parallelität der Variablen pk einerseits und der

sogenannten phononenassistierten Dichtematrix wie z.B.
〈
c†k+qbqck

〉
andererseits sollte

klar werden.

Kurz zum Flächentheorem: Auf Grundlage der in der Abb. ( 6.7) gezeigten Simulatio-
nen allein kann die Ungültigkeit des Flächentheorems nicht gezeigt werden, da aufgrund
des Abschneidens des Eingangsprofils natürlich nicht exakt von Pulsen mit Θ = 2π aus-
gegangen wird, sondern eher von Pulsen mit Θ < 2π. Die Pulse werden in diesem Fall
gedämpft. Trotzdem sei der Punkt, ob es sich bei diesem System um einen Attenuator
oder Amplifier handelt, zunächst nicht beantwortet. Angenommen, es handelt sich um
einen Attenuator, dann wäre die Fläche Θ = 2π diejenige Fläche, dem das System bei
angenommener Gültigkeit des Flächentheorems asymptotisch zustrebt (siehe Gl. (6.75)).
Dann wäre der Widerspruch anhand dieser Abbildung bereits bewiesen. Handelt es sich
dagegen um einen Amplifier, so wäre Θ = π die asymptotische Fläche und die Simulatio-
nen in (6.7) wären eher eine Bestätigung des Flächentheorems. Analoge Überlegungen
zu den Simulationen der Abb. (6.8) (insbesondere Teilbild (d)) ergeben dann auf jeden
Fall Widersprüche, wenn an der Gültigkeit des Flächentheorems festgehalten wird.

Im wesentlichen hat sich die bisherige Diskussion auf Simulationen mit λ = 814 nm
bezogen. Insbesondere die Teilbilder (d) (1000 fs Pulsbreite) verleiten vielleicht zu der
Annahme, das sech-Profil sei in der Art ausgezeichnet, daß es weiterhin eine quasi so-
litäre Lösung darstellt, wenn von einer Dämpfung der Amplitude einmal abgesehen wird.
Leider übertragen sich die Verhältnisse aber nicht so einfach auf den Fall λ = 835 nm.
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6.2. Ein Vergleich mit dem bisherigen Halbleitermodell

Neben dem Ansteigen der Amplitude, die erwünscht ist, falls an einen Amplifier gedacht
wird, ergibt sich auch eine deutliche Verbreiterung des Pulses (Anwachsen von Θ) und
auch eine eine Formveränderung des Profils, d.h., das sech-Profil hat sich nicht nur ein-
fach verbreitert. Insofern scheint die spektrale Position λ = 814 nm qualitativ anderer
Natur für die Ausbreitung von Pulsen zu sein als λ = 835 nm. Das ist auch weiter nicht
verwunderlich, da es sich bei λ = 814 nm um eine spektrale Position nahe des Transpa-
renzpunkts (auf der niederenergetischen Seite) handelt. Dort sollte es insbesondere für
längere und nicht zu intensive Pulse (wegen der reduzierten Energie-Zeitunschärfe und
der aufrechtzuerhaltenden Annahme von quasi fermiverteilten Elektronen und Löchern)
möglich sein, effektiv wechselwirkungsfrei zu propagieren.

Damit stellt sich an diesem Punkt vielleicht einer der interessantesten Fragen in
diesem Zusammenhang, die einem Theoretiker wiederum einmal die Unzul̈anglichkeit
seiner Möglichkleiten, analytisch zu arbeiten, vor Augen führt: Wie sieht eine laufen-
de Solitonlösung unter Einbeziehung von Dephasing bzw. Relaxationsprozessen für den
Zweibandfall (nicht Zweiniveaumodell) aus? An dieser Stelle seien die Anforderungen an
eine Lösung etwas präzisiert: Eine laufende Solitonlösung kann in mathematisch exak-
tem Sinn weder verstärkt noch gedämpft werden, denn es werden ja Lösungen in der
Form f(t− z/vp) gesucht. Im Fall einer gewünschten Verstärkung würde es ja genügen,
wenn eine Lösung existierte, die neben einem Anwachsen der Amplitude keine weitere
Veränderungen der Pulsform mit sich brächte und die vorhin als quasi solitär bezeichnet
wurde. Für die Funktion f bedeutet dies, daß neben dem rein ’laufenden Anteil’ im Ar-
gument eine weitere Abhängigkeit existieren muß. Denkbar wäre eine Lösung der Form
f(t− z/vp, z), die nun explizit partiellen Charakter aufweist. Dieser Ansatz ist sicherlich
noch zu allgemein gefaßt, als daß er die gewünschten Anforderungen in jedem Fall erfüllt.
Etwas speziellerer Natur (aber immer noch allgemeiner als eine rein laufende Lösung) ist
folgender Produkt-Ansatz: g(z) f(t− z/vp). Dieser Ansatz ist insofern nicht interessant,
als daß er aufgrund der endlichen Ausdehnung des Pulses die gewünschten Bedingungen
ebenfalls nicht erfüllen kann, solange sich der Puls innerhalb des Verstärkers befindet.
Aber dieser Ansatz garantiert die Anforderungen, nachdem der Puls komplett durch den
Verstärker propagiert ist, falls das Eingangssignal ein dazupassendes Profil besitzt: Im
Fall, daß die Propagation im angrenzenden Medium einfach durch die Wellengleichung
ohne weitere Quellterme beschrieben werden kann, ist es das Profil f selbst. Die Frage
ist natürlich, ob eine Lösung der genannten Form prinzipiell existiert und ob sie dann
auch analytisch angegeben werden kann.

Als Quintessenz bleibt folgender Vorschlag: Verwenden Sie ein sech-Profil (Lösung
von Gl. (6.22)), das im Bereich von einigen ps-Sekunden Pulsdauer liegt, an der Stelle
des Gainmaximums. Der Puls sollte nicht zu stark sein, als daß die Interbanddynamik
die Pulsform zu sehr beeinträchtigt. Dann sollte das Resultat ein guter Kompromis zwi-
schen Verstärkung und Verformung sein.
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6. Die Pulspropagation

Zum Abschluß ist zur Verdeutlichung der stark veränderten Form des Pulses gerade
im Fall einer Halbwertsbreite von 100 fs exemplarisch die Dynamik der Verteilungsfunk-
tion der Elektronen in den folgenden beiden Abbildungen dargestellt. Die Pulsbreiten
betragen 100 fs bzw. 1000 fs. Die Dynamik gibt die Verhältnisse an der Frontfacette
(bisher Endfacette) wider, an der das Signal eingespeist wird. Die Pulsenergie ist in den
Teilbilder (a) und (b) sowie (c) und (d) jeweils gleich und entspricht der eines 100 fs lan-
gen Pulses in (a), (b) bzw. der eines 1000 fs langen Pulses in (c), (d) gemäß der Gl. (6.22).

(a) (b)

(c) (d)

Abb. 6.25: Der zeitliche Verlauf der spektralen Verteilung der Elek-
tronen für zwei Pulsbreiten (100 fs bzw. 1000 fs) gepaart
mit jeweils zwei unterschiedlichen Intensiẗaten (die Pul-
senergie bzgl. (a) und (b) bzw. (c) und (d) ist jeweils
gleich): λ = 814 nm
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6.2. Ein Vergleich mit dem bisherigen Halbleitermodell

(a) (b)

(c) (d)

Abb. 6.26: Der zeitliche Verlauf der spektralen Verteilung der Elek-
tronen für zwei Pulsbreiten (100 fs bzw. 1000 fs) gepaart
mit jeweils zwei unterschiedlichen Intensiẗaten (die Pul-
senergie bzgl. (a) und (b) bzw. (c) und (d) ist jeweils
gleich): λ = 835 nm
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7. Zusammenfasssung und Ausblick

In dieser Arbeit werden einerseits Eigenschaften von Halbleiterlasern wie z.B. der Über-
gang von Multimode- nach Singlemode-Betrieb oder die Linienbreite, die eine voll quan-
tenmechanische Beschreibung erfordern, als auch Eigenschaften des Phasenübergangs
für transversal ausgedehnte Systeme und der Pulspropagation untersucht, die auf Ba-
sis nichtlinearer, räumlich ausgedehnter, semiklassischer Modelle beschrieben werden
können. Neben den einleitenden und die zur Aufstellung der Lasertheorie auf unter-
schiedlichen Beschreibungsebenen notwendigen Kapiteln 2, 3, sind es die Kapitel 4 - 6,
in denen die eben genannten Eigenschaften näher diskutiert werden.

In Kapitel 4 werden die zur Beschreibung des Lasers notwendigen Gleichungen aufge-
stellt, bei denen zunächst auf Näherungen verzichtet wird, die die Frage nach der Linien-
breite allein auf die Berechnung der Photonenzahl nbq reduzieren. Vielmehr zeigt sich, daß

es notwendig ist, auch Größen wie
〈
bqbq

〉
zu berücksichtigen, die es aufgrund der Pha-

sensensitivität überhaupt erst ermöglichen, den Einfluß eines Resonators (Fabry-Pérot)
richtig zu erfassen. Damit verbunden sind mindestens vier miteinander gekoppelte Dif-
ferentialgleichungen, die neben den bereits genannten Fragestellungen auch in der Lage
sind, den Übergang von Multimode- nach Singlemode- und wieder zurück zu Multimode-
Betrieb zu beantworten.
Der Vorteil in der dargestellten Behandlung liegt darin, daß die gegenseitigen Abhängig-
keiten klar zum Ausdruck kommen und auch sehr gut die Unterschiede zu einer semi-
klassischen Beschreibung zu sehen sind. Anhand zweier Teill̈osungen (4.34), (4.61)/(4.66)
läßt sich nicht nur eine Analyse der Linienbreite über einen sehr weiten Bereich der In-
tensität durchführen, sondern es läßt sich auch die Frage des Übergangs von Multimode-
nach Singlemode-Betrieb und letzendlich die Frage des Übergangs zurück zu Multimode-
Betrieb bei sehr großen Intensitäten beantworten.
Die Berechnung der Linienbreite kann dabei rein im Dichtematrixformalismus erfolgen,
insofern die Beschreibung bis zu zweiten Momenten erfolgt. Alternativ dazu lassen sich
unter gewissen Voraussetzungen dieselben Aussagen gewinnen, wenn die Beschreibung
auf kohärenter Ebene erfolgt, jetzt aber um Rauschbeiträge ergänzt, die als klassische
Noise-Terme (keine Operatoren) oder als Noise-Terme mit Operatorcharakter eingeführt
werden können. Ein Vergleich der Bewegungsgleichungen erster und zweiter Momente
in den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren des elektrischen Felds legt dabei die
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7. Zusammenfasssung und Ausblick

Rauschstärke der Noise-Terme fest.
Eine Berechnung der Linienbreite nach Gl. (4.62)/(4.67) anstatt eine Berechnung nach
Schawlow-Townes (Gl. (4.75)) sollte in der Lage sein, die auftretenden Diskrepanzen bei
niedrigeren Reflexionskoeffizienten zwischen experimentell gemessener und nach Gl. (4.75)
berechneter Linienbreite aufzuheben.

Im anschließenden Kapitel 5 wird zu Beginn der Frage Raum gewidmet, in welchem
Umfang ein mikroskopisches Modell reduziert werden kann, damit möglichst das gleiche
stationäre transversale Profil der Intensität bzw. eine de facto identische Dynamik in
Nähe der Stationarität erhalten wird. Es zeigt sich dabei, daß ein faktisch identisches
Verhalten erreicht wird, wenn das Lasersystem durch ein makroskopisches Modell in den
Variablen E und N (elektrisches Feld und Dichte/Inversion) beschrieben wird. Dabei
ist nicht ganz unerheblich, die darin auftretenden Koeffizienten mit mikroskopischen
Größen in Verbindung zu bringen, damit entsprechende Modelle miteinander verglichen
werden können. Mit dem makroskopischen Modell kann dann eine Stabilitätsanalyse für
den räumlich homogenen stationären Fall erfolgen, um den Phasenübergang zu insta-
tionärem Betrieb bei größerer transversaler Ausdehnung des Lasers oder bei höheren
Pumpströmen quantitativ abzuschätzen. Mathematisch (oder auch physikalisch) streng
ist diese Analyse nicht, da die Voraussetzung eines r̈aumlich homogenen stationären Pro-
fils nicht aufrecht zu erhalten ist. Vielmehr ergibt sich erst durch die Ver̈anderung des
stationären Profils z.B. durch größere transversale Ausdehnung oder durch Veränderung
des Pumpstroms der Phasenübergang. Und darin liegt auch die in diesem Kapitel vor-
geschlagene Möglichkeit begründet, einen Laser durch räumlich inhomogenes Pumpen
zu stabilisieren.
Eine Abschätzung des Spektrums der Eigenwerte von Störungen, die nicht von einer
räumlich homogenen stationären Lösung ausgeht, steht noch aus, ist aber unbedingt
erforderlich, um den Vorschlag zur Stablisierung mathematisch zu untermauern. Das ist
allerdings ein nichttriviales Problem, da es sich um ein nichtlineares Randwertproblem
in zwei Variablen (E, N) handelt.
Um ein wenig das transversale Profil zu verstehen, wird in einem weiteren Schritt das
Problem auf eine nichtlineare Differentialgleichung des elektrischen Felds E allein redu-
ziert, analytisch gelöst und mit den bisherigen Modellen verglichen.

Details der Pulspropagation sind Gegenstand des Interesses in Kapitel 6. Es werden
eine Reihe analytischer Ergebnisse für den Fall voller Kohärenz (keine Zerfallszeiten)
vorgestellt. Zudem wird eine analytische Lösung für den anderen Extremfall unendlich
hoher Dephasingrate der Polarisation (adiabatisch eliminiert) hergeleitet. Dieses Modell
enthält nur noch das elektrische Feld als auch die Dichte als dynamische Variablen und
ist das absolute Äquivalent zu dem entsprechenden Modell aus Kapitel 5. Vorhersagen
beider Modelle werden mit Simulationen auf Basis eines realistischeren mikroskopischen
Modells als auch mit Simulationen auf Basis des makroskopischen Modells verglichen.
Es zeigt sich dabei, daß das sech-Profil als eine spezielle Soliton-Lösung der vereinfach-
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ten Modelle (volle Kohärenz) für nicht zu kurze (< 1 ps) und zu intensive Pulse sehr
selbstähnlich bleibt; es wird bei entsprechenden Bedingungen versẗarkt, leider nimmt die
Halbwertsbreite etwas zu. In diesem Bereich der Pulsdauer ist es aber bereits möglich,
fast identische Resultate aus dem makroskopischen Modell zu erhalten. Für weitere De-
tails sei auf das Kapitel 6 verwiesen.
Auch hier wäre es wünschenswert, weitergehende analytische Ergebnisse zu erhalten. Ein
sehr interessantes Ziel z.B. wäre, eine Bäcklund-Transformation anderer Art als die in
Kapitel 6 vorgestellte zu erhalten. Mit dieser ist es zwar möglich, höherwertige Solitonen-
Lösungen zu konstruieren, aber mit ihr können keine gepulste Lösungen (Gl. (6.50),
(6.55)) gewonnen werden. Eine Transformation dieser Art, aber allgemeinerer Natur,
so daß zu ihrer Lösungsschar auch gepulste Lösungen gehörten, ließe eine sukzessive
Konstruktion höherwertiger gepulster Lösungen zu, also höherwertiger Lösungen eines
selbstpulsenden Lasers.
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Comprehension and Outlook

Characteristics of semiconductor lasers like the transition from multimode action to sin-
glemode action or the linewidth are discussed that implicit a full quantum mechanical
description of the underlying system. The phase transition for transversal extended sy-
stems and characteristics of the pulse propagation are further topics of this thesis that
are strongly related to nonlinear, spatial extended models on a semiclassical level. Beside
the introducing chapters 2, 3 in which the laser equations on various levels of description
are derived, the chapters 4 – 6 are addressed to the mentioned topics.

In chapter 4 the equations necessary for the description of the laser on a full quantum
mechanical level have been set up. Simplifications therein have been neglected in a first
step which reduces the question of the linewidth to the matter of computing the photon
number nbq alone. On the contray it becomes evident that it is necessary to take also
into account variables like 〈bqbq〉. Without them it is in principal not possible to treat a
resonator (Fabry-Pérot) in the right manner because of the lack of phase sensitivity. This
leads to at least four coupled differential equations which give answers to the already
posed questions and which explain the change of the laser from multimode to singlemode
back to multimode action.
The advantage of the presented treatment of these topics is that the dependencies can
be expressed clearly and that the differences to a semiclassical description are easily
visible. With the aid of two partial solutions (4.34), (4.61)/(4.66) the analysis of the
linewidth can be given over a relatively wide range of the intensity, additionally one has
an explanation of the change from multimode to singlemode and back to multimode at
hand.
The derivation of the linewidth can be given totally with the aid of the density matrix
formalism if the calculation is carried out to second moments. Alternatively it is possible
to get the same results under certain assumptions if the equations of evolution are just
developed to the coherent level now supplemented by noise terms which can be either
introduced as classical noise terms (no operators) or as quantum noise terms. A compa-
rison of the equations of the moments of first and second order concerning the creation
and annihilition operators of the electrical field are defining the quantity of noise.
A computation of the linewidth with the aid of formula (4.62)/(4.67) instead of the com-
putation with the formula by Schawlow-Townes (eq. (4.75)) should be able to resolve
the discrepancies between the measured linewidth and the one computed with eq. (4.75)
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for lower reflectivities.

The following chapter 5 is dedicated to the question to which extent a microscopic
model can be reduced so that the same stationary transverse profile is attained or that
an almost identical dynamical behaviour of the system close to stationarity is arising. A
result of that investigation is that it is possible to describe the laser by a macroscopic
model in the variables E and N (electrical field and density/inversion). But care must
be taken to get the right relations between the macrocoscopic coefficients and microsco-
pic entities in order to enable a comparison between these models. For the macroscopic
model it is possible to give a stability analysis in the case of a spatial homogeneous
stationary solution for the sake of an approximative estimation of the phase transition
point to instationarity at larger transverse extents of the laser system or at higher pump
currents. In a mathematically (or physically) strict sense the analysis is not valid simply
because the assumption of a spatial homogeneous stationary solution can not be sustai-
ned anymore. The reason for the phase transition is the change of this stationary profile
through for example a larger transverse extent of the laser or through a change in the
strength of the pump current. And this fact gives the opportunity for a proposal made
in this chapter to stabilize a laser by inhomogeneous pumping.
An estimation of the spectra of eigenvalues of deviations from a stationary solution which
is not spatial homogeneous is still missing but absolutely necessary in order to give a
mathematical proof of the proposed stabilization scheme made in this chapter. That is
a nontrivial problem because it is a nonlinear boundary value problem in two variables
(E, N).
To understand the stationary transverse profil of the intensity in a better way the remai-
ning problem is reduced to a nonlinear differential equation of the electrical field alone,
solved and compared with the other models.

Details of the pulse propagation are the topic of interest in chapter 6. A sery of ana-
lytical solutions in the case of full coherence (no relaxation times) has been introduced.
Additionally another analytic solution in the opposite case of infinitely high dephasing
rate of the polarisation (adiabatically eliminated) has been derived. This model contains
only the electrical field and the density as dynamical variables and it is the absolute
equivalent to the appropiate model in chapter 5. Predictions of both models are com-
pared with simulations on the base of a more realistic microscopic model and also with
simulations on the base of the macroscopic model. One result is that the sech-profile
as a special soliton solution of the simplified models (full coherence) is remaining self
similar if it is not too short (< 1 ps) and not too intensive. Under appropiate conditions
the pulse will be amplified but the width of the pulse is also slightly increasing. In this
time frame it is already possible to have almost identical results with the macroscopic
model. For further details the reader is referred to chapter 6.
It would be desireable to get further analytic solutions. An interesting aim would be
to get a Backlund transformation of other type than that given in chapter 6. With the
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one already introduced it is possible to construct soliton solutions of higher order but
no pulsed solutions (eq. (6.50), (6.55)) can be computed. A transformation of that kind
but more general in nature, so that it’s solution space would also contain pulsed solu-
tions would enable the construction of pulsed solutions of higher order, in other words,
solutions of higher order of a self pulsing laser.
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A. Einige Bemerkungen zur Numerik

Die Verfahren zur numerischen Behandlung von Differentialgleichungen können über-
wiegend in zwei Klassen unterteilt werden:

1. Methoden zur Lösung stationärer Probleme

2. Verfahren, die für zeitabhängige Systeme geeignet sind.

Während für die stationären Probleme vorwiegend iterative Algorithmen verwendet wer-
den, bei denen es vorwiegend auf die Geschwindigkeit der Konvergenz des Verfahrens
ankommt, ist bei den zeitabhängigen Problemen die Genauigkeit und der mit ihr ver-
bundene numerische Aufwand zur approximativen Umsetzung der Differentialgleichun-
gen Gegenstand des Interesses.
Die Kategorie der dynamischen Systeme läßt sich ihrerseits unterteilen in:

1. gewöhnliche Differentialgleichungen (ODE)

2. partielle Differentialgleichungen (PDE)

Bei den heutigen Rechnerkapazitäten stellt der numerische Aufwand in punkto ODE
meistens kein Problem dar, so daß hier die Genauigkeit der Approximation in den Vor-
dergrund rückt. In diesem Bereich gibt es eine Reihe unterschiedlicher Verfahren, begin-
nend bei den rein expliziten, rein impliziten, semi-impliziten, Zwischenschrittverfahren
(z.B. Runge-Kutta verschiedenster Ordnungen) als auch Prediktor-Korrektor-Methoden.
Hingegen gibt es bei den PDE sehr wenige Verfahren, da der numerische Aufwand hier
eindeutig das Limit setzt. Fast alle Verfahren in dieser Kategorie basieren auf der Tren-
nung von linearen und nichtlinearen Anteilen in den PDE; die linearen Anteile können
meist nicht rein explizit gelöst werden, sondern benötigen einen impliziten Schritt, der
das Verfahren stabilisiert. Allein in der genauen Umsetzung dieses impliziten Schrittes
besteht der Unterschied [61, 62].
Die hier vorgestellte Methode (Hopscotch, [63, 64]) beruht auf der Aufteilung der Git-
terpunkte in solche, auf denen der erste Schritt explizit gel̈ost wird und der Einfachheit
halber als weiße Felder bezeichnet werden. Auf den verbleibenden Feldern (schwarz) wird
dann der implizite Schritt ausgeführt. Danach wird die räumliche Aufteilung in schwarz
und weiß invertiert und wiederum auf den weißen Feldern explizit und auf den schwar-
zen implizit gerechnet, usw. Die Aufteilung erfolgt so, daß die nächsten Nachbarn jeweils
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andersfarbig sind, im 2-Dimensionalen entsteht so z.B. ein Schachbrett (siehe Abb. A.1).
Sinn und Zweck ist dabei, daß Systeme, die so diskretisiert werden k̈onnen, daß sie nur
an die nächsten Nachbarn koppeln, beim impliziten Schritt rein lokal invertiert werden
können; ansonsten ist die Lösung eines Matrizen-Problems unumgänglich.

PDE

x

t

z

explizit
implizit

t

ODE

Abb. A.1: Das Hopscotch-Verfahren

Konkret wurde das gekoppelte System von Gleichungen zwischen den mikroskopischen
Dichten ne,h

k und der mikroskopischen Polarisation p̃±k bei festgehaltenen makroskopi-
schen Größen während des impliziten Schritts gelöst. Entsprechend wurde der Vorgang
auf der makroskopischen Ebene bei jetzt festgehaltenen mikroskopischen Gr̈oßen durch-
geführt. Die numerische Behandlung der Propagation des elektrischen Felds bedarf an
dieser Stelle einer gesonderten Betrachtung. Es handelt sich hier um eine partielle Dif-
ferentialgleichung hyperbolischen Typs [61], die sich i.a. nicht so gutartig verhält wie
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z.B. eine partielle Differentialgleichung elliptischen Typs. Dies zeigt sich vor allem an
den Facetten des Laserresonators, die für gewöhnlich Stellen sind, an denen sich nume-
rische Instabilitäten am ersten bemerkbar machen, wenn auch erst nach einigen tausend
Zeitschritten. Ausgehend von der Gleichung:

±∂Ẽ
±

∂z
+
neff

c

∂Ẽ±

∂t
= ... (A.1)

ergibt sich im einfachsten Fall folgende Diskretisierung für den expliziten Schritt:

±Ẽ
±,n
i+1 − Ẽ±,n

i−1

2∆z
+
neff

c

Ẽ±,n+1
i − Ẽ±,n

i

∆t
= ..., (A.2)

wobei i die Gitterpunkte in z-Richtung und n die Zeit indiziert. Leider ist diese Form
der Diskretisierung instabil. Auf einen Vorschlag von Lax [61, 62] zurückgehend, kann:

Ẽ±,n
i =

1

2

(
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gesetzt werden. Damit folgt:
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In Gl. A.4 befindet sich ein zusätzlicher Term gegenüber Gl. A.2, der Diffusion in z-
Richtung beschreibt und als elliptischer Anteil in der PDE das Verfahren stabilisiert,
allerdings in einer Art und Weise, die vielleicht unerwünscht ist, denn die numerische Dif-
fusion ist sehr hoch und durchaus geeignet, einen propagierenden Puls binnen kürzester
Strecke zerfließen zu lassen. Deswegen ist von der direkten Umsetzung dringend abzu-
raten und statt dessen direkt die numerische Diffusion anzuraten, allerdings mit einer
Diffusionskonstanten, die der Problemstellung angepaßt ist und für den Fall der Aus-
breitung von Licht auf jeden Fall zwei Größenordnungen kleiner gewählt werden kann
(≈ 0.005).
Neben der Frage nach der geeigneten Diskretisierung stellt sich die nach der geeigneten
zeitlichen als auch räumlichen Auflösung. In allen Simulationen hat sich eine zeitliche
Auflösung von etwa 0.5 fs und eine räumliche Auflösung in x-Richtung von etwa 500 nm
als ausreichend erwiesen, ausreichend in dem Sinne, daß eine verfeinerte Aufl̈osung keine
nennswerte quantitative Unterschiede ergab. Hingegen ist die Auflösung in z-Richtung
in starkem Maße davon abhängig, was Gegenstand der Betrachtung ist. Für Laser im
cw-Betrieb wurde ein Gitterabstand von 2.5 - 5 Mikrometer verwendet, für Simulationen
zur Pulspropagation in Halbleiterverstärkern dagegen eine zehnfach bessere Auflösung
ohne numerische Diffusion.
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Abb. A.2: Resonatorlänge L = 250µm

Abb. A.3: Resonatorlänge L = 750µm
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Wie die Wahl der Auflösung die Dynamik beeinflussen kann, möge das folgende Beispiel
veranschaulichen, bei dem in der zweiten Abbildung ein dreimal so langer Resonator
verwendet wurde als in der ersten. Die Anzahl der Gitterpunkte pro Längeneinheit ist
bei beiden gleich. Beim Laser aus Abb. A.3 ist das Einschwingverhalten (Relaxations-
oszillationen) durch eine weitere Oszillation moduliert, die eine Periodendauer besitzt,
die mit der Umlaufzeit im Resonator identisch ist. Somit stellen diese Art Oszillationen
einen Gedächtniseffekt der Anfangsbedingungen dar, die hier in z-Richtung räumlich
inhomogen gewählt wurden; diese Oszillationen relaxieren erst über einen Zeitraum von
einigen Nanosekunden. Warum tauchen sie beim Laser mit kürzerem Resonator nicht
auf? Die Umlaufzeit in Abb. A.2 ist dreimal so kurz, so daß nicht die gleiche Anzahl
von Gitterpunkten pro Längeneinheit, sondern erst eine um einen Faktor drei erhöhte
Stützstellenanzahl pro Längeneinheit diese Oszillationen nicht zerfließen l̈aßt.
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